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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

IKINCi MERTEBEDEN CAUCHY PROBLEMLERININ NUMERIK
INTEGRASYONUNDA ADIM GENISLiGi STRATEJILERI

Andak Niyaz HOSDAVRAN

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Prof. Dr. Kemil AYDIN
2019, viii+40 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Kemal AYDIN
Prof. Dr. Haydar BULGAK
Dr. Ogr. Uyesi Ali Osman CIBIKDIKEN

Bu ¢alismada ikinci mertebeden Cauchy problemi ele alinmistir. Celik Kizilkan (2004) deki tezinden
esinlenerek, Picard teoremi tabanli adim genisligi ve hata analizi tabanl adim genisligi stratejileri gelistirilmistir.
ikinci mertebeden Cauchy problemi i¢in Chang ve Gnepp (1984) de verilen Runge - Kutta - Nystrém ydnteminin
hata analizini yapilmistir. Bu hata analizini dikkate alarak ikinci mertebeden Cauchy probleminin sayisal
integrasyonu i¢in adim genisligi stratejisi gelistirdik. Ayrica Picard teoremini temel alan adim genisligi
stratejisini ikinci mertebeden Cauchy problemine de uyguladik. Sonuglar sayisal 6rnekler ile desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hata Analizi, Hata Analizi Tabanli Adim Genisligi Sec¢imi, Picard Teoremi
Tabanli Adim Genisligi Se¢imi, Runge — Kutta — Nystrom Metodu



ABSTRACT

MS THESIS

STEP SIZE STRATEGIES IN NUMERIC INTEGRATION OF SECOND ORDER
CAUCHY PROBLEMS
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Jury
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Asst. Prof. Dr. Ali Osman CIBIKDIKEN

In this study, second order Cauchy problem is discussed. Celik Kizilkan (2004) inspired the Picard
theorem-based step size and error analysis-based step size strategies. For the second order Cauchy problem, the
error analysis of the Runge - Kutta - Nystrom method given in Chang and Gnepp (1984) was performed. Taking
this error analysis into account, we developed a step size strategy for the numerical integration of the second
order Cauchy problem. We also applied the step size strategy based on the Picard theorem to the second order
Cauchy problem. The results are supported by numerical examples.

Keywords: Error Analysis, Error Analysis Based Stepsize Selection, Picard Theorem Based Stepsize
Selection, Runge - Kutta - Nystrom Method



ONSOZ

Ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin niimerik integrasyonunda adim genisligi
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hususlar konusunda vermis oldugu bilgiler, gerek mesai saatleri igerisinde gerekse mesai
saatleri disarisinda siirekli ilgi ve alakasindan dolay1 Selcuk Universitesi Fen Fakiiltesi
Matematik Ana Bilim Dali Bagkan1 ve 6gretim {iyesi Prof. Dr. Kemal Aydin’a ve ¢alisma
boyunca tecriibesinden yararlandigim Necmettin Erbakan Universitesi Fen Fakiiltesi
Matematik Ana Bilim Dali Dr. Ogr. Uyesi Giilnur CELIK KIZILKAN’a en samimi
stikranlarimi sunmayi bir borg bilirim.

Andak Niyaz HOSDAVRAN
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

!

X' Birinci mertebeden tiurev

" .

Ikinci mertebeden tiirev

X,:  Runge — Kutta — Nystrom Metodunda X/ yerine kullanilan deger

t :  Grid noktasi

h. : n. Adim genisligi

X(tn) : Cauchy probleminin tam ¢ozlimiiniin t, noktasindaki degeri

X' (tn ) :Cauchy probleminin tiirevinin tam ¢6ziimiiniin t, noktasindaki degeri

X, : Cauchy probleminin t, noktasindaki niimerik metot kullanilarak elde edilen yaklasik
¢Ozlim degeri

LE, : n. adimda olusan lokal hata

Kisaltmalar

RKN: Runge — Kutta — Nystrom
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1. GIRIS

Diferensiyel denklemler Fizik, Matematik ve Miihendislik gibi bir¢ok alanda
kullanilir. Diferensiyel denklemler, giinlilk hayati matematik diline c¢evirmemize
yardimct olur. Bu ise yapilan igleri daha diizgiin yapmak ve kontroliinii saglamak
acisindan 6nemlidir. Giinliik hayattan bir problemi matematik diline gevirdigimizde bu
problemin ¢o6ziimii ig¢in bir¢ok yol vardir. Siklikla kullanilan yontem niimerik
yontemlerdir. Niimerik yontemleri kullanmamizin genel amaci analitik olarak
¢ozemedigimiz diferensiyel denklemleri (6rnegin Van Der Pol denklemi) yaklasik
olarak ¢6zmemize olanak saglar. Bazen ¢ok yakin sonucglar elde etsekte, bazende
istedigimiz sonuglar1 elde edemeyiz. Burada hata kavrami karsimiza ¢ikar. Hata, bir
problemin gergcek ¢oziimii ile niimerik ¢oziimii arasindaki farktir. Bu fark ne kadar
kiigilik olursa o kadar giizel sonuglar elde etmis oluruz.

Niimerik yontemlerde hesaplama yapilirken genellikle sabit adim genisligi
kullanilir. Baz1 yontemlerle yapilan ¢oziimler, gercek ¢oziime yakin olsa bile segilen
sabit adim genisliginden dolayr hesaplama zaman alabilir. Ciinkii yapilan niimerik
¢Oziimiin, gercek c¢oOziime yakin olmasi i¢in kiicik adim genisligi secilmelidir.
Dolayisiyla adimlar biraz daha biiyiik secilse bu sefer gercek ¢oziimden uzaklagmis
olur. Burada karsimiza degisken adim genisligi kavrami c¢ikiyor. Degisken adim
genisligi nimerik hesaplama yaparken her bir adim degisken adim genislikleri secerek
¢oziimler elde etmek anlamina gelir. Bu adimlan literatiirlerde verilen bir¢ok adim
genisligi stratejileri ile hesaplamak miimkiin. Bu stratejilerden siklikla kullanilani

hataya bagli olanlardir.

1.1. Literatiir Ozeti

X'=f(t,X),x(t,) =%,, t, <t<T (1.2)

seklindeki ifadelere birinci mertebeden baslangi¢ degerli Cauchy problemi denir. Bazi
Cauchy problemlerini niimerik yontemlerle ¢6zmek miimkiindiir. Bir¢ok niimerik
yontem olmakla beraber en bilinenleri Euler, Runge — Kutta yontemleridir. Bu
yontemlere ve bunlara benzer bir ¢ok yonteme niimerik analiz ve sayisal analiz
kitaplarinda bulunabilir (Edward ve Penny, 2008; Scheid, 1988). Bir Cauchy problemini

¢ozmeden Once verilen aralikta Cauchy probleminin ¢oziimii var mi1?, varsa tek mi?



kavramlar1 karsimiza ¢ikar. Kaynaklarda gegen Lipschitz kosulu ve Picard teoremi
kavramlari tanitilmistir (Gear, 1971; Burden, 2010; Giingor, 2010; Halilov 2003). Bu

kavramlar D = {(t X) : |t —t0| <a, |X - X0| < b} bolgesi lizerinde, ¢Oziimiin varligini ve

tekligini garanti eden kavramlardir. Kullanacagimiz yontemi belirledikten ve varlik -
teklik garanti edildikten sonra bir sorun karsimiza cikar; niimerik metotlar iteratif
olduklarindan (1.1) Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin hesaplanmasinda biiyiik
kolayliklar saglamasma ragmen niimerik metot kullanilmas: ile elde edilen ¢6ziim
problemin tam ¢oziimii yerine kullanilacak kadar yakin olmayabilir. Bu nedenle
niimerik metotlarla hesaplama yapilirken adim genisligi se¢cimi 6ne ¢ikmaktadir.
Literatiir caligmalarinin ¢ogunda sabit adim genisligi segilerek hesaplama yapilmistir.
Fakat sabit adim genisligi secildiginde yaklasik ¢oziimiin tam ¢6ziimden uzaklasmamasi
icin adim genisliginin ¢ok kiiciik se¢ilmesi gerekmektedir. Bu ise pratik degildir. Adim
genisligi, ele aliman diferensiyel denklemin tam ¢dziimiiniin degisiminin hizli oldugu
bolgelerde kiigiik, degisiminin yavas oldugu bdlgelerde ise daha biiyiik se¢ilmelidir
(Celik Kizilkan, 2004; Celik Kizilkan, 2009).

Yukaridaki sebeplerden dolay: literatiirlerde degisken adim genisligi kavrami
olarak bilinen kavram karsimiza ¢ikar. Bununla alakali onlarca yontem, teknik, strateji
olmakla beraber biz bazilarini kisaca 6zetlemeye ¢alisacagiz.

Celik Kizilkan ve Aydin (2005) te ikinci mertebeden Runge — Kutta metodu i¢in
hata analizi tabanli adim genisligi stratejisi elde etmislerdir. Verilen stratejiye bagh
olarak her bir adimda problemin yapisina gore sabit adim genisligi veya degisken adim
genisligi tespit eden ve niimerik ¢6ziim hesaplayan iki algoritma vermislerdir.

Shampine ve ark. (1996) da x'=f(t,x),x(t,)=%,, to<t<T Cauchy

probleminin niimerik integrasyonunda Euler metodu i¢in 7 - kullanicinin belirleyecegi

hata seviyesi, & = r[nibr]I |y"(X)|>0ve H = /% olmak tizere adim genisligini;
a,

S
h ~ ——H 1.2
VY (D) (12)

seklinde verilmistir.
Yukarda verdigimiz stratejiler yontemlerden elde edilen hata analizi igeriyor ya
da kullanicinin belirledigi bir hataya gore adim genisligi se¢cimi yapan stratejilerdir.

Simdi de belirlenen bazi sartlarla kabaca hesaplanan bazi adim genisliklerini verelim



bunlar uygulanislar1 hakkinda fazla fikir sahibi olamadigimiz iki stratejidir (Rice ve Do,
1995).

Bailey tarafindan 6nerilen bir yontem asagidaki gibidir,

hesaplamamiz icin farki gereklidir.

y, niimerik ¢oziimler olsun. A, =|y(t,.,)-y(t,)
h igin asagidaki kosullar gegerlidir. A nin i.nci bileseni igin;
A
e Eger —* <0.01 ise, adim biiyiikliigii ikiye katlanir,
Yi
Ay

~>0.1 ise, adim biyiikliigii yariya iner,
Yi

e Aksi takdirde, eski adim genisligi korunur.

e Eger

Bu yontem herhangi bir niimerik integrasyon i¢in gecerlidir.

Michelsen O(h3) kesme hatasi ile liglincii mertebeden bir metot kullanarak

€= Yo (gj— Yo (D) olmak tizere y, ., =y, , (gj +%en+1 elde edilmistir. y,,,(h) ve
y““(%} , t., noktasinda niimerik metotla elde edilen ve t=t ., noktasinda gergek

en +1

g

¢oziime daha yakin olan bir tahmindir. Verilen & toleransi igin (= max

! .
I
tanimlanmistir. Eger g>1 ise <l oluncaya kadar t adimindaki islemler h adim

genisligi yerine h/2 alinarak tekrarlanir. g<l oldugunda adim genisligini
1

h ., =h min [(4q )+ ,3} seklinde verilmistir.
Bunlar birinci mertebeden Cauchy problemleri i¢in uygulanabilecek yontemlerdir.
Simdide Celik Kizilkan (2009) doktara tezinde bahsettigi ve sistemelere

uyguladigi adim genisliklerinden ve uygulama makalelerinden bahsedelim.

Celik  Kizilkkan ~ (2009)  doktora  tezinde — X'(t)=AX(t) e
X'(t)=AX(t)+o(t,X) denklem sistemlerinin [t,,T] araligindaki niimerik

integrasyonunda her bir adimda olusan lokal hata kullanicinin belirledigi hata
seviyesinden kiiglik olacak sekilde adim genisligi belirleyen stratejiler elde etmistir. Bu
stratejilere gore secilen adim genislikleri ile niimerik ¢6ziim hesaplayan algoritmalar
vermistir. Bunlardan biri soyledir;

1

~ 1 (25 )
Ara=max (b, + [y} ve Sm{ﬁl] 9

olarak belirlenip hesaplanabilir.



Celik Kizilkan ve Aydin (2011) lineer diferensiyel denklem sistemlerinin
niimerik integrasyonu i¢in adim genisligi stratejileri elde etmislerdir. Verilen stratejilere
uygun olarak adim genislikleri ve niimerik ¢6ziimler hesaplayan algoritmalar

vermislerdir.

Celik Kizilkan ve ark. (2016) bazi SIR salgin hastalik modelleri i¢in degisken
adim genisligi stratejisinin  etkinligini incelediler. SIR modeli ve onun
modifikasyonlarina gercek veriler kullanarak degisken adim genisligi stratejisini
uyguladilar.

Simdi bazi ikinci mertebeden baglangi¢ degerli Cauchy problemleri igin verilmis
stratejileri inceleyelim.

Ramos ve Aguiar (2006) de

y'=f(xy), Y0%) = Yo, ¥Y(X) =Y (1.4)
baslangi¢ deger problemi i¢in k- adim Stérmer- Cowell metodunun degisken adim
genislikli versiyonu elde edilmis ve LE(X.,h,.,) lokal hata, p <1 (safety factor), TOL

verilen hata seviyesi olmak iizere optimal adim genisligi

. TOL )%+2

h' . = 15
et thl(” CEX.h ] (1.5)

seklinde verilmistir. Iterasyonun ilk adiminda adim genisliginin nasil segilecegi
hakkinda bir bilgi verilmemistir.

Ramos ve Aguiar (2007) de,

y'(®)—2gy'®) +(g” +w*)y(t) = f (¢, y(1)) (1.6)

problemi i¢in Panowsky ve Richardson’ in vermis olduklar1 sabit adim genislikli
Chebyshev metodu, degisken adim genislikli olarak yeniden diizenlenmistir. Verilen

metodun LE, (y(t),h) lokal kesme hatasinin normu istenilen hata seviyesinden kii¢iik

kalacak sekilde adim genisligini

vh( LETOL - YO ek
il TEOODI an
Vh( )1/(n+3) n (;lft

I'LE, (y(®). h) |

seklinde vermislerdir. V (safety factor) bir ¢arpandir.



Gorildiigii gibi bircok strateji ve yontem birinci mertebeden Cauchy
problemlerinin niimerik integrasyonunda kullanilabiliyor. Bizim oncelikli amacimiz
ikinci mertebeden baglangic degerli Cauchy problemlerinin niimerik integrasyonunda
bu stratejilerden agirlikli olarak Picard Teoremi tabanli ya da Hata analizi tabanl adim

genisligi stratejileri incelenip sonug elde edilmeye ¢aligiimustir.
1.2. Problemin Tanimi

Niimerik metotlar iteratif olduklarindan (1.1) Cauchy probleminin ¢éziimiiniin
hesaplanmasinda biiylik kolayliklar saglamasina ragmen niimerik metot kullanilmasi ile
elde edilen ¢6ziim problemin tam ¢6ziimii yerine kullanilacak kadar yakin olmayabilir.
Bu nedenle niimerik metotlarla hesaplama yapilirken adim genisligi se¢imi One
cikmaktadir. Literatiir ¢aligmalarinin ¢ogunda sabit adim genisligi secilerek hesaplama
yapilmistir. Fakat sabit adim genisligi secildiginde yaklagik ¢oziimiin tam ¢oziimden
uzaklagmamasi i¢in adim genisliginin ¢ok kiigiik secilmesi gerekmektedir. Bu ise pratik
degildir. Adim genisligi, ele alinan diferensiyel denklemin tam ¢6ziimiiniin degisiminin
hizli oldugu bolgelerde kiiciik, degisiminin yavas oldugu bolgelerde ise daha biiyiik
secilmelidir (Celik Kizilkan, 2004; Celik Kizilkan, 2009).

1.3. Tezin Yapisi

Bu tez ¢alismasi 5 boliimden olugmaktadir.
1. Boliimde literatiir 6zeti ve problemin tanimi verilmistir.
2. Boliimde Celik Kizilkan (2004) de tezinde uyguladigi ve bu tez ¢alismasinda agirlikla
esinlendigimiz birinci mertebeden Cauchy Problemlerinin niimerik integrasyonunda
adim genisligi stratejisi Verilmistir.
3. Boélimde ikinci mertebeden X' = f(t,X), X'(t,) =Xy, X(t;) =% Cauchy

probleminin ¢6ziimiinde kullanilan Runge - Kutta — Nystrom metodu ve hata analizi
verilerek, nlimerik integrasyonlarda kullanilan Picard teoremi tabanli ve hata analizi
tabanli adim genisliginden stratejileri elde ettik.

4. Bolimde, 3. Boliimde verdigimiz stratejileri uyguladigimiz niimerik Ornekler
verilmistir.

5. Boliimde ise tezde elde edilen sonuglara yer verilmistir.



2. BIRINCI MERTEBEDEN CAUCHY PROBLEMLERI iCiN ADIM
GENISLIiGi SECiMi

Celik Kizilkan (2004) tezinde birinci mertebeden Cauchy problemlerinin
niimerik integrasyonunda kullanilan Picard Teoremi tabanli ve hata analizi tabanli adim
genigligini elde etmistir. Burda elde ettigi stratejileri Euler ve Runge — Kutta metotlarina
uygulamistir. Elde edilen stratejiler sadece bu iki metot i¢in degil diger metotlar i¢inde

uygulanabilir. Bu boliimde bu stratejilere yer verecegiz.
X'=f(t,x), x(t)=x (2.1)

D={(t,x):|t—t)|<a|x—x|<b} bolgesi iizerinde, baslangi¢ degerli Cauchy

problemini ele alacagiz. Asagida diferensiyel denklemlerin varlik ve tekliginin

tespitinde kullanilan temel kavramlarin tanimini verecegiz.

2.1. Lipschitz Sarti

D ={(t,x):[t—t,| <a,[x—x,| <b} bdlgesinde (t,x),(t,x,) €D olmak iizere

[ F(tx) = (%)< LIx =%, (2.2)

olacak sekilde bir L >0 sabiti varsa f(t,x) fonksiyonu D < R? kiimesi iizerinde X

degiskenine gore Lipschitz sartin1 saglar (Celik Kizilkan, 2004; Gear, 1971; Burden,
2010).

f(t,X) tirevlenebilme gerekliligi yoktur. Fakat Oyleyse o zaman Lipschitz

fsLisef

< L garanti eder. Tersine eger f, X e gore tiirevlenebilir ve x
X

kosulunu

Lipschitz kosulunu saglar (Gear, 1971; Burden, 2010; Celik Kizilkan, 2004).



2.2. Picard Teoremi

D ={(t,x):[t—t,|<a|x—x|<b} konveks bolgesi iizerinde (2.1) Cauchy
problemini ele alalim. Eger f (t,x), D bélgesi iizerinde siirekli ve bu bdlgede Lipschitz

sartin1 sagliyorsa bu takdirde (to, XO) noktasini i¢ine alan bir alt bolgede (2.1) Cauchy

probleminin ¢éziimii var ve tektir. Bu bolge

max
(¢.7)eD

f(c.7)<M , h= min(a, %) (2.3)

olmak iizere Dy ={(t,X):[t—t,| < h,|x—X,| < b} dir (Giingér, 2010; Halilov, 2003; Celik
Kizilkan, 2004).

2.3. Lokal Hata

t, , noktasinda niimerik metotla elde edilen yaklasik ¢oziim Yy, ; ile gosterilsin.
Y,; ¢Oziimiiniin gercek ¢oziimden ne kadar uzak oldugunu kontrol etmek igin Z(t)
fonksiyonu tanimlansin. [tn_l,tn) araliginda (2.1) Cauchy probleminin ¢éziimii Z(t)

olsun. z(t);

s o

seklinde alinsin. Lokal hata LE_ ile gosterilir. t noktasindaki lokal hata, niimerik
metotla elde edilen y, ¢ozimii ile Z(tn)gézﬁmﬁ arasindaki farktir. LE, =Y, —Z(tn)
seklinde gosterilir (Celik Kizilkan, 2004; Shampine, 1996).

2.4, Adim Genisligi Stratejileri

1) Picard teoremi adim genisligi stratejisi: (2.1) Cauchy probleminin
D ={(t,x):[t—t,|<a|x—x|<b} bolgesi iizerinde ¢dziimii var ve tek olmak iizere

adim genisigi Picard teoremindeki ;



max
(¢.7)eD

f(c.7))<M ve h, = min{a,%} (2.5)

ile verilmistir.
2) Hata analizi tabanli adim genisligi secimi ve lokal hataya gore adim genisligi

se¢imi lokal hata igin Euler metodunda hatanin ist sinirt ile 6, den kiigiik olacak
sekilde adim genisligi asagidaki sekilde segilir.

ILE,| < max h? <&,

th Sty

%Zﬂ(z_)

20
" max z"(r)‘

t STty

(2.6)

1
2

26,
max

2(z)] |

th <<ty

=h <

n

(n=12,.,N)

Ayn1 tez caligmasinda yukarida verilen degisken adim genisligi stratejileri
kullanarak hem adim genisliklerini hemde Cauchy probleminin yaklasik ¢6ziimii hesap
eden algoritmalar verilmistir.

Runge- Kutta yonteminin lokal hata analizi sonucu elde edilen adim genisligi;

h-3

|LEn| Sﬁripﬂi}’fﬂ] ( ftt +2f'ftx + fzfxx + fx ft + f-fxz)(T) ‘ (27)
esitsizliginden
Terptna?fn](fn +2f g+ 2+ f 4 F12)(7) \g M, (2.8)

olmak iizere adim genisligi

3
) S(lZcﬂJ , n=12,..,N (2.9)



seklinde secilir. Eger [tO,T] araliginda,

maxX
refty b))

(fe+2ffor f2f + LA+ 1.62)(z) <M , M >max{M, } (2.10)

olacak sekilde bir M sayis1 alinirsa,

1
h < [1|2\/(|5L js (2.11)

adim genisligi olacaktir (Celik Kizilkan, 2004; Celik Kizilkan ve Aydin, 2005).

Ornek 2.1:D={(t,x):|t|£2,|x+1|£2} bolgesi tizerinde f(t,X)=2t,X(O):—l

Cauchy problemini Picard teoremi tabanli adim genisligi se¢imi ve Euler metodu
yardimiyla ¢ozelim.
Coziim: Tanimda verilen stratejiler kullanilarak ve gerekli islemler sirayla yapilarak

elde edilen ¢oziimler agsagidaki cizelgede gosterilmistir.

Cizelge 2.1. Ornek 2.1 Picard teoremi tabanli adim genisligi secimi ¢dziimleri

n h, t, X,

0 0 -1

1 0.5 0.5 -1

2 0.4 0.9 -0.6

3 0.3448 1.2884 0.02064
4 0.3041 1.5925 0.8042
5 0.2559 1.8484 1.6192
6 0.1516 2 2.5796

3

251

2k

151

1k

xn degerleri

0.5

or

-0.5F

1 e t ¢ e : e : : e
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t degerleri

Sekil 2.1. Ornek 2.1 Picard teoremi tabanli adim genisligi segimi ile X, ¢dziimiine ait grafik
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0.5

0.45- bt

0.35- bt

hn degerleri

0.3 *

0.25 4

0.2 bt

c r r c r c r r c
1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
n degerleri

Sekil 2.2. Ornek 2.1 Picard teoremi tabanli adim genisligi segimi ile h, ¢dziimiine ait grafik

Ornek 2.2: D :{(t,x):|t| Sl,|x+1|£2} bolgesi iizerinde f(t,x):Zt2 , X(O):—l

Cauchy problemini lokal hataya gore adim genisligi se¢imi ve Euler metodu yardimiyla
¢ozelim.
Coziim: Tanimda verilen stratejiler kullanilarak ve gerekli islemler sirayla yapilarak

elde edilen ¢oziimler asagidaki cizelgede gosterilmistir.

Cizelge 2.2. Ornek 2.2 Euler metoduna ait lokal hataya bagli adim genisligi ile ¢6ziimii

n h, t, X,
0 - 0 -1
1 0.2236 0.2236 -1
2 0.2021 0.4257 -0.97979
3 0.1873 0.613 -0.9119
4 0.1761 0.7891 -0.7796
5 0.1672 0.9563 -0.5714
6 0.0437 1 -0.2789

-0.2

-0.3F

-0.4

-0.5F

-0.6

xn degerleri

-0.7

-0.8

-0.9

a1 r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t degerleri

Sekil 2.3. Ornek 2.2 Euler metoduna ait lokal hataya baglh adim genisligi ile X, ¢dziimiine ait grafik
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0.24 T T T T T T T T

hn degerleri

1.5 2 25 3 35 4 4.5 5 5.5 6
n degerleri

Sekil 2.4. Ornek 2.2 Euler metoduna ait lokal hataya bagl adim genisligi ile h, ¢dziimiine ait grafik
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3. iKiINCi MERTEBEDEN CAUCHY PROBLEMLERI iCiN ADIM GENIiSLiGi
SECIiMi

D ={(t,x):|t —ty] <T,|x — x| < b} bdlgesi tizerinde
x" = f(t,x), x'(ty) = x5, x(to) = xg (3.1)
ikinci mertebeden Cauchy problemi kullanilacaktir. Ikinci mertebeden diferensiyel

denklemler kolaylikla birinci mertebeden sistemlere doniistiiriilebildigi i¢in varlik ve

teklikle ilgili tanimlar sistemlerde verilmistir.

3.1. Lipschitz Sart1

Diferensiyel denklem sistemleri i¢in Lipschitz tanimi kullanilacaktir. Bilindigi gibi
denklem sisteminin derecesi 2 alimirsa ikinci mertebeden Cauchy problemi igin

saglayacaktir.
X (xj(t)),Xo = (xj0); xj0 = xj(to), (3.2)
F&,X)=(f;): fi = f; (&, x1, %9, e, x) (3.3)
ve F € C™([ty, T] x RV), X (t), Xo, b = (b;) € RN olmak iizere
D ={(t,X):t € [to, T1, | — xjo| < b;}
bolgesi lizerinde
X'(t) =F(tX), X(ty) = X, (3.4)

Cauchy problemini ele alalim.

Herhangi (t, X;), (t, X3) € D igin,

IF (¢, X1) = F (&, X))l < LlIX; — Xall (3.5)
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olacak sekilde bir L sayis1 varsa, F(t, X(t)) vektor fonksiyonu Lipschitz sartini saglar
denir, L sayisina da Lipschitz sabiti denir. Eger F(t, X) fonksiyonu D bolgesi iizerinde
Lipschitz sartin1 saglarsa bu bolgede (3.4) Cauchy probleminin bir tek X(t) ¢6ziimii
vardir (Gear, 1971; Shampine ve ark., 1996; Celik Kizilkan, 2009).

3.1.1 Tamim
Her (t,y,y'),(t,x,x") € D igin

|f(t,y,y’)—f(t,x,x’)|SK(y—x)+L(y’—x’) (36)

olacak sekilde bir negatif olmayan K ve L sabitleri mevcut ise f fonksiyonu D
bolgesinde Lipschitz sartini saglar denir. K ve L Lischitz sabitleridir (Mermerkaya,
2009).

3.2. Lokal Hata

Z(t) = (z1(t) zy(t) ... z;(t))T vektdr fonksiyonu (3.4) Cauchy probleminin
[ti_1, t;) arahigindaki ¢oziimii ve Y; = (yj; Vi1 .. Yiv)? 1. adimda niimerik metotla

elde edilen ¢6ziim vektorii olmak iizere
Z'(t) =F(t,2),Z(ti_1) = Y4 (3.7)

Cauchy problemini olusturalim. [t;_4, t;) araligindaki lokal hata vektori,

Yn—4 (ti ) LE;,

LE, =Y, - Z(t)= Ya—2 (%) _ LE, (3.8)

Yin = Zn (ti) LEiN

seklinde tanimlidir. ||LE;|| degerine de [t;_q,t;) araligindaki lokal hata denir (Loan,
2000; Celik Kizilkan, 2009).
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3.3. Runge — Kutta — Nystrom Metodu ve Lokal Hata Analizi

Runge — Kutta metodunun bir ¢ok ¢esidi vardir. Chang ve Gnepp (1984) de
bahsettikleri Runge — Kutta — Nystrom metodunu ele alacagiz. Asagida,

k= f(t,.x,)
2
k,=f (tn +2,xn +gxr’1 +%}
(3.9)
2
ky=f [tn +h, x, +hx] +%J
ky, k, k3 degerleri kullanilarak X ., ve X', degerleri,
2
X1 = X, + R +—(k, +2k,)
(3.10)

olarak verimistir. Bu metod ikinci mertebeden tiirevi icermeyen Cauchy problemlerinin

niimerik integrasyonunda kullanilir (Chang ve Gnepp, 1984).

Not: Herhangi bir karigikligi 6nlemek i¢in x| = X olarak kabul edilmistir.

3.3.1. Runge — Kutta — Nystrom metodunun lokal hata analizi

[tnfl,tn) araliginda z (t) fonksiyonu i¢in tiglincli mertebeden Taylor agilimi;

2(t,)=2(t, )+ 2 (t,)(t, —tn_l)+%z”(tn_l)(tn 1) +%Z"’(T)(tn tL)F (34D

TE (tn_l,tn) olur. t, —t,, =h, olarak yerine yazilirsa,

2(t)=2(t, )+ 2'(t,,)(h)+ = 2"(t,,)(h, ) +%z”’(r)(hn y (3.12)
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elde ederiz. [t ,.t,) araliginda z(t) fonksiyonu igin;

(3.13)

S (f(nx)+ F(mxa) f(nxy)  (3.14)

olarak bulunur. Runge — Kutta — Nystrom metodundaki degerlerinde taylor agilimini

yapalim.

k, = f(t, 1, %) (3.15)

olur. k, esitliginin taylor a¢ilimi igin,

h h h 2k
kK, =f[t , +2,x  +—=2x  +-—21 3.16
2 (n—l 2 n-1 2 n-1 8 ] ( )

h h, 2k
a= E” ve = E” X+ ”8 L olarak yazilip fonksiyonda yerine koyulursa,

K, = f(ty+a Xy +8)=f(t %) +(af (7.%4)+ B (7.%)) (3.17)

elde edilir. o ve  degerleri (3.17) de yerine yazilirsa,

2
k,=f [tnl+h—2”,xnl+mx;1+ h, klj

2 8
(3.18)

h h , hZk
= f(tnl,xn1)+£?” f. (r,xn71)+?”xnfl+ g L fx(T’an)j
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elde edilir. Diizenlemeye devam edilirse,
2
k= f(t,, xn_l)+h—2” f (7, xn_1)+h_2nx;_1 f(r, xn_l)+% f(r%) (3.19)

olur. (3.15), (3.19) da yerine yazilirsa;

2

k= f(t xn_l)+h—2” f(z xn_l)+h—2”x’ f(r, xn_l)+% F(t X ) f, (7.%) (3.20)

n-1"x

olarak elde edilir. X, degeri,

2

X =X _,+hx +%(k1+2k2) (3.21)

n“n-1

elde edilir. (3.15) ve (3.20) de bulunan degerler (3.21) de yerine yazilirsa;

!
X, =X, +hX

n“n-1
2 2 3.22
+%[f (tn_l,xn_1)+2[f (tn_l,xn_1)+h—2” £ xn_1)+h—2”x,;_1fx E xn_1)+% () xn_l)j] (3:22)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;
2 3 3
X, =X, +hx +m f(t s Xy )+ () f (7, %) +@ X f (7, %)

4 2 6 6 (3.23)

hn

o f(ty %) f(7. %)

elde edilir. Boylelikle LE,=x, —z(t,) lokal hatasi degerler yerine yazilarak
bulunabilir. LE, =x,—z(t,) i¢in (3.14) ve (3.23) da buldugumuz degerleri yerine

yazalim.
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n nn-1 n-1"x

2 3 3 .
LE {xn_ﬁhx’ +@f(tn_l,xn_l)+%ft(r,xn_l)+%x' f(r,xn_1)+;L4f(tn_l,xn_l)fx(r,xn_l)]

f (%) f (7, Xn_l)}

(3.24)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

f(r,xnl)—%f(r,xn1)fx(r,xnl)+2—£f(t 1) f(7.%4)  (3.25)

n-1! “n-

istenen hatay1 bulmak igin;

n) '
LE,|= ( 6) (x,f (T’Xn—l)_f(T’Xn—l)fx(T’Xn—l))-l_if(tn—l’xn—l)fx(rlxn—l)’ re(tt,) (3.26)

n-1"x

elde edilir.

3.4. Picard Teoremi Tabanh Adim Genisligi Secimi

Celik Kizilkan (2004) de tezinde bahsettigi Picard teoremi tabanli adim genisligi

stratejisi Ornek alinarak elde edilmigtir. D ={(t,x):[t—t,|<a,|x—X,|<b} bolgesi
tizerinde (3.1) Cauchy problemini ele alalim. f(t,X) fonksiyonu i¢in Picard teoremi
sartlarin1 sagladigimi kabul edelim. (3.1) Cauchy probleminin ¢oziimiin var ve tek
oldugu bolge D, :{(t,x):|t—t0| <hy,|x—x,| Sb}

olsun. [tn_l,tn) araliginda (3.1) Cauchy probleminin ¢oziimii Z(t)olmak uzere;

kullanilan herhangi bir niimerik metodun ilk adimda h, adim genisligi,

max
(ﬁ,r)eD

f(B7)=M,, h, = min {aMi} (3.27)
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olmak tizere Picard teoremindeki ﬁl =h, parametresi segilerek (tl,xl) noktas1 hesap

edilirve D, ={(t,z):[t—t|<a,|z—x|<b} bolgesi iizerinde,

"=f(tz), Z(t)=x, z(t)=x (3.28)

Cauchy problemi goz Oniine alinir. Picard teoremi geregi (3.28) Cauchy probleminin
¢Ozlimiiniin var ve tek oldugu

Doy = {(t,2): It — t;] < hy, |z — x1| < b}
bolgesi elde edilir. h, adim genisligi h, alinarak (t,,y,) noktasi hesaplanir. isleme bu
sekilde devam edilirse n. adimda

Dy—y ={(t,0): [t —th-al S a,lxy — x4 < b}

bolgesi lizerinde,

7" = f(t,z), 2'(tn-1) = Xp_1, 2(tn-1) = Xn—1 (3.29)

Cauchy problemine ulagilir. Picard teoremi geregi bu problemin ¢6ziimiiniin var ve tek

oldugu bolge Dy, = {(t, )it —tyql S hy,, |z — x4 < b} ve adim genisligi

max
(ﬂ,T)ED

f(B.7)<M,, h, = min{a,ML} (3.30)

dir. Adim genisligi h,, = h,, segilerek islem yapilr.

3.4.1. Adim genisligi kontrolii ve Kontrol algoritmasi

h", kullanicinin belirledigi istenildigi kadar kiiciik bir parametre olmak iizere, h’
pratik adim genisligi parametresi kullanici tarafindan belirlenmezse, kullanilan
bilgisayarin formatina uygun pozitif en kiigiik bilgisayar sayis1 olarak segilir. Ancak bu
durumda adim genislikleri cok kiiciik bulunabileceginden ¢6ziim beklenmedik bir

sekilde hareket edebilir. Dolayisiyla h”, kullanici tarafindan problemin yapisina uygun

olarak segilmelidir (Celik Kizilkan, 2009).
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3.4.2. Kontrol algoritmasi: (Algoritma — 1)
k; adim sayisi, ﬁk ; ele alman adim genisligi se¢iminde hesaplanan adim genisligi

ve h', pratik adim genisligi olmak iizere adim genisligi kontrolii asagidaki sekilde

verilir.

k-1 R
K:1. > h+h <aise;

i=1
1.1. ﬁk >hise h = ﬁk alinir.

1.2. ﬁk <h’ ise h_=0almnir ve islem sona erer.

k-1 n N k-1
2. Zhi +h, >a ise h =a—Z:hi alinir.

i=1 i=1
2.1. h >h"ise h =h_ almr.

2.2. h, <h"ise h,=0alimnr ve islem sona erer.

(Algoritma - 1 Celik Kizilkan, 2004 tezinden alinmuistir.)

3.4.3. Picard Teoremi tabanh adim genisligi algoritmasi: (Algoritma — 2)
Adim 0: (Giris Elemanlari): a, b ve h* sayilar girilir.(a ve b, D bdlgesinde verilen

sayilar, h* algoritma-1 verilen pratik adim genisligi )
Adim 1: M; sayist hesaplanir. ((3.30) da n=1 alarak elde edilen deger)

1.1. h, sayist hesaplanir.
1.2. K- kontrolii yapilir.

13.t; =ty + hy vex;,X; hesaplanir.

Adim k: M, sayis1 hesaplanir.

k.1. hy, sayis1 hesaplanr.

k.2. K- kontrolii yapilir.

k.3. tys1 =ty + hy Ve xi , X hesaplanir.
Bu algoritmay1 durduran adim K- kontrol adimidir. Kontrol adiminda;
Zg=1 hy = a

veya hy < h* oldugunda islem durur.
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Ornek 3.1: D = {(t,x): |t —to| < 1,|x — xo| < 2} bolgesi iizerinde;

f(t,x) =x"(t) =4x, x'(0) =2, x(0) =1 Cauchy probleminin ¢6éziimiinii Picard
teoremi tabanli adim genisligi stratejisi ve Runge- Kutta- Nystrom metodu kullanarak
¢ozelim.

Coziim: Gergek ¢oziim, x(t) = e?! olarak bulunur. Asagidaki cizelgede Picard teoremi
tabanl adim genisligi ve RKN kullanilarak elde edilen veriler verilmistir.

Adim 0: (Giris Elemanlar1): a = 1,b = 2ve h* = 107

Adim 1: M; =12
~ . 2
1.1. hy = min {Z’E} = 0,166667
1.2. K- kontrolii yapilir.

x; = 1,395576 %, =2,791237997

Adim 2: M, =15,49833

2.1. h, = min {2 } = 0,14725

’ 15,49833

2.2. K- kontrolii yapilir.
x, = 1,873548388 X, = 3,747099052

benzer sekilde devam edilirse;

Adim 10: M;, = 34,9387

10.1. hyo = min {2

, } = 0,057243109
34,9387

10.2. K- kontrolii yapilir.

10.3. t19 = t9 + hyp = 1,01059838 > 1 oldugundan
hip = 1,01059 — 1 = 0,046645

X10 = 7,551577699

%10 = 15,10324728



Cizelge 3.1. Ornek 3.1 Algoritma — 2 ile ¢dziimiiniin sonuglari

n hn tn x(tn) Xn |x(tn) — xnl
0 0 - 1 -

1 0,166667 | 0,166667 | 1,395612425 1,395576 0,00036293
2 0,14725 0,313917 | 1,873548388 1,874583 0,00062999
3 0,129046 | 0,442963 | 2,42523018 2,426568 0,0013377
4 0,112954 | 0,555918 | 3,039931839 3,041613 0,0016809
5 0,099175 | 0,655092 | 3,706856913 3,708913 0,002056
6 0,087582 | 0,742675 | 4,416506592 4,418963 0,0024566
7 0,077894 | 0,820569 | 5,161036439 5,163914 0,0028773
8 0,069794 | 0,890363 | 5,934162603 5,937477 0,0033143
9 0,062992 | 0,953355 | 6,730911292 6,734676 0,0037646
10 | 0,046645 1 7,547351896 7,551577699 0,00423

Sekil 3.1. Ornek 3.1 Algoritma — 2 ile X, niimerik ¢oziimleri ve X(tn) gercek ¢oziimlerinin

hn degerleri

karsilagtirilmasint gosteren grafik

0.18

0.16

0.14 -

0.1r

0.08

0.06 -

0.04 r
1 2

.
3

e e e
4 5 6
n degerleri

r r r
7 8 9

10

1

Sekil 3.2. Ornek 3.1 Algoritma — 2 ile h, gdsteren grafik

21
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3.5. Hata Analizi Tabanh Adim Genisligi Se¢cimi

(3.26) da yapilan Runge — Kutta — Nystrom metodunun hata analizini kullanarak

bir h adim genisligi elde ettik.

LEl=

T e[tn_l,tn) (3.31)

O e F ) e e e ) e, )

0 < h,, < 1 oldugunda,

ILE,|= (hg) (X' £ ()= F(rx ) £ (7, xnl))+%(f (rx ) f (mxo))h reftat)  (3.32)

elde edilir.
(h,)’ (h,)°
ILE,| < (stupt) EHS (Xos f (mx) = f (2. x0) £ (7x))+ = (F (2.%) B (2.%0)) €[t t,)
(3.33)
bu ifade §;, kii¢iik oldugundan,
(h)’ . 3
|LE,| < (stupt | X' fx(T'Xn—l)_Z( f (%) f,(z.%))| <6, (3.34)

elde edilir. M, = sup yerine yazilirsa,

Te(tn—lv tn)

X f. (r,xnl)—%( F(r.%) F, (2.%,4))

h 3
|LEn|s( (“5) ‘M, <5, (3.35)

olur.
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h,, yalniz birakilarak esitlik,

h, < 3/6'\'A5L (3.36)

seklinde elde edilir.

3.5.1. Hata analizi tabanh adim genisligi algoritmasi: (Algoritma — 3)

Adim 0. Giris Elemanlar1 (a,b, §;, h" )( a ve b, D bolgesinde verilmis pozitif sayilar, &;,
disaridan girilen istenilen hata seviyesi, h™ algoritma — 1 de verdigimiz pratik adim
genigligidir. )

Adim 1.

(W0t o) =3 £t xo)felt ) )| < My

B <366L
1= M,

1.2. t; =ty + hy ve K- kontrol

1.1. SUP¢te(ty,t1)

13.x; ve X;

Adim k.

, 3
K.1. supeefe, .t |<x k—1fx(t, Xx—1) — ;f(t, Xe—1) fx (&, xk-1))| < M,

h < 3 66L

k.2. t, = ty_1 + hy ve K- kontrol

k3 Xk ve J?k

Ornek 3.2: D = {(t,x): |t — to] < 1,|x — x| < 2} bolgesi iizerinde,
flt,x) =x"(t) =4x, x'(0) =2, x(0) =1 Cauchy probleminin ¢6ziimiinii Hata
analizi tabanli adim genisligi stratejisi ve Runge- Kutta- Nystrom metodu kullanarak

¢Ozelim.
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Coziim: Gergek ¢oziim, x(t) = e?! olarak bulunur. Asagidaki cizelgede Hata analizi
tabanli adim genisligi stratejisi ve RKN kullanilarak elde edilen veriler verilmistir.

6, =001 ve 6, =0,1icin elde edilen sonuglar ¢izelgededir.

AdmO:a=1,b=2, 6§, =0,01,h*=10"°
Adim 1:

(x ofx(t, x0) — —f(t xo) fr (8, xo))| =4

11 SUPte(to,t1)

ho< 60, 0,246621
1 = M1 - Y
1.3.  x, = 1,6373527
£, =3,27531355

Adim?2 :

2.1 supgepe, r,)

(x 15t %) — _f(t x1) f (&, x1)>| < M, =6,546978

h, < ’ 69 = 0,209268
2= M,

22 tz = tl + hz = 0,45589
2.3. x, = 2,4882865
X, =4,97741138

Benzer sekilde devam edilirse,
Adim6 :

(%5t 29) =3 £(6 x5 fe(e ) )| < Mo = 26,4114

he < 60, = 0,135656
6 — M6_ )

6.2. tg=ts+ hg =1,07956 > 1 oldugu i¢in algoritma — 1 geregi

6.1 supeeyie)

hg =1 —0,943902 = 0,056098 olarak belirlenir.
6.3. x¢ = 7,3878846
Re = 14,776576
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Cizelge 3.2. Ornek 3.2 §, = 0,01 icin Algoritma-3 ¢dziimleri

n hy ty x(ty) Xn |LE, |
0 0 1 1
1 0,246621 0,246621 | 1,63761746 | 1,6373527 | 0,000000033148108
2 0,209268 0,45589 2,48874615 | 2,4882865 | 0,000000000410955
3 0,182017 0,637907 | 3,58161355 3,580967 | 0,000000000031480
4 0,161213 0,79912 4,94432183 | 4,9434693 | 0,000000000359973
5 0,144782 0,943902 | 6,60484245 | 6,6037509 | 0,000000000416017
6 0,056098 1 7,3890561 7,3878846 | 0,000000000546930

8 T T T T T T T T T

7k -

6 -

5~ -

al- B

3 -

2~ -

10 OTl 0.r2 0.r3 0.r4 0r5 OrG OT? 0”8 0?9 1

Sekil 3.3. Ornek 3.2 §, = 0,01 igin Algoritma - 3 X, niimerik ¢oziimleri ile X(tn) gergek ¢ozlimlerinin

hn degerleri

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05
1

karsilastirllmasini gosteren grafik

15 2

25 3 35
n degerleri

Sekil 3.4. Ornek 3.2 §, = 0,01 Algoritma — 3 igin, h, degerlerinin grafigi



10

10°

L]

ILE|

10

URIRIRRERL]

-10

10

L]

10—11

[

3 3.5
n degerleri

Sekil 3.5. Ornek 3.2 §, = 0,01 icin Algoritma — 3 |LE,,| degerlerinin grafigi

Cizelge 3.3. Ornek 3.2 §, = 0,1 igin Algoritma - 3 ¢dziimleri

Sekil 3.6. Ornek 3.2 5, = 0,1 igin Algoritma — 3 ile X, niimerik ¢oziimleri ve

n hy tn x(ty) Xn |LE,|
0 0 1 1
1 0,531329 0,531329 2,89405482 | 2,8804131 | 0,000000000029641
2 0,374661 0,90599 6,1225565 6,0988014 | 0,000000000648922
3 0,09401 1 7,3890561 7,3629818 | 0,000000000753577
8 T T T T T T T 15 T
7 = -
6~ i
5 = -
4 i
3 = -
2~ i
10 0.’1 0.r2 O.r3 O.r4 O.r5 O.r6 O.r7 O.r8 0.r9 1

x(t,) gergek

¢cozlimlerinin karsilastiriimasini gosteren grafik

26
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hn degerleri

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
n degerleri

Sekil 3.7. Ornek 3.2 5, = 0,1 igin, Algoritma — 3 ile hn degerlerinin grafigi

ILE|

11 r r r r r

n degerleri

Sekil 3.8. Ornek 3.2 6, = 0,1 icin Algoritma — 3 ile |LE,, | degerlerinin grafigi

Not: Yukaridaki 6rneklerde ¢ozdiigiimiiz diferensiyel denklemler literatiirde test

denklemi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu denklemlerin genel halleri; X" =k®x veya

X" =—k2x dir.



4. NUMERIK ORNEKLER

Ornek 4.1: D = {(t,x): |t — t,|

flt,x) =x"(t) =6t ,x'(0)=1,x(0) =1 Cauchy probleminin ¢oziimiinii Picard

teoremi tabanli adim genisligi stratejisi ve Runge- Kutta- Nystrom metodu kullanarak

¢ozelim.

Coziim: Gergek ¢oziim, x(t) = t3 + t + 1 olarak bulunur. Asagidaki cizelgede Picard

teoremi tabanli adim genisligi ve RKN kullanilarak elde edilen veriler verilmistir.

<2

, |x — xo| < 3} bolgesi lizerinde,

Cizelge 4.1. Ornek 4.1 Algoritma — 2 ile elde edilen ¢oziimleri

n hn ty x(tn) Xn |x(tn) - xnl
0 0 1 1

1 0,25 0,25 1,265625 1,265625 0
2 0,222222 | 0,472222 1,577524863 | 1,577524863 0
3 0,202247 | 0,674469 1,981291612 | 1,981291612 0
4 0,186953 | 0,861422 2,50063959 2,50063959 0
5 0,174738 1,036161 | 3,148612679 | 3,148612679 0
6 0,164682 1,200842 | 3,932483708 | 3,932483708 0
7 0,156209 1,357051 | 4,856180375 | 4,856180375 0
8 0,14894 1,505991 | 5,921595415 | 5,921595415 0
9 0,142613 1,648604 | 7,129340955 | 7,129340955 0
10 | 0,137039 1,785643 | 8,479204646 | 8,479204646 0
11 0,132078 1,917721 9,970436227 | 9,970436227 0
12 0,082279 2 11,60193312 11,60193312 0

o

Sekil 4.1. Ornek 4.1 Algoritma — 2 ile elde edilen X, niimerik ¢oziimleri ve X(tn ) gercek cozlimlerinin

I3 13
0.2 0.4

I3 13 13
0.6 0.8 1

13 I I
1.2 1.4 1.6

karsilagtirilmasini gosteren grafik

e
1.8

2




hn degerleri

0.26

0.24 -

0.22-

0.2

0.18 -

0.16

0.14 -

0.12

0.1r

0.08
0

r r

4 6
n degerleri

8 10

12

Sekil 4.2. Ornek 4.1 Algoritma — 2 ile elde edilen h, ¢oziimleri gosteren grafik

Ornek 4.2: D = {(t,x): |t — to| < 2,|x — x| < 2} bolgesi iizerinde,

29

ft,x)=x"(t)=x+t, x'(0) =2,x(0) =1 Cauchy probleminin ¢dztiimiinii Picard

teoremi tabanli adim genisligi stratejisi ve Runge- Kutta- Nystrom metodu kullanarak

¢Ozelim.

Coziim: Gergek ¢oziim, x(t) = —e™¢ + 2e* —t olarak bulunur. Asagidaki ¢izelgede

Picard teoremi tabanli adim genisligi ve RKN kullanilarak elde edilen veriler

verilmigtir.
Cizelge 4.2. Ornek 4.2 Algoritma — 2 ile elde edilen ¢ziimleri

n hy th x(ty) Xn |lx(t) — xp|
0 0 1 1

1 0,4 0,4 1,913329 1,91306667 0,00000389202
2 0,316803 0,716803 2,890638 2,89026295 0,000070438
3 0,262913 0,979717 3,972269 3,97181196 0,000165447
4 0,223426 1,203142 5,15774 5,15720727 0,000267794
5 0,193044 1,396186 6,4358 6,43518881 0,000373284
6 0,169042 1,565228 7,793262 7,7925694 0,000480423
7 0,149725 1,714953 9,217906 9,21712686 0,000588647
8 0,13394 1,848893 10,69926 10,6983931 0,000697725
9 0,120866 1,969759 12,22864 12,2276818 0,00080755
10 0,030241 2 13,79893 13,7978692 0,000918062
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Sekil 4.3. Ornek 4.2 Algoritma — 2 ile elde edilen X, niimerik ¢dziimleri ve X(l’n ) gergek ¢oziimlerinin

karsilastirilmasini gosteren grafik

0.4

0.35- bt

0.3 4

0.25- bt

0.2 B

hn degerleri

0.15- -

0.1 bt

0.05 N

0 c c c c c c c ¢
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n degerleri

Sekil 4.4. Ornek 4.2 Algoritma — 2 ile elde edilen hn ¢ozlimleri gosteren grafik

Ornek 4.3: D = {(t,x): |t — to| < 1,|x — x| < 2} bolgesi iizerinde,
f(t,x) =x"(t) =—4x, x'(0) =2, x(0) =1 Cauchy probleminin ¢6ziimiinii hata
analizi tabanli adim genisligi stratejisi ve Runge — Kutta — Nystrom metodu kullanarak

¢Ozelim.

Coziim: Gergek ¢oziim, x(t) = cos(2t) + sin(2t) olarak bulunur. Asagidaki gizelgede
Hata analizi tabanli adim genisligi stratejisi ve RKN kullanilarak elde edilen veriler

verilmistir. §, = 0,01 ve &, = 0,1 i¢in elde edilen sonuglar ¢izelgededir.
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Cizelge 4.3. Ornek 4.3, §, = 0,01 igin Algoritma — 3 ile elde edilen ¢dziimleri

hy tn X (ty) Xn |LE,|
0 1
0,144225 0,144225 | 1,2431525 | 1,2431367 | 0,0000000004855
0,143484 0,287709 | 1,38315051 | 1,3831244 | 0,0000000013429
0,146826 0,434535 | 1,40926591 | 1,4092359 | 0,0000000003328
0,155474 0,59001 | 1,30552038 | 1,3054959 | 0,0000000004318
0,174374 0,764384 | 1,04113312 | 1,0411362 | 0,0000000004531
0,235616 1 0,49315059 | 0,4933497 | 0,0000000006394

g WIN|F OIS

1.8

16 *

0.4 c r : c r c r : c
0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 08 09 1

Sekil 4.5. Ornek 4.3, 5, = 0,01 igin Algoritma -3 ile elde edilen X, niimerik ¢oziimleri ve X(tn) gercek

¢ozlimlerinin karsilastirilmasini gosteren grafik

hn degerleri

1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5 5.5 6
n degerleri

Sekil 4.6. Ornek 4.3 §, = 0,01 igin Algoritma — 3 ile elde edilen hn degerlerinin grafigi



Sekil 4.7. Ornek 4.3 5, = 0,01 igin Algoritma — 3 ile elde edilen |LE,,| degerlerinin grafigi

10°

ILE|

10°

-10

r r

10

3 3.5

n degerleri

Cizelge 4.4. Ornek 4.3 §, = 0,1 igin, Algoritma — 3 ile elde edilen ¢oziimleri

n hy, tn x(ty) Xn |LE,|

0 0 1 1

1 0,310723 0,310723 | 1,39524897 | 1,3945631 | 0,0000000002816
2 0,318443 0,629167 | 1,25898278 | 1,2582884 | 0,0000000001938
3 0,370833 1 0,49315059 | 0,4941264 | 0,0000000001104

¢cozlimlerinin karsilastiriimasini gosteren grafik

32

Sekil 4.8. Ornek 4.3 §, = 0,1 igin Algoritma — 3 ile elde edilen X, niimerik ¢oziimleri ve X(tn) gercek
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0.38 T T T T T T T T T

0.37

0.36

0.35

hn degerleri

0.34

0.33

0.32

0.31

n degerleri

Sekil 4.9. Ornek 4.3 §, = 0,1 i¢in Algoritma — 3 ile elde edilen hn degerlerinin grafigi

ILE|

n degerleri

Sekil 4.10. Ornek 4.3 5, = 0,1 icin Algoritma — 3 ile elde edilen |LE,,| degerlerinin grafigi

Ornek 4.4: D = {(t,x): |t — to] < 2,|x — x| < 2} bolgesi tizerinde,

f(t,x) =x"(t) = —3x — 4e'sin2t, x'(0) =1, x(0) =1  Cauchy probleminin
¢ozlimiinii Hata analizi tabanli adim genisligi stratejisi ve Runge- Kutta- Nystrom
metodu kullanarak ¢ézelim.

Coziim: Gergek ¢oziim, x(t) = efcos2t olarak bulunur. Asagidaki cizelgede Hata
analizi tabanli adim genisligi stratejisi ve RKN kullanilarak elde edilen veriler

verilmistir. §; = 0,01, §; = 0,1 igin elde edilen sonuglar ¢izelgededir.



Cizelge 4.5. Ornek 4.4 §, = 0,01 igin Algoritma — 3 ile elde edilen ¢dziimleri

34

n hy tn x(tn) Xn |LE, |

0 0 1 1

1 0,183252 0,183252 1,1213459 1,1212838 0,000620568
2 0,159429 0,342681 1,09061619 1,0905256 0,000905941
3 0,147604 0,490286 0,90872195 0,9086197 0,000102206
4 0,141746 0,632031 0,56809057 0,5679889 0,000101711
5 0,140398 0,772429 0,05614883 0,0560583 0,00090499
6 0,144164 0,916594 -0,64867382 -0,6487408 0,00066945
7 0,157315 1,073909 -1,59665854 -1,5966781 0,000195457
8 0,209678 1,283587 -3,03025918 -3,0300433 0,000215915
9 0,171515 1,455102 -4,17072301 -4,1703949 0,000328105
10 0,123546 1,578648 -4,84779894 -4,8474776 0,000321313
11 0,107761 1,686409 -5,25633795 -5,2560458 0,000292121
12 0,098709 1,785118 -5,42105922 -5,4208076 0,000251619
13 0,09277 1,877889 -5,34451389 -5,3443098 0,000204121
14 0,088683 1,966572 -5,02189592 -5,0217439 0,000152002
15 0,033428 2 -4,82980938 -4,8296812 0,000128198

Sekil 4.11. Ornek 4.4 5, = 0,01 igin Algoritma — 3 ile elde edilen X, niimerik ¢dziimleri ve X(t,)

gercek ¢cozlimlerinin karsilastirilmasini gsteren grafik

0.12

hn degerleri

0.1

0.08
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0.02
0
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Sekil 4.12. Ornek 4.4 §, = 0,01 igin Algoritma — 3 ile elde edilen h, degerlerinin grafigi
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10

Sekil 4.13. Ornek 4.4 §, = 0,01 igin Algoritma — 3 ile elde edilen |LE,, | degerlerinin grafigi

10

15

Cizelge 4.6. Ornek 4.4 §, = 0,1 igin, Algoritma — 3 ile elde edilen ¢dziimleri

n hy, tn x(ty) Xn |LEn|

0 0 1 1

1 0,394805 0,394805 1,04498464 1,0419592 0,003025484
2 0,312592 0,707396 0,31520302 0,312097 0,003106012
3 0,305326 1,012722 -1,20900559 -1,2107809 0,00177526
4 0,385716 1,398438 -3,81067771 -3,8064301 0,004247579
5 0,289229 1,687666 -5,25981971 -5,2535416 0,006278145
6 0,21254 1,900206 -5,28772949 -5,2821314 0,005598077
7 0,099794 2 -4,82980938 -4,8251051 0,004704234

Sekil 4.14. Ornek 4.4 §, = 0,1 i¢in Algoritma — 3 ile elde edilen X, niimerik ¢dziimleri ve X(tn) gercek

¢ozlimlerinin karsilastirilmasini gosteren grafik
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hn degerleri

0.05 r c r c c
1 2 3 4 5 6 7
n degerleri

Sekil 4.15. Ornek 4.4 5, = 0,1 igin Algoritma — 3 ile elde edilen hn degerlerinin grafigi

x 10°
.

Sekil 4.16. Ornek 4.4 &, = 0,1 icin Algoritma — 3 ile elde edilen |LE, | degerlerinin grafigi

Not: Ornek 4.4 {in analitik ¢6ziimii Chang ve Gnepp (1984) de verilmistir.
Not: Bu tez calismasinda grafikler MATLAB kullanarak ¢izilmistir.
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5. SONUCLAR

Bir Cauchy probleminin ¢ézlimiinii aramadan 6nce varlik ve tekligi ile ilgili
arastirma yapmak gerekir. Bu calismada birinci ve ikinci mertebeden Cauchy
problemleri ele alindig1 i¢in bu problemlerle ilgili varlik ve teklik teoremleri verilmistir.
Literatiirlerde genellikle birinci mertebeden Cauchy problemlerinin ve birinci
mertebeden sistemlerin varlik ve teklik teoremlerine siklikla rastlaniyor. Ancak ikinci
mertebeden ve tiim yiiksek mertebeden Cauchy problemlerinin varlik ve tekligi ile ilgili
¢ok az kaynak mevcuttur. Bunun i¢in yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler
kolaylikla birinci mertebeden sistemlere doniistiirebildigi i¢in sistemlerle ilgili verilen
varlik ve teklik teoremleri kullanilmistir.

Bu ¢alismada, Picard teoremi tabanli adim genisligi ile verilen strateji temel
almarak benzer yolla ikinci mertebeden tiirevi igermeyen Cauchy problemi igin
uygulanabildigini gordiik.

X"=f(t,x), X(t)=%, X(t)=X, ikinci mertebeden bir Cauchy problemi

kullanildigr i¢in bu tiir denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir metot olan Runge —
Kutta — Nystrom metodu kullanilmistir. Ayrica bu metodun lokal hata analizi taylor seri

agihimi ile yapildiktan sonra degisken adim genisliginde kullanilan h, adim genisligi

elde edilmistir.
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