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1. GIRIS

Farkli disiplinlerdeki problemleri matematiksel olarak modellemek, problemi
matematiksel kavramlar ile ifade etmek anlamina gelir. Matematiksel modellemeyi fizikgiler,
miihendisler, istatik¢ilerin kullanimi alisila gelmis bir durumdur. Ancak son zamanlarda
matematiksel modellemeyi diger bilim dallar1 da kullanmaya baslamislardir. Ornegin,
biyoloji, ekoloji ve meteoroloji alaninda da matematiksel modelleme problemlerin ¢oziimii

i¢in etkin bir sekilde kullanilmaya baglanmustir.

Matematik ve biyoloji bilim alanlarmin arasindaki etkilesimler son yillarda hizla
artmaktadir. Her iki bilim alaniin birlikteligi yepyeni bir bilim ortaya ¢ikarmistir. Bu alan
biyo-matematik olarak isimlendirilir. Cok sayida kisi ve komiteler, biyo-matematik alanindaki
gelismelerin giderek artacagi kanaatindedir (Allman ve Rhodes, 2004). Genel olarak bu alanin
ana konulari, niifus artis1, bulasici hastaliklarin yayilmasi, tarim alaninda zararli boceklerle
miicadelenin ekolojiye negatif ve pozitif etkileri, av-avct problemleri, gidalara bagl bakteri
artmasi vs. konulardir. Belirli bir biyolojik siiregten niceliksel olarak c¢ikabilmek i¢in bu

stirecin matematiksel olarak tanimlanmasina yani modellenmesine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Farkli bir disiplin olarak meteoroloji biliminde de matematik modellemeden yardim
almir. Meteoroloji bilimi giliniimiiz diinyas: i¢in ¢ok 6nemli bir hale gelmistir. Tarimsal ve
endiistriyel gelisim igin Ongoriilebilir olmak paha bigilemez bir durumdur. Meteorolojik
olaylar1 onceden bilip ona gore planlama yapilmakta ve bunun i¢in en dogru sonucu

verebilecek matematiksel modellere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Matematiksel model verildiginde ise bazi1 anlamlar ¢ikarmak i¢in modeli analiz etmek
gerekmektedir. Cok sayida karmasik diferensiyel-matematik model acik olarak ¢oziilemez,
boyle durumlarda genellikle diferensiyel-model yerine onun fark-simulasyonu icin sik sik
bilgisayarlar kullanilir (Allman ve Rhodes, 2004; Keshet, 2005).

Matematiksel modellerde ¢ogu zaman kesin sonuca ulagsmak ya miimkiin degildir ya
da hesaplanmasit uzun ve zordur. Bu ylizden pratik ve yaklasik ¢6ziim bulmak ¢ok dnemlidir.
Bilgisayar hesaplamalarinda 6ncelik kullaniciya gore degisse de hem hizli sekilde hem de
miimkiin mertebe yakin ¢6ziime ulasmak Onemlidir. Bu istegi etkileyen en Onemli

faktorlerden birisi adim genisligidir. Adim genisliklerin se¢imi 6nemli bir noktadir. Eger daha

1



hizl1 bir ¢oziim elde etmek istenirse biiylik adim genisligi secilir ancak bu analitik ¢6ziimden
uzaklastirir. Adim genisligi kiiglik tutulursa niimerik ¢6ziim analitik ¢6ziime yakinlasir fakat

hesaplama stiresi artar (Celik Kizilkan, 2004).

Bu tezin amaci; disiplinlerarast yaklasimla c¢ogu bilim dalinda karsilasilan bazi
matematiksel modelleri adaptif-degisken adim genislikli nimerik yontemlerden biri ile analiz

etmek, farkli niimerik yontemlerle yapilan ¢oziimlerle karsilastirmaktir.
1.1. Kaynak Arastirmasi

Diferensiyel denklem sistemlerinin niimerik integrasyonunda en énemli kavramlardan
biri adim genisliginin se¢imidir. Verilen bir x'= f(t,x) , X(t,)=X,, to<t< T Cauchy
probleminin ¢oziimiiniin var ve tek oldugu bilinen bir bolge iizerinde arastirmalara Celik
Kizilkan 2004 yilindan itibaren yer vermistir. ilk olarak problemin niimerik integrasyonu igin
Euler metoduna gore hata analizi tabanli ve Picard teoremi tabanli adim genisligi stratejileri
Celik Kizilkan, 2004 de ele alinmis ve ayni ¢aligmada degisken adim genisligi stratejileri
kullanilarak hem degisken adim genisliklerini hem de Cauchy probleminin yaklagik
¢Oziimiini hesap eden algoritmalar verilmistir. Celik Kizilkan, 2009 da yaptigi ¢alisma ile

X'=F({, X), X(t,) =X, seklindeki lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklem

sistemlerin niimerik integrasyonunda adim genisligi stratejileri verilmistir. Bu stratejiler
adaptif kontrollii stratejilerdir. Bu stratejilere dayali farkli algoritmalar verilmistir. Bu
caligmalar1 gelistirerek Celik Kizilkan ve Aydin, 2011 de, lineer diferensiyel denklem
sistemlerinin niimerik integrasyonu i¢in adim genisligi stratejileri elde edilmistir ve
stratejilere uygun adim genisligi ve niimerik c¢oziimleri veren algoritmalar verilmistir.

Stratejiler ve algoritmalar niimerik 6rneklerle de desteklenmistir.

Fark denklemlerle dinamik modeller (lineer olmayan modellerin analizi, niifus
modellerinin varyasyonlar1), av-avci problemleri, bulagici hastalik modelleri, elementer
epidemik model ve biyolojik modeller Allman ve Rhodes, 2004 de yaptiklar1 ¢alismada yer
vermiglerdir. Yine benzer sekilde fark denklemlerle ifade edilen lineer ve lineer olmayan

biyolojik modelleri Edelstein-Keshet, 2005 de incelenmistir.

Av-avci probleminin dinamikleri {izerine ¢alisan Liu ve Lou 2010 yilinda av ile
avcinin birlikte olmasinin aveinin biiylime kabiliyetinin 6liim oranindan daha biiyiik olmasina
bagli oldugunu, av ve avcinin ayn1 anda yok olmasinin miimkiin olmadigini géstermislerdir.

Ayrica analitik bulgular1 ispatlamak icin parametre degerlerinin varsayimsal kiimesi i¢in



niimerik 6rnekler de vermislerdir (Liu ve Lou, 2010). Lakshmi aym yil yaptigi ¢alismada
Brownian populasyon modelini ele almis, lojistik modelden etkilenerek bu model modifiye
edilmis, modifiye edilmis olan modelin gercek¢i ¢oziimler verdigi iddia edilmistir. Ayrica
Brownian etkili av-avci problemi tanitilmis, Brownian etkisinin 6nemi tartisilmistir (Lakshmi,
2010).

Diinya niifusuna biiyiik etkisi olan bulasic1 hastaliklarin yayilmasi Daniel Bernoulli
tarafindan 1766 yilinda ilk kez calisilmistir. Bernoulli ¢igek hastaligi icin gelistirilen asilama
yontemini matematiksel modelle degerlendirmistir. Hafif diizeyde hastalik tasiyan bireyden
alinan parcanin saglikli bireylere verilerek asilanmasi teknigi matematiksel modelle
gosterilmis fakat bu teknik %30 olan 6liim riskini %1 e disiirse de hasta olma ihtimali
olmayan kisilerin de oliimiine yol agtigi i¢in tartisilmistir (Bernoulli ve Blower, 2004,
Akpinar, 2012).

Kizamik salginlarinda da ortaya c¢ikan yeni vaka sayisinin, hastalik tasiyan ya da
hastaliga duyarli birey adedine bagl oldugunu gosteren model ilk olarak Hamer tarafindan
kesikli bir zaman modeli olarak tasarlanarak analiz edilmistir. McKendrick ve W.0O.Kermack
ilk defa 1927 yilinda matematik modellerinin bulasici hastaliklarin yayiliminin tahminine
farkli bir bakis agis1 getirmis ve calismalarint 1932 ve 1933 yillarinda yayinladiklar
makaleler ile gelistirmislerdir. Kermack-McKendrick modeli kapali bir toplulukta zaman
icerisinde bulasici bir hastaligin yayilimini agiklamaya ¢alismistir (Hamer, 1906; McKendrick
ve Kermack, 1927). Khanh ise 2015 yilinda bulasici hastaliklarindan biri olan Influenza viriis
modelinin kararlilik analizini ele almig ve Lyapunov fonksiyon metodu ile modeli

¢Ozlimlemistir.

Son yillarda ENSO yar1 periyodik iklim olayr hakkinda gesitli arastirmalar yapilmigtir.
Olusturulan matematiksel modellemelerin yaklasik ¢oziimleri énem kazanmistir. Adomian
decomposition methodu ENSO modelinin niimerik ¢6ziimiinii hesaplamak i¢in kullanilan
yontemlerden biridir (Adomian, 1994). Daha sonra Yi Zeng 2013 yilinda ENSO modelini

Laplace-Adomian-Pade teknigi ile yaklasik ¢oziimii lizerinde caligmustir.



1.2. Tezin Yapisi
Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde giris, literatiir 6zeti ve tezin yapisi ile ilgili bilgi verilmistir. Ikinci bdliimde
bu tezde kullanilacak olan sistemler i¢in degisken adim genisligi strateji ve algoritmalara yer
verilmistir. Ugilincii bdliimde bu stratejiyi kullanacagimiz matematiksel modeller tanitilip
literatiirdeki parametreler ile ikinci bolimde verilen degisken adim genisligi stratejisi
uygulanmis ve literatiirde bulunan farkli metotlarla elde edilen niimerik ¢oziimlerin grafikleri

ile karsilastirtlmistir. Dordiincii boliimde sonug ve Onerilere yer verilmistir.



2. DIFERENSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI iCiN DEGiISKEN ADIM GENIiSLiGi
STRATEJISI

D = {(t,x):t € [ty, T], |x — xo| < b} bolgesi tizerinde

x'() = f(&,x), x(to) = xo (2.1)

Cauchy problemini ele alalim. Bu béliimde, verilen Cauchy problemi i¢in Celik Kizilkan ve
Aydin, 2005 de verilen degisken adim genislikli niimerik hesap algoritmalar1 kisaca

tanitilacak ve bu algoritmalar uygulanarak niimerik 6rnekler verilecektir.

Diferensiyel denklem sistemlerinin niimerik integrasyonunda en énemli kavramlardan
biri adim genisligi se¢imidir. Literatiirde ¢ogu hesaplamada sabit adim genisligi se¢ilmistir.
Fakat adim genisligini sabit almak bolgeye gore bizi analitik ¢oziimden uzaklastirabilir.
Analitik ¢6ziime yaklasik deger bulmak i¢in adim genisligi kiigiik se¢ilir ve bu noktada islem
pratik olmaktan ¢ikar. Daha biiyiik adim genisligi segmek ise kesin ¢oziimden uzaklastirir

hata yapma oranin1 artirir (Celik Kizilkan, 2009; Celik Kizilkan, Aydin ve Duman, 2016).
X(t) = (x;(0), Xo = (Xjo); xj0 = x(to), F(t,X) = (f])» fi = it x1, %3, .., xn)
veF € C™ ([to, T] X RY), X(t), Xo, b= (bj) € RY olmak iizere
D ={(t,X):t € [to, T |xj — xj0| < b;}
bolgesi lizerinde
X'(t) =F(t,X), X(ty) = Xo (2.2)
Cauchy problemini ele alalim.

Z(t) = (zl(t) Z,(t) .. ZN(t))T vektor fonksiyonu, Cauchy probleminin
[t;_1,t;) araligindaki ¢dziimii ve Y; = (y;; Yiz .. Yin)', i. adimda niimerik metotla elde

edilen ¢6ziim vektorii olsun.
Z't) =F(2), Z(ti-1) =Y,

Cauchy probleminin [t;_4, t;) arali@indaki lokal hata vektori,



yir — 21 (t)) LE;;
LE,=Y; — Z(t;) = Yiz _:ZZ (t:) L]?iz

: (2.3)
Yin _'ZN(ti) LEin
seklinde tanimlanur. ||LE;|| degerine de [t;_4,t;) araligindaki lokal hata denir.
Hata analizinde kullanilan Euler metodu;
Y, = i Yiz - Yin)" F=(f1fz )"

ﬁ = f}(t,xl,xz, ...,xN) (] = 1:21 FN)

ve hjq = tjy1 — t; olmak iizere Y ; =Y; + h; 1 F; seklinde tanimlanir (Celik Kizilkan,
2009; Loan, 2000).

Adim genisligi kayan nokta aritmetiginin etkileri goézlenebilecek sekilde kiigiik
segilirse de niimerik ¢6ziim analitik ¢oziime yakin olmayabilir. Bu sebeple adim genisligi
seciminde kayan noktali sayilarla ¢alisilmasina dikkat edilmelidir. Kayan noktali sayilarin ve

kayan nokta aritmetiginin etkisi Celik Kizilkan, 2009 da detayl bir sekilde anlatilmistir.

2.1. K-Kontrol Algoritmasi

Adim genisligi tespiti yapan ve niimerik ¢6ziim hesaplayan algoritmalarin ¢alismasin

kontrol eden adim genisligi kontrol algoritmasini tanitalim.

k; adim sayis1, hy; hesaplanan adim genisligi, h*; kullanicinin belirledigi istenildigi kadar

kiiciik adim genigligi parametresi olarak verilir (Celik Kizilkan, 2004).
K-Kontrol Algoritmasi
K: 1.ty + YL by + by < Tise;

1.1. h, > h* ise h; = h, olarak almur.

1.2. h, < h* ise h; = 0 alinir ve islem sonlandirilir.
2.t + Y h +h >Tiseh, =T —t, — Xzl by hesapla,

2.1.h, > h*ise h; = Ii olarak alinir.

2.2. I?l < h* ise h; = 0 alinir ve islem sonlandirilir (Celik Kizilkan, 2004).



2.2. Lineer Sistemler icin Adim Genisligi Stratejisi ve Algoritmasi

X'=AX, X(to)=Xo (2.4)
ile verilen lineer Cauchy problemi i¢in lokal hata ve adim genisligi,
D={(t, X) : It — tol <&, |x; — xjo| < b;} bdlgesi iizerinde, (2.4) Cauchy probleminin,

i. adimdaki lokal hatasi
1
ILEN < (5 @Bics ) VNER? € [t )
seklinde siirlandirilmistir. i. adimdaki adim genisligi ise,

1
2

Y a‘k/lm (;iL) (2:5)

ile ifade edilmistir. Burada,
% & istenilen hata seviyesi,
% N: A=(ayj) € RN matrisini boyutu, ¢ € C'([to-a,to+a] x R"Y),
% ;. I. adimdaki niimerik ¢6ziim,
* Z(t): Z()=AZ(t), Z(ti-1) =Yi-1, T € [ti-1, o),
& a=maxig jen|aij,
% max;cjen (SUPe,_ <ri<t,2(T)|) < Bica,

seklinde tanimlanmistir (Celik Kizilkan, 2009; Celik Kizilkan ve Aydin, 2012).

Algoritma 1: Adim genisligi algoritmasi (2.5) denklemi tarafindan verilen adim genislikleri

ile Cauchy probleminin niimerik ¢6ziimiinii hesaplayan algoritma su sekildedir.

0. Adim (Giris elemanlan): t,, T, b, h*, 6, X,, N, A elemanlar girilir.

1. Admm: a=max;; jey|a;;| sayist hesaplanir.

1

~ )
2. Adim: Bi1 = max1sjsN{bj + |J’(i—1)j|} ve h < a“x}F (;i_Ll)z

olacak sekilde h ; sayilar hesaplanur.

3. Admm: K -Adim genisligi kontrolii yapilir.



4. Adim: t; =t;_4 +h; ve Y; = (I + h;A)Y;_; hesaplanir ve 2.adima gidilir (Celik
Kizilkan, 2009).

Ornek 2.1. Lineer bir denklem sisteminin ¢oziimiinii degisken adim genisligi stratejisi ile

incelemek i¢in (2.4) formunda yazalim:

x=(’y o)

Burada, X = (;) A= (_11 8) dir.

Niimerik integrasyonun her bir adimdaki adim genisligini hesaplamak icin parametreler

asagidaki sekilde hesaplanir.
o ammaxigen|ay] . |2 — xo| < 4

e Big= maxlsjsN{bj + |y(i—1)j|}
Buna gore i. adimdaki adim genisligi,

1
2

1 /26,
By < — ( )
aVN5 \Bi-1

seklindedir.

Lineer denklem sisteminin t € [0, 4] araliginda, §,= 0.05 ve h* = 10 i¢in degisken
adim genisligi stratejisi

x(0) =1, y(0) =1

baslangic degerleri ile uygulanip her adimda elde edilen adim genislikleri ve niimerik

coztimlerine Tablo 2.1. ve Sekil 2.1. de yer verilmistir.



t; h; ILE; |l X Yi
1 0.01767766952 | 0.01767766952 0.01249999999 1.017677670 0.9823223305
2 0.03532417167 | 0.01764650215 0.01250000000 1.035636121 0.9643638793
3 0.05293917959 | 0.01761500792 0.01249999999 1.053878859 0.9461211408
389 | 3.994193009 0.005246608252 | 0.01250000000 53.03948646 -51.03948646
390 | 3.999426870 0.005233861300 | 0.01249999999 53.31708778 -51.31708778
391 | 4.000000000 0.000573130 0.0001506192174 | 53.34764540 -51.34764540

00161

00144

00124

0010+

0.008

0006

0.004 1

0.002 1

Tablo 2.1 Ornek 2.1.’in Algoritma 1 ile elde edilen adim genisligi, lokal hata ve ¢dziimleri

Sekil 2.1.a. Ornek 2.1. i¢in Algoritma 1 ile elde

edilen adim geniglikleri

0012+

0010+

0.008 7

0.006

0.004+

0002+

Sekil 2.1.b. Ornek 2.1. icin Algoritma 1 ile elde

lokal hata grafigi




401

_4[].

Sekil 2.1.c. Ornek 2.1.nin Algoritma 1 ile elde edilen ¢oziimleri

2.3. Lineer Olmayan Sistemler i¢in Adim Genisligi Stratejisi ve Algoritmasi

X'=AX + @(t,X) , X(to)=Xo (2.7)
ile verilen lineer olmayan Cauchy problemi i¢in i. adimdaki lokal hatasi
D={(t, ) : |t — to] < a, |xj — xj0| < bj} bdlgesi lizerinde,
ILE; | < S VNhZ{N’a®Bir+Nayis+Gii}

seklinde sinirlandirilmis, i. adimdaki adim genisligi ise,

N =

26
h: < N—1/4( L ) 2.8
' N2B;_y + Nay;_1 +Gi_1 (2:8)

ile ifade edilmistir. Burada,

% §,:istenilen hata seviyesi,

% N: A=(aj) € R¥*N matrisini boyutu, ¢ € C'([to-a,to+a]xR"),
% y;: I. adimdaki niimerik ¢6ziim,

% Z():ZMO=AZO+e (L, Z(®)), Z(ti-1) = Yie1 , T € [tima 1),
K a:max1si,jszv|aij|,

o maxlsjsN(Supti_ls‘ri<ti|Zj(Ti)|) < Bi-1,

10



% maxycjen (Supr,_ <oi<r, |0 2(t)|) < Vi,

de;
o J
* Maxi<j<n (Supti_lsri<ti |_dt (Ti;Z(Ti)D <Gi—1

seklinde tanimlanmistir (Celik Kizilkan, 2009; Celik Kizilkan ve Aydin, 2012).

Algoritma 2: Adim genisligi algoritmasi (2.8) denklemi tarafindan verilen adim genislikleri

ile Cauchy probleminin niimerik ¢6ziimiinii hesaplar.

0. Adim (Giris elemanlan): t,,T,b,h"*, 6, X, @(t,X),N,A

1. Adim

2. Adim:

a=max;<; jen|a;;| hesaplanir.

max ( sup |Z(Ti)|> < Bi-1,

1SN \¢t;_,<7st;

max ( sup |q0j(Ti,Z(Ti)|> < Yi-1

1=jsN ti_1<T;<t;

d .
max < sup |% (T3, z(7y) )|> <Gi-1

1=jsN ti_1<T;<t;

sayilar1 hesaplanir.

3. Adim:

N| =

26, )

h; < N‘l/“‘(
' N2B;_y + Nay;—1 +Gi_4

adim genisligi hesaplanir.

4. Adim: K -Adim genisligi kontrolii yapilir.

5  Adm: t; =t;_y+h; ve Y;= U+ hA)Y,_; +h;o(ti_1,Yi—1) hesaplanir
Kizilkan, 2009).

11
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Ornek 2.2. Lineer olmayan bir denklem sisteminin ¢oziimiinii degisken adim genisligi
stratejisi ile incelemek i¢in (2.7) formunda yazalim:

<6 ()

Burada, X = (;) A= (i ‘11) o(t X) = (’;g) dir,

Niimerik integrasyonun her bir adimdaki adim genisligini hesaplamak ic¢in parametreler
asagidaki sekilde hesaplanir.

o a=maxiq jey|aij|, |% —xj0] <4,

o Bi—i=max(lxi_q||yi-1l),

® Yi1= max(|(xi_1)(yi_1)1/2

)

i) (xi-)2),
o Gy =max (|0 (i) 20m0) + (BCi))/2) ~ Bin))]
(Gi-D®)/20x-2)) + ()| )

(xi—1)1/2((J’i—1) -

Buna gore i. adimdaki adim genisligi,

N[

26, )

h; < N‘1/4(
' N2B;_y + Nay;_1 +G;_4

seklindedir.

Lineer olmayan denklem sisteminin t € [0, 1] aralizinda, §,= 0.1 ve h* = 10™ igin
degisken adim genisligi stratejisi

x(0)=1 y(0)=1

baslangic degerleri ile uygulanip her adimda elde edilen adim genislikleri ve niimerik

¢oztimlerine Tablo 2.2. ve Sekil 2.2. de yer verilmistir.

i t; h; ILE; |l X Vi
1 0.03100828005 0.03100828005 0.07071067815 1.062016560 1.093024840
2 0.06170668976 0.03069840971 0.07071067808 1.127751787 1.193760114
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3 0.09208042294 0.03037373318 0.07071067812 1.197426625 1.302778529
47 | 0.9845580769 0.01086642917 0.07071067812 15.79398666 30.04294739
48 | 0.9950931968 0.01053511985 0.07071067820 16.72227982 31.78369222
49 | 1.000000000 0.0049068032 0.01632219099 17.19301943 32.65945186

Tablo 2.2 Ornek 2.2.nin Algoritma 2 ile elde edilen adim genisligi, lokal hata ve ¢oziimleri

T
00301 “®e., 0071
° -
£
L3 ° N .
. o, 0.06
0.025 1 o,
°¢
-
900 i}
- 0051
0.020- *,
-
°ﬂ
-
., 0.04
0.015 o,
¢°°°
L)
‘%% 003
0.010-
0.02
0.005 -

Ol.l OI_? [}|.3 0|.4 OI.S Dl.ﬁ UI.'.-‘ OI.S 019 10 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

i i

Sekil 2.2.a. Ornek 2.2. igin Algoritma 2 ile elde Sekil 2.2.b. Ornek 2.2. i¢in Algoritma 2 ile elde

edilen adim geniglikleri lokal hata grafigi
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304 N
- :
251 '
II‘
201
S G|
] . &
151 S *
f . L
. &
L)
] i '¢°
101 .- R
r. qvv
o
o0
o®®
31 . et
. o
- aa.ﬂ
. ae®
- N q'b'ﬂ‘"
Iy w8 oo %
afin F—

g1 02 03 04 05 06 07 08 05 10

Sekil 2.2.c. Ornek 2.2.nin Algoritma 2 ile elde edilen adim genisligi ve ¢dziimleri
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3. BAZI MATEMATIKSEL MODELLER

Bu béliimde farkl1 disiplinlere ait matematiksel modeller kisaca tanitilacaktir. Ikinci
boliimde tanitilan degisken adim genisligi stratejisi, literatiirde farklt metotlarla ¢6ziilmiis olan
bu modellere uygulanacak ve niimerik ¢oziimleri grafiklerle karsilastirilacaktir. Modellerin
her bir adimda olusan adim genisligi ve lokal hatalar tablo ve grafiklerle gosterilecektir. Bu

islemler yapilirken Maple programindan faydalanilacaktir.

3.1. Bulasic1 Hastaliklarin Yayiliminin (SIR) Matematiksel Modelinin Niimerik Analizi

Dis etkenlere kapali bir ortamda enfeksiyonun kulugka siiresinin anlik, bireylerin yas,
cografi ve sosyal konumunun homojen, niifusun sabit oldugu ve hastaligin sadece insandan
insana gectigi popiilasyonda bulasic1 bir hastaligin evreleri basit diferensiyel denklemlerle

modellenmistir (McKendrick ve W.O.Kermack, 1927; Osthus ve ark., 2017).

SIR modeli i¢in
Susceptibles Infecteds Recoverds
s B I 14 R

Sekil 3.1.1. SIR Model

t zaman diliminde;

X/
°

S(t): Popiilasyondaki hastaliga duyarl birey sayisi

L X4

I(t): Popiilasyondaki hastalikdan etkilenen birey sayisi

L X4

R(t): Popiilasyondaki hastaliga bagisiklik kazanan birey sayisi

X3

% N(t): Toplam popiilasyon sayisi

% B: Enfeksiyonu bulastirma orani

<3

» y:Enfektiflerin bagisiklig1 kazanma oran
N=S+I+R

S

olarak tanimlanuir.

15



ds

E = —,351

dl

E = —yl + [SI (3.1
dR —

a7

denklemleri ile gosterilir (McKendrick ve W.O.Kermack, 1927; Osthus ve ark., 2017).

Modeldeki grup isimlerinin ilk harfleri ile modele SIR model denir. Modelde
kullandigimiz popiilasyon kavrami belli bolgede yasayan insan niifusunu kastetmektedir.
Popiilasyonun tamaminin belirli bir bulagici hastaliga duyarli olmadigi, yani popiilasyon ve
hastaliga duyarli birey sayis1 farkli iki kavram ile ele alinmistir. Hastaligin yayilabilmesi igin
hasta olanlar ile saglikli olanlarin temas halinde olmast ve temas durumunda bulasmanin

meydana gelebilecegi varsayilir (Akpinar, 2012).

Ornek 3.1. SIR modeli ¢dziimiinii degisken adim genisligi stratejisi ile incelemek igin Osthus

ve ark., 2017 deki parametrelerini kullanarak (2.7) formunda yazalim:

0 0 0 —2xy
X' = (O —-14 0|X+| 2xy
0 14 O 0

x 0 0 0 —2xy
Burada, X = <y> A=(0 —-14 0 pt,X) = 2xy
z 0 14 O 0
B =2, y =14 dir. Nimerik integrasyonun her bir adimdaki adim genisligini hesaplamak

icin parametreler asagidaki sekilde hesaplanir.

. 0C:max1si,jsN|aij|1 |xj - ijl =5

i Bi—lzmax(lxi—llalyi—llv |Zi—1|)1

o yio1 = max(12(x;-) Vi—) 121 i= 1)),

|—2(xi—1) i—) (—2(i-1) — (xi-1)) — 1-4)|'>

e G, = max( |20 ) i) (Gim1) — (i-1)) + 1.4

Buna gore i. adimdaki adim genisligi,

16



seklindedir.

265,

N| =

h; < N‘1/4(

N2B;_y + Nay;_; + gi—l)

SIR modelinde t € [0, 30] araliginda, §,= 0.5 ve h* = 10™ i¢cin degisken adim

genisligi stratejisi Osthus ve arkadaslarinin 2017 deki

X(0) =0.9,

Y(0) = 0.0002,

Z(0) = 0.0998

baslangi¢ degerleri ile uygulanip her adimda elde edilen adim genislikleri ve niimerik

¢oztimlerine Tablo 3.1.1. ve Sekil 3.1. de yer verilmistir.

i ti h; X Vi zZ

1 0.03921353239 0.3921353239%-1 0.8999858831 0.2031370826e-3 0.09981097979
2 0.07842720912 0.3921367673e-1 0.8999715450 0.2063231585e-3 0.09982213184
3 0.1176410325 0.3921382337e-1 0.8999569822 0.2095589860e-3 0.09983345885
4 0.1568550048 0.3921397227e-1 0.8999421912 0.2128453351e-3 0.09984496355
745 29.92930343 0.4069721453e-1 0.5328649416 0.6912496766e-3 0.4664438081
746 29.97000065 0.4069721941e-1 0.5328349606 0.6818460098e-3 0.4664831928
747 30.00000000 0.2999935e-1 0.5328131624 0.6750073091e-3 0.4665118297

Tablo 3.1.1. SIR modeli ¢6ziimiinii Algoritma 2 ile elde edilen adim genisligi ve ¢oziimleri

+ hfi

0.040 1 f

0.038 1

0.036 7

0.034+

0.032+

0.030

Sekil 3.1.a. Ornek 3.1. igin Algoritma 2 ile elde edilen adim genislikleri
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i ILE: I

1 0.4330127015

2 0.4330127020

745 | 0.4330127020

746 | 0.4330127022

747 | 0.2352852740

Tablo 3.1.2. Ornek 3.1. igin lokal hata degerleri

L
[=]
[
]
=
[
L

30

Sekil 3.1.b. Ornek 3.1. icin lokal hata grafigi

Tablo 3.1.2. ve Sekil 3.1.b. den anlasilacagi tizere her bir adim igin lokal hata degerleri

beklenilen hata seviyesinden kii¢lik ¢ikmustir.

Susceptible (xi)}

0.8+

0.7

0.6+

Sekil 3.1.c1. Ornek 3.1. i¢in Algoritma 2 ile elde
edilen x; deger grafigi

30

Susceptible

0.9=
0.8=
0.7 =
0.6 =
T 1 1 1
0 10 20 30
Time

Sekil 3.1.c2. Osthus ve ark., 2017 deki S(t) grafigi
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Infectious (vi)

0020

0015

0010

0.005

i

Sekil 3.1.d1. Ornek 3.1. i¢in Algoritma 2 ile elde
edilen y; deger grafigi

Recovered (zi)

0.4

03+

01

Sekil 3.1.e1. Ornek 3.1. igin Algoritma 2 ile elde
edilen z; deger grafigi

Infectious
0.025
0.020 =
0.015-
0.010 -
0.005 =
0.000 -
] T I I
10 20 30
Time

Sekil 3.1.d2. Osthus ve ark., 2017 deki I(t) grafigi
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Recovered
0.4 -
0.3 -
0.2 -
0.1=
T T T T
0 10 20 30
Time

Sekil 3.1.e2. Osthus ve ark., 2017 deki R(t) grafigi



0% =
0.8+
0.7

0.6

0.4

0.3

0.1

Sekil 3.1.f. SIR modeli i¢in Algoritma 2 ile elde edilen ¢6ziimleri

Not: (Osthus ve ark., 2017) de SIR modelinin niimerik ¢oziimlerinin oldugu grafikler ayr1 ayri
verilmistir. Bu ¢alismada Algoritma 2 ile ¢ozdiigiimiiz bu modelin niimerik ¢6ziimlerinin
karsilastirma kismini her bir ¢6ziim igin ayr1 ayri grafikler iizerinde gosterdik. Son olarak

hepsini tek bir grafik iizerinde gosterdik.

Osthus ve arkadaglari tarafindan 2017 yilinda SIR modelinin niimerik ¢oziimiinii
DBSSM (Dirichlet-Beta state-space model) ile ulasmay1 amaglamistir. Biz ayn1 parametreleri
kullanarak degisken adim genisligi stratejilerinden Algoritma 2 ile niimerik ¢oziimiinii elde
ettik. Bulunan iki niimerik ¢6ziimii karsilastirdigimizda adim genisligi stratejisinin SIR

modelinin ¢6ziimii i¢in uygun oldugu goriilmiistiir.
3.2. Influenza Viriis Yaythmin Matematiksel Modelinin Niimerik Analizi

Son zamanlarda yeni bir Influenza salgini ortaya ¢ikmustir. HIN1 gribi ilk kez 2009 yili
Nisan ayinda Meksika da goriilmiis ve kisa siire icerisinde ¢ok genis alanlara yayilmistir.
Diinya Saglik Orgiitii Temmuz 2009 da 21. yiizyiln ilk salgin hastalig1 olarak ilan etmistir
(Chan, 2009). Bu salginla daha etkili miicadele edebilmek i¢in matematiksel modellemeden

faydalanilmistir. Matematiksel modeller, iizerinde deney yapilamayacak olan bu salgin
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hastaliklarin analizi i¢in miikemmel bir yol olmustur. Matematiksel modeller basarili

analizlere ve bu sayede salginla olusabilecek 6ngoriilere yardimer olmustur (Khanh, 2015).
Influenza viriisii modeli i¢in t zaman diliminde;

% S(t) :Popiilasyondaki hassas birey sayisi(susceptible)

% E(t) :Popiilasyondaki hastaliga maruz kalmis birey sayisi(exposed)
% I(t) :Popilasyondaki enfektif birey sayisi(infected)

% R(t) :Popiilasyondaki bagisikliga sahip birey sayisi(recovered)

% N(t) : Toplam popiilasyon sayisi

o B : Enfeksiyon bulasan kisilerin iyilesme orani

v oa : Bagisikliga sahip bireylerin bagisikligi kaybetme orant

o ou : Dogal 6liim oran1

b : Enfektif bireyin tedavi olmadan hassas birey olma orani

e C : Viriise maruz kalan insanin tedavi olmadan hassas birey olma olasilig1
ey : Viriisle etkilesim orani

% N=S+E+I+R

olarak tanimlanir.

g =u—ySO(E® + 1)) + cE(t) + bI(t) + aR(t) — uS(t)

dE

o= YSOEW® + 1) — (c + e + WE(®)

dl

= E@ - (B +b+wI®)

dR

=7 = Bl®) = (a+wR® (3.2)

denklemleri ile gosterilir (Khanh, 2015).

Ornek 3.2. influenza modeli ¢dziimiinii degisken adim genisligi stratejisi ile incelemek icin

(Khanh, 2015) deki parametreleri kullanarak (2.7) formunda yazalim.

—-0.015 0.35 0.025 0.35 —0.015 - 0.1(xy + xz)
" 0 —0.515 0 0 0.1x(y + 2)
X= ) 015 —054 o XY 0
0 0 0.5 —0.365 0
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x —0.015 035 0.025 0.35
_ |y [ o o515 0 0
BuradaX =~ |, A =| 015 —0.54 0
w 0 0 05 —0365
—0.015 — 0.1(xy + xz)
0.1x(y + z
ot X) = O+
0

a =035 =05 b=0.025 c=035 £=0.15 y=0.1, ¢=0.015 dir (Khanh,
2015). Niimerik integrasyonun her bir adimdaki adim genisligini hesaplamak igin
parametreler asagidaki sekilde hesaplanir.

) a:maxlsi,j5N|aij|, |x]- — xj0| <5,

o Bi_r=max(lxi_ql.lyi-1l, 1zicq ], Wi ),

*  ¥i—g =max(]0.015 + 0.1(x;—1) Vi-1) + (xi-1)(Zi-1))],10.1Cxi—1) (Fi-1) + (1)),

o Gi_y=max(—0.1(((yi-1) + (zi—1)) * (—0.015(x;_;) + 0.35(y;_1) + 0.025(z;_;) + 0.35 *
(Wi-1) +0.015 = 0.1(x;—1)((¥i-1) + (Zi-1))) + (x;-1)(=0.515(y;-1) +
0.1(x;-1)(Wi=1) + (Zi-1) + 0.15(¥i—1) — 0.54(2;-1)))),0.1(((Vi-1) + (2i-1)) *
(—0.015(x;_1) + 0.35(y;—1) + 0.025(z;_1) + 0.35(w;—1) + 0.015 — 0.1(x;—1) ((¥i—1) +
(zi-1))) + (x;-1)(=0.515(y;-1) + 0.1(x;—1) ((¥i-1) + (2zi-1)) + 0.15(y;-1) —
0.54(z;-1))))

Buna gore i. adimdaki adim genisligi,

N[~

hl S N—1/4< 26L )

N2Biy + Nay;1 + G4
seklindedir.

influenza modelinde t € [0, 30] araliginda, §; = 0.5 ve h* = 102 i¢in degisken adim
genisligi stratejisi Khanh, 2015 deki

X(0) = 0.002, Y(0) = 0.006, Z(0)=0.003 W(0)=0.001

baslangic degerleri ile uygulanip her adimda elde edilen adim genislikleri ve niimerik

¢oziimlerine Tablo 3.2.1. ve Sekil 3.2. de yer verilmistir.
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t;

h;

Xi

Vi

Zi

Wi

1 0.1196663447 0.1196663447 0.004093347301 0.5630446394e-2 0.2913840232¢-2 0.1135821301e-2
2 0.2393273768 0.1196610321 0.006172594389 0.5283886216e-2 0.2826618496e-2 0.1260549420e-2
3 0.3589758195 0.1196484427 0.008238159964 0.4958897700e-2 0.2738821539%-2 0.1374599358e-2
254 | 29.79671097 0.1154116693 0.3683477685 0.4139727926¢-8 0.6118166747e-8 0.4230594879¢-6
255 | 29.91211046 0.1153994898 0.3694411709 0.3937304224e-8 0.5808567127e-8 0.4055928947e-6
256 | 30.00000000 0.08788954 0.3702724764 0.3790734436e-8 0.5584797667¢-8 0.3928368597e-6

Tablo 3.2.1. Influenza modelinin Algoritma 2 ile elde edilen adim genisligi ve ¢dziimleri

Sekil 3.2.a. Ornek 3.2. i¢in Algoritma 2 ile elde edilen adim genislikleri

0115

0110

01057

01007

0095

0.050

hfi

[
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I ILE; |l
1 0.4999999992
2 0.5000000002
254 | 0.4999999998
255 | 0.5000000000
256 | 0.2900868805

Tablo 3.2.2. Ornek 3.2. igin lokal hata degerleri

045

040

25 30

Sekil 3.2.b. Ornek 3.2. igin lokal hata grafigi

Tablo 3.2.2. ve Sekil 3.2.b. den anlasilacagi tizere her bir adim i¢in lokal hata degerleri kayan

nokta aritmetiginden kaynaklanan hatalar nedeniyle beklenilen hata seviyesini bazi adimlarda

gecebilmektedir.

Susceptible (xi)

25 30

Sekil 3.2.c. Ornek 3.2. i¢in Algoritma 2 ile elde

edilen x; deger grafigi

Exposed (vi)
0.0054!
1
0.0044;
00034 °
0.002 1
0.001 1
‘o
0 R : .
10 15 20 25 30

Sekil 3.2.d. Ornek 3.2. i¢in Algoritma 2 ile elde
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Infected (zi) Recovered (wi)
00020

0.0025 1 / \

0.0020 0.0015

0.0015 1 \
00010+

0.0010 1 \

0.0005 1 \
0.0005 1 \

5 10 15 20 23 30 5 10 15 20 25 30

Sekil 3.2.e. Ornek 3.2. icin Algoritma 2 ile elde Sekil 3.2.f. Ornek 3.2. icin Algoritma 2 ile elde

edilen z; deger grafigi edilen w; deger grafigi

|—s ——E——1—-R|

0007

0006

0005 1

0003 1

0002 1

0.001

20 25 30

Sekil 3.2.g1. influenza modeli igin Sekil 3.2.92. Khanh, 2015 deki ¢6ziim grafigi
Algoritma 2 ile elde edilen ¢6ziimleri

Not: Khanh, 2015 de SEIR modelinin niimerik ¢6ziimlerinin oldugu grafik bir arada
verilmistir. Bu calismada Algoritma 2 ile ¢6zdiiglimiiz bu modelin niimerik ¢oziimlerini ayri

ayr1 verip karsilastirma kismini bir arada verdigimiz sekil {izerinden yaptik.

Khanh tarafindan 2015 yilinda SEIR modelinin niimerik ¢6ziimiinii Lyapunov
fonksiyon metotu ile ulagsmay1 amaglamistir. Biz ayn1 parametreleri kullanarak degisken adim

genisligi stratejilerinden biri olan Algoritma 2 ile niimerik ¢6ziimiinii elde ettik. Bulunan iki
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niimerik ¢6ziimii karsilastirdigimizda adim genisligi stratejisinin SEIR modelinin ¢6ziimii ig¢in

uygun oldugu goriilmistiir.
3.3. Av-Aval Probleminin Matematiksel Modelinin Niimerik Analizi

Amerikali matematik¢i Alfred J. Lotka ile Italyan matematik¢i Vito Voltera’nin
literatiire kattiklar1 av-avci modeli biyo-matematikte ¢ok Onemli bir yere sahiptir. Ayni
biyolojik ¢evrede olup farkli tiirler arasindaki niifus iliskilerini agiklamaya calismiglardir.
Ayn1 biyolojik c¢evreye sahip avci olarak adlandirdigimiz canli tiirii ile avcinin besin
kaynagini olusturan diger canli tiirii arasindaki popiilasyon etkilesimleri matematiksel
modelleme ile analiz edilmistir. Popiilasyonlar arasindaki etkilesimin zamana gore degisimini
incelemek denklem sistemi ile kolaylasmistir. Ornegin; avcinin ¢ok olmasi avin azalmasina
sebep olur. Avin azalmasi besin kaynagi av olan avcinin azalmasina sebep olur. Aver azaldigi
zaman av iremek i¢in daha uygun ortam bulacagindan av popiilasyonu artar. Boylece artan av
sayisl1, avcl sayist i¢in uygun beslenme ortami saglayacagindan avei popiilasyonu artar. Tiirler

arasindaki diizen bu sekilde devam etmektedir (Tasdemir, 2016).

Pulley 2011 yilinda yaptigi ¢alismada Lotka-Voltera modeli ile ilgili ¢ikarimlarda
bulunmugtur. Buna gore, modelde avci bulunmasa bile av popiilasyonu belirli bir orana kadar
artacagini, modelde avin bulunmamasinda ise temel besin kaynagi olmayan avcinin soyunun
tiikkenebilecegi, her iki popiilasyonun karsilasmasi durumunda ise av popiilasyonunda azalma

avcl popiilasyonunda ise artis olacagini dile getirmistir.
Av-avcl modeli i¢in t zaman diliminde;

% «a; av bliylime orani,
¢ [3; av- avci kargilasmasi sonucu 6len av orani
% Z; av- avcl karsilasmasinin aver popiilasyonuna pozitif etkisi

% C; avcinin dogal yollardan 6limii
olarak tanimlanir.
Av-avci arasindaki etkilesimi anlatan klasik bir Lotka-Volterra modeli

dx

ikt Bxy
d
d_)t} = —cy + zxy (3.3)
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denklemleri ile gosterilir (Lotka, 1925; Volterra, 1926; Pulley, 2011).

Ornek 3.3. Av-avcl modeli ¢oziimiinii degisken adim genisligi stratejisi ile incelemek icin

(Srini, 2014) deki parametreleri kullanarak (2.7) formunda yazalim:
(4 0 —2xy
x=(g —3)X+( yx )

Burada, X = (;C,) A= (g _03) et X) = (—;;Cy)

a=4,8=2,¢c=3,z=1dir (Srini, 2014). Nimerik integrasyonun her bir adimdaki adim

genisligini hesaplamak icin parametreler asagidaki sekilde hesaplanir.

o4 :maxlsi,jleaijl' |xj - ijl <5

Bi-1 = max(|x;—1|,|yi-11),
Yie1 = max(|12(xi-) Gi— )| [ i—1) (= 1)1),
Gi-1= max(|_2(xi—1)(Yi—1)(1 —2(yi-) + (xi—1))|, |(xi—1)()’i—1)(1 —2(yi-) + (xi—1))|)-

Buna gore i. adimdaki adim genisligi,

h; < N_%( 20, )
b N2B;_y + Nay;_1 +G;_4

N[

seklindedir.

Av-aver modelinin t € [0, 6] araliginda, §;, = 10~ ve h* = 10 i¢in degisken adim
genisligi stratejisi Srini, 2014 deki
x(0)=3,  y(0)=5

baslangic degerleri ile uygulanip her adimda elde edilen adim genislikleri ve niimerik

coztimlerine Tablo 3.3.1. ve Sekil 3.3. de yer verilmistir.
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t; h; X; Yi
1 0.006199170621 0.006199170621 2.780616452 5
2 0.01241933400 0.006220163382 2.780616452 4.996529613
3 0.01866239999 0.006243065993 2.676579509 4.989686236
613 5.992624579 0.006507759132 10.64429409 1.888357034
614 5.999128233 0.006503653506 10.65975146 1.982238290
615 6.000000000 0.000871767 10.66008157 1.995474723

Tablo 3.3.1. Av-avcr modeli igin Algoritma 2 ile elde edilen adim genisligi ve ¢oziimleri

+ hf

00104

0.009 1

0008

0.007 -

0.006 1

0.005 1

0.004 1

0.003 1

0.002 ~

0.001 1

LA
L=%

Sekil 3.3.a. Ornek 3.3. icin Algoritma 2 ile elde edilen adim genislikleri

ILE||

0.07071067815

0.07071067815

699

0.07071067818

700

0.07071067818

701

0.00126956908

2

006

0.05 1

0.04 1

003

0014

Tablo 3.3.2. Ornek 3.3. igin lokal hata degerleri
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Sekil 3.3.b. Ornek 3.3. i¢in lokal hata grafigi




Tablo 3.3.2. ve Sekil 3.3.b. den de anlasilacagi iizere her bir adim igin lokal hata
degerleri beklenilen hata seviyesinden kiiglik ¢ikmustir.

Av (xi) Aver (vi)
10+
94 5
8_
7 4
6_
c 3
5
4_
24
3_
e
1_
1_
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 ] 6

Sekil 3.3.c. Ornek 3.3. icin Algoritma 2 ile elde  Sekil 3.3.d. Ornek 3.3. icin Algoritma 2 ile elde

edilen x; deger grafigi edilen y; deger grafigi
[ Av(xi) Avei(vi) |
10- %7
9 8
81 7
7 $6-
o
6 g5
)
5 § 4
o
4 r}: 3.
o
3 )
221
24
14
1_
T ' 0 T T r . . )
1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
; —Prey —Predatori
Sekil 3.3.e1. Av-avci modelinin Algoritma 2 ile elde Sekil 3.3.e2. Srini, 2014 deki ¢6ziim grafigi

edilen ¢oziimleri

Not: Srini, 2014 de av-avci modelinin niimerik ¢6ziimlerinin oldugu grafik bir arada
verilmistir. Bu calismada Algoritma 2 ile ¢ozdiigiimiiz bu modelin niimerik ¢oziimlerini ayr1

ayr1 verip karsilastirma kismin bir arada verdigimiz sekil lizerinden yaptik.

Srini tarafindan 2014 yilinda yapilan ¢alismada av-avcr modelinin niimerik ¢6ziimiini

Runge-Kutta metotu ile ulagsmay1 amaglamistir. Biz ayn1 parametreleri kullanarak degisken
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adim genisligi stratejilerinden biri olan Algoritma 2 ile niimerik ¢oziimiinii elde ettik. Bulunan
iki nlimerik ¢6ziimii karsilagtirdigimizda adim genisligi stratejisi av-aver modelinin ¢ozimii

icin uygun oldugu goriilmistiir.
3.4. El Nino Giiney Salimimlarmin (ENSO) Matematiksel Modelinin Niimerik Analizi

El Nino giiney salinimlari, Ekvator Pasifikte gergeklesen kiiresel bir okyanus-
atmosfer olayidir. Pasifik okyanusunun dogusundaki termik yiiksek basingtan kaynaklanan
hava alize riizgarlari ile pasifigin batisina taginir. Bu esnada nem kazanan hava bati pasifikte
yiikselir. Yiikselen havanin bir kismi tekrar doguya dogru hareket eder ve dogu pasifikte

alcalmaya baglar. Olusan bu dongiiye Walker sirkiilasyonu denir.
Q———""" Upper Air
Walker CifCU’atiOn Circulation

Trade Winds 2

Warm 5 Water heated by the sun

Thermoc!in®

Australia

South
America

Deoep Ocean Water

Sekil 3.4.1. Walker Sirkiilasyonu (Singh, 2015)

Bu dongiiniin olusmasini saglayan alizeler ayn1 zamanda dogu pasifikte bulunan sicak
okyanus sularim1 da batiya dogru siiriikkler. Sicak okyanus sularmin toplandigi pasifigin
batisinda nemli havanin 1smarak yiikselmesi sonucu dev yagmur bulutlari meydana gelir.
Alizeler termoklin seviyesinin dogu pasifikte yiikselmesini batida ise derinlesmesini saglar.
Batiya dogru siiriikklenen sicak suyun yerine de okyanusun derinliklerinden gelen soguk sular
yer alir. El Nino yillarinda alize riizgarlar1 zayiflar ve bunun sonucunda okyanusun
ylizeyindeki sicak sularin batiya dogru tasinmasi durur. Tasinamadigi i¢in biriken sicak yiizey
sular1 okyanusun ortasina ve dogusuna dogru yayilir. Tersine donen bu dongii hem okyanus

hem de atmosfer iizerinde dnemli etkilere yol agmaktadir.
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ENSO pasifik okyanusu sicakliklari, riizgarlar1 ve bulutlar1 ile dogal bir dongiidiir. Bu
diinyanin dort bir yanindaki iklimi etkiler. ENSO modeli ile bu olaylarin 6ngoriilebilirlikleri

artirilip gerekli onlemler alinmasi saglanabilmektedir.
ENSO modeli igin t zaman diliminde;

< C,D,E,F fiziksel sabitlerdir.
¢ H; dogu ekvatoral pasifik deniz yiizey sicakligi

% h; derinliklerdeki termoklin anomaligi
olarak tanimlanir.

ENSO matematiksel modeli;

dH
— = CH + Dh — ¢H?
dt

dh— EH — Fh 3.4

denklemleri ile gosterilir (Zeng, 2013).

Ornek 3.4. ENSO modelinin ¢oziimiinii degisken adim genisligi stratejisi ile incelemek igin

(Zeng, 2013) deki parametrelerle (2.7) formunda yazalim.

x=( _11 _11> X+<—0.00(;)01x3>

Burada, X= (). A= (1, 1) e x= (—0.008)01,63)

C=D=E=F=1, £=000001 dir. Niimerik integrasyonun her bir adimdaki adim
genisligini hesaplamak icin parametreler asagidaki sekilde hesaplanir.

. a:maxlsi,jSN|aij|, |xj — xj0| <5,

o Bi—i=max(lxi_q|lyi-1l),

® i1 =max(]0.00001(x;_1)*]),

e G = max((—0.00003)(xi_l)z)((xi_l) + (Vi-1) — (0-00001)(xi—1)3)
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Buna gore i. adimdaki adim genisligi,

N| =

h < N—1/4( 25, )

N2Bi_1 + Nay;_1 +Gi—q
seklindedir.

ENSO modelinin t € [0, 0.5] araliginda, §;= 10 ve h* = 10 i¢in degisken adim
genisligi stratejisi Zeng, 2013 deki

x(0) =1, y(0)=1

baslangi¢ degerleri ile uygulanip her adimda elde edilen adim genislikleri ve niimerik

¢oztimlerine Tablo 3.4. ve Sekil 3.4. de verilmistir.

[ t; h; X Yi

1 0.007673537317 0.007673537317 1.015346998 0.9846529254
2 0.01533727079 0.007663733477 1.030674384 0.9693254590
3 0.02299125031 0.007653979516 1.045982258 0.9540175012
66 0.4874307549 0.007123867538 1.974841084 0.02514139963
67 0.4945473349 0.007116579995 1.989073571 0.01090836429
68 0.5000000000 0.0054526651 1.999978374 0.00000313259

000754

0.00707

000651

0.0060+

00055+

01

04
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Sekil 3.4.a Ornek 3.4. icin Algoritma 2 ile elde edilen adim genislikleri

i ILE,] —
0.00070 4
1 0.0007071067815
0.00065 1
2 0.0007071067815
0.00060 4
0.00055 4
66 0.0007071067815
0.00050 4
67 0.0007071067820
0.00045 4
68 0.0004159549160 | T T
0.1 02 03 04 05

Tablo 3.4.2. Ornek 3.3. igin lokal hata degerleri

Sekil 3.4.b. Ornek 3.3. igin lokal hata grafigi

Tablo 3.4.2. ve Sekil 3.4.b’den de anlasilacagi tizere her bir adim i¢in lokal hata degerleri

beklenilen hata seviyesinden kii¢lik ¢ikmustir.

Yizey Sicaklig (xi)

0.1 02 03
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Termoklin Anomaligi (vi)

0.9

0.8 1

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

02 03



Sekil 3.4.b. Ornek 3.4. icin Algoritma 2 ile elde

edilen x; deger grafigi

Yizey Sicaklimn — — Termoklin Anomaligi |
2
151
11
~
~
~
=
~
S
-~
03 S~
~—
S~
—
S
-
S~
~—
0 T T r T
0.1 02 03 04 0.3

i

Sekil 3.4.d1. ENSO modeli i¢in Algoritma 2 ile
elde edilen ¢oziimleri

Not: (Zeng, 2013) de ENSO modelinin niimerik ¢oziimlerinin oldugu grafik bir arada

verilmistir. Bu ¢aligmada Algoritma 2 ile ¢dzdiigiimiiz bu modelin nlimerik ¢oziimlerini ayr1

Sekil 3.4.c. Ornek 3.4. i¢in Algoritma 2 ile elde
edilen y; deger grafigi

1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

—— 'The temperature T’
——— The depthh

Sekil 3.4.d2. Zeng, 2013 deki ¢6ziim grafigi

ayr1 verip karsilastirma kismini bir arada verdigimiz sekil tizerinden yaptik.

Zeng 2013 yilinda ENSO modelinin niimerik ¢oziimiinii LAPM (Laplace-Adomian-
Pade modeli) ile ulagsmayr amaglamistir. Biz ayni parametreleri kullanarak degisken adim
genisligi stratejilerinden biri olan Algoritma 2 ile niimerik ¢6ziimiinii elde ettik. Bulunan iki

niimerik ¢6ziimii karsilagtirdigimizda adim genisligi stratejisinin ENSO modelinin ¢oziimi

icin uygun oldugu goriilmiistiir.
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3.5. Modeller i¢in Yazilan Maple Prosediirleri
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deneme:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b,dl,N,t0,T,hstar)

global a, c,c1,c2,c3,LE,gmm, zeta, ph, h, F1,F2,F3, F, k, hSum, Y1,Y2,Y3,Y, t;
local subl, sub2, v1, v2,v3;

subl1:=proc()

c1[k-1]:=abs(b+Y1[k-1]); c2[k-1]:=abs(b+Y2[k-1]);c3[k-1]:=abs(b+Y3[k-1]);
c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1],c3[k-1]);

gmmlk-1]:=abs(2*c1[k-1]*c2[k-1]);
zeta[k-1]:=abs(2*c1[k-1]*c2[k-1]*(2*(c2[k-1]-c1[k-1])+1.4));
ph[Kk]:= evalf(N(-1/4)*sqrt((2*dl)/((N*2)*(a"2)*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1])));

hSum:=evalf(t[k-1]+ph[K]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0; end if:
elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:
t[K]:=t[Kk-1]+h[K];

LE[K]:=(L/2)*((NAL/2)*h[K]A2)* ((NA2)*ar2*c[Kk-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]);

F1[k-1]:=-2*Y 1[k-1]*Y 2[k-1]; F2[k-1]:=-1.4*Y 2[K-1]+2*Y 1[k-1]*Y 2[k-1];
F3[k-1]:=1.4*Y2[Kk-1]; F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[K-1],F3[k-1]]);

Y1[K]:=Y 1[k-1]+h[KI*F1[k-1]; Y2[K]:=Y 2[K-1]+h[K]*F2[k-1];Y 3[K]:=Y 3[K-1]+h[K]*F3[K-1];
Y[K]:=Vector([Y1[k],Y2[K],Y3[k-1]]);

v1:={seq([t[n],Y1[n]],n=1.k)};
v2:={seq([t[n],Y2[n]],n=1..k)};v3:={seq([t[n],Y3[n]],n=1..K)}; print(k,h[K],LE[K]);
if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; sub1(); end if

end proc:

sub2:=proc() multiple(plot,[v1]); end proc:

Y[0]:=X0; Y1[0]:=0.9; Y2[0]:=0.0002;Y3[0]:=0.0998 ; t[0]:=t0; a:=max(abs(A)); k:=1;
sub1();

end proc:

Prosediir 3.1. Ornek 3.1. igin yazilan prosediir
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deneme:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b,dl,N,t0,T,hstar)

global a, c,c1,c2,c3,c4,LE,gmm, zeta, ph, h, F1,F2,F3,F4, F, k, hSum, Y1,Y2,Y3,Y4,Y, t;
local subl, sub2, v1, v2,v3,v4,V5;

subl1:=proc()

cl[k-1]:=abs(b+Y1[k-1]); c2[k-1]:=abs(b+Y2[k-1]);c3[k-1]:=abs(b+Y3[k-1]);c4[k-
1]:=abs(b+Y4[k-1]);c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1],c3[k-1],c4[Kk-1]);

gmm[k-1]:=abs(-0.015-0.1*(c1[k-1]*c2[k-1]+c1[k-1]*c3[k-1]));

zeta[k-1]:=abs(-0.1*((c2[K-1]+c3[k-1])*(-0.015*c1[k-1]+0.35*c2[k-1]+0.025*c3 k-
1]+0.35%C4[k-1]+0.015-0.1*c1[k-1]*(c2[k-1]+c3[K-1]))+c1[K-1]*(-0.515*c2[k-1]+0.1*C1[K-
1]*(c2[k-1]+c3[k-1]+0.15*c2[k-1]-0.54*c3[K-1]))));

ph[k]:= evalf(N"(-1/4)*sqrt((2*dl)/((N*2)*(a"2)*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1])));

hSum:=evalf(t[k-1]+ph[K]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0; end if:
elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:
t[K]:=t[k-1]+h[K];

LE[K]:=(1/2)*((N1/2)*h[K]A2)* ((N~2)*ar2*c[k-1]+N*a*gmm(k-1]+zeta[k-1]);

F1[k-1]:=-0.015*Y1[k-1]+0.35*Y 2[k-1]+0.025*Y 3[K-1]+0.35* Y 4[k-1]+0.015-0.1*Y 1 [K-
11*(Y2[k-1]+Y3[k-1]); F2[k-1]:=-0.515*Y 2[K-1]+0.1*Y1[K-1]*(Y 2[K-1]+Y3[k-1]);
F3[k-1]:=0.15*Y2[k-1]-0.54*Y 3[k-1]; F4[k-1]:=0.5*Y3[K-1]-0.365*Y 4[k-1];
F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[k-1],F3[k-1],F4[k-1]]):

Y1[K]:=Y1[k-1]+h[K]*F1[k-1]; Y 2[K]:=Y 2[Kk-1]+h[K]*F2[Kk-1]; Y 3[K]:=Y 3[k-1]+h[K]*F3[K-
1]; YA[K]:=YA[k-1]+h[K]*F4[k-1]; Y[K]:=Vector([Y1[K],Y2[K],Y3[K], YA[K]]):

v1:={seq([t[n],h[n]],n=1..K)};

v2:={seq([t[n],Y2[n]],n=1..K) };v3:={seq([t[n],Y3[n]],n=1..k) };v4:={seq([t[n], Y4[n]].n=1..K)}
; vb:={seq([Y1[n],Y2[n],Y3[n],Y4[n]],n=1..K)}; print(k,t[K],h[K],Y1[K],Y2[K],Y3[K],Y4[K]);
if t[K]=T or h[k]=0 then sub2(); else (k:=k+1); sub1(); end if:

end proc:

sub2:=proc() multiple(plot,[v2],[v3],[v4]); end proc:

Y[0]:=X0; Y1[0]:=0.002; Y2[0]:=0.006; Y3[0]:=0.003;Y4[0]:=0.001; t[0]:=tO:
a:=max(abs(A)); k:=1; subl1();

end proc:

Prosediir 3.2. Ornek 3.2. i¢in yazilan prosediir
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deneme:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b,dl,N,t0,T,hstar)

global a, c,c1,c2,LE, t,gmm, zeta, ph, h, F1,F2, F, k, hSum, Y1,Y2,Y;
local subl, sub2, v1, v2,v3;

subl1:=proc()

cl[k-1]:=abs(b+Y1[k-1]); c2[k-1]:=abs(b+Y2[k-1]);c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1]);
gmmlk-1]:=abs(2*c2[k-1]*c1[k-1]);
zeta[k-1]:=abs(2*c1[k-1]*c2[k-1]*(1-2*c2[k-1]+c1[k-1]));

ph[Kk]:= evalf(N(-1/4)*sqrt((2*dl)/((N*2)*(a"2)*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1])));
hSum:=evalf(t[k-1]+ph[K]);

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0; end if:

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:

t[K]:=t[Kk-1]+h[K];
LE[K]:=(2/2)*((N~1/2)*h[Kk]"2)*((N*2)*a"2*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]);

F1[k-1]:=4*Y1[k-1]-2*Y1[k-1]*Y2[k-1]; F2[k-1]:=-3*Y2[Kk-1]+Y1[k-1]*Y2[k-1];
F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[k-1]]);

Y1[K]:=Y 1[k-1]+h[K]*F1[k-1]; Y 2[K]:=Y 2[K-1]+h[K]*F2[k-1];
Y[K]:=Vector([Y1[K],Y2[K]]);

v1:={seq([t[n],Y1[n]],n=1..k)}; v2:={seq([t[n],Y2[n]],n=1..k)};
v3:={seq([t[n],LE[n]],n=1..K)}; print(k,h[K],LE[K]);

if t[K]=T or h[k]=0 then sub2(); else (k:=k+1); sub1(); end if:
end proc:

sub2:=proc() multiple(plot,[v1]); end proc:
Y[0]:=X0; Y1[0]:=3; Y2[0]:=5 ; t[0]:=t0; a:=max(abs(A)); k:=1; sub1();
end proc:

Prosediir 3.3. Ornek 3.3. igin yazilan prosediir
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deneme:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b,dl,N,t0,T,hstar)

global a, c,c1,c2,gmm, zeta, ph, h, F1,F2, F, k, hSum, Y1,Y2)Y LE, t,Z,sbt;

local subl, sub2, v1, v2,v3,sbtl,sbt2;

subl1:=proc()

cl[k-1]:=abs(b+Y1[k-1]); c2[k-1]:=abs(b+Y2[k-1]);c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1]);

gmm[k-1]:=abs((-0.00001)*c1[k-1]"3);
zeta[k-1]:=abs((-0.00003)*c1[k-1]"2)*(c1[k-1]+c2[k-1]-(0.00001)*c1[K-1]"3);
ph[k]:= evalf(N~(-1/4)*sqrt((2*dl)/((N*2)*(a"2)*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1])));
hSum:=evalf(t[k-1]+ph[K]);

if (\Sum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[K]; else h[k]:=0; end if:

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if:

t[K]:=t[k-1]+h[K];
LE[K]:=(2/2)*((N"1/2)*h[K]*2)*((N"2)*a"2*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]);

F1[k-1]:=Y1[k-1]+Y2[K-1]-(0.00001)*(Y 1[k-1]*3); F2[K-1]:=-Y1[k-1]-Y2[K-1];
F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[k-1]]);

Y 1[K]:=Y1[k-1]+h[K]*F1[k-1];Y2[k]:=Y 2[k-1]+h[K]*F2[k-1];
Y[K]:=Vector([Y1[k],Y2[K]]);

v1:={seq([t[n],h[n]],n=1..k)}; v2:={seq([t[n],Y2[n]],n=1..K)}; print(k,h[K],LE[K],Y1[K]);
if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; sub1(); end if
end proc:

sub2:=proc() multiple(plot,[v1]); end proc:
Y[0]:=X0; Y1[0]:=1; Y2[0]:=1; t[0]:=t0; a:=max(abs(A)); k:=1; sub1();
end proc:

Prosediir 3.4. Ornek 3.4. icin yazilan prosediir
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4. SONUC VE ONERILER

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda Celik Kizilkan, 2009 ve Celik Kizilkan ve Aydin,
2012 de verilen degisken adim genisligi stratejisi ile baz1 matematiksel modellerin niimerik
¢oztimleri incelenmistir. Ele alinan matematiksel modeller linecer olmayan modellerdir. Bu
lineer olmayan modellerde analitik ¢dziime ulasmak ¢ok zordur. Niimerik ¢oziimleri igin ise

farkli metotlar ortaya ¢ikmistir. Bu tezde ele alinan 6rneklerin

e SIR model i¢in DBSSM (Dirichlet-Beta state-space model) ile,
e influenza model i¢in Lyapunov fonksiyon metodu ile,

e Av-avci model i¢in RK (Runge-Kutta metodu) ile,

e ENSO model i¢in LAPM (Laplace-Adomian-Pade modeli) ile,

coziimleri aynm1 parametreler alinip degisken adim genisligi stratejisi uygulanarak
karsilastirilmistir. Her bir adimda olusan lokal hatalar tablo ve grafiklerle gosterilmistir. SIR
model, av-avct model ve ENSO modelleri igin lokal hatanin belirledigimiz hata seviyesinden
kiiciik oldugu goriilmiistiir. Influenza modelinde ise lokal hata, kayan nokta aritmetiginden
kaynaklanan hatalarla bazi adimlarda istenilen hata seviyesini ¢ok azda olsa gectigi
gozlemlenmistir. Ayrica literatiirdeki niimerik ¢oziimler ile degisken adim genisligi stratejisi
ile elde ettigimiz ¢oziimler grafikler esliginde karsilagtirilmistir. Bu sonuglar1 ve grafikleri
elde etmek igin Maple programi kullanilmistir. Maple’da yazilan prosediir ile niimerik

coziimlere son derece hizli ve giivenli bir sekilde ulasiimistir.

Sonug olarak adim genisligi stratejisi ile elde edilen sonuglar literatiire benzer sekilde
olmustur. Farkli disiplinlerdeki ve farkli metotlarla ¢6ziimlenmis modellere ait sonuglara daha
pratik yolla daha az adim sayisiyla ve daha az hatayla ulasilmistir. Bu elde ettigimiz veriler
1s181inda adim genisligi stratejisinin daha bircok disipline uyarlanabilecegini ve bu sekilde

alinan verilerin daha etkili olacag: diistiniilmektedir.
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