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1. GĠRĠġ 

Farklı disiplinlerdeki problemleri matematiksel olarak modellemek, problemi 

matematiksel kavramlar ile ifade etmek anlamına gelir. Matematiksel modellemeyi fizikçiler, 

mühendisler, istatikçilerin kullanımı alışıla gelmiş bir durumdur. Ancak son zamanlarda 

matematiksel modellemeyi diğer bilim dalları da kullanmaya başlamışlardır. Örneğin, 

biyoloji, ekoloji ve meteoroloji alanında da matematiksel modelleme problemlerin çözümü 

için etkin bir şekilde kullanılmaya başlanmıştır. 

Matematik ve biyoloji bilim alanlarının arasındaki etkileşimler son yıllarda hızla 

artmaktadır. Her iki bilim alanının birlikteliği yepyeni bir bilim ortaya çıkarmıştır. Bu alan 

biyo-matematik olarak isimlendirilir. Çok sayıda kişi ve komiteler, biyo-matematik alanındaki 

gelişmelerin giderek artacağı kanaatindedir (Allman ve Rhodes, 2004). Genel olarak bu alanın 

ana konuları, nüfus artışı, bulaşıcı hastalıkların yayılması, tarım alanında zararlı böceklerle 

mücadelenin ekolojiye negatif ve pozitif etkileri, av-avcı problemleri, gıdalara bağlı bakteri 

artması vs. konulardır. Belirli bir biyolojik süreçten niceliksel olarak çıkabilmek için bu 

sürecin matematiksel olarak tanımlanmasına yani modellenmesine ihtiyaç duyulmaktadır.  

Farklı bir disiplin olarak meteoroloji biliminde de matematik modellemeden yardım 

alınır. Meteoroloji bilimi günümüz dünyası için çok önemli bir hale gelmiştir. Tarımsal ve 

endüstriyel gelişim için öngörülebilir olmak paha biçilemez bir durumdur. Meteorolojik 

olayları önceden bilip ona göre planlama yapılmakta ve bunun için en doğru sonucu 

verebilecek matematiksel modellere ihtiyaç duyulmaktadır. 

Matematiksel model verildiğinde ise bazı anlamlar çıkarmak için modeli analiz etmek 

gerekmektedir. Çok sayıda karmaşık diferensiyel-matematik model açık olarak çözülemez, 

böyle durumlarda genellikle diferensiyel-model yerine onun fark-simulasyonu için sık sık 

bilgisayarlar kullanılır (Allman ve Rhodes, 2004; Keshet, 2005).  

Matematiksel modellerde çoğu zaman kesin sonuca ulaşmak ya mümkün değildir ya 

da hesaplanması uzun ve zordur. Bu yüzden pratik ve yaklaşık çözüm bulmak çok önemlidir. 

Bilgisayar hesaplamalarında öncelik kullanıcıya göre değişse de hem hızlı şekilde hem de 

mümkün mertebe yakın çözüme ulaşmak önemlidir. Bu isteği etkileyen en önemli 

faktörlerden birisi adım genişliğidir. Adım genişliklerin seçimi önemli bir noktadır. Eğer daha 
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hızlı bir çözüm elde etmek istenirse büyük adım genişliği seçilir ancak bu analitik çözümden 

uzaklaştırır. Adım genişliği küçük tutulursa nümerik çözüm analitik çözüme yakınlaşır fakat 

hesaplama süresi artar (Çelik Kızılkan, 2004).  

Bu tezin amacı; disiplinlerarası yaklaşımla çoğu bilim dalında karşılaşılan bazı 

matematiksel modelleri adaptif-değişken adım genişlikli nümerik yöntemlerden biri ile analiz 

etmek, farklı nümerik yöntemlerle yapılan çözümlerle karşılaştırmaktır.  

1.1. Kaynak AraĢtırması  

Diferensiyel denklem sistemlerinin nümerik integrasyonunda en önemli kavramlardan 

biri adım genişliğinin seçimidir. Verilen bir ),( xtfx  , 00 )( xtx  , t0  t  T Cauchy 

probleminin çözümünün var ve tek olduğu bilinen bir bölge üzerinde araştırmalara Çelik 

Kızılkan 2004 yılından itibaren yer vermiştir. İlk olarak problemin nümerik integrasyonu için 

Euler metoduna göre hata analizi tabanlı ve Picard teoremi tabanlı adım genişliği stratejileri 

Çelik Kızılkan, 2004 de ele alınmış ve aynı çalışmada değişken adım genişliği stratejileri 

kullanılarak hem değişken adım genişliklerini hem de Cauchy probleminin yaklaşık 

çözümünü hesap eden algoritmalar verilmiştir. Çelik Kızılkan, 2009 da yaptığı çalışma ile 

00 )(,),( XtXXtFX   şeklindeki lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklem 

sistemlerin nümerik integrasyonunda adım genişliği stratejileri verilmiştir. Bu stratejiler 

adaptif kontrollü stratejilerdir. Bu stratejilere dayalı farklı algoritmalar verilmiştir.  Bu 

çalışmaları geliştirerek Çelik Kızılkan ve Aydın, 2011 de, lineer diferensiyel denklem 

sistemlerinin nümerik integrasyonu için adım genişliği stratejileri elde edilmiştir ve 

stratejilere uygun adım genişliği ve nümerik çözümleri veren algoritmalar verilmiştir. 

Stratejiler ve algoritmalar nümerik örneklerle de desteklenmiştir.  

Fark denklemlerle dinamik modeller (lineer olmayan modellerin analizi, nüfus 

modellerinin varyasyonları), av-avcı problemleri, bulaşıcı hastalık modelleri, elementer 

epidemik model ve biyolojik modeller Allman ve Rhodes, 2004 de yaptıkları çalışmada yer 

vermişlerdir. Yine benzer şekilde fark denklemlerle ifade edilen lineer ve lineer olmayan 

biyolojik modelleri Edelstein-Keshet, 2005 de incelenmiştir.  

Av-avcı probleminin dinamikleri üzerine çalışan Liu ve Lou 2010 yılında av ile 

avcının birlikte olmasının avcının büyüme kabiliyetinin ölüm oranından daha büyük olmasına 

bağlı olduğunu, av ve avcının aynı anda yok olmasının mümkün olmadığını göstermişlerdir. 

Ayrıca analitik bulguları ispatlamak için parametre değerlerinin varsayımsal kümesi için 



3 
 

nümerik örnekler de vermişlerdir (Liu ve Lou, 2010). Lakshmi aynı yıl yaptığı çalışmada 

Brownian populasyon modelini ele almış, lojistik modelden etkilenerek bu model modifiye 

edilmiş, modifiye edilmiş olan modelin gerçekçi çözümler verdiği iddia edilmiştir. Ayrıca 

Brownian etkili av-avcı problemi tanıtılmış, Brownian etkisinin önemi tartışılmıştır (Lakshmi, 

2010). 

 Dünya nüfusuna büyük etkisi olan bulaşıcı hastalıkların yayılması Daniel Bernoulli 

tarafından 1766 yılında ilk kez çalışılmıştır. Bernoulli çiçek hastalığı için geliştirilen aşılama 

yöntemini matematiksel modelle değerlendirmiştir. Hafif düzeyde hastalık taşıyan bireyden 

alınan parçanın sağlıklı bireylere verilerek aşılanması tekniği matematiksel modelle 

gösterilmiş fakat bu teknik %30 olan ölüm riskini %1 e düşürse de hasta olma ihtimali 

olmayan kişilerin de ölümüne yol açtığı için tartışılmıştır (Bernoulli ve Blower, 2004; 

Akpınar, 2012). 

Kızamık salgınlarında da ortaya çıkan yeni vaka sayısının, hastalık taşıyan ya da 

hastalığa duyarlı birey adedine bağlı olduğunu gösteren model ilk olarak Hamer tarafından 

kesikli bir zaman modeli olarak tasarlanarak analiz edilmiştir. McKendrick ve W.O.Kermack 

ilk defa 1927 yılında matematik modellerinin bulaşıcı hastalıkların yayılımının tahminine 

farklı bir bakış açısı getirmiş ve çalışmalarını 1932 ve 1933 yıllarında yayınladıkları 

makaleler ile geliştirmişlerdir. Kermack-McKendrick modeli kapalı bir toplulukta zaman 

içerisinde bulaşıcı bir hastalığın yayılımını açıklamaya çalışmıştır (Hamer, 1906; McKendrick 

ve Kermack, 1927). Khanh ise 2015 yılında bulaşıcı hastalıklarından biri olan İnfluenza virüs 

modelinin kararlılık analizini ele almış ve Lyapunov fonksiyon metodu ile modeli 

çözümlemiştir. 

Son yıllarda ENSO yarı periyodik iklim olayı hakkında çeşitli araştırmalar yapılmıştır. 

Oluşturulan matematiksel modellemelerin yaklaşık çözümleri önem kazanmıştır. Adomian 

decomposition methodu ENSO modelinin nümerik çözümünü hesaplamak için kullanılan 

yöntemlerden biridir (Adomian, 1994). Daha sonra Yi Zeng 2013 yılında ENSO modelini 

Laplace-Adomian-Pade tekniği ile yaklaşık çözümü üzerinde çalışmıştır. 
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1.2. Tezin Yapısı 

 Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde giriş, literatür özeti ve tezin yapısı ile ilgili bilgi verilmiştir. İkinci bölümde 

bu tezde kullanılacak olan sistemler için değişken adım genişliği strateji ve algoritmalara yer 

verilmiştir. Üçüncü bölümde bu stratejiyi kullanacağımız matematiksel modeller tanıtılıp 

literatürdeki parametreler ile ikinci bölümde verilen değişken adım genişliği stratejisi 

uygulanmış ve literatürde bulunan farklı metotlarla elde edilen nümerik çözümlerin grafikleri 

ile karşılaştırılmıştır. Dördüncü bölümde sonuç ve önerilere yer verilmiştir. 
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2. DĠFERENSĠYEL DENKLEM SĠSTEMLERĠ ĠÇĠN DEĞĠġKEN ADIM GENĠġLĠĞĠ 

STRATEJĠSĠ 

         *(   )    ,    -         +    bölgesi üzerinde 

 

  ( )   (   ),   (  )                (2.1) 

 

Cauchy problemini ele alalım. Bu bölümde, verilen Cauchy problemi için Çelik Kızılkan ve 

Aydın, 2005 de verilen değişken adım genişlikli nümerik hesap algoritmaları kısaca 

tanıtılacak ve bu algoritmalar uygulanarak nümerik örnekler verilecektir.  

 

Diferensiyel denklem sistemlerinin nümerik integrasyonunda en önemli kavramlardan 

biri adım genişliği seçimidir. Literatürde çoğu hesaplamada sabit adım genişliği seçilmiştir. 

Fakat adım genişliğini sabit almak bölgeye göre bizi analitik çözümden uzaklaştırabilir. 

Analitik çözüme yaklaşık değer bulmak için adım genişliği küçük seçilir ve bu noktada işlem 

pratik olmaktan çıkar. Daha büyük adım genişliği seçmek ise kesin çözümden uzaklaştırır 

hata yapma oranını artırır (Çelik Kızılkan, 2009; Çelik Kızılkan, Aydın ve Duman, 2016). 

 ( )  (  ( ))    (   )         (  )     (   )  (  )       (            )   

ve      (,    -    )      ( )          (  )      olmak üzere 

  {(   )   ,    - |      |    } 

bölgesi üzerinde 

  ( )   (   )  (  )                                              (2.2) 

Cauchy problemini ele alalım.  

 (  )  (  ( )     ( )      ( ))
 

vektör fonksiyonu, Cauchy probleminin 

,       ) aralığındaki çözümü ve     (                 )     i.  adımda nümerik metotla elde 

edilen çözüm vektörü olsun. 

  ( )   (   )  (    )       

Cauchy probleminin ,       ) aralığındaki lokal hata vektörü, 
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        (  )  (

      (  )

      (  )
 

      (  )

,  (

    

    

 
    

,     (2.3) 

şeklinde tanımlanır. ‖   ‖    değerine de ,       )  aralığındaki  lokal hata denir. 

Hata analizinde kullanılan Euler metodu;  

   (              )      (         )   

     (            )              (         ) 

ve              olmak üzere                şeklinde tanımlanır (Çelik Kızılkan, 

2009; Loan, 2000). 

Adım genişliği kayan nokta aritmetiğinin etkileri gözlenebilecek şekilde küçük 

seçilirse de nümerik çözüm analitik çözüme yakın olmayabilir. Bu sebeple adım genişliği 

seçiminde kayan noktalı sayılarla çalışılmasına dikkat edilmelidir. Kayan noktalı sayıların ve 

kayan nokta aritmetiğinin etkisi Çelik Kızılkan, 2009 da detaylı bir şekilde anlatılmıştır. 

2.1. K-Kontrol Algoritması  

Adım genişliği tespiti yapan ve nümerik çözüm hesaplayan algoritmaların çalışmasını 

kontrol eden adım genişliği kontrol algoritmasını tanıtalım. 

        ; adım sayısı,   ; hesaplanan adım genişliği,   ; kullanıcının belirlediği istenildiği kadar 

küçük adım genişliği parametresi olarak verilir (Çelik Kızılkan, 2004). 

K-Kontrol Algoritması 

K: 1.    ∑   
   
      ̂    ise; 

1.1.   ̂     ise      ̂ olarak alınır. 

1.2.   ̂     ise      alınır ve işlem sonlandırılır. 

2.    ∑   
   
      ̂    ise   ̂

̂       ∑   
   
     hesapla, 

2.1.   ̂
̂     ise      ̂

̂  olarak alınır. 

2.2.   ̂
̂     ise      alınır ve işlem sonlandırılır (Çelik Kızılkan, 2004). 
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2.2. Lineer Sistemler için Adım GeniĢliği Stratejisi ve Algoritması 

                                                   X'=AX,  X(t0)=X0                                                                                            (2.4) 

ile verilen lineer Cauchy problemi için lokal hata ve adım genişliği,               

D={(t, x) :         a, |      |    } bölgesi üzerinde, (2.4) Cauchy probleminin, 

i. adımdaki lokal hatası 

‖   ‖  (
 

 
      *√    

  ,       ) 

şeklinde sınırlandırılmıştır. i. adımdaki adım genişliği ise, 

 

   
 

 √   (
   

    
*

 
 
                                                          (   ) 

ile ifade edilmiştir. Burada, 

     istenilen hata seviyesi, 

    A=(aij)        matrisini boyutu,    C1
([t0-a,t0+a]     N), 

   : i. adımdaki nümerik çözüm, 

  ( ): Z'(t)=AZ(t),   Z(    )       ,     [       ), 

  =          |   |,                                                                                   

         (             
|  (  )|)      , 

şeklinde tanımlanmıştır (Çelik Kızılkan, 2009; Çelik Kızılkan ve Aydın, 2012).  

  

Algoritma 1: Adım genişliği algoritması (2.5) denklemi tarafından verilen adım genişlikleri 

ile Cauchy probleminin nümerik çözümünü hesaplayan algoritma şu şekildedir. 

0. Adım (GiriĢ elemanları):                      elemanları girilir. 

1. Adım:  =          |   |  sayısı hesaplanır. 

2. Adım:                            {   | (   ) |}     ve    ̂  
 

 √   .
   

    
/

 

 
  

olacak şekilde   ̂  sayıları hesaplanır. 

 

3. Adım: K -Adım genişliği kontrolü yapılır. 
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4. Adım:            ve    (     )     hesaplanır ve 2.adıma gidilir (Çelik 

Kızılkan, 2009). 

 

Örnek 2.1. Lineer bir denklem sisteminin çözümünü değişken adım genişliği stratejisi ile 

incelemek için (2.4) formunda yazalım: 

                                        X'=.
  

   
/  

 

Burada,  X = .
 
 /, A = .

  
   

/ dir.  

Nümerik integrasyonun her bir adımdaki adım genişliğini hesaplamak için parametreler 

aşağıdaki şekilde hesaplanır. 

  =          |   | , |      |    

              {   | (   ) |}   

 

Buna göre i. adımdaki adım genişliği, 

                                             

   
 

 √   (
   

    
*

 
 
                                                           

şeklindedir.  

 

Lineer denklem sisteminin t   [0, 4] aralığında,   = 0.05 ve h* = 10
-12

 için değişken 

adım genişliği stratejisi  

 ( )     ( )    

başlangıç değerleri ile uygulanıp  her adımda elde edilen adım genişlikleri ve nümerik 

çözümlerine Tablo 2.1. ve Şekil 2.1. de yer verilmiştir. 
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İ       ‖   ‖       

1 0.01767766952 0.01767766952 0.01249999999 1.017677670 0.9823223305 

2 0.03532417167 0.01764650215 0.01250000000 1.035636121 0.9643638793 

3 0.05293917959 0.01761500792 0.01249999999 1.053878859 0.9461211408 

           

389 3.994193009 0.005246608252 0.01250000000 53.03948646 -51.03948646 

390 3.999426870 0.005233861300 0.01249999999 53.31708778 -51.31708778 

391 4.000000000 0.000573130 0.0001506192174 53.34764540 -51.34764540 

Tablo 2.1 Örnek 2.1.’in Algoritma 1 ile elde edilen adım genişliği, lokal hata ve çözümleri 

 

 

   

ġekil 2.1.a. Örnek 2.1. için Algoritma 1 ile elde   ġekil 2.1.b. Örnek 2.1. için Algoritma 1 ile elde 

edilen adım genişlikleri      lokal hata grafiği          
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                           ġekil 2.1.c.  Örnek 2.1.nin Algoritma 1 ile elde edilen çözümleri 

 

2.3. Lineer Olmayan Sistemler için Adım GeniĢliği Stratejisi ve Algoritması 

 

X'=AX +  (t,X) ,  X(t0)=X0                                                             (2.7) 

ile verilen lineer olmayan Cauchy problemi için i. adımdaki lokal hatası         

D={(t, x) :         a, |      |    } bölgesi üzerinde,  

‖   ‖   
 

 
√   

 {N
2 2 i-1+N  i-1+ i-1} 

şeklinde sınırlandırılmış, i. adımdaki adım genişliği ise, 

         (
   

                  
*

 
 
                                       (   ) 

ile ifade edilmiştir. Burada, 

     istenilen hata seviyesi, 

    A=(aij)       matrisini boyutu,    C1
([t0-a,t0+a] R

N
), 

   : i. adımdaki nümerik çözüm, 

  ( ): Z'(t)=AZ(t)+  (   ( ))   Z(    )       ,     [       ), 

  =          |   |,                                                                                   

         (             
|  (  )|)      , 
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         (             
|  (    (  )|)      ,                                    

         .             
|
   

  
(    (  )|/       

şeklinde tanımlanmıştır (Çelik Kızılkan, 2009; Çelik Kızılkan ve Aydın, 2012).  

 

Algoritma 2: Adım genişliği algoritması (2.8) denklemi tarafından verilen adım genişlikleri 

ile Cauchy probleminin nümerik çözümünü hesaplar. 

0. Adım (GiriĢ elemanları):                   (   )     

 

1. Adım          =          |   |  hesaplanır. 

 

2. Adım:                  
     

(     
          

  (  ) )       ,  

                 
     

(     
          

|  (    (  )|)        

                                       
     

(     
          

  |
   

  
(    (  ) )|)        

sayıları hesaplanır. 

3. Adım:  

         (
   

                  
*

 
 
 

 

 

adım genişliği hesaplanır. 

 

4. Adım: K -Adım genişliği kontrolü yapılır. 

 

5. Adım:            ve    (     )        (         )  hesaplanır (Çelik 

Kızılkan, 2009). 
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Örnek 2.2. Lineer olmayan bir denklem sisteminin çözümünü değişken adım genişliği 

stratejisi ile incelemek için (2.7) formunda yazalım: 

                                        X'=.
   
  

/ +(
 √ 

 √ 
) 

 

Burada,  X = .
 
 /, A = .

   
  

/,   (t ,X) = (
 √ 

 √ 
) dir.  

Nümerik integrasyonun her bir adımdaki adım genişliğini hesaplamak için parametreler 

aşağıdaki şekilde hesaplanır. 

  =          |   | ,  |      |     

     =max(      ,      ), 

          (|(    )(    )
   | |(    )(    )

   |), 

         .|(    )
 

 ((    )
 )  (    )  (( (    ))  )  (    ))|  |(    )

   ((    )  

(((    )
 )  (    ))  (    )|  / 

 

Buna göre i. adımdaki adım genişliği, 

                                             

         (
   

                  
*

 
 
 

şeklindedir.  

 

Lineer olmayan denklem sisteminin t   [0, 1] aralığında,   =     ve h* = 10
-12

 için 

değişken adım genişliği stratejisi  

 ( )     ( )    

başlangıç değerleri ile uygulanıp  her adımda elde edilen adım genişlikleri ve nümerik 

çözümlerine Tablo 2.2. ve Şekil 2.2. de yer verilmiştir. 

 

 

 

i       ‖   ‖       

1 0.03100828005 0.03100828005 0.07071067815 1.062016560 1.093024840 

2 0.06170668976 0.03069840971 0.07071067808 1.127751787 1.193760114 
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3 0.09208042294 0.03037373318 0.07071067812 1.197426625 1.302778529 

            

47 0.9845580769 0.01086642917 0.07071067812 15.79398666 30.04294739 

48 0.9950931968 0.01053511985 0.07071067820 16.72227982 31.78369222 

49 1.000000000 0.0049068032 0.01632219099 17.19301943 32.65945186 

Tablo 2.2 Örnek 2.2.nin Algoritma 2 ile elde edilen adım genişliği, lokal hata ve çözümleri 

 

 

 

                  

ġekil 2.2.a. Örnek 2.2. için Algoritma 2 ile elde   ġekil 2.2.b. Örnek 2.2. için Algoritma 2 ile elde 

edilen adım genişlikleri      lokal hata grafiği         
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                    ġekil 2.2.c. Örnek 2.2.nin Algoritma 2 ile elde edilen adım genişliği ve çözümleri 
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3. BAZI MATEMATĠKSEL MODELLER  

 Bu bölümde farklı disiplinlere ait matematiksel modeller kısaca tanıtılacaktır. İkinci 

bölümde tanıtılan değişken adım genişliği stratejisi, literatürde farklı metotlarla çözülmüş olan 

bu modellere uygulanacak ve nümerik çözümleri grafiklerle karşılaştırılacaktır. Modellerin 

her bir adımda oluşan adım genişliği ve lokal hataları tablo ve grafiklerle gösterilecektir.  Bu 

işlemler yapılırken Maple programından faydalanılacaktır. 

3.1. BulaĢıcı Hastalıkların Yayılımının (SIR) Matematiksel Modelinin Nümerik Analizi 

Dış etkenlere kapalı bir ortamda enfeksiyonun kuluçka süresinin anlık, bireylerin yaş, 

coğrafi ve sosyal konumunun homojen, nüfusun sabit olduğu ve hastalığın sadece insandan 

insana geçtiği popülasyonda bulaşıcı bir hastalığın evreleri basit diferensiyel denklemlerle 

modellenmiştir (McKendrick ve W.O.Kermack, 1927; Osthus ve ark., 2017). 

SIR modeli için 

 

 

 

 

                                                ġekil 3.1.1. SIR Model  

 t zaman diliminde; 

 S(t):  Popülasyondaki hastalığa duyarlı birey sayısı  

 I(t):  Popülasyondaki hastalıkdan etkilenen birey sayısı 

 R(t): Popülasyondaki hastalığa bağışıklık kazanan birey sayısı 

 N(t): Toplam popülasyon sayısı 

  : Enfeksiyonu bulaştırma oranı 

  :Enfektiflerin bağışıklığı kazanma oranı 

 N=S+I+R 

olarak tanımlanır. 

 

Susceptibles 

S 
𝛽 

Infecteds 

I 

Recoverds 

R 
𝛾 
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                                                             (   )     

  

  
            

denklemleri ile gösterilir (McKendrick ve W.O.Kermack, 1927; Osthus ve ark., 2017). 

Modeldeki grup isimlerinin ilk harfleri ile modele SIR model denir. Modelde 

kullandığımız popülasyon kavramı belli bölgede yaşayan insan nüfusunu kastetmektedir. 

Popülasyonun tamamının belirli bir bulaşıcı hastalığa duyarlı olmadığı, yani popülasyon ve 

hastalığa duyarlı birey sayısı farklı iki kavram ile ele alınmıştır. Hastalığın yayılabilmesi için 

hasta olanlar ile sağlıklı olanların temas halinde olması ve temas durumunda bulaşmanın 

meydana gelebileceği varsayılır (Akpınar, 2012). 

Örnek 3.1. SIR modeli çözümünü değişken adım genişliği stratejisi ile incelemek için Osthus 

ve ark., 2017 deki parametrelerini kullanarak (2.7) formunda yazalım: 

       (
   
      
     

+  (
     
   
    

+ 

 

Burada     (
 
 
 
)     (

   
      
     

+        (    )  (
     
   
    

+     

               dir. Nümerik integrasyonun her bir adımdaki adım genişliğini hesaplamak 

için parametreler aşağıdaki şekilde hesaplanır. 

  =          |   |, |      |     

 

     =max(      ,      ,       ), 

          (  (    )(    ) ,  (    )(    ) ), 

 

         (
   (    )(    )(  ((    )  (    ))     )  

| (    )(    )( ((    )  (    ))     |
) 

 

Buna göre i. adımdaki adım genişliği, 



17 
 

         (
   

                  
*

 
 
 

şeklindedir.  

SIR modelinde t   [0, 30] aralığında,   =     ve h* = 10
-12

 için değişken adım 

genişliği stratejisi Osthus ve arkadaşlarının 2017 deki   

 ( )       ( )                ( )         

başlangıç değerleri ile uygulanıp  her adımda elde edilen adım genişlikleri ve nümerik 

çözümlerine Tablo 3.1.1. ve Şekil 3.1. de yer verilmiştir. 

 

Tablo 3.1.1. SIR modeli çözümünü Algoritma 2 ile elde edilen adım genişliği ve çözümleri 

                                               
     ġekil 3.1.a. Örnek 3.1. için Algoritma 2 ile elde edilen adım genişlikleri           

 

 

 

 

i                                  

1 0.03921353239 0.3921353239e-1 0.8999858831 0.2031370826e-3 0.09981097979 

2 0.07842720912 0.3921367673e-1 0.8999715450 0.2063231585e-3 0.09982213184 

3 0.1176410325 0.3921382337e-1 0.8999569822 0.2095589860e-3 0.09983345885 

4 0.1568550048 0.3921397227e-1 0.8999421912 0.2128453351e-3 0.09984496355 

           

745 29.92930343 0.4069721453e-1 0.5328649416 0.6912496766e-3 0.4664438081 

746 29.97000065 0.4069721941e-1 0.5328349606 0.6818460098e-3 0.4664831928 

747 30.00000000 0.2999935e-1 0.5328131624 0.6750073091e-3 0.4665118297 



18 
 

 

i ‖   ‖ 

1 0.4330127015 

2 0.4330127020 

    

745 0.4330127020 

746 0.4330127022 

747 0.2352852740 

 

Tablo 3.1.2. Örnek 3.1. için lokal hata değerleri            ġekil 3.1.b. Örnek 3.1. için lokal hata grafiği 

        

Tablo 3.1.2. ve Şekil 3.1.b. den anlaşılacağı üzere her bir adım için lokal hata değerleri 

beklenilen hata seviyesinden küçük çıkmıştır.          

               

ġekil 3.1.c1. Örnek 3.1. için Algoritma 2 ile elde             ġekil 3.1.c2. Osthus ve ark., 2017 deki S(t) grafiği 

                     edilen    değer grafiği  
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ġekil 3.1.d1. Örnek 3.1. için Algoritma 2 ile elde           ġekil 3.1.d2. Osthus ve ark., 2017 deki I(t) grafiği 

                    edilen    değer grafiği                 

 

 

 

 

                      

      ġekil 3.1.e1. Örnek 3.1. için Algoritma 2 ile elde             ġekil 3.1.e2. Osthus ve ark., 2017 deki R(t) grafiği 

edilen    değer grafiği                  
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                           ġekil 3.1.f. SIR modeli için Algoritma 2 ile elde edilen çözümleri 

Not: (Osthus ve ark., 2017) de SIR modelinin nümerik çözümlerinin olduğu grafikler ayrı ayrı 

verilmiştir. Bu çalışmada Algoritma 2 ile çözdüğümüz bu modelin nümerik çözümlerinin 

karşılaştırma kısmını her bir çözüm için ayrı ayrı grafikler üzerinde gösterdik. Son olarak 

hepsini tek bir grafik üzerinde gösterdik. 

Osthus ve arkadaşları tarafından 2017 yılında SIR modelinin nümerik çözümünü 

DBSSM (Dirichlet-Beta state-space model) ile ulaşmayı amaçlamıştır. Biz aynı parametreleri 

kullanarak değişken adım genişliği stratejilerinden Algoritma 2 ile nümerik çözümünü elde 

ettik. Bulunan iki nümerik çözümü karşılaştırdığımızda adım genişliği stratejisinin SIR 

modelinin çözümü için uygun olduğu görülmüştür.  

3.2. Ġnfluenza Virüs Yayılımın Matematiksel Modelinin Nümerik Analizi  

Son zamanlarda yeni bir İnfluenza salgını ortaya çıkmıştır. H1N1 gribi ilk kez 2009 yılı 

Nisan ayında Meksika da görülmüş ve kısa süre içerisinde çok geniş alanlara yayılmıştır. 

Dünya Sağlık Örgütü Temmuz 2009 da 21. yüzyılın ilk salgın hastalığı olarak ilan etmiştir 

(Chan, 2009). Bu salgınla daha etkili mücadele edebilmek için matematiksel modellemeden 

faydalanılmıştır. Matematiksel modeller, üzerinde deney yapılamayacak olan bu salgın 
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hastalıkların analizi için mükemmel bir yol olmuştur. Matematiksel modeller başarılı 

analizlere ve bu sayede salgınla oluşabilecek öngörülere yardımcı olmuştur (Khanh, 2015).  

İnfluenza virüsü modeli için t zaman diliminde; 

 S(t) :Popülasyondaki hassas birey sayısı(susceptible) 

 E(t) :Popülasyondaki hastalığa maruz kalmış birey sayısı(exposed) 

 I(t) : Popülasyondaki enfektif birey sayısı(ınfected) 

 R(t) : Popülasyondaki bağışıklığa sahip birey sayısı(recovered) 

 N(t) : Toplam popülasyon sayısı 

   : Enfeksiyon bulaşan kişilerin iyileşme oranı 

   : Bağışıklığa sahip bireylerin bağışıklığı kaybetme oranı 

    : Doğal ölüm oranı 

 b : Enfektif bireyin tedavi olmadan hassas birey olma oranı 

 c : Virüse maruz kalan insanın tedavi olmadan hassas birey olma olasılığı  

   : Virüsle etkileşim oranı  

 N=S+E+I+R 

olarak tanımlanır. 

  

  
     ( )( ( )   ( ))    ( )    ( )    ( )    ( ) 

  

  
   ( )( ( )   ( ))  (     ) ( ) 

  

  
   ( )  (     ) ( ) 

  

  
   ( )  (   ) ( )                                                                                                (   ) 

denklemleri ile gösterilir (Khanh, 2015). 

Örnek 3.2. İnfluenza modeli çözümünü değişken adım genişliği stratejisi ile incelemek için 

(Khanh, 2015) deki parametreleri kullanarak  (2.7) formunda yazalım. 

                                   

X'=(

                   
                    
 

 

    

 

       

   

 

      

) +(

          (     )

    (   )
 

 

, 
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Burada     (

 
 
 
 

)     (

                   
                    
 

 

    

 

       

   

 

      

) 

  (    )  (

          (     )

    (   )
 

 

,  

                                                                    dir (Khanh, 

2015). Nümerik integrasyonun her bir adımdaki adım genişliğini hesaplamak için 

parametreler aşağıdaki şekilde hesaplanır. 

  =          |   |, |      |   , 

     =max(      ,      ,              ), 

          (          (    )(    )  (    )(    )) ,    (    )((    )  (    ) ), 

         (    (((    )  (    ))  (      (    )      (    )       (    )       

(    )           (    )((    )  (    )))  (    )(      (    )  

   (    )((    )  (    )      (    )      (    ))))    (((    )  (    ))  

(      (    )      (    )       (    )      (    )           (    )((    )  

(    )))  (    )(      (    )     (    )((    )  (    ))      (    )  

    (    )))) 

 

Buna göre i. adımdaki adım genişliği, 

         (
   

                  
*

 
 
 

şeklindedir.  

İnfluenza modelinde t   [0, 30] aralığında,        ve h* = 10
-12

 için değişken adım 

genişliği stratejisi Khanh, 2015 deki 

 ( )         ( )               ( )             ( )        

başlangıç değerleri ile uygulanıp her adımda elde edilen adım genişlikleri ve nümerik 

çözümlerine Tablo 3.2.1. ve Şekil 3.2. de  yer verilmiştir. 
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Tablo 3.2.1. İnfluenza modelinin Algoritma 2 ile elde edilen adım genişliği ve çözümleri 

 

 

          

                   ġekil 3.2.a. Örnek 3.2. için Algoritma 2 ile elde edilen adım genişlikleri 

 

 

 

 

 

 

 

i                    

1  0.1196663447 0.1196663447 0.004093347301 0.5630446394e-2 0.2913840232e-2 0.1135821301e-2 

2 0.2393273768 0.1196610321 0.006172594389 0.5283886216e-2 0.2826618496e-2 0.1260549420e-2 

3 0.3589758195 0.1196484427 0.008238159964 0.4958897700e-2 0.2738821539e-2 0.1374599358e-2 

        

254 29.79671097 0.1154116693 0.3683477685 0.4139727926e-8 0.6118166747e-8 0.4230594879e-6 

255 29.91211046 0.1153994898 0.3694411709 0.3937304224e-8 0.5808567127e-8 0.4055928947e-6 

256 30.00000000 0.08788954 0.3702724764 0.3790734436e-8 0.5584797667e-8 0.3928368597e-6 
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İ ‖   ‖ 

1 0.4999999992 

2 0.5000000002 

    

254 0.4999999998 

255 0.5000000000 

256 0.2900868805 

 

Tablo 3.2.2. Örnek 3.2. için lokal hata değerleri ġekil 3.2.b. Örnek 3.2. için lokal hata grafiği 

Tablo 3.2.2. ve Şekil 3.2.b. den anlaşılacağı üzere her bir adım için lokal hata değerleri kayan 

nokta aritmetiğinden kaynaklanan hatalar nedeniyle beklenilen hata seviyesini bazı adımlarda 

geçebilmektedir.  

 

 

      

ġekil 3.2.c. Örnek 3.2. için Algoritma 2 ile elde         ġekil 3.2.d. Örnek 3.2. için Algoritma 2 ile elde 

edilen    değer grafiği       edilen    değer grafiği 
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ġekil 3.2.e. Örnek 3.2. için Algoritma 2 ile elde          ġekil 3.2.f. Örnek 3.2. için Algoritma 2 ile elde 

edilen    değer grafiği       edilen    değer grafiği 

 

      

ġekil 3.2.g1. İnfluenza modeli için              ġekil 3.2.g2. Khanh, 2015 deki çözüm grafiği  
Algoritma 2 ile elde edilen çözümleri 

 

Not: Khanh, 2015 de SEIR modelinin nümerik çözümlerinin olduğu grafik bir arada 

verilmiştir. Bu çalışmada Algoritma 2 ile çözdüğümüz bu modelin nümerik çözümlerini ayrı 

ayrı verip karşılaştırma kısmını bir arada verdiğimiz şekil üzerinden yaptık. 

Khanh tarafından 2015 yılında SEIR modelinin nümerik çözümünü Lyapunov 

fonksiyon metotu ile ulaşmayı amaçlamıştır. Biz aynı parametreleri kullanarak değişken adım 

genişliği stratejilerinden biri olan Algoritma 2 ile nümerik çözümünü elde ettik. Bulunan iki 
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nümerik çözümü karşılaştırdığımızda adım genişliği stratejisinin SEIR modelinin çözümü için 

uygun olduğu görülmüştür.  

3.3. Av-Avcı Probleminin Matematiksel Modelinin Nümerik Analizi 

 Amerikalı matematikçi Alfred J. Lotka ile İtalyan matematikçi Vito Voltera’nın 

literatüre kattıkları av-avcı modeli biyo-matematikte çok önemli bir yere sahiptir. Aynı 

biyolojik çevrede olup farklı türler arasındaki nüfus ilişkilerini açıklamaya çalışmışlardır. 

Aynı biyolojik çevreye sahip avcı olarak adlandırdığımız canlı türü ile avcının besin 

kaynağını oluşturan diğer canlı türü arasındaki popülasyon etkileşimleri matematiksel 

modelleme ile analiz edilmiştir. Popülasyonlar arasındaki etkileşimin zamana göre değişimini 

incelemek denklem sistemi ile kolaylaşmıştır. Örneğin; avcının çok olması avın azalmasına 

sebep olur. Avın azalması besin kaynağı av olan avcının azalmasına sebep olur. Avcı azaldığı 

zaman av üremek için daha uygun ortam bulacağından av popülasyonu artar. Böylece artan av 

sayısı, avcı sayısı için uygun beslenme ortamı sağlayacağından avcı popülasyonu artar. Türler 

arasındaki düzen bu şekilde devam etmektedir (Taşdemir, 2016). 

 Pulley 2011 yılında yaptığı çalışmada Lotka-Voltera modeli ile ilgili çıkarımlarda 

bulunmuştur. Buna göre, modelde avcı bulunmasa bile av popülasyonu belirli bir orana kadar 

artacağını, modelde avın bulunmamasında ise temel besin kaynağı olmayan avcının soyunun 

tükenebileceği, her iki popülasyonun karşılaşması durumunda ise av popülasyonunda azalma 

avcı popülasyonunda ise artış olacağını dile getirmiştir. 

Av-avcı modeli için   zaman diliminde; 

  ; av büyüme oranı,  

  ; av- avcı karşılaşması sonucu ölen av oranı 

 z; av- avcı karşılaşmasının avcı popülasyonuna pozitif etkisi 

 c;  avcının doğal yollardan ölümü 

olarak tanımlanır. 

           Av-avcı arasındaki etkileşimi anlatan klasik bir Lotka-Volterra modeli  

  

  
        

  

  
                                                                    (   ) 
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denklemleri ile gösterilir (Lotka, 1925; Volterra, 1926; Pulley, 2011). 

 

Örnek 3.3.  Av-avcı modeli çözümünü değişken adım genişliği stratejisi ile incelemek için 

(Srini, 2014) deki parametreleri kullanarak (2.7) formunda yazalım: 

                                        X'=.
  
   

/ +(
    
  

* 

 

Burada, X = .
 
 /, A = .

  
   

/,   (t, X) = (
    
  

*  

                dir (Srini, 2014). Nümerik integrasyonun her bir adımdaki adım 

genişliğini hesaplamak için parametreler aşağıdaki şekilde hesaplanır. 

   =          |   |    |      |    

      = max(      ,      ), 

          (  (    )(    )   (    )(    ) ), 

         (|  (    )(    )(   (    )  (    ))| |(    )(    )(   (    )  (    ))|). 

 

Buna göre i. adımdaki adım genişliği, 

      
 
 (

   

                  
*

 
 
 

şeklindedir.  

 

Av-avcı modelinin t   [0, 6] aralığında,          ve h* = 10
-12

 için değişken adım 

genişliği stratejisi Srini, 2014 deki  

 ( )     ( )    

başlangıç değerleri ile uygulanıp her adımda elde edilen adım genişlikleri ve nümerik 

çözümlerine Tablo 3.3.1. ve Şekil 3.3. de  yer verilmiştir. 
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i             

1 0.006199170621 0.006199170621 2.780616452 5 

2 0.01241933400 0.006220163382 2.780616452 4.996529613 

3 0.01866239999 0.006243065993 2.676579509 4.989686236 

          

613 5.992624579 0.006507759132 10.64429409 1.888357034 

614 5.999128233 0.006503653506 10.65975146 1.982238290 

615 6.000000000 0.000871767 10.66008157 1.995474723 

Tablo 3.3.1. Av-avcı modeli için Algoritma 2 ile elde edilen adım genişliği ve çözümleri 

 
ġekil 3.3.a. Örnek 3.3. için Algoritma 2 ile elde edilen adım genişlikleri 

 

 

i ‖   ‖ 

1 0.07071067815 

2 0.07071067815 

    

699 0.07071067818 

700 0.07071067818 

 

701 0.001269569082 

 

Tablo 3.3.2. Örnek 3.3. için lokal hata değerleri          ġekil 3.3.b. Örnek 3.3. için lokal hata grafiği 
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 Tablo 3.3.2. ve Şekil 3.3.b. den de anlaşılacağı üzere her bir adım için lokal hata 

değerleri beklenilen hata seviyesinden küçük çıkmıştır. 

 

           
ġekil 3.3.c. Örnek 3.3. için Algoritma 2 ile elde       ġekil 3.3.d. Örnek 3.3. için Algoritma 2 ile elde 

     edilen    değer grafiği        edilen    değer grafiği 

 

 

ġekil 3.3.e1. Av-avcı modelinin Algoritma 2 ile elde  ġekil 3.3.e2. Srini, 2014 deki çözüm grafiği 

       edilen çözümleri 

 

Not: Srini, 2014 de av-avcı modelinin nümerik çözümlerinin olduğu grafik bir arada 

verilmiştir. Bu çalışmada Algoritma 2 ile çözdüğümüz bu modelin nümerik çözümlerini ayrı 

ayrı verip karşılaştırma kısmını bir arada verdiğimiz şekil üzerinden yaptık. 

Srini tarafından 2014 yılında yapılan çalışmada av-avcı modelinin nümerik çözümünü 

Runge-Kutta metotu ile ulaşmayı amaçlamıştır. Biz aynı parametreleri kullanarak değişken 
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adım genişliği stratejilerinden biri olan Algoritma 2 ile nümerik çözümünü elde ettik. Bulunan 

iki nümerik çözümü karşılaştırdığımızda adım genişliği stratejisi av-avcı modelinin çözümü 

için uygun olduğu görülmüştür.  

3.4. El Nino Güney Salınımlarının (ENSO) Matematiksel Modelinin Nümerik Analizi 

 El Nino güney salınımları, Ekvator Pasifikte gerçekleşen küresel bir okyanus- 

atmosfer olayıdır. Pasifik okyanusunun doğusundaki termik yüksek basınçtan kaynaklanan 

hava alize rüzgarları ile pasifiğin batısına taşınır. Bu esnada nem kazanan hava batı pasifikte 

yükselir. Yükselen havanın bir kısmı tekrar doğuya doğru hareket eder ve doğu pasifikte 

alçalmaya başlar. Oluşan bu döngüye Walker sirkülasyonu denir.  

 

 ġekil 3.4.1. Walker Sirkülasyonu (Singh, 2015) 

Bu döngünün oluşmasını sağlayan alizeler aynı zamanda doğu pasifikte bulunan sıcak 

okyanus sularını da batıya doğru sürükler. Sıcak okyanus sularının toplandığı pasifiğin 

batısında nemli havanın ısınarak yükselmesi sonucu dev yağmur bulutları meydana gelir. 

Alizeler termoklin seviyesinin doğu pasifikte yükselmesini batıda ise derinleşmesini sağlar. 

Batıya doğru sürüklenen sıcak suyun yerine de okyanusun derinliklerinden gelen soğuk sular 

yer alır. El Nino yıllarında alize rüzgarları zayıflar ve bunun sonucunda okyanusun 

yüzeyindeki sıcak suların batıya doğru taşınması durur. Taşınamadığı için biriken sıcak yüzey 

suları okyanusun ortasına ve doğusuna doğru yayılır. Tersine dönen bu döngü hem okyanus 

hem de atmosfer üzerinde önemli etkilere yol açmaktadır.  
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ENSO pasifik okyanusu sıcaklıkları, rüzgarları ve bulutları ile doğal bir döngüdür. Bu 

dünyanın dört bir yanındaki iklimi etkiler. ENSO modeli ile bu olayların öngörülebilirlikleri 

artırılıp gerekli önlemler alınması sağlanabilmektedir.  

ENSO modeli için   zaman diliminde; 

          fiziksel sabitlerdir.  

 H; doğu ekvatoral pasifik deniz yüzey sıcaklığı 

 h; derinliklerdeki termoklin anomaliği 

olarak tanımlanır. 

ENSO matematiksel modeli; 

  

  
           

  

  
                                                                        (   ) 

denklemleri ile gösterilir (Zeng, 2013). 

 

Örnek 3.4. ENSO modelinin çözümünü değişken adım genişliği stratejisi ile incelemek için 

(Zeng, 2013) deki parametrelerle (2.7) formunda yazalım. 

                                        X'=.
  

    
/ +(          

 

 
* 

 

Burada,  X = .
 
 /, A = .

  
    

/,   (t ,X) = (          
 

 
*   

                    dir. Nümerik integrasyonun her bir adımdaki adım 

genişliğini hesaplamak için parametreler aşağıdaki şekilde hesaplanır. 

  =          |   |,  |      |     

     =max(      ,      ), 

          (        (    )
  ), 

         ((        )(    )
 )((    )  (    )  (       )(    )

 ) 
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Buna göre i. adımdaki adım genişliği, 

          (
   

                  
*

 
 

 

şeklindedir.  

ENSO modelinin t   [0, 0.5] aralığında,   = 10
-3

 ve h* = 10
-12

 için değişken adım 

genişliği stratejisi Zeng, 2013 deki  

 ( )     ( )    

başlangıç değerleri ile uygulanıp her adımda elde edilen adım genişlikleri ve nümerik 

çözümlerine Tablo 3.4. ve Şekil 3.4. de verilmiştir. 

Tablo 3.4.1. ENSO modeli çözümünü Algoritma 2 ile elde edilen adım genişliği ve çözümleri 

         

                      

i             

1 0.007673537317 0.007673537317 1.015346998 0.9846529254 

2 0.01533727079 0.007663733477 1.030674384 0.9693254590 

3 0.02299125031 0.007653979516 1.045982258 0.9540175012 

          

66 0.4874307549 0.007123867538 1.974841084 0.02514139963 

67 0.4945473349 0.007116579995 1.989073571 0.01090836429 

68 0.5000000000 0.0054526651 1.999978374 0.00000313259 
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ġekil 3.4.a Örnek 3.4. için Algoritma 2 ile elde edilen adım genişlikleri 

 

 

 

 

i ‖   ‖ 

1 0.0007071067815 

2 0.0007071067815 

    

66 0.0007071067815 

67 0.0007071067820 

 

68 0.0004159549160 

 

Tablo 3.4.2. Örnek 3.3. için lokal hata değerleri      ġekil 3.4.b. Örnek 3.3. için lokal hata grafiği 

 

Tablo 3.4.2. ve Şekil 3.4.b’den de anlaşılacağı üzere her bir adım için lokal hata değerleri 

beklenilen hata seviyesinden küçük çıkmıştır.  
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ġekil 3.4.b. Örnek 3.4. için Algoritma 2 ile elde                 ġekil 3.4.c. Örnek 3.4. için Algoritma 2 ile elde 

edilen     değer grafiği        edilen    değer grafiği                           

 

          

ġekil 3.4.d1. ENSO modeli için Algoritma 2 ile          ġekil 3.4.d2. Zeng, 2013 deki çözüm grafiği 

                 elde edilen çözümleri                         
 

Not: (Zeng, 2013) de ENSO modelinin nümerik çözümlerinin olduğu grafik bir arada 

verilmiştir. Bu çalışmada Algoritma 2 ile çözdüğümüz bu modelin nümerik çözümlerini ayrı 

ayrı verip karşılaştırma kısmını bir arada verdiğimiz şekil üzerinden yaptık. 

Zeng 2013 yılında ENSO modelinin nümerik çözümünü LAPM (Laplace-Adomian-

Pade modeli) ile ulaşmayı amaçlamıştır. Biz aynı parametreleri kullanarak değişken adım 

genişliği stratejilerinden biri olan Algoritma 2 ile nümerik çözümünü elde ettik. Bulunan iki 

nümerik çözümü karşılaştırdığımızda adım genişliği stratejisinin ENSO modelinin çözümü 

için uygun olduğu görülmüştür.  
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3.5. Modeller Ġçin Yazılan Maple Prosedürleri 
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deneme:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b,dl,N,t0,T,hstar) 

global a, c,c1,c2,c3,LE,gmm, zeta, ph, h, F1,F2,F3, F, k, hSum, Y1,Y2,Y3,Y, t; 

local sub1, sub2, v1, v2,v3; 

sub1:=proc() 

c1[k-1]:=abs(b+Y1[k-1]); c2[k-1]:=abs(b+Y2[k-1]);c3[k-1]:=abs(b+Y3[k-1]); 

c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1],c3[k-1]);  

 

gmm[k-1]:=abs(2*c1[k-1]*c2[k-1]);  

 

zeta[k-1]:=abs(2*c1[k-1]*c2[k-1]*(2*(c2[k-1]-c1[k-1])+1.4)); 

 

ph[k]:= evalf(N^(-1/4)*sqrt((2*dl)/((N^2)*(a^2)*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]))); 

 

hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]); 

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0; end if:  

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if: 

t[k]:=t[k-1]+h[k]; 

 

LE[k]:=(1/2)*((N^1/2)*h[k]^2)*((N^2)*a^2*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]); 

 

F1[k-1]:=-2*Y1[k-1]*Y2[k-1]; F2[k-1]:=-1.4*Y2[k-1]+2*Y1[k-1]*Y2[k-1]; 

F3[k-1]:=1.4*Y2[k-1]; F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[k-1],F3[k-1]]); 

 

Y1[k]:=Y1[k-1]+h[k]*F1[k-1];Y2[k]:=Y2[k-1]+h[k]*F2[k-1];Y3[k]:=Y3[k-1]+h[k]*F3[k-1];  

Y[k]:=Vector([Y1[k],Y2[k],Y3[k-1]]); 

 

v1:={seq([t[n],Y1[n]],n=1..k)}; 

v2:={seq([t[n],Y2[n]],n=1..k)};v3:={seq([t[n],Y3[n]],n=1..k)};  print(k,h[k],LE[k]); 

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; sub1(); end if: 

end proc: 

 

sub2:=proc()  multiple(plot,[v1]); end proc: 

Y[0]:=X0; Y1[0]:=0.9; Y2[0]:=0.0002;Y3[0]:=0.0998 ; t[0]:=t0; a:=max(abs(A)); k:=1; 

sub1(); 

end proc: 

Prosedür 3.1. Örnek 3.1. için yazılan prosedür  
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deneme:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b,dl,N,t0,T,hstar) 

global a, c,c1,c2,c3,c4,LE,gmm, zeta, ph, h, F1,F2,F3,F4, F, k, hSum, Y1,Y2,Y3,Y4,Y, t; 

local sub1, sub2, v1, v2,v3,v4,v5; 

sub1:=proc() 

 

c1[k-1]:=abs(b+Y1[k-1]); c2[k-1]:=abs(b+Y2[k-1]);c3[k-1]:=abs(b+Y3[k-1]);c4[k-

1]:=abs(b+Y4[k-1]);c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1],c3[k-1],c4[k-1]); 

 

gmm[k-1]:=abs(-0.015-0.1*(c1[k-1]*c2[k-1]+c1[k-1]*c3[k-1]));  

 

zeta[k-1]:=abs(-0.1*((c2[k-1]+c3[k-1])*(-0.015*c1[k-1]+0.35*c2[k-1]+0.025*c3[k-

1]+0.35*c4[k-1]+0.015-0.1*c1[k-1]*(c2[k-1]+c3[k-1]))+c1[k-1]*(-0.515*c2[k-1]+0.1*c1[k-

1]*(c2[k-1]+c3[k-1]+0.15*c2[k-1]-0.54*c3[k-1])))); 

 

ph[k]:= evalf(N^(-1/4)*sqrt((2*dl)/((N^2)*(a^2)*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]))); 

 

hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]); 

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0; end if:  

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if: 

t[k]:=t[k-1]+h[k]; 

 

LE[k]:=(1/2)*((N^1/2)*h[k]^2)*((N^2)*a^2*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]); 

 

F1[k-1]:=-0.015*Y1[k-1]+0.35*Y2[k-1]+0.025*Y3[k-1]+0.35*Y4[k-1]+0.015-0.1*Y1[k-

1]*(Y2[k-1]+Y3[k-1]); F2[k-1]:=-0.515*Y2[k-1]+0.1*Y1[k-1]*(Y2[k-1]+Y3[k-1]);  

F3[k-1]:=0.15*Y2[k-1]-0.54*Y3[k-1]; F4[k-1]:=0.5*Y3[k-1]-0.365*Y4[k-1]; 

F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[k-1],F3[k-1],F4[k-1]]); 

 

Y1[k]:=Y1[k-1]+h[k]*F1[k-1];Y2[k]:=Y2[k-1]+h[k]*F2[k-1];Y3[k]:=Y3[k-1]+h[k]*F3[k-

1];Y4[k]:=Y4[k-1]+h[k]*F4[k-1];  Y[k]:=Vector([Y1[k],Y2[k],Y3[k],Y4[k]]); 

 

v1:={seq([t[n],h[n]],n=1..k)}; 

v2:={seq([t[n],Y2[n]],n=1..k)};v3:={seq([t[n],Y3[n]],n=1..k)};v4:={seq([t[n],Y4[n]],n=1..k)}

; v5:={seq([Y1[n],Y2[n],Y3[n],Y4[n]],n=1..k)}; print(k,t[k],h[k],Y1[k],Y2[k],Y3[k],Y4[k]); 

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else (k:=k+1); sub1(); end if: 

end proc: 

 

sub2:=proc()  multiple(plot,[v2],[v3],[v4]); end proc: 

Y[0]:=X0; Y1[0]:=0.002; Y2[0]:=0.006; Y3[0]:=0.003;Y4[0]:=0.001; t[0]:=t0; 

a:=max(abs(A)); k:=1; sub1(); 

end proc: 

Prosedür 3.2. Örnek 3.2. için yazılan prosedür 
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deneme:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b,dl,N,t0,T,hstar) 

global a, c,c1,c2,LE, t,gmm, zeta, ph, h, F1,F2, F, k, hSum, Y1,Y2,Y; 

local sub1, sub2, v1, v2,v3; 

sub1:=proc() 

 

c1[k-1]:=abs(b+Y1[k-1]); c2[k-1]:=abs(b+Y2[k-1]);c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1]); 

 

gmm[k-1]:=abs(2*c2[k-1]*c1[k-1]);  

 

zeta[k-1]:=abs(2*c1[k-1]*c2[k-1]*(1-2*c2[k-1]+c1[k-1])); 

 

ph[k]:= evalf(N^(-1/4)*sqrt((2*dl)/((N^2)*(a^2)*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]))); 

 

hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]); 

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0; end if:  

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if: 

t[k]:=t[k-1]+h[k]; 

 

LE[k]:=(1/2)*((N^1/2)*h[k]^2)*((N^2)*a^2*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]); 

 

F1[k-1]:=4*Y1[k-1]-2*Y1[k-1]*Y2[k-1]; F2[k-1]:=-3*Y2[k-1]+Y1[k-1]*Y2[k-1];  

F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[k-1]]); 

 

Y1[k]:=Y1[k-1]+h[k]*F1[k-1];Y2[k]:=Y2[k-1]+h[k]*F2[k-1];  

Y[k]:=Vector([Y1[k],Y2[k]]); 

 

v1:={seq([t[n],Y1[n]],n=1..k)}; v2:={seq([t[n],Y2[n]],n=1..k)}; 

v3:={seq([t[n],LE[n]],n=1..k)}; print(k,h[k],LE[k]); 

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else (k:=k+1); sub1(); end if: 

end proc: 

 

sub2:=proc()  multiple(plot,[v1]); end proc: 

Y[0]:=X0; Y1[0]:=3; Y2[0]:=5 ; t[0]:=t0; a:=max(abs(A)); k:=1; sub1(); 

end proc: 

Prosedür 3.3. Örnek 3.3. için yazılan prosedür 
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deneme:=proc(A::Matrix,X0::Vector,b,dl,N,t0,T,hstar) 

global a, c,c1,c2,gmm, zeta, ph, h, F1,F2, F, k, hSum, Y1,Y2,Y,LE, t,Z,sbt; 

local sub1, sub2, v1, v2,v3,sbt1,sbt2; 

sub1:=proc() 

c1[k-1]:=abs(b+Y1[k-1]); c2[k-1]:=abs(b+Y2[k-1]);c[k-1]:=max(c1[k-1],c2[k-1]);  

 

gmm[k-1]:=abs((-0.00001)*c1[k-1]^3);  

 

zeta[k-1]:=abs((-0.00003)*c1[k-1]^2)*(c1[k-1]+c2[k-1]-(0.00001)*c1[k-1]^3); 

 

ph[k]:= evalf(N^(-1/4)*sqrt((2*dl)/((N^2)*(a^2)*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]))); 

 

hSum:=evalf(t[k-1]+ph[k]); 

if (hSum<=T) then if (ph[k]>hstar) then h[k]:=ph[k]; else h[k]:=0; end if:  

elif (T-t[k-1]>hstar) then h[k]:=T-t[k-1]; else h[k]:=0; end if: 

t[k]:=t[k-1]+h[k]; 

 

LE[k]:=(1/2)*((N^1/2)*h[k]^2)*((N^2)*a^2*c[k-1]+N*a*gmm[k-1]+zeta[k-1]); 

 

F1[k-1]:=Y1[k-1]+Y2[k-1]-(0.00001)*(Y1[k-1]^3); F2[k-1]:=-Y1[k-1]-Y2[k-1];  

F[k-1]:=Vector([F1[k-1],F2[k-1]]); 

 

Y1[k]:=Y1[k-1]+h[k]*F1[k-1];Y2[k]:=Y2[k-1]+h[k]*F2[k-1];  

Y[k]:=Vector([Y1[k],Y2[k]]); 

 

v1:={seq([t[n],h[n]],n=1..k)}; v2:={seq([t[n],Y2[n]],n=1..k)};  print(k,h[k],LE[k],Y1[k]); 

if t[k]=T or h[k]=0 then sub2(); else k:=k+1; sub1(); end if: 

end proc: 

 

sub2:=proc()  multiple(plot,[v1]); end proc: 

Y[0]:=X0; Y1[0]:=1; Y2[0]:=1; t[0]:=t0; a:=max(abs(A)); k:=1; sub1(); 

end proc: 

Prosedür 3.4. Örnek 3.4. için yazılan prosedür 
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4. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

 Bu yüksek lisans tez çalışmasında Çelik Kızılkan, 2009 ve Çelik Kızılkan ve Aydın, 

2012 de verilen değişken adım genişliği stratejisi ile bazı matematiksel modellerin nümerik 

çözümleri incelenmiştir. Ele alınan matematiksel modeller lineer olmayan modellerdir. Bu 

lineer olmayan modellerde analitik çözüme ulaşmak çok zordur. Nümerik çözümleri için ise 

farklı metotlar ortaya çıkmıştır. Bu tezde ele alınan örneklerin 

 SIR model için DBSSM (Dirichlet-Beta state-space model) ile, 

 İnfluenza model için Lyapunov fonksiyon metodu ile, 

 Av-avcı model için RK (Runge-Kutta metodu) ile, 

 ENSO model için LAPM (Laplace-Adomian-Pade modeli) ile, 

çözümleri aynı parametreler alınıp değişken adım genişliği stratejisi uygulanarak 

karşılaştırılmıştır. Her bir adımda oluşan lokal hatalar tablo ve grafiklerle gösterilmiştir. SIR 

model, av-avcı model ve ENSO modelleri için lokal hatanın belirlediğimiz hata seviyesinden 

küçük olduğu görülmüştür. Influenza modelinde ise lokal hata, kayan nokta aritmetiğinden 

kaynaklanan hatalarla bazı adımlarda istenilen hata seviyesini çok azda olsa geçtiği 

gözlemlenmiştir. Ayrıca literatürdeki nümerik çözümler ile değişken adım genişliği stratejisi 

ile elde ettiğimiz çözümler grafikler eşliğinde karşılaştırılmıştır. Bu sonuçları ve grafikleri 

elde etmek için Maple programı kullanılmıştır. Maple’da yazılan prosedür ile nümerik 

çözümlere son derece hızlı ve güvenli bir şekilde ulaşılmıştır.  

Sonuç olarak adım genişliği stratejisi ile elde edilen sonuçlar literatüre benzer şekilde 

olmuştur. Farklı disiplinlerdeki ve farklı metotlarla çözümlenmiş modellere ait sonuçlara daha 

pratik yolla daha az adım sayısıyla ve daha az hatayla ulaşılmıştır. Bu elde ettiğimiz veriler 

ışığında adım genişliği stratejisinin daha birçok disipline uyarlanabileceğini ve bu şekilde 

alınan verilerin daha etkili olacağı düşünülmektedir.   
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