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ONSOZ VE TESEKKUR

Matematiksel biyoloji, matematigin 6zellikle son yillarda {izerinde ¢alisilan bir alan1
haline gelmistir. Biyolojinin hemen her konusu i¢cin matematiksel modeller elde
edilebilir ve elde edilen modeller farkli yontemler kullanilarak ¢oziilebilir. Coziilen
bu modellerin sonuglarinin biyolojik verilerle oOrtiistiigii gbzlemlenebilir. Bu
calisgmada biz pertiirbasyon yontemiyle tiimor olusumunda rol alan hiicrelerin
denklemlerini ele aldik ve davraniglarini inceledik.

Yapilan bu galigmanin, matematiksel biyoloji ile ilgili ileri zamanlarda yapilacak
caligmalara katkisimin olmasini dilerim.

Beni bu konuya yonlendiren ve calismalarin yiiriitiilmesi siirecinde hicbir zaman
yardimlarin1 esirgemeyen, birlikte ¢aligmaktan onur duydugum danisman hocam
Saym Prof. Dr. Serdal PAMUK' a bana gdstermis oldugu ilgi, sabir ve desteginden
dolay1 tesekkiir eder ve saygilarimi sunarim. Ayrica, tim hayatim boyunca benim
icin hi¢bir fedakarliktan kaginmadan beni bu yasa getiren ve benden hi¢bir zaman
destegini esirgemeyen AILEME de sonsuz minnet duygularim: sunarm.

Haziran - 2019 Melike KELES
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PERTURBASYON YONTEMIYLE DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
CcCOzZUMU

OZET

Bu c¢alismada ilk olarak pertiirbasyon yontemiyle adi ve kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimleri elde edildi ve tam ¢6ziimleriyle karsilastirildi. Daha sonra
enzim kinetigi kavrami kullanilarak elde edilen tiimor olusumundaki bazi denklemler
ele almarak pertiirbasyon yontemiyle ¢oziimleri elde edildi. Ayrica elde edilen
sonuglar, yapilan matematik analizler ile karsilastirilmis ve biyolojide bilinen
gercekler ile Ortlistiigli matematiksel olarak gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler : Endotel Hiicre, Makrofaj Hiicre, Perisit Hiicre, Pertiirbasyon
Yontemi, Tiimor Anjiyogenezi.



SOLUTION OF DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH PERTURBATION
METHOD

ABSTRACT

In this study, solutions of ordinary and partial differential equations with perturbation
method are obtained and compared with their exact solutions. Then, some of the
equations in tumor growth obtained by using the concept of enzyme Kinetics are
analyze, and solutions of this model are obtained. Also, we compare the outcome
with the mathematical analysis and show that our results coincide with the biological
facts.

Keywords: Endothelial Cell, Macrophage Cell, Pericyte Cell, Perturbation Method,
Tumor Angiogenesis.
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GIRIS

Kesin ¢o6ziimler bircok akigkanlar mekanigi, kati mekanigi, hareket ve fizik
dallarinda lineer olmayan, homojen olmayan ve genel sinir kosullar1 nedeniyle
nadirdir. Bu nedenle, miihendisler, fizik¢iler ve uygulamali matematikg¢iler

karsilastiklar: problemlerin yaklasik ¢6ziimlerini belirlemek isterler.

Matematigin onemli konularindan biri olan diferansiyel denklemler giinliik hayattaki
bircok problemin 6zellikle degisim gosteren olaylarin anlasilmasi ve ¢oziimil i¢in bir
model olusturur. Bu anlamda pertiirtbasyon yontemleri uzun yillar boyunca
matematiksel modellerin yaklasik ¢ozlimlerini elde etmek i¢in yaygin olarak
kullanilan bir yontemdir (Nayfeh, 1993). Direkt acilimin fiziksel veya gergek
¢oziimle uyumlu olmayan ¢oziimlere yol agti§1 problemler i¢in bir¢ok farkh

pertiirbasyon yontemleri zaman igerisinde gelistirilmistir.

Pertiirbasyon teknikleri, lineer olmayan problemlerin iistesinden gelmek i¢in bilim ve
miihendislik alaninda yaygin olarak kullanilmaktadir. Diferansiyel denklemlerin yan1
sira, cebirsel denklemler, integraller, fark denklemleri, diferansiyel fark denklemleri
ve integro-diferansiyel denklemler de pertiirbasyon yontemleri kullanilarak yaklasik
olarak ¢ozlilmektedir. Pertiirbasyon yontemlerinde ¢oziim, fiziksel bir parametrenin

seri agilimi ile ifade edilebilir.

Pertiirbasyon yOntemlerinin uygulanmasindaki en Onemli sorun kiiciik bir
parametreye denklemde ihtiya¢ duyulmasidir. Bazen bu kiiclik parametre denkleme
yapay olarak eklenebilir. Fakat bu parametreleri denkleme yerlestirmek teknik bir
istir. Bu yerlestirme sonucunda ¢ogu zaman yakmsama yavas olur ya da hig
yakinsama olmaz. Parametrenin uygun se¢imi ideal sonuglar verirken uygun
olamayan bir sekilde secilmesi kotii sonuglara yol agabilir. Uygun bir parametre
bulunsa bile, ¢cogu durumda pertiirbasyon yontemleriyle bulunan yaklasik ¢oziimler,

sadece parametrenin kiiciik degerleri icin gecerlidir.



Pertiirbasyon yontemi ile ilgili literatlir tarandiginda gelistirildigi tarihten bu yana
pek cok bilim insan1 bu yontemi ele almistir. Bu yontem (Bender ve Orszag, 1999),
(Hinch, 1991), (Nayfeh, 1993) kitaplarinda ayrintili olarak ele almmistir. Timor
anjiyogenezindeki matematiksel modelleri kullanilarak degisik ¢aligmalar yapilmistir
(Levine ve dig., 2000), (Murray, 2002), (Pamuk, 2013), (Pamuk ve Cay, 2018),
(Pamuk, 2003), (Pamuk ve Giirbiiz, 2004), (Pamuk, 2004).

Bu ¢aligmada pertiirbasyon yonteminin ayrintili irdelenmesi, baslangic ve sinir deger
gibi ¢esitli adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi, elde edilen sonuglarin
tam c¢oziimleri ile karsilagtirilmasi ve son olarak timor anjiyogenezindeki
matematiksel modellerin pertiirbasyon yontemiyle ¢6ziilmesi amaglandi. Bu

coziimlerin grafikleri Matlab programi yardimiyla verildi.



1. GENEL BILGILER

Bu boliimde konuyla ilgili daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve
teoremlere yer verilecektir.

1.1. Adi ve Kismi Diferansiyel Denklem

Tanim 1.1.1: Bir bagimsiz degisken, bir bagimli degisken (bilinmeyen fonksiyon) ve

bu bagimmli degiskenin tiirevlerini igeren denklemlere adi diferansiyel denklem denir.

Genel olarak, y bagiml degisken , x bagimsiz degisken olmak iizere n. mertebeden

bir adi diferansiyel denklem,

FX, V.5,¥ sy YV ) =0
seklinde yazilir (Bayram, 2010) .
Ornegin;

(y-x)dx+7xdy=0

y -4y +7y=0

ifadeleri birer adi diferansiyel denklemdir.

Tanim 1.1.2: En az iki bagimsiz degisken, bir bagimli degisken (bilinmeyen
fonksiyon) ve bu bagimli degiskenin kismi tiirevlerini i¢eren denklemlere kismi
diferansiyel denklem denir.

Genel olarak u bagimli degisken, X ve y bagimsiz degisken olmak iizere bir kismi

diferansiyel denklem;
F(X1y1uvuxvuyvuxxluxyxuyyl---)zo

seklinde yazilir (Bayram, 2010) .



Ornegin;

8u+ ou
*ox y@y:u

o’u_du ,

ox2 ot ot

birer kismi diferansiyel denklemdir.

1.2. Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem

Tanim 1. 2. 1:

= an(x) +an 1(x) + ..ta, (x) +ao(x)I seklinde operator tanimlayalim. Eger

L(ry, +By,)=AL(y,)*+BL(y,) oluyorsa L operatoriine lineerdir, denir. Aksi taktirde
lineer olmayan operatordiir. Burada A, B € R keyfi sabitler , y,,y, keyfi fonksiyonlar
ve a,(x)#0 olmalidir. n. mertebeden en genel lineer diferansiyel denklem

n n-l

an(X) +ap. (x)

(0 0 (Y=g
seklindedir.

Ornegin;

x3 y"'—xzy”+2xy' +6};e2X

o*u N o*u N o*u B
ox* oyt oz

denklemleri lineer diferansiyel denklem,
yy -2y -x=0
y +y*=0

denklemleri ise lineer olmayan diferansiyel denklemdir.



1.3. Taylor Seri a¢ilimi ve Binom Teoremi

Tanim 1.3.1: Bir f(x) fonksiyonun x=x, da her mertebeden tiirevlerinin mevcut

oldugunu varsayalim, o zaman

f(x)= ag+a; (x-xp)+a, (x-X9) +az (X-X0) +...

=D (exo) a.n
n=0

olarak (x-x) “in kuvvet serisini ifade edebiliriz. Burada,

= £ ) 0= e €0 ) 10)= (1:2)

dir. Boylece, (1.3.1) denkleminin x=x, da f(x) fonksiyonunun Taylor seri agilimi

i 0
f() z (0) _0)11

seklinde yazilabilir (Nayfeh, 1993).

Ornegin; x,=0 da baz1 standart fonksiyonlarin Taylor seri agilimi

3 X - i (-1)nx2n+!
SlIl(X) X-3' a-...— W ,
n=0
2 x4 - i (-1)"x2n
cos(X) = 1—5 T , amr
i 2 X3 - a——
€= 1+ﬁ+§+§+“._ J ,
n=0

1
= 1+x+x2+x3+...=z Xt |x|<1
-X

seklindedir.

Tanim 1.3.2 (Binom Teoremi) : Diiz carpma kullanilarak,

(atb)2=a+2ab+b’ ,



(a+b)3=a3+3a’b+3ab’+b’ ,
(a+b)*=a*+4a3b+6a2b*+4ab’ +b*

elde ederiz. Bu islem

n(n-1 n(n-1)(n-2 - n!
(at+b)"=a"+na™'b+ n(-1) av b’ + w an2b’+.. +b"= Z ——a"™mp"
2! 3! = m!(n-m)!

seklinde n i¢in genellestirilebilir. Fakat bu ifade sonlu ise, n pozitif tamsay1 olmas1
durumda gegerli oldugu ortaya ¢ikar. Eger n sonsuz ise, |b/al 'nin 1 den daha kiigiik
olmasi kosuluyla n pozitif veya negatif herhangi bir say1 icin gecerlidir. Aksi taktirde
m. terim . (m-Dm(-1)(@-2)...(c-mtDa™™b™  (n-m+1b b

Iim —————=1im T =lim
m—wo (m-1).terim  m—» mIn(n-1)(n-2)....(n-m+2)a™m*1p™! moo  ma a

oldugu i¢in seri wraksar (Nayfeh, 1993).

Ornegin;

5

5!
(at+b)5= z ey aSMbM=a5+5a%b+10a3b>+5ab* +b°
ove m! -m)!

6
6!
(a+b)0= Z oA 20 MbM=26+6a5b+152%b>+20a3b>+15a2b*+6ab” +b°
ove m! -m)!

1 1 3
(a+b) 1/2:a1/2+%a_1/2b+ (%)2('_ %) a‘3/2b2+ (Z) (_32') (_ Z) a‘5/2b3+. N

1 1 1
=a1/2+§ a’l/?p- 3 a‘3/2bz+ﬁ a2+ .

2y DDy, D)

3 a“b’+...

(atb)'=al-a

=al-a2btasb’-a*b +...



n=5 ve n=6 "a karsilik gelen ilk iki serinin sonlu oldugunu goriiyoruz. n=1/2 ve
n=-1 Kkarsilik gelen son iki seri sonlu olmaz. Dolayisiyla son iki seri sadece |b|<|al

oldugunda gecerlidir.

1.4. Mertebe Sembolleri

Bu semboller ilk olarak Bachmann (1894) tarafindan kullanilmaya baslanmis fakat
Alman Edmund Landau (1909) sayesinde yayginlasmistir. Bu nedenle Bachmann-
Landau sembolleri olarak da bilinir.

Tanim 1.4.1: f ve g iki reel fonksiyon olsun. limgﬁo|%| sonlu ise ¢—0 iken

f(e)=0(g(g)) olarak yazilir ve ¢—0 iken f fonksiyonu g fonksiyonunun biiyiik O
"sudur seklinde okunur (Nayfeh, 1993), (Shivamoggi, 2003), (Rice ve Do, 1995).

f(e)

Tanim 1.4.2: f ve g iki reel fonksiyon olsun. limg_,()@ = 0 ise e—>0 iken

f(e)=o(g(e)) olarak yazilir ve e—0 iken f fonksiyonu g fonksiyonunun kiigiik o’sudur
seklinde okunur (Nayfeh, 1993), (Shivamoggi, 2003), (Rice ve Do, 1995).

Ornegin;
lim,_,, Sing(g) =1 oldugundan, sin(¢) = 0(¢) ,
lim,_,, COSS(%Z-% dir ve Tanim 1.4.1'den dolay1 cos(e)-1 = O(¢?) olur.
Ornegin;
lim,_,, &(1_8)20 oldugundan , cos(s)Zo(s'é ),
&3
lim,_,, Si“ﬁ‘g) = 0 oldugundan , sin(g) = 0(8%) ve

&2

82 ne
lim Tl =0 oldugundan, € In =o(g) dir.



1.5. Asimptotik A¢ihm ve Diziler

Tanim 1.5.1: §,,(¢) bir dizi olsun. e—0 iken 3,(e)= 0( - 1(5)) yani 11m8_,08“(?)) =0
1

saglaniyorsa &, () dizisine bir asimptotik dizi denir.
Ornegin;

g3, (Ing)™, (cot(g))™ birer asimptotik dizidir. Bu tir bir §,(e) dizisi i¢in
f(x,6)= 32 o 8m()an(0)  acilmi, f(x,e)=¥r 8,()an(x) +0(8,(e)) ya da

f(x,e)= an_io &, (e)a, (%) +o(8n(8)) yazilabiliyor ise buna asimptotik ag¢ilim denir
(Shivamoggi, 2003), (Hinch, 1991).

Yukaridaki asimptotik agilimi & un bir fonksiyonu olarak asagidaki gibi ele alirsak,

(=) 8 (@an =208 (22,31 (+.. (13)
m=0

seklinde elde ederiz. (1.3) denklemini §,(¢) bolersek,

_f® 3
NS M NS

Sn (€)

olur. e—0 iken n>1 igin hmg_)()6 =0 oldugundan, a,= hmg_,og( elde ederiz.

f(e)-a,0 f(e)-2 250
Benzer sekilde devam edilirse, a —l1_> 0%, I B 21:1_1)1(1) ©) g:gg)m(ﬁ)am

seklinde elde ederiz .

Tanim 1.5.2. Asimptotik agilim

N
f2)= ) 8@ () +Ru(%0)
m=0

seklinde verilsin. Eger e—0 iken her X igin Ry (X,S)ZO(SNH(S)) ya da 0(6N+1(8))
ise bu ac¢ilima diizglin a¢ilim denir. Aksi taktirde diizglin olmayan ag¢ilimdir. Yani
bazi X ler igin verilen bolgede bu agilim gegerli olmaz (Shivamoggi, 2003), (Hinch,
1991).



Ornegin;

f(x,e) = sin(x+¢) ele alalim.

2! 4! 3! 5!

2 4 3.5
sin(x+¢) =sin(x) cos(¢) +sin(g) cos(x) =sin(x) <1- 8—+ £ +.. > +cos(x) (s- 8—4-8—4-..

oldugundan, e—0 iken bu ac¢ilim her X i¢in diizgiin bir agilimdir.

f(x,e) = vVx+e ele alalim.

1

) e ¢ & e
R () T (17'8 T > R

oldugundan bu diizgiin olmayan bir yaklasimdir. Ciinkii sadece |e¢/x|<I oldugunda

yakinsar.

f(x,e) = e®* fonksiyonunun Taylor agilimu ile ilk ii¢ terimi ele alalim.
1
f(x,8) =1-ex+— 5¢ 2x2+R;(x,8)

olur. Burada hata fonksiyonu R;(x,£)= -%83x3+... seklindedir.

Sabit bir X i¢in yeterince kiigiik € secilerek hata istenildigi kadar kiiglik yapilabilir.
Fakat sabit bir € i¢in , ne kadar kiigiik olursa olsun , yaklasim X biiylidiik¢e kopar.
Boylece, bu yaklagim I= [0,00) araliginda diizgiin agilim degildir.

Tanim 1.5.3: f ve g iki reel fonksiyon verilsin. hmg_,o )y ise, e—0 iken fve g

g(®

fonksiyonlar1 6zdestir denir. Bu durum f~g ile gosterilir.
Tanim 1.5.4 (Asimptotik Acilimlar Uzerinde Elementer islemler) :
f(x,8)=2m_ dm(&)a, (x) ve g(x,e)=Xr_,6,(e)b,, (x) olarak verilsin.

e ao,BeR iken, af(x,e)+Pg(x,6)= Y 0m(€) (aam(x)+Bbm(x)) ve
o k,(x)=X"ya,(x)b, . (x) ele almirsa, f(x,e)g(x,8)=Xm_ O (e)kn (x)

seklinde elde edilir.

)



2. PERTURBASYON YONTEMIi

Pertiirbasyon yontemi, tam ¢oziimii elde edilemeyen bir problemin yaklasik
¢Oziimiinii bulmak i¢in kullanilan matematiksel metotlar igerir. Pertiirbasyon
yonteminde temel yaklagim, zorlu bir problemi sonsuz sayida nispeten daha kolay
problemlere ayirmaktir.

Pertiirbasyon yontemi, problemin ¢ézliimiinii, tam ¢6ziimii olan problemden sapmay1
belirleyen kiiciik bir parametre kullanarak kuvvet serisi terimleri yardimiyla bulmay1
hedefler. Kuvvet serisinin ilk terimi, tam olarak c¢oziilebilen problemin ¢6ziimii;
diger terimler ise ¢oziimde baslangic problemine gore sapmay1 tanimlar. € kiiciik

parametre, X bagimsiz degisken ve y tam ¢6ziim olmak iizere;
y(x,8) = y,(D+ey, ()+e%y, ()+...

tam ¢Oziime yaklasan ¢oziimii ifade eder. Burada y,, tam olarak ¢oziilebilen
baglangi¢ probleminin ¢ézimudir. y,,y,, ... ise ylksek mertebeden sistematik bir
yontemle tekrarlanarak bulunan ¢oziimlerdir. Pertiirbasyon ¢oziimii genellikle seri
¢oziimiiniin belli bir noktadan kesilmesiyle elde edilir. Genellikle tam ¢oziimii
bulmak gii¢ oldugu i¢in iki terimli yaklasik ¢6ziim yeterli kabul edilir. Yani,
y =Y, tey, ifadesini almak yeterli olacaktir. Eger & ¢ok kiigiikse, y(x,€) pertiirbasyon
serisinin sadece birkag¢ terimiyle iyi yaklasim elde edilecegi beklenmektedir. Fakat
eun cok kiiclik olmasina ragmen, bazi problemlerde ¢oziim yakinsak olmayabilir.
Bircok 6nemli problemde kiiclik pertiirbasyonlari verilmesi, ¢éziimlerin niceleyici
ve niteleyici Ozelliklerini ortaya koyar. Fakat bu ozellikler, pertiirbe edilmeyen
problemlerin ¢oztimlerinden oldukga farkli olabilir (Bender ve Orszag, 1999), (Rice
ve Do, 1995), (Sahoo, 2014).

Teorem (Pertiirbasyon Teorisinin Temel Teoremi): Eger
AgteA +e2 A+, +eNAGHO(ENT)=0 ise, 0 zaman Ay=A,=...=Ay=0 dir. Burada
i=1,...,n, A ler ¢ dan bagimsizdir ve ¢ yeterince kiigiiktiir (Mann ve Simmonds

,1998).
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Ispat: Varsayalim ki Aj+A,et+A,e>+.. . +AeN+0(eN1)=0 olsun fakat tim A, lar

sifir olmasmn. Sifir olmayan ilk terim Ay olsun. O zaman

AM 8M+AM+1 8M+1 +.. .+AN8N+O (8N+1 ) _ AM+AM+1 et... +AN SN_M‘l‘O (8N+1_M)
eN+1 B eN+I-M

olur. e—0 iken bu ifade sonsuza gider. Tim Ay larin sifir kabul edilmemesinden
dolay1 bu ifade biiytik O tanimi ile celisir. Dolayisiyla
Ag=A;=A,=...=AN=0 olmalidir (Mann ve Simmonds ,1998) , (Tzitzouris, Lecturer
notes).

Pertlirbasyon yontemleri, regiiler ve singiiler pertiirbasyon yontemler seklinde ele

alinmaktadir.

2.1. Regiiler ve Singiiler Pertiirbasyon Yontemi

Regiiler pertiirbasyon problemleri ve singiiler pertiirbasyon problemleri arasinda
kesin bir ayrim yapmak yararlidir. Regiiler pertiirbasyon problemi, € “un kiigiik, sifir
olmayan degerleri icin pertiirbe (indirgenmis) edilmis olan problemin, &=0 i¢in
pertiirbe edilmemis olan problem ile ayni nitelikte oldugu problemlerdir. Regiiler
pertiirbasyon problemleri genellikle, ¢6ziimleri bagimsiz degisken igin bir asimptotik
serinin dogrudan yerine konulmasiyla yaklastirilabildiginden daha az zordur (Hunter,
2004), (Bender ve Orszag, 1999) (Sahoo, 2014).

Singiiler pertiirbasyon problemi ise pertiirbe edilmis olan problemin, pertiirbe
edilmemis olan problemden niteliksel olarak farkli oldugu problemlerdir. Singiiler
pertiirbasyon problemleri tipik bir problem olarak goriinmesine ragmen, nitel olarak
yeni fenomenleri anlamalarina izin verdikleri i¢in ¢aligmak i¢in en ilging
problemlerdir. Diferansiyel denklemleri iceren singiiler pertiirbasyon problemlerinin

coziimleri cogu zaman genis ¢apta farkli uzunluk veya zaman dlgeklerine dayanir

(Sahoo, 2014), (Hunter, 2004), (Bender ve Orszag, 1999).
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Ornek 2.1.1 (Cebirsel Denklem):

Asagidaki ikinci dereceden denklemi ele alalim.

x2-ex-1=0 (2.1)
X(€)= Xo+ex; +e? x,+0(e?) (2.2)

formunda bir ¢6zlim artyoruz. Bu genislemeyi (2.1) denkleminde kullanarak , " gore

denklemleri

£0: x,2-1=0 2.3)
gl 2x0x;-X,=0 (2.4)
21 2XgXp 1%, 2-x;= 0 (2.5)

seklinde yazabiliriz. (2.3) denkleminden, x,==1 elde edilir. x, =+1 iken (2.4)
denkleminden x;= % ve xg =+l , x;= % iken (2.5) denkleminden, x, = i% elde edilir.

Boylece pertiirbasyon ¢oziimii,
1 1
x(g) = :|:1+§8:|:§82+0(83) (2.6)

seklinde olur. Burada & "un kiigiik, sifir olmayan degerleri i¢in pertiirbe edilmis olan
problem ile, =0 i¢in pertiirbe edilmemis olan problem ayni1 nitelikte oldugu i¢in bu
bir regiiler pertiirbasyon problemidir.

Simdi ise bu yakinsamanin ne kadar iyi oldugunu belirlemek i¢in (2.1) denkleminin
_! +./e2+4
X= E (8 € )

seklindeki tam ¢oziimii ile karsilastiralim. Binom teoremini kullanarak,

xR ANE R SEVTEARY L WL IV AN N
erd=20 =202l 6) "6l ) T Y m s T

olur. Boylece,
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&2 84 gl

= — (&t —_— ...
X (8(2 6 s
2
{1+
N 82 @.7)
€ €
-lt5-=
278

elde ederiz. Sonug olarak, (2.6) ve (2.7) denklemlerine bakildiginda ilk {i¢ terim igin
yaklagim gayet 1yidir.

Ornek 2.1.2 (Cebirsel Denklem):
ex?+x+1=0 (2.8)

denklemini ele alalim. (2.8) denklemi ikinci dereceden bir denklem oldugu i¢in iki
koke sahiptir. Fakat e—0 i¢in (2.8) denklemi

x+1=0 (2.9)

birinci dereceli denkleme indirgenir ve sadece bir ¢6ziimii vardir. Béylece X, £—0
da siirekli degildir. Dolayisiyla, bu pertiirbasyon problemi singiiler pertiirbasyon
problemidir.

Koklerden biri i¢in

x(€)=xotex; +ex,+. .. (2.10)
genislemesini ele alalim. (2.8) denkleminde yerine yazarsak,

e(x,tex t.. V+(xgtex;+..)+1=0

denklemini elde ederiz. Buradan € 'un kuvvetlerine gore

e):x,+1=0 (2.11)

glixy?+x,=0 (2.12)

olur. xo=-1 oldugunda, x;= -1 olacaktir. Boylece tek kok i¢in pertiirbasyon ¢oziimii
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x(g)=-1-e+0(e?) (2.13)

seklinde elde ederiz. Simdi ise diger kokil belirlemek i¢in (2.8) denkleminin tam

¢OzUmunu
1
x = 5= (-1+VT4k)
2¢
arastiralim. Binom teoremini kullanarak,

1
V1-4g = (1+(-4¢) )2=1-28-2€>+. ..

elde ederiz. Boylece,

ngngﬂLQe2§+”J)

l-e+...

={1
)=+t (2.14)
€

seklinde olur. Buradan da goriildiigii gibi her iki kokte € “un kuvvetleriyle ilerliyor.

Fakat bir tanesi ¢ ile baslar. Sonug olarak sekli bilinmedigi siirece pertiirbasyon
yontemiyle ikinci kok belirlenemez. Bu gibi durumlarda denklemin derecesinin
azaltilmamasi gerektiginin farkindayiz. Diger kok €—0 iken o« egilimindedir. Bu

nedenle
x=2t... 2.15)

formunda oldugunu varsayiyoruz. Burada v sifirdan biiyiik olmali ve analiz sirasinda

belirlenmelidir. (2.15) ifadesini (2.8) denkleminde ele alinirsa
g2y 4 gVy+1+..= 0 (2.16)

seklini alir. v>0 oldugundan, ikinci terim 1 den daha biiyiiktiir. Dolayisiyla, (2.16)

denkleminin baskimn kismi

gl 2vy24 g¥y = 0 (2.17)
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olur. Burada ¢ "un kuvvetleri ayn1 olarak ele alinir ve v bulunur (Nayfeh, 1993).
Yani, 1-2v=-v ya da v=1 dir. O zaman (2.17) ifadesinden y =0 ya da y =-1 olur.
[k deger y =0, ilk koke karsilik gelirken y=-1 , ikinci koke karsilik gelir. Boylece,

X=-="...
€

olur. Ikinci kokiin genislemesinde daha fazla terim igin

1
x=-—txgt.. (2.18)

ifadesini deneyelim. (2.18) ifadesini (2.8) denkleminde ele alirsak,
2

1
-—+xgt...) -=+xot...+1=0
o(gron) g

1
2 —
&(—- +Xo°t...)-—+xo+...+1=0
(82 < 0 ) e 0

-2Xy X +1+0(e)=0

elde ederiz. Buradan ise x,=1 ve (2.18) ‘den

1
x =l (2.19)

elde ederiz. Aslinda, v belirlendikten sonra x'in bir doniisiimii olarak (2.15) dikkate

alinabilir. O zaman (2.8) denkleminde x= Z alinirsa,

y?+y+e =0 (2.20)

denklemini verir. Bu denklem her iki kdkiin belirlenmesi i¢in ¢oziilebilir. Cilinkii en
yiiksek mertebeli terim ¢arpan konumunda degildir. (2.13) ve (2.19) pertiirbasyon
yontemiyle elde edilen ¢oziimler ile (2.14) tam ¢dziim karsilastirildiginda ilk iki

terim i¢in ¢oziimler ¢akigiktir.
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2.2. Diferansiyel Denklemler Icin Pertiirbasyon Yontemi

Bir Dboyutlu lineer olmayan sistemin diferansiyel denklemi asagidaki bi¢iminde

olsun.
L(uw)+eM(u)=0 (2.21)

Burada u=u(x) bigiminde tek degiskenli bir fonksiyon, L(u) genel olarak, x cinsinden
tiirevleri iceren lineer bir operatér, M(u) lineer olmayan operatér ve ¢ kiigiik bir
parametredir (Kevorkian ve Cole, 1996). (2.21)deki lineer olmayan terimin bir
kiigiik pertiirbasyon oldugunu ve (2.21) i¢in ¢ézliimiin kiigiik & parametresinde bir

kuvvet serisi olarak asagidaki gibi yazilabilecegini varsayalim.
u(x,8)=uy(x)+eu; (x)+e2u, (X)+. .. (2.22)

(2.22) ifadesini (2.21) denkleminde yazarsak ve €'un ayni kuvvetlere sahip terimleri

esitlenirse,
L (uo)z 0

L(u;)=-M(uy)

denklemleri elde edilir. Boylece,

up(x), uy (x),uy (%),

fonksiyonlarmin degerlerini bulmak i¢in 6zyinelemeli olarak entegre edilebilecek

birkag diferansiyel denklem elde etmek miimkiindiir (Kevorkian ve Cole, 1996).

Ornek 2.2.1 (Baslangi¢ deger problemi):

d
(xtrey) 2y (9=0, y(D=1 (2.23)
baslangi¢ deger problemi verilsin.

y(x,8)=y, () +ey, )+ ey, (x)+... (2.24)
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genislemesini ele alalim. (2.23) denkleminde (2.24) ifadesini yazarsak,

d
(x+8 (v, ) +ey, )+ €2y, () +.. )) = (v, ®+ey, GO+ ey, (0 +...)

+(y0 (x)+ey, )+ g%y, (O+.. .)=0
denklemini elde ederiz. Bu ifadeyi & "un kuvvetlerine gore diizenlersek,
el xy0'+y0(x)=O, y0(1)=1 (2.25)

e'xy, +y,(0=-y,Y, »¥,(1)=0 (2.26)

seklinde yazabiliriz. (2.25) ve (2.26) denklemlerini ¢6zelim. (2.25) denkleminden,

C

' 1
(xy,) =0=xy,=c;= yoz;

olur. Baslangi¢ kosulundan ¢;=1 elde ederiz. Boylece

1
Yo (X) = ;

seklinde olur. Benzer sekilde (2.26) denkleminden,

1 | 1 ¢
(Xyl) = X_3 :>Xy1 = g %) :>y1 =

23 x
olur. Baslangi¢ kosulundan 02:% elde ederiz. Boylece

1 1

e +_
y, ) > o

seklinde olur. Iki terimli pertiirbasyon ¢oziimiinii,

o1
y(x,e)= <+ ( —+ £> +0(e2) 2.27)

elde ederiz. Aslinda (2.23)iin genel ¢6ziimii asagidaki gibi bulunabilir.
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Oncelikle verilen denklem (x+ey)dy+ydx=0 seklinde yazalim. Burada, M=y ve
N=(x+gey) olarak alindig1 zaman M,=N,=1 oldugundan, tam diferansiyel denklemdir.

Denklem tamsa Ju ¢oziimii u=u(x,y) olacak sekilde u,=M, u,=N dir. Boylece,

u,=y=>u=xy+f(y) ve uy:x+%j)=x+gy seklinde olur ve fkeyfi fonksiyonu

df(y) ey’
—_— —_— +
dy ey=1(y) ot

elde edilir. Burada c keyfi sabittir. Denklemin genel ¢6ziimiinii

2
£
Xy+ % +c=0

elde ederiz. y(1)=1 oldugundan, c= -%-1 olur. O zaman denklemin son hali

gy?+2xy-£-2=0

seklini alir. Denklemin koklerini

S2x:E/Ax2+4e(e+2)

2¢

Y ,(X)=

seklinde yazabiliriz. Baslangi¢c kosulu y1(1)='2+2:+2=1 sagladig1 icin ¢Ozlim artili

2

olandir. O zaman genel ¢6ziim

X +/4x2+de(et2) X X +8(8+2) 2
€ ¢ X

=—+
y(x) . %

seklindedir. Binom teoremini kullanarak,

_ XX 1+8(8+2) (84+483+482)+ = X+X+(82+28) £4+4s3+482+
Y(X) - - e e 2X2 - 8X4 ves | T c c 28X - 8X38
()_1+<1 1>+ -
YW= x e/ T (2.28)

seklinde elde ederiz. (2.27) ve (2.28) ifadelerine bakildiginda iki mertebeli

¢coziimlerin ¢akisik oldugu goriilmektedir.
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Ornek 2.2.2 (Smir Deger Problemi) :

d? d
gd—-‘2/+(1+g) d—Z—Fy:O, y(0)=0, y(1)=1 ve 0< x <1 (2.29)
X

sinir deger problemini ele alalim.
e=0 iken indirgenmis denklem ile (2.29) denklemi ayni nitelikte olmadigindan bu bir
singiiler pertiirbasyon problemidir. Bu problemin ¢oziimii i¢in i¢ ve dis ¢oziimlerini

bulup eslestirme yaparak yaklasik pertiirbasyon ¢éziimiinii bulabiliriz.

Dig Coziim:

e un kuvvetine gore pertiirbasyon serisi seklinde bir dis ¢6ziim arayalim.
Y )=y () Fey, (O +€%y, (O+... (2.30)

0<x <1 i¢in 1+x >0 oldugundan, sadece x=1 de bir sinir kat1 olmasmi bekliyoruz.

Boylece, dis ¢oziim y dl$(1)=1 sinir kosulunu saglamak zorundadir ve

y,(D=1, y (1)=0, n>1 (2.31)

saglanmalidir. (2.30) genislemesini (2.29) denkleminde yerine yazarsak ve gun

kuvvetlerine gore diizenlersek,

ey, +y, 3)=0, y, (D=1, (2.32)
ehy, +y, (0= -y, -y, ¥, (1)=0 (2.33)
&2y, +y,(X=-y, -y, y,(1)=0 (2.34)

denklemleri elde edilir. (2.32) , (2.33) ve (2.34) denklemlerini ¢ozelim. (2.32) birinci

mertebeden diferansiyel denklemi,
yOzcle_X

olur ve baslangic kosulundan ise c;=e¢ elde edilir. Benzer sekilde (2.33)

denkleminden,
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—n X
Y, =C,€

olur ve baslangig kosulundan, ¢c,=0 elde edilir. Bdylece, y, (x)=0 olur. Son olarak,
(2.34) denkleminden,

—n aX
Y2 =C3€

olur ve baslangi¢ kosulundan, c;=0 elde edilir. Hatta y_(1)=0 oldugundan bundan
sonraki ¢oziimler n >1, y_(x)=0 olur. Boylece (2.32), (2.33) ve (2.34) denklemlerinin

coziimlerini

yo(x)=e'™*

y, (=0, n>l

seklinde elde ederiz. Boylece dis bolge ¢oziimii,

Y (R:E)=€"™ (2.35)
elde ederiz.

Ic Coziim:

(2.35) dig ¢oziimii y(0)=0 smir kosulunu karsilamamaktadir, bu yiizden x =0 da bir
smir kat1 gereklidir. Yoriinge olarak ¢6ziim davranisinda dis bolgeden uzaklasan
keskin bir degisiklik var. Bu keskin degisimi tanimlamak i¢in, degiskeni asagidaki

gibi biiyiitmemiz gerekir.
=X/€" ,v> .
X=x/¢" 0 2.36

Burada &' smir katinin kalinhigmi temsil eder. Yig(X)Eyiq(X) ic degiskeni

tanimlayalim. (2.36) ifadesini (2.29) denkleminde alip diizenlersek

d*Y;
gl =+ (1+¢)

dy;,
e +Y,,=0 (2.37)

Y
dX

olur. Burada 1+¢ >0 oldugundan, 1-2v=-v ya da v=1 bulunur. Dolayistyla, (2.37)

denklemi
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szic+(1+ e ey~ 2.38
dX2 € dX € iQ_ ( . )
seklini alir.

Yic (X,e)=Y,(X)+eY; (X)+£2 Y, (X)+... (2.39)

pertiirbasyon serisini ele alirsak smir kosullar
Y,(0)=0 veY,(0)=0, n>I (2.40)

olur. (2.39) ifadesini (2.38) denkleminde ele alip €un kuvvetlerine gore

diizenlersek,
Y, +Y,;=0, Y,(0)=0, (2.41)
el Y, +Y,=-Y,-Y,, Y,(0)=0 (2.42)

denklemlerini elde ederiz. (2.41) ve (2.42) denklemlerini ¢6zelim. (2.41) denklemi
sabit katsayili homojen diferansiyel denklem oldugundan karakteristik denklemi

r’+1r=0=1,=0 ve 1,=-1  olur. Boylece Y,(X)=co+c;e™ elde edilir. Y,(0)=0

oldugundan, cy+c;=0 olur ki bu durumda tek sabite bagh yazarsak
Yo (X)=cy(1-¢) (2.43)

seklinde elde ederiz. (2.42) denkleminde Y, ve Y, ifadelerini yazarsak, sabit

katsayili homojen olmayan diferansiyel denklem
Y, +Y, =coeX-co(1-e™)=-c,
elde ederiz. Bu denklemin ¢oziimii

Y 1 (X) =Y lhomojen +Y1 ozel
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seklinde bulunur. Ylhomojen=cz+c3e'x Ve  Yis0=-coX seklindedir. O zaman

Y, (X)=c,+c;eX-coX ve Y,(0)=0 baslangic kosulundan c,+c;=0=c;=-c, olur.

Buradan ise

Y, (X)=c,(1-e%)-c,X (2.44)
ifadesini elde ederiz. Boylece i¢ bolge ¢oziimil,

Yi (X,&)=co(1-e™)+ e(c, (1-eX)-c,X )+0(e?) (2.45)
elde ederiz.

Esleme:

y(x,e) fonksiyonu igin gecerli iki yaklagimin, birbiriyle ortiisen gegerlilik alanlari
varsa, bu iki yaklagimin eslestikleri sdylenir. Asimptotik agilimlar teknigi, ilgilenilen
aralik boyunca bazi mertebeden diizgiin olarak gecerli yaklasimlar1 birlikte veren
eslestirme yapilarmi i¢erir (Lagerstrom, 1988).

I¢c ve dis ¢bziimleri asimptotik olarak eslestirerek c,, ¢, sabitlerini belirleyebiliriz.
Eslesme prensibi dis ¢Oziimiin i¢ limiti, i¢ ¢Ozlimiin dis limiti ile eslesmelidir

(Bender ve Orszag, 1999), (O'Malley, 1991 ). Eslesme prensibi matematiksel olarak,
limy,,s (x,8)= Jim Y (X.¢e)

(£X)?

T+) yazabiliriz. 1lk olarak

esdegerdir. x=e¢X iken, ydls(x,a)zel'xze(l-gX+

¢ un sifirinci mertebesini esleyelim.

Yass (x,e)=e

olur. Diger yandan, i¢ ¢6ziim X—oo ve £X=x—0 iken,
Y. (X,e)=cy+O(e)

olur. I¢ ve dis bdlgelerin birbirine temas ettikleri gecis bolgesinde her iki agilimin da
aym degeri almasi beklenir. I¢ ve dis c¢oziimler diisiik mertebeden eslesmeleri
gerektirirler. Boylece, cy=¢ olur.

Simdi ise € un birinci mertebesini esleyelim.
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Vs (08)= e-geX x—0", e—0" (2.46)
elde ederiz. (2.45) denkleminden i¢ ¢6zlim,
Y, (X)= cotelcy-cpX)+0(e?), eX—0" ,X—w (2.47)

elde edilir. (2.46) ve (2.47) denklemlerinin eslenmesinden, c,=0 olur.

Amag¢ 0<x <1 araligmin tamaminda gecerli olan bir ¢oziim elde etmektir. Fakat
burada 0< x <1 araliginin farkli bolgelerinde gegerli iki farkli ¢6ziim elde ettik. Bu
yiizden i¢ ve dis ¢oziim olarak bulunan ¢oziimlerin toplanip ortak bolgedeki degerleri

cikartarak diizgiin yaklasimi elde edebiliriz. O zaman diizgiin yaklasim ,

Y(X;S)N Y0+8 Y, + Y0+8 Yl -y

eslesme

seklinde olacaktir. Boylece =-e+eeX+O0(e?) oldugundan, iki terimli

yeslesme

pertiirbasyon ¢6ziimii
y(x,8)=(e'*-e-e! X)+e(eX)-(-et+eeX)+0(e?)=(e!*-e!*)+0(&?)

olur ve XZZ ifadesini bu denklemde ele alinirsa,

y(x,e)= (el"‘-elé) +0(€?) (2.48)

seklinde elde edilir.
Simdi ise (2.29) denkleminin tam ¢oziimiinii yapalim. Bu denklem sabit katsayili

diferansiyel denklem oldugundan karakteristik denkleminin kdkleri, 1'1,2:%

seklinde olur. Buradan kokler ise, r1=-é ve r,=-1 dir. Boylece tam ¢6ziimii

X
€

y(x)=A e*+A,¢e

1
- olur. O zaman tam

e

seklinde elde ederiz. Sir kosullarindan, A;=-A, ve A=

el

¢Oziimiin son hali
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™|

eX-e
yx)=—— (2.49)
el-e’e
seklinde elde edilir.
Asagidaki grafikler incelendiginde kiiciik € degerleri igin ¢dziimlerin ¢akisik oldugu
gorilmektedir.
eps=0,01 icin tam ve pertirbasyon cézimi

r pertdrkasyon cézdmd
#+  tam cézim

=

0.5 F —

U$ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2z 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

by

Sekil 2.1. y(x)" in €=0,01 i¢in pertiirbasyon ve tam ¢6ziim karsilastirmasi

eps=0,0001 icin tam wve pertdrbasyon cézimi

3 T T T T T T T T r
= pertdrbasyon cozlmd
3 *  tam gozim
251
2 -
= 1.5}
1 -
05 -
U$ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 0z 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
bs

Sekil 2.2. y(x)" in €=0,0001 i¢in pertiirbasyon ve tam ¢6ziim karsilagtirmasi

24



Ormnek 2.2.3 (Baslangi¢c Deger Problemi) :

d? dy(0
—}2[+(1-8x)y:0, y(0)=1, L)=o ve 0< x <1 (2.50)
dx dx

problemini ele alalim.

y(x.8)=y, )+ey, )+ ey, (x)+... (2.51)

genislemesini ele alalim. (2.50) denkleminde (2.51) genislemesini yazip, € un

kuvvetlerine gore diizenlenirse,

ey, y,(x)=0, y,(0)=1, y, (0)=0, (2.52)
elty, 4y, (¥)=xy,, y,(0)=0, y, (0)=0 (2.53)
g2y, +y,(X)=xy,, ¥,(0)=0 ,y, (0)=0 (2.54)

olur. (2.52), (2.53) ve (2.54) denklemlerini ¢6zelim. (2.52) sabit katsayili homojen
diferansiyel denkleminin Kkarakteristik denklemi r’+1=0=r==+i oldugundan,

¥, (x)=Acos(x)+Bsin(x) olur. y,(0)=1 iken A=1 ve y, (0)=0 iken B=0 olur. Boylece,

Yo (X)=cos (X)

ifadesini elde ederiz. (2.53) sabit katsayili homojen olmayan diferansiyel
denkleminde y, ifadesini yazarsak, y1"+y1(x)=XCOS(X) denklemini elde ederiz.

Homojen olmayan bu denklemin ¢6zimi y, 1Y, 5,4 Seklinde bulunur.

- ylhomojen

Y homojen™ Cicos(x)+Cysin(x) ve y . =(C3x*+Cyx) cos(x) +(Csx*+Cx)sin(x)

seklindedir. vy, ywzel' , ywzel" ifadelerini  hesaplaylp (2.53) denkleminde

yazarsak C;=0, C,=1/4,Cs=1/4 ve C4=0 elde ederiz. Boylece

1 1
y,(x)= Clcos(x)JrCzsin(x)JrZx2 sin(x) +Zxcos(x)
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olur.y,(0)=0, y,(0) =0 oldugundan C;=0ve C,=-1/4 elde edilir. Boylece
L GinG0+ S sinG) +1
¥, (%) =7 sin(x 4x sin(x 4xcos(x)

denklemini elde ederiz. Simdi ise (2.54) denkleminde y, ifadesi ele alinirsa

: 1. 1, 1
Y, Ty,(X) =x (- 2 sin(x)+ 1 x? sin(x) +ZXCOS(X))

seklinde olur. y, ¢6ziimiinde oldugu gibi sabit katsayili homojen olmayan bu

denklemin ¢6ziimi y,= seklinde bulunacaktir.

y2hom0j en +y2 ozel

y2h0mojen :Al Cos (X) +A2 sin (X)

ve

Vo0 =(AsX AL TAX +AGX) cos(X) +(A7x A +AX>+A o X)sin(x)

seklindedir. Yukaridakine benzer sekilde y, ., " ifadelerini hesaplayip

y26ze1 ? y26zel
(2.54) denkleminde yazilwrsa A;=-1/32, A,;=0 , As=7/32 , Ae=0 ,A;=0 ,
Ag=5/48 , Ag=0 ve A,y=-7/32 elde edilir. Boylece

_ L, T, 5,07
Y, (X)=A; cos(x)+A,sin(x)+ (-— +—=x )cos(x) (—x -—X) sin(x)

32 32 48 32

ifadesini elde ederiz. y,(0) =0 , yz'(O) =0 oldugundan A;=0 ve A,=0 elde edilir.

Buradan ise
1 7 5 7
y,(x)= ( ) 4+§ x2> cos(x) + (E x3- §X> sin(x)
seklinde elde ederiz. Boylece ii¢ terimli pertiirbasyon ¢dziimiinii,

1 1
y(x,e) = cosx +¢ (Z x? sin(x) +Zxcos(x) "7 sin(x)>

+ &2 ((-31—2X4+37—2X2> cos(x) + (418)( - 312)() sm(x)) +0(¢’) (2.55)
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elde ederiz. (2.50) denklemi degisken katsayili bir diferansiyel denklemdir. Bu
denklemin tam ¢oziimiinii Matlab programi yardimiyla elde edelim ve (2.55) ig
terimli pertiirbasyon ¢6ziimii ile karsilastiralim. Elde edilen grafiklere baktigimizda

tam ¢0zlim ve ¢ terimli pertiirbasyon ¢ozlimiiniin ¢akisik oldugu goriilmektedir.

eps=0,05 degeri icin tam cozldm ile Ug terimli pertdrbasyon cézaminin karsilagtinlmasi

1.5 T T T T T T T T T
+  tam ¢ozim
+  pertirbasyon cézimd
T,
T
e i
ok
i
-
4
= -H%: -
%
%
Ean
il
*
E 3
_1_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 T 3 9 10

Sekil 2.3. y(x)" in € = 0,05 i¢in pertiirbasyon ve tam ¢0ziim karsilastirmasi

eps=0,005 dederi igcin tam cézim ile g terimli pertirbasyon ¢cézimdinin karsilastinimasi
1.5

+  tam cdzlim
+  pertdrbasyon cézimd

-1.5 1 1 1

Sekil 2.4. y(x)'in €= 0,005 i¢in pertiirbasyon ve tam ¢6ziim karsilagtirmasi

27



Ornek 2.2.4 (Smir Deger Problemi) :

d’ d
gd—}zl-k(l-i—x)d—z-FFO, y(0)=1, y(1)=1 ve 0< x <1 (2.56)
X

sinir deger problemini ele alalim.

e=0 iken indirgenmis denklem ile (2.56) denklemi ayni nitelikte degildir.
Dolayisiyla , bu denklem bir singiiler pertiirbasyon problemidir.

Bu problemin ¢6ziimii i¢in i¢ ve dis ¢oziimlerini bulup eslestirme yaparak yaklagik

pertiirbasyon ¢6ziimiinii bulabiliriz.

Dis Coziim:

O zaman g'un kuvvetine gore pertiirbasyon serisi seklinde bir dis ¢6ziim arayalim.
Vi (8)=Y, () Fey, (O €%y, (O ... (2.57)

0<x <1 i¢in 1+x > 0 oldugundan, sadece x =1 da bir sinir kat1 olmasini bekliyoruz.

Boylece, dis ¢oziim y dls(1)=1 sinir kosulunu saglamak zorundadir ve

Yo (D=1, y (1)=0, n>1 (2.58)

saglanmalidir. (2.57) genislemesini (2.56) denkleminde yerine yazilirsa ve €un

kuvvetlerine gore diizenlenirse,
e”:(1+x)y, + y,(3)=0, y,(1)=1 (2.59)

81: (1+X)Y1'+Y1 (X):_yO': Yl (1)20 (260)

denklemleri elde edilir. (2.59) ve (2.60) denklemlerini ¢ozelim. (2.59) denkleminden

Yo~ Tax
olur. Baslangi¢ kosulundan ise ¢,=2 elde edilir. (2.60) denkleminden,

. 2 +Cz
Y1 (1+x)3  1+x
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olur. Baslangi¢ kosulundan, c,=-1/2 elde edilir. Béylece dis bolge ¢oziimii,

2 2 1
= _ 2
Ydls(xag) 1+X+8 ((1+X)3 2(1+X) )~|—O(g ) (261)
elde ederiz.

I¢ Coziim:

Beklendigi gibi, (2.61) dis ¢6ziimii y(0)=1 sinir kosulunu karsilamamaktadir, bu
ylizden x=0 da bir smir kati1 gereklidir. Yoriinge olarak ¢oziim davramiginda dig
bolgeden uzaklasan keskin bir degisiklik var. Bu keskin degisimi tanimlamak igin,

degiskeni asagidaki gibi biiylitmemiz gerekir.

X=x/¢" ,v>0 (2.62)
Burada €¥ smir katinin kalmhgm temsil eder. Y;(X) Eyig(x) i¢c degiskeni seklinde
verilsin. (2.62) ifadesini (2.56) denkleminde alip diizenlenirse

2

dy; dY;
1-2v dXZI‘? +gVv ( 1 +8X) d_; +Yi(;:O (263)

m

olur. Burada 1+¢X>0 oldugundan, 1-2v=-v ya da v=1 bulunur. Dolayisiyla,
(2.63) denklemi

2

Y, dY;,
e +(1+eX) rd +eY,;.=0 (2.64)

seklini alir.

Y (X,8)=Y (X)+eY (X)+e2 Y, (X)+... (2.65)
pertiirbasyon serisini ele alinirsa sinir kosullar1

Y, (0)=1 ve Y,(0)=0, n>I (2.66)

olur. (2.65) ifadesini (2.64) denkleminde ele alinip gun kuvvetlerine gore

diizenlenirse,

Y, +Y,=0, Y,(0)=1 (2.67)
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elY, +Y, =XY,-Y, , Y;(0)=0 (2.68)

denklemlerini elde ederiz. (2.67) ve (2.68) denklemlerini ¢ézelim. (2.67) denklemi
sabit katsayili homojen diferansiyel denklem oldugundan karakteristik denklemi

r’+r=0=>r=0ver,=-1 olur. Bdylece Y,(X)=cot+c,e™® elde edilir. Y,(0)=1

oldugundan, cy+c;=1 olur ki bu durumda tek sabite bagh yazarsak
YO (X):1+C] (e-X-l) (269)

seklinde elde ederiz. (2.68) denkleminde Y, ve Y, ifadelerini yazarsak, sabit

katsayili homojen olmayan diferansiyel denklem
Y, +Y,= (ch-cl)e'x-lJrc]
elde ederiz. Bu denklemin ¢oziimii

Y1 (X) — Ylhomojen+Ylf)ze1

seklinde bulunur. Y jpomejen = €21¢36 X Ve Y 50 =+ %Xze'XJr(cl -1)X seklindedir. O
zaman  Y;(X)=c,tc;e*- %l X?eX+(c;-)X  olur. Baslangi¢  kosulundan

c,*+c3=0 = ¢, =-c; olur. Buradan ise
1 -X
Y, (X)=-X+c, <X—§X2e >+c3 (e*-1) (2.70)

denklemini elde ederiz. Boylece i¢ bolge ¢coziimiinii

1 X
Y. (X,e)=1+c; (e™-1)+ | -X+c; (X—EXze >+c3 (eX-1) |+0(e?) (2.71)
elde ederiz.

Esleme:

I¢c ve dis ¢oziimleri asimptotik olarak eslestirerek c;, c; sabitlerini belirleyebiliriz.
Ornek 2.2.2 de oldugu gibi eslesme prensibinden yararlanalim. Ilk olarak, €'un
sifirnct mertebesini esleyelim.
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(2.61) dis ¢6ziimiinde x—0 iken,

y dls(x,s) =2+0(g,x)

olur. Diger yandan, i¢ ¢6ziim X—o Ve &X =x—0 iken,
Y (X,e)=1- ¢;+0(eX)

olur. I¢ ve dis ¢dziimlerin eslesmesinden 2=1-c, ya da c,=-1 elde ederiz.
Simdi ise € un birinci mertebesini esleyelim. (2.61) denkleminde 1/(1+x) ifadesini

Taylor serisi yardimiyla acalim. ¢,x ifadelerini gdz dniine alip €2, x?, ex ifadelerini

Onemsiz sayarsak dis ¢6zimii,
3 2 2 +
y dl$(x,s) = 2-2x+§s+0(g LEX,X7) , Xx—0+, e—0 (2.72)

elde ederiz. Benzer sekilde ex ifadelerini géz oniine alip €2, x%, ex ifadelerini

Onemsiz sayarsak (2.71) denkleminden i¢ ¢6ziim,

Y (X) = 1-¢;-eX+ec; X-ec3+0(x?), eX—0" ,X—00 (2.73)

elde ederiz. (2.72) ve (2.73) denklemlerinin eslenmesinden, c; = % olur.

Ornek 2.2.2 de oldugu gibi 0<x <1 araligmm farkli bolgelerinde gegerli iki farkli

¢Ozlim elde ettik. Burada diizgiin yaklagim ,

y(xe)~y, ey, T Yote Y-y

eslesme

seklinde olacaktir. Boylece = 1+1-8X-8X+§8 oldugundan, iki terimli

yeslesme

pertiirbasyon ¢éziimii

2 2 1 1 3
v0u)=(75%) +‘“’<<1+x>3‘2<1+x> e (zXzE))*O(SZ)

elde edilir. X= z ifadesini bu denklemde ele alirsak,

y(x,8) = (lsz -e%> +g ( (le) ) (11+x) +e‘§ (% (2)2 - %)) +0O(€?) (2.74)
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seklinde elde ederiz.

(2.56) denklemi basit bir diferansiyel denklem olarak goriinebilir fakat bu denklem
degisken katsayili oldugundan tam ¢oziimiinii bulmak kolay degildir. (2.56)
denkleminin Matlab programinda ode45 ¢6ziiciisii yardimiyla yaklasik ¢oziimiinii ele
alalim.

Asagidaki grafik 0<x < 0,1 araliginda, €=0,1, £=0,2, €=0,3 ve ¢=0,33 degerleri i¢in
ele alindi. Grafige bakildiginda verilen aralikta en 1yi yaklasim €=0,33 degeri i¢in
elde edildi. Bu aralikta farkli € degerleri ele alindiginda pertiirbasyon ve yaklasik

¢Ozlim birbirinden uzaklagmaktadir.

eps=0.1 igin yaklagik ve pertirbasyon ¢cézimi eps=0.2 icin yaklagsik ve pertirbasyon cézimi

16 14
* V. * V.
1.4 Y 1.3 ¥
I e e Yell | Yp
1.2
= 1.2 ’,"’ B =
- 11 n
1 ek
0.8 - : - : 0.9 - : : -
0 0.02 004 006 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
x x

eps=0.3 icin yaklagsik ve pertirbasyon ¢cézimi eps=0.33 icin yaklasik ve pertirbasyon cdézumui

1.15 1.15
+ v, + v,
T Ve | T I e |
= . - = -
1.05 . 1.05
T o002z o004 006 008 01 T o002 o004 006 008 01
x x

Sekil 2.5. Farkh € degerleri igin (2.56) denkleminin yaklasik ve pertiirbasyon
yontemiyle elde edilen ¢oziimlerin karsilastirmasi

Ornek 2.2.5 (Is1 Transfer Denklemi) :

2
%z 8%+Sin (x), ux,0)=cos(x),t>0 ve x>0 (2.75)

problemi verilsin.
u(x,t,8) = uy(x,t)+eu; (x,)+e2u, (x,0)+... (2.76)

genislemesini ele alalim. Bu genislemeyi (2.75) denkleminde yerine yazilirsa ve € un

kuvvetlerine gore diizenlenirse,

g% up=sin(x) , uy(x,0) =cos (x) (2.77)
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81 U1t~ Upxx ,UI(X,O) =0 (278)

g Uy =Uoyy > U(X,0) =0 (2.79)

seklinde olur. Simdi (2.77), (2.78) ve (2.79) denklemlerini sirasiyla ¢ozelim. (2.77)
denkleminin  ¢Oziimiinden  uy=tsin(x) +¢;(x) elde edilir. uy(x,0) = cos(x)

oldugundan, ¢, (x) = cos(x) olur. Boylece,
Uo(x,t)=t sin (x)+ cos( x)

ifadesini elde ederiz. (2.78) denkleminde u, "1 yazarsak ve denklemi ¢ozersek,

{2
U= -tsin(x)-cos(x) = u; =- b} sin(x) -tcos(x)+ ¢, (x)

elde ederiz. u,(x,0) = 0 oldugundan, ¢, (x) = 0 olur. Dolayisiyla

2
u;(x,t)=- % sin(x) - tcos(x)

ifadesini elde ederiz. Simdi ise (2.79) denkleminde u, ifadesini ele alip denklem

¢Oziiliirse,

2 3 t?
U= sin(x) + tcos(x) = u,= 5 sin(x)+ 2l cos(x)+c(x)

olur. u,(x,0) = 0 oldugundan, c;(x) =0 olur. Boylece,

03 2
u(x,t) = 3 sin(x)+ 0 cos(x)

denklemini elde ederiz. Buradan pertiirbasyon ¢6ziimii,
t? t3 t?
u(x,t,e)=cosx+¢ (— 0 sin X -tcos x > +¢2 (5 sinx + 5 cos x) +0(&?) (2.80)

elde ederiz.
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Simdi ise (2.75) denkleminin tam c¢Oziimiinii arastiralim. Adomian  ayrigma
yontemini uygulayalim. Bu yontemde L diferansiyel operatér ve Lﬁ% ve LX:a%
seklinde tanimlanabilir. L', ve L', integral operator olduklari agiktir ve sirasiyla
LY ()= [0dt ve LT ()= ["()dxdx seklinde tanimlanabilir (Wazwaz, 2009) .

Boylece (2.75) denklemini
L, (u(x,t)) =¢l, (u(x,t))+sin(x)

seklinde yazabiliriz. Bu denklemin her iki tarafim L', ile carpalim ve baslangig

kosulunu kullanirsak,

u(x,t)= tsin(x)+ cos(x) + €L !, (LX (u(X,t)))

seklinde elde ederiz. Ayristirma yontemi, u(x,t) bilinmeyen fonksiyonunu
u(x,t)=2 u,(x,t) serisi seklinde tanimlar ve burada uy(x,t), u;(x,t), uy(x,t),...

ifadeleri belirlenecektir (Wazwaz,2009). O zaman denklemin son sekli
Uy (x,0)+u; (x,t)+...= tsin(x)+ cos(x) + gL (L, (up (x,0)+u; (x,0)+...))

olur. Ayristirma yontemi, u,(x,t) sifirinci bilesenin baslangig, sinir kosullarindan ve
kaynak terimlerinden kaynaklanan terimlerle tanimlanir. u(x,t) ‘nin kalan bilesenleri,

her bir bilesenin 6nceki bilesen kullanilarak yinelemeli bir sekilde belirlenir. Yani

U (x,t) =L, (LX (uk(x,t))) , k>0 seklinde ele alinir. Boylece

uy (x,t) = tsin(x)+ cos(x)

2
u;(x,t) = aL'lt(LX (tsin(x)+ cos(x))) =¢L! (~tsin(x)- cos(x)) = -¢ <% sin(x) +cos(x)>

o 2 - 8 2
u,(x,t) =-e°L7 | Ly <5sm(x)+cos(x)> =g <§sm(x)+5cos(x)>

seklinde elde ederiz.
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u(x,t) = ug(x,H)+u; (x,0)+u, (X, 0)+...

oldugundan,

2 3 2
u(x,t) = tsin(x)+ cos(x) -¢ (% sin(x) +cos(x)> +¢2 <% sin(x) + % cos(x)) +...

sin(x et? &+t e2t?
u(x,t)= ®) gt-——+—+.. | +cos(x) | l-et+—+...
€ 2! 3! 2!

_sin(x)

(1-e®)+cos(x) e (2.81)

elde ederiz. Simdi ise (2.80) pertiirbasyon ¢oziimii ile (2.81) tam c¢oziimi
Karsilastiralim. Burada grafik ¢izimleri igin 0<x <1 ve 0<t<0,1 ve ¢=0,1 degerleri

ele alind1 ve Matlab programi yardimiyla grafikleri ¢izildi.

ux t) nin tam cézdmi

t o o

Sekil 2.6. u (X,t ) 'nin &=0,1 i¢in tam ¢Oziimii
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uix t) nin pertdarbasyon cazamd

t o o

X

Sekil 2.7. u (x,t) 'nin e=0,1 igin pertiirbasyon ¢6ziimii

Ornek 2.2.6 (Dalga Denklemi) :

u u _ _ ou(x,0) _

= oz tu=ew, u(x,0) = acos(x), — 0 (2.82)
kismi diferansiyel denklemi verilsin.

u(x,t,e) = ug(x,t)+e u; (x,0)+ e2u, (x,0)+.... (2.83)

genislemesini ele alalim. Bu genislemeyi (2.82) denkleminde yerine yazilirsa ve £ un

kuvvetlerine gore diizenlenirse,
0 Ugii-Upxx TUe=0, up(X,0)=0cos (X), ug(x,0)=0 (2.84)

el U=y’ up(x,0)=0, uy(x,0)=0 (2.85)

olur. (2.84) denklemine degiskenlerine ayirma yontemini uygulayalim.
Uy (x,t)= X(x) T(t) alahm. (2.84) denkleminde yazilirsa,

X' (x)+AX(x)=0
T' () +A+1)T(£)=0

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise,
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X(x)=a, cos VAx+a, sin VAx

T(t)=a; cos/(A+1)t+ay sin \/(A+1)t

seklindedir. Buradan,

uy (x,0)=(a; cos VAx+a, sin VAx) (a3 cos /(A 1)t+ay sin \/(A+1)t)

¢oziimii elde edilir. Boylece, u,(x,0)=a,a;cosvAx+a,aysinvVix= acos(x) Ve

o, (x,0)=a,=0 ifadelerinden a,a;= o, a,a;=0 , VA=1 ve a,=0 bulunur. Dolayisiyla,
Uy (x,t)=0 cos(x) cos(\/it)

denklemini elde ederiz. u, ifadesini (2.81) denkleminde yazilirsa,
Uy U tUg=(ct cos(x) cos(V2t) )3
olur. Denklemin sag tarafini,
3 3 1
(ovcos(x) cos(\/zt) ) =’ (Z cos(x) +4—1 cos(3x)> cos’ (\/Et)

seklinde yazabiliriz. Bu sefer u;(x,t)=T;(t) cos(x) +T,(t) cos(3x) olarak alinip

denklemde yerine yazilirsa

T, ()+2T, (=03 % cos’(V2t)

T, ()+10T,()=0? % cos’(V2t)

elde edilir. Bu denklemler lineer homojen olmayan adi diferansiyel denklemlerdir.

Baslangi¢ kosullarindan, T,(0)=T,(0)=T, (0)=T, (0)=0 olur.
T1(O=T,}; gmojen (D Tr57e1 (D

olmak tizere,
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T homojen ()=A cos(V2t) +B sin(v2t)

Tzl (t)z tsm(\/_t) cos(3\/_ t)

128

elde edilir. Boylece

T, (t)=Acos(V2t) +B sm(\/_t)+ ts1n(\/_t) cos(3\/_ t)

128

3
seklindedir. Baslangi¢ kosullar1 ele alinirsa, A= ;;Lé ve B=0 bulunur. Boylece

T()—\lf;8

tsm(\/_t)+ (cos(\/_t) -cos(3v2 1))

256

olur. T, e benzer sekilde,

T, (t)— — cos(\/_ t)-

78 cos(3\/_ t) cos(x/ﬁt)

128

elde edilir. O zaman

N2 o

o8 tsm(\/_ t) +

(cos(\/_t) cos(3\/_t)) cos(x)

u; (x,0)= 756

<128 cos(V2 t)- 128 005(3\/_ t) cos(\/_ t)> cos(3x)

seklinde elde ederiz. Boylece pertiirbasyon ¢oziimii,

u(x,t,e)=o cos(x) cos(\/it) +

/9\/_(1

128 (cos(v2 t) -cos(3v2 1)) Cos(x)—i-\

tsm(\/_t)+256
+0(g?) (2.86)

te
k (128005(\/_) 12800s(3\/_t) 128005(\/_t))cos(3x))

elde edilir.
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uix ) nin perdrbasyon cozdmo

o 0
t ®

Sekil 2.8. u(x,t)” nin €=0,01 igin pertiirbasyon ¢6ziimii

Ornek 2.2.7:

ou Ou
€ (a +2 &> +u(x,t)=sin(t) , u(x,0)=x, -o0<x<oo (2.87)

denklemini ele alalim.
e=0 iken indirgenmis denklem ile (2.87) denklemi ayni nitelikte olmadigindan bu bir
singiiler pertiirbasyon problemidir. Bu problemin c¢oziimiiniide diger singiiler

problemler gibi elde edelim.

Di1s Coziim:

O zaman g'un kuvvetine gore pertiirbasyon serisi seklinde bir dis ¢6ziim arayalim.
ug,s (X,t,8)=uy (x,t)+eu, x,0)+e2u, (x,0)+... (2.88)

(2.88) genislemesini (2.87) denkleminde yerine yazilirsa ve € un kuvvetlerine gore

diizenlenirse,

g% up(x,t)= sin(t) (2.89)
gl uy (x,1)= -ug-2up, (2.90)
g2 uy (X,)= -u;-2u; (2.91)
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denklemleri elde edilir. (2.90) ve (2.91) denklemlerini ¢oziiliirse,
u; (x,t)=-cos(t)

u, (x,t)= sin(t)

n n+l _—
olur. Hatta u,, (x,t)=(-1) sin(t) ve upy; (x,)=(-1) ’ cos(t) elde edilir. Boylece dis

¢OzUim,
ugs (x,t,8)=sin(t) -€ cos(t) +&* sin(t) +O(e*) (2.92)
elde ederiz.

I¢ Coziim:
Beklendigi gibi, (2.92) dis ¢oziimii u(x,0)=1 baslangi¢ kosulunu karsilamamaktadir.

Yeni seriyi olusturmak i¢in, zaman degiskenini

T=t/e ,v>0 (2.93)
seklinde alalim. Boylece,
Ur%+2eU, S+U"=sin(eT) (2.94)
olur. Burada sin(eT) :ST-i (eT)3+0(e’) seklinde alabiliriz.
U (x,T,e)=U", (x, T)+eU", (x,T)+*U*, (x, T)+... (2.95)
pertiirbasyon serisini ele alirsak baslangic kosullar1

U, (x,0)=x ve U*,(x,0)=0, n>1 (2.96)

olur. (2.95) ifadesini (2.94) denkleminde ele alinip &un kuvvetlerine gore

diizenlenirse,

2 U %+U, =0 , U, (x,0)=x (2.97)

el:U15+U, 5=T-2U,, %, U",(x,0)=0 (2.98)
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denklemleri elde edilir. (2.97) ve (2.98) denklemlerinin ¢6zliimlerinden,

U, €(x,T)=xeT

U, %(x,T)=T-1+(1-2T)eT

seklinde elde edilir. Boylece i¢ bolge ¢oziimii
U(x,T,8)=xeT+ e(T-1+(1-2T)e ") +0(e2)
elde ederiz.

Esleme:

Dis ¢Ozimiin ilk iki teriminde

U, (X,t,€)=sin(eT) -& cos(eT) =8(T- 1 )+. . =t-gt. ..

yaklagim ,

u(x,t,8)~ upte u;+tUpte U - Ueslesme

(2.99)

(2.100)

(2.101)

t=€T yazalim. Boylece,

elde ederiz. O zaman diizgiin

seklinde olacaktir. €un birinci mertebesi i¢in eslesme prensibinden ortak ¢oziimii

Ueglesme= t-€ bulabiliriz. Boylece, iki terimli pertiirbasyon ¢oziimiinii

u(x,t,e)=sin(t) -ecos(t)+(x-2t+¢) e'£+0 (e?)

seklinde elde ederiz.

(2.102)

Simdi ise (2.87) denkleminin genel ¢6ziimiinii karakteristik yontemiyle elde edelim.

(2.87) denkleminden,

dt dx du

seklinde yazabiliriz. Buradan,

dt dx
—=— :>X:2t+cl
e 2¢

ve
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t

dt d d in(t g t t
1 ai sin(t) =>u(x,t)=lj_? (sin(t) ez -g cos(t) e5+cz)

—=— =+
e sin(t)-u dt ¢

elde ederiz. c;, c, keyfi sabitlerdir. Burada c,=f(c,) seklinde ele almr ve f keyfi

fonksiyondur. (Wazwaz, 2009). Boylece,

u(x,t)zHL82 (sin(t) -c cos()) +e's (v2e5) (2.103)

seklinde genel ¢oziim elde edilir.

eps=0,01 igin tam gazlm

t o o

Sekil 2.9. u(x,t)” nin &=0,01 i¢in tam ¢Oziim

eps=001 igin pertdrbasyon gdzdmo

fﬂixfiﬂﬂﬂﬂ!!!!!Iﬂﬂ,;,

t o o

Sekil 2.10. u(x,t)" nin €=0,01 i¢in pertiirbasyon ¢oziimii
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3.TUMOR MODELININ PERTURBASYON YONTEMIYLE COZUMU

Bu boliimde (Pamuk, 2013) ve (Pamuk ve Cay, 2018) makalelerinde ele alinan bir ve
iki boyutlu tiimor anjiyogenezindeki denklemleri ele aldik. Bu denklemlere

pertiirbasyon yontemi uygulandi ve Matlab yardimiyla grafikleri elde edildi.

3.1. Bir Boyutlu Tiimér Modeli

Bu modelde,

v(y,t) = anjiyogenik faktor,

c(y,t) = proteolitik enzim,

f(y,t) = fibronektinin yogunlugu,

n(y,t) = endotel hiicre yogunlugu,

olmak tlizere denklem sistemi asagidaki gibidir (Pamuk, 2013).

ov AV 1

T A (3.1)
ot 1+vyivn,

oc AV 1

o lJrvlvn_0 (3-2)
o f(1 f) D e 33
5Pl e (3.3)
om0 T T,

at =D, 8_y (ny—n E Cy-M E fy> (3.4)

Burada A, v; Kinetik parametreleri, n, f; sirasiyla endotel hiicre ve fibronektin i¢in
bazi referans sayilar ve , pbazi pozitif sabitlerdir. Buna ek olarak a; , B, , v, (i=1,2)

pozitif sabitler olmak tizere,

E: (0p-01)
T " (o +¢) (apt+c)’
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2= Bz_Bl
n 2 (BB,

seklinde ve baslangig verileri n(y,0)=n,=1, v(y,0)=¢0(y) , c(y,0)=c,=0, f(y,0)=f=1

alalim ve burada fol 0(y)dy=1 dir (Pamuk, 2013).

v(y,t)=ev'(y,t,8),
c(y,t)=ec’(y,t,8),
f(y,0)=1-¢f (y,t,¢),

n(y,D=1+en"(y,t,),

uygun bir sekilde yazalim ve bu denklemleri (3.1) - (3.4) denklemlerinde yerine

yazilirsa,

. AW (I+en)
VT 1+v,ev"

i _kv*(Hsn*)

1+v,ev"

f*tZBf* (l-sf*)(1+8n*)-u(1-af*)c*

0 (en)yy(oo-ee’y (T+en ), (BB
Ty T aytec) (oprec) (B, +1-ef )(B,+1-ef )

n t:Dn a_y

elde edilir. e—0 i¢in (3.5) - (3.8) denklemleri

* *
V (=-AV

* *
C —=AV

* *

-f =PBf -puc’

N =Dy n

" d ( * _71(0‘2'0‘1)0*y yz(Bz'Bl)f*y

Toy\ 'V 0 0y

(B, +1)(B,+1)
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(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)



seklinde elde edilir ve baslangi¢ kosullari,

v (v,0,6)=0(y), ¢*(,0,£)=0 , f (y,0,6)=0 ve f (y,0,6)=0

seklinde olacaktir. (3.9) - (3.12) denklemlerini sirasiyla ¢ozelim. ilk olarak (3.9)

denklemi ele alinirsa,

vi=c(y)e™

elde edilir ve v* (y,0,e)= 0(y) oldugundan, c,(y)=0(y) olur. Boylece
V' (y.te)=0(y)e™

elde edilir ve v*, (3.10) denkleminde yerine yazilip ¢oziiliirse,
¢"=0(y)e™+c,(y)

elde edilir. ¢*(y,0,e)=0 oldugundan, c,(y)= 6(y) olur. Boylece
¢’ (y,t,8)=0(y)(1-e™)

olur. Benzer sekilde c¢”, (3.11) denkleminde yerine yazilirsa,
£+ =p0(y)(1-e™)

olur ve bu lineer denklemin ¢6ziimii,

eBt (B0t
P B

£ (y,t,e)= ue(y)eﬁt< >+03(y)

seklindedir. £ (y,0,6)=0 oldugundan, c;(y) =-po(y) (—-—) olur. O zaman

BB
1 eM P
£ (y,t,8)= po(y) (B iRy B(B-M)

denklemini elde ederiz. (3.12) denkleminde c¢*, f yazilirsa ve diizenlenirse,

) . N 1 e7‘ AePt .
nt:Dn n hl(l -€ )hZH B B}L B(B X) x0 (Y)
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ili 3 (B,-By)
elde edilir ve burada h,=102) e = 0P
boae SRR

2013). Yeterince biiylik t i¢in

olarak ele alind1 (Pamuk,

1" =Dy (", -KO ()

yazilabilir ve K=h1+% seklindedir. y=0,1 de n,=0 ve 0(0)=0(1)=0 olarak verilsin.

Boylece asagidaki sinir deger problemini olusturabiliriz.

[« * "
n t'Dnn yy:'DnKe (Y)

A

N (¥,0,)=0, 0<y<l (3.13)

(', Ote)=n (1,te)=0, t>0.
Simdi bu problemi ¢6zmek i¢in M(y,t,€) herhangi bir bilinen fonksiyon olmak iizere,

w(y,t,e)=n"(y,t,e)-M(y,t,€)

alalim. Bu ifadeyi (3.13) denkleminde yerine yazarsak,
wi-D,wyy= -D; K0 (y)-(M,-D, M, ) (3.14)

[ w(y,0,8)=-M(y,0,e), 0<y<lI,

A

wy (0,t,)= -My(O,t,e), t >0, (3.15)

(wy(Lte)=-M,(1,t,e) , t>0

seklinde elde ederiz. (3.14) denklemini homojen yapabilmek i¢in M(y,t,)=K0(y)
alalim. Boylece 0(0)=0(1)=0 oldugundan, (3.14) ve (3.15)

W=Dy wy, =0, (3.16)
wy (0,t,6)=w,(1,t,)=0, t>0 (3.18)
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olur. Bu problem homojen neuman sinir kosullarina sahip bir probleme doniisiir. Bu

problem degiskenlerine ayirma yontemiyle ¢oziilebilir.
w(y,t,e)=Y(y)T(t)

seklinde alahm. w=Y(y)T(t) ve w,,=Y (y)T(t) ifadelerini (3.16) denkleminde

yerine yazilirsa,

T Y _
D, T(H) Y()

YT ®=D,Y (NT(H=

olur. Buradan
Y ()Y (y)=0 .Y (0)=Y (1)=0 (3.19)
T ()+AD, T()=0 (3.20)

diferansiyel denklemlerini elde ederiz. (3.19) denklemini ¢ozersek,
i) =0 i¢in,

Y (y)=Ay+B
elde ederiz ve Y (0)=Y (1)=0 oldugundan, A=0 olur. Boylece,
Yo (y)=By

olur. (3.20) denkleminde A,=0 icin T (t)=0=T,(t)=G elde ederiz.
i) 2>0 i¢in,

Y (y)=Ccos(VA y)+Dsin(v1 y)

olur ve Y'(0)=Y (1)=0 oldugundan, D=0 ve vA=nx elde ederiz. Boylece,
Y, (y)=C,cos(nmy)

olur ve (3.20) denkleminden A, =(nm)? icin T, ()=H, e’ elde ederiz.

iii) A< 0 iken
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Y (y)=Ecosh(V-A y)+Fsinh(vV-1 y)
olur ve Y'(0)=Y (1)=0 oldugundan, E=F=0 olur.

Boylece,

w(y,t,e)=Cy+ Z c, e'“z"zDﬂtcos(nny) (3.21)

n=1

olur. Burada C,=GB, ve C, =C,H, seklindedir. Bu ise (0,1) araligmmda fourier

cosints serisidir. O zaman

1 1
Co= f w(y,0,6)dy ve C, =2 j w(y,0,e)cos(nmy)dy
0 0

seklinde oldugu bilinir ve buradan

1
Cy=-K f 0(y)dy=-K
0

1
Cn*=-2Kf 0(y) cos(nmy) dy , n=1,2,...
0

elde edilir. Boylece, (3.14) ile verilen problemin ¢oziimii

N (Le=Cot Y €, Pl cos(amy}HKO(y), 0= y <1, 10

n=1

olur. Burada lim,,,n (y,t,e)=-K+K0(y) dir. Sonu¢ olarak baslangic ve Smir

kosullariyla birlikte (3.1) - (3.4) denklem sisteminin pertiirbasyon ¢oziimii,
v(y,D=eb(y)e™, 0<y<l, t>0
c(y,.0=eb(y) (1-e™), 0<y<l,t>0

1 eM pebt
f(y,t)=1-ep6(y) (—-—

p B-fm)’ eyl
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n(y,H=1+e| -K+ z Cne'nzﬂzDﬂt cos(nmy)+K0(y) |, 0<y<I, t>0
n=1

seklinde elde ederiz.

o . . 2
Burada niimerik bir 6rnek igin 0(y)=Ay?*(1-y)",

0, n=1,3,5,...
C,=1{1440K
n4—7t4 , n=2,4,6,. ..

ve £=0,05 , =20, p=5, B=10, K=0,1 ve D,=0,25 degerlerini alalim (Pamuk, 2013) .
J6(y)dy=1oldugundan A=30 bulunur.

t=0,1 i¢in anjiyogenik faktor, proteolitik enzim, fibronektin yogunlugu ve endotel

hiicre yogunlugu grafiklerini Matlab programi yardimiyla gizelim.

Anjiyogenik faktdr yodunlugu

Sekil 3.1. t=0,1 de Anjiyogenetik faktér yogunlugu

Proteolitik enzim yodunludu

Sekil 3.2.t=0,1 de Proteolitik enzim yogunlugu
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Fibronektin yodunlugu

t oo
Sekil 3.3. t=0,1 de Fibronektin yogunlugu

Endotel hicre yodunlugu

t ¥

Sekil 3.4. t=0,1 de dort terimli Endotel hiicre yogunlugu denkleminin
¢Ozumu

3.2. iki Boyutlu Tiimér Modeli

Bu modelde

U(x,y,t)= kemotatik ajan

V(x,y,t)= anjiyogenik faktor,
C(x,y,t)= proteolitik enzim,
F(x,y,t)= fibronektin,

N(x,y,t)= endotel hiicre yogunlugu,
S(x,y,t)= perisit hiicre yogunlugu,
M(X,y,t)= makrofaj hiicre yogunlugu,
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olmak iizere denklem sistemi agagidaki gibidir (Pamuk ve Cay, 2018).

oU UM 12
8‘[ _-1+V2U’ ( ’ )
oV UM A, VN

— = - , (3.23)
8‘[ 1+V2U 1+V1V

oC_ L VN c 324
ot 1+v,v 10 (3.24)
F_ (1-F)FN M CF 3.25
o - " 1+vyF’ (3.25)
aND aNNTVCNTF aNNTVCNTF 3.26
ot N\ox T, T, ay T, VT, Y ) (3.26)
aS—D 0 S sTV3F 0 S, sTV F, 3.27
I S e ay T, ’ (3.27)
aM—D 0 M MTV4U A M MTV4U 3.28
ot Mlax\" T, Y) ey Y T, V) ) (3-28)
Burada

T Op-0ly

T, "1 (0, +C)(0,C)’

T_'z B,-B,
(B, ) (B, )
T_'3_ 0y-03

Ts RE (a3+C)(ay+C)’

T_'4 BB,
T (3, F) (B, )

ve o; ,PB ,v, (i=1,4) pozitif sabitler ve baslangi¢ kosullari U(x,y,0)=€0,(x,y),

V(x,y,0)=e0,(x,y) , C(xy,00=0 , F(x,y,0)=1 ,N(x,y,0)=S(x,y,0)=M(x,y,0)=1 ve
smir kosullar1 x=0,1 de N,=S,=M,=0, y=0,1 de N,=S,=M,=0 dur. 6;(x,y) (i=1,2)
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fonksiyonu  0;(x,y)=Ax*(1-x)y  olacak  sekilde segilsin. Burada A,

fol fol 0;(x,y)dxdy=1 olacak sekilde bir sabittir ve A=24 bulunur (Pamuk ve Cay,
2018). Modeli ¢ozmek i¢in,

U(x,y,t)=eU" (x,y,t,8),

V(x,y,)=eV" (x,y,t,6),

F(x,y,t)=1-¢F (x,y,t,£),

C(x,y,)=¢C" (x,y,t,£), (3.29)
N(x,y,t)=1+eN" (x,y,t,8),

S(x,y,0)=1+€S" (x,y,t,£),

M(x,y,0)=1+eM’ (x,y.t,6),

alalim ve (3.29) deki denklemleri (3.22) - (3.28) denklemlerinde yerine yazarsak,

Ut el (1+eM”)

) * 3.30
¢ 1+V28U ( )

e 1ol (reM?) neV'(1+eN) (3.31)

1+V28U 1+V28V

*_MSV*(HSN*) *

ocp V(L) (3.32)
* * * * }\‘ ’ 1_ F*

eF;=BeF" (1-¢F") (1+2F")- ieC (1-¢F) (3.33)

1+V4(1—8F*)

0

eNy-(1+eN")y ol eCy \
. ¥ ! ((11+8C*)((12+8C*) *

* Bz_Bl *
- (1+8N )'Yz (Bl+1-8F*)(B2+1-8F*) ('8Fx))

~
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YI(a al) *
eC )(az-l-eC )

A
\ (+eN )(BI+I-Z;E§2(§;1-3F*) (eF) /

a / eNy-(1+eN’ )(a1+

+Dy

Ol4-0l3

(-eF::)

* 8 * k3
S'=Dg — [ 8:-(1+¢S - _
D¢ S&x <8 ( € )73 ((X3+8C )((X4+8C )

0 * * Ol4-0l3 *
sz (SSY'(HSS e (03+eC”)(as+eCT) ('ng)>

. g « * B4 B3 *
eM; =Dy ox <8Mx'(1+8M ) Y4 (B3+ U )(B4+8U ) >

ﬁ * * B4 B3 *
+DM ay <8My_(1+8M )Y4 (B3+8U )(B4+8U ) eU >

elde ederiz. e—0 iken
Ui=-1,U"
Vi=nU' 4, V'

C =V -uC’

Fy=-pF"+ 1+v4
o e b
o e gt
St—DS<S* %F ) (s*-yii“af)Fyy)
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(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)



M; =Dy (Miix-y—“(B ) UJZX) +Dy (Miy-—“(ﬁ“'[%) U§y> (343)
BB, BB,

olur. (3.37) - (3.43) denklemlerini sirasiyla ¢6zelim. (3.37) denklemini ele alirsak,

At

U'(xy,t8) = a(x,y)e
elde ederiz ve U™ (x,y,0,6)=0, (x,y) oldugundan, a, (y)=0,(x.y)

U (xy,t,8)=0, (x,y)e™"

elde edilir ve U, (3.38) denkleminde yerine yazarsak ve ¢ozersek,

Ay

ViGyte) =3

0; (x,y)e?™! + eMta, (x,y)

denklemini elde ederiz ve U'(x,y,0,8)= 0,(x,y) oldugundan,

a,(x,y)=0,(x,y)- Mx_zkz 0,(x,y) elde ederiz. Boylece,

N A
V (xy.t.e) = ﬁ@l(x,y) (e2t-eMt)+ehig,(x,y)
-0

bulunur. Benzer sekilde V", (3.39) denkleminde yerine yazarsak ve ¢ozersek,

A0 (xy) gt M0 (xy) oMty A0, (x,y)

C (X’y’t’s):(xl-xz)(u-xz)e (-2 (M) (M)

eHitretiay(x,y)

_MM01Gey) | MB(ey)

elde ederiz ve C (x,y,0,6)=0 oldugundan, a;(x,y)= TERTERSTEN

olur. Boylece,

_ M0, (xy) ot M0 (xy) oMty A0, (x,y) ot
(A M)(p-22) -~ (-A)(p-hy) (u-21)

C* (X’y’t’g)

+eht (7‘1 M0 (xy) i 110, (&Y))
(W-A)(p-22)  (u-Ay)

denklemi bulunur. Simdi ise C', (3.40) denkleminde yazarsak ve ¢ozersek,

M0 (X,y) ot M0, (X,y) .
(A -A) (p-22) (B-Ap) (1+vy) (A -A2) (A ) (B-Ap ) (1+vy)
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F (x,y,t,£)=



M0, (x,y)e™! ut ( M0, (x,y) MAg0,(x,y)

- Bt
EIDGETVE ¢ \ BT r () (B—u)<1+v4>(u-x1>>+e 00

elde ederiz ve F*(x,y,0, £)=0 oldugundan,

) A0 (x,y) n M0 (X,y)
(2 (A (B2 (1vg) - (A -Ra) (p-d ) (B-R ) (1+vy)

a4 (X:Y):

) M0, (x,y) ) M0, (x,y) + M0, (x,y)
(M-ADB-ADA+vg)  (B-p) (T+vg ) (-2 )(p-A) - (B-p) (v (u-)y)

seklinde olur. Boylece,

}\,]}\,2}\,491 (X,Y) 4 )\,] )\42)\449] (X,Y)

4 -t
O M) G2 BAD ) - O M)A BAD(1va)

F (x,y,t,8)=

MM@z(x,y) oMt e_”t< 7\0\27»491(7(»}’) _)“1)“492()(’}’))
(-2 (M) (1+vy) B-p \ (-2 (u-2) (1+vy) - (r-y)(1+vy)

+iﬁt ()\,1 }\,2}\,491 (X,Y) ( 1 ) 1 ) ) )"1 )“2)\‘491 (X,Y) + >\‘1 >\‘402 (X’y) )
B-u \ (ii-22) (1+va) \(u-A)(B-M1) (-h2)(B-Ra)/ (u-h) (pedo)(1+va) - (r-Ay)(14v4)

denklemini elde ederiz.
En basta Gi(x,y)Zsz(l-x)y olacak sekilde secilmisti ve A=24 bulunmustu. Buradan
ise 0= 48(1-3x)y Ve 0;,,=0 ,(i=1,2) bulunur. Boylece, Cy,=F,,=Uy;, =0 ve
}\‘1 }\‘2 e—}\,zt_ }\'1}\'2 e At Xl e—)x,lt\
. A=A (LA A ) (U-A -A
= 48(1—3x)y| ( 1 2)(H-Az) ( 1 2)(H-Ap) (1-21) |’

Lt Moy M
et ((u-xl)(u-xz) <u—x1)) /

U= 48(1-3x)ye™",

Moy - Moy m)

Fyo= 48(1-3x)y <(k1_kz)(“_kz)(ﬁ_xz)(l+v4) A BRI

My i, S8 ( Mgy Mg ))

+48(1-3x)y<(M_M)(B-xl)(1+v4)e_ "B\ () (ve) ()(1v3)
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——

//mm ( I

(-2 (1Hv) \(u-A ) (B-A) (H'M)(B 7»2) \
403y | g \ Mok ks /'

)

() (ed) (1+vs) - (pehg (1)

/'

olur. O zaman (3.41) - (3.43) denklemleri

* * * 71(0‘2'0‘1) * YQ(BQ'BI) *)
N :D NXX+N + -D —CXX+D —Fxx 1]
D, (DR,
* * * Y ((X -0,3) *
St :DS (Sxx+syy)+DS - a34a4 Fxx )

Usy »
BB,

M; =Dy (M, My, )-Dyy

seklini alir. Bu denklemleri

Ny =Dy (N #Ngy )H(x,y,t)

S;=Ds (S +Syy )+ (x,y,t) (3.44)
M, =Dy (M +My, )+h(x,y,t)

seklinde alalim. Burada

Y](az_al)c* i YZ(BZ_BI) *

f(x,y,t)=-D w DN 77 5 Fx
g N 00, N(B1+1)(B2+1)

a, -0 %

g(X5Yat): DSMFXX (345)
030,

h(Xa}Iat): _DM Y4(B4_B3) U:X

3B4

seklindedir.
(3.44) denklemleri aslinda hepsi kaynak terimli difiizyon denklemleridir. Bu

denklemlerin homojen kisimlar1 degiskenlerine ayirma yontemiyle ¢oziiliir ve
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homojen olmayan kisimlar1 da ¢oziiliirse karmasik denklemler elde edilir. Baslangic
kosullar1 , N* (x,y,0,8)=S*(x,y,0,8)=M* (x,y,0,)=0 ve smir kosullar1 x=0 ve x=1 de
N, =S, =M, =0 ve y=0 ve y=1 de N, =S, =M, =0 dir.

Simdi (3.44) denklemlerinin homojen kisimlarmi degiskenlerine ayirma yontemiyle

¢ozelim. Bunun igin N° (x,y,t,e)=X(x)Y(y)T(t) alahm. O zaman
X (0)=X (1)=0 sinr kosullar1 ile X (x)+ AX(x)=0,
Y (0)=Y (1)=0 sinir kosullar1 ile Y (y)+pY(y)=0 ve Ty(t)+(7»+u)DNT(t)=0

siir deger problemlerini elde ederiz.

i) Eger A=0 ve u=0 ise, o zaman X(x)=Ax+B ve Y(y)=Cy+D olur. Boylece,

X, (x)=B,=sabit ve Y,(y)=D,=sabit elde ederiz.

ii) Eger 2>0 ise , 0 zaman X(x)=A,cosvVA x+B;sinvA x olur ve X (0)=X (1)=0 den
n=1,2,.... igin A =n’n* X,(x)=A,cos(nnx) elde ederiz.

iii) Eger p >0 ise , 0 zaman Y(y)=C,cos,/p y+D;sin,/py olur ve Y (0)=Y (1)=0
den m=1,2,.... igin p_=m’*n* Y,,(y)=C,cos(mmy) elde ederiz.

Baslangic deger probleminin negatif 6z degeri yoktur. Boylece baslangic deger
probleminin 6z degerleri y__=A,+u_= ( n*+m*)n* seklindedir ve 6z fonksiyonlar

?. . (x,y)=cos(nmx)cos(mmy) olur.
T ()+Hn*+m?)n? D T(1)=0

ifadesinden ise T(£)=Ae ™ )% Dy t g|de edilir.

Simdi ise homojen olmayan baslangi¢ deger problemini ¢ozelim. N*(x,y,t,¢) ifadesi

N (x,y,t,£)=B+ Z Bim(® o, (xy) (3.46)

m,n=1

serisiyle temsil edilebilir ve burada, B= 4 fol fol N’ (x,y,0,&)dxdy ,

By (1)=4 f f N’ x,y.t,e)e, (xy)dxdy (3.47)
D
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ve D=[01]x[0 1] seklindedir (Wazwaz, 2009). (3.47) ifadesini t'ye gore

diferansiyellersek ve verilen kismi diferansiyel denklemi kullanirsak,

dBom (D) N’
T j j W(an(x,Y)dxdy
D

=4 f ] Dy (NiX+N;y)(pnm (x,y)dxdy +4 j f fx,y,00,_(xy)dxdy (3.48)
D D

elde ederiz. Sag taraftaki son integral
0= 4 || 7.0, 0ox)dxdy
D

t'nin bilinen bir fonksiyonudur. Sag taraftaki ilk integral Green formiilii yardimiyla

1 f ] Dn(NtNyy )o (x.y)dxdy = -y, Dy4 j j DxN"p, , (x,y)dxdy
D D

ON* . 00
+ — N —hm
f < On 'nm N on >dS

oD

*

sekline doniistiiriilebilir. Burada, n, D in sinirinda dis normal vektordiir. Boylece, a;n

o0, . . o .
ve % ifadeleri 0D iizerinde sifirdir. Dolayisiyla sag tarafin ikinci integrali sifir olur.

Boylece, (3.48) denklemini asagidaki gibi yazabiliriz.

dB,,, (t)
dt

:'yanNBnm (t)+fnm (t) (3 49)

(3.49) denkleminde t—0 alinirsa ve N (x,y,0,¢) baslangi¢ kosulu kullanirsak,
B, (0)=0 (3.50)

elde ederiz. (3.50) baslangi¢ kosuluyla (3.49) denklemini ¢6zersek,

t

B, (t)=emPnt f DN Of - (0)dw (3.51)
0
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elde ederiz. Béylece ¢oziim tamamlanmis oldu. Fy, , C.. Ve Uy, denklemlerini daha

basit ifade edebilmek i¢in sabit terimleri

) D hohs . ey
(A -2 (-2) (B-A2) (14v4) “ (A -2 (R (B2 ) (14v4)°

C1

e Ay c=i( My My )
() BADIHv) T B \ (A () (Tvg)  (ped)(1Hvy)/

o Moy ( L ) Moy
> (B M) (1+va) \(A)(B-A)  (B-2)(B-22)/  (u-Ay) (-h) (B-p)(1+vy)

)\,] )\,4
L
(2D B-w)(1+vs)”

My My M My

TR T A (eay) T (k)

seklinde alirsak,
Fr=48(1-30)y(c1672H(c3-cp)e M egettrese ),
Co48(1-30)y (‘36e_k2t+(c8'07)6'X“++e‘th (CQ'CS)) ,

U, =48(1-3x)ye™!,

denklemlerini yazabiliriz. Kolaylik saglamak i¢in (3.45) denklemlerinde

. YI(GZ_GI) . YZ(BZ_BI)
C10=-Dn —(11(12 » ¢11=Dn (B1+1)(B2+1)
2= 57—322‘;13) , €13=-Dnm 7—4([3[333[;‘?4)

seklinde alalim. Boylece,

f(Xa}Iat):ClOC:XJFCllF:X ) g(XaYat):CIZF:X ’ h(XayJ):CBU:;X

elde ederiz. Bu fonksiyonlar1,
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£, (D=(c c1ptcser e e (e o (c3-cp) e (cg-c7) )+ (eqcioter) (co-cy) JeMi+eygese
g, (D=c e +(c5-cy)eM e e +ese P,

seklinde alirsak,

f(x,y,t)= 48(1-3x)yf, (1),

g(x,y,t)=48(1-3x)yc, g, (1),

h(x,y,t)= 48(1-3x)yc;e™2,

seklinde yazabiliriz. Boylece,

1 Al
£, (t) =192f(t) f j 48(1-3x)y cos(nnx) cos(mmy) dxdy
0 Jo

2 ) -2304f, (1)

6
= 19269 ((2n—1)2n2> ((2m—1)2n2 ~@n-D?Qm-1)%

m,n=1,2,...

elde ederiz. (3.44) ifadesindeki diger denklemleri N'(x,y,t,e) denklemini
¢Ozdiiglimiiz gibi ¢ozebiliriz. Boylece,
.

S (xy.t,e)=C+ X% 1ot Com (D0, (.Y,
) (3.52)

M (y.te)=He ) Hon(09,,,069),
\ 1

m,n=

seklinde yazilabilir ve burada C=H=0 ve

Com(D)=4 f f S"(x,y,t,€) o (xy)dxdy,
D

H,,()=4 f f M’ (x,y,t,€) o (xy)dxdy,
D

seklindedir. Benzer sekilde eger
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e (D=4 f f ey D0, (y)dxdy, hon(D=4 f f h(xy,00, (xy)dxdy,
D D
alinirsa,

t t
C. ()= j ChmPNEOg  (@)do, Hyn(D)- f TPNE D (0)doy (3.53)
0 0

elde ederiz ve burada

_ -2304g, )
" (2n-1)2(2m-1)%n*’

_ -2304(313
"~ (2n-1)2(2m-1)27*’

hym (D)

g (1) m,n=1,2,...

seklindedir.
Simdi ise fj, g, ve h, ifadelerini goz oniine alarak, By, (t), Cym(t) Ve Hyp(t)

ifadelerini hesaplarsak,

! -2304 !
_ oty D D _ : D
By ()= ¢7om Nt.](;eYnm N Ofm(0)do —(2n_1)2(2m_1)2n4eyanNtfoeYnm NOf) (0)dw
-2304

t

= e‘YanN t-]. eYanN w[(C C101CsC )e-Kzt

2 2.4 1¥10 "Y6™11
(2n-1)2(2m-1)*=n 0

+ e'}”t(clo(crcz)ﬂl 1 (CS'C7))+(C4C10+C11 (09'<38))@'“t+<310<35e'ﬁt]d(D

_ -2304 (2 m?)eDy (cicioteqcy) (e((n2+m2)n2DN-x2) t_l)
(2n-1)2(2m-1)?xn* (n2+m?)m2Dy-Ay

cjo(c3-¢5)+ey (e-c7) (e((n2+m2)7t2DN-7»1)t_1)+ cycioter (Co-cg) ( ((n+m?)x2Dy-n) t—l)
(n?+m?)n?Dy-M (n?+m?)m*Dy-M

€10Cs ((n2+m2)ﬂ:2DN—B) t
NCTOIOLS ) l

—2304012
(2n-1)2(2m-1)2n*

t t
Com (D= f TSt Vg  (0)do= emDs ¢ f e'm?s g, (0)dw
0 0

_ -2304012
- (2n-1)2(2m-1)2n*

t
¢ VomDs ¢ f e'mDs ©[ (¢ e24(c5-c,)eM e etHeseP) |do
0
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¢ (e((n2+m2)n2Ds-7w2) t_l) (c3-c) (e((n2+m2)ﬂ2Ds-M) t-l)

-2304012 n
(n2+m?2)m2Dg-\, (n2+m?2)n2Dg-M

= =Y. Dgqt
(2n-1)2(2m-1)2n*

enmS

cy (e((n2+m2)n2Ds-p) t_l) os (e((“2+m2)ﬂ20s-[3) t-l)
((n2+m2)n2DS'H) + ((n2_|_m2)n2Ds_B)

ve
t
Hnm (t): f e'YanM(t' co)hnm (0)) do
0

_ -2304(513
~ (2n-1)2(2m-1)%r*

t
e-yanM t J eyanM m(e-kzm)dm
0

((‘n2+m2)7t2DM-l2) t_
B o (e 1)
(2n-1)2(2m-1)27 ((n>+m2)n2Dy-15)

seklinde elde ederiz. Sonug¢ olarak N*, S* ve M" tamamen bulundu. Simdi ise
nimerik ornek i¢in A;=3,65, M,=2A;, AM=A,, u=0,1, p=0,025, v,=0,014, 0;,=0,85,
lelﬂ’zzla (12:1, BIZIO’ B2:8: Y3:1: (1320,85 s (14:1, Y4:17 B3:0a85 s B4:118:0501

Dy=3,6x107, Dg=3,6x107 , Dy=3,6x10™* parametre degerlerini ele alalim (Pamuk
ve Cay, 2018).
t=2 i¢in anjiyogenik faktor, proteolitik enzim, fibronektinin yogunlugu ve endotel

hiicre yogunlugunun grafiklerini Matlab yardimiyla ¢izelim.

U,y 1) kemotatik ajan

¥ 0o

Sekil 3.5. t=2 igin Kemotatik ajan
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k1) Anjivogenik faktdr

ey
i

i
P
e L
ot
R

Sekil 3.6. t=2 i¢in Anjiyogenik faktor
T,y 1) En.zim

0.03
0.0 .--

o.04 .-

Cleyd)

0.0z

Sekil 3.7. t=2 icin Enzim

Fx,y 1) Fibronektin

Sekil 3.8. t=2 i¢in Fibronektin
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M,y 1) Endotel Hocre Yodunlugu

1aa

Sekil 3.9. t=2 i¢in Endotel hiicre denkleminin dort terimli seri ¢oziimii

S,y t) Perisit Hicre Yodunlugu

Syl

0 =
100
100

Sekil 3.10. t=2 i¢in Perisit hiicre denkleminin dort terimli seri ¢oztimii

MG 1) Makrofa) Hicre ¥ ogdunlugu

o ] -

¥

Sekil 3.11. t=2 i¢in Makrofaj hiicre denkleminin dort terimli seri ¢oziimii
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4. MATEMATIKSEL MODELLER VE PERTURBASYON COZUMLERI

Bu boliimde tiimor anjiyogenezinde hiicre denklemlerini ele aldik ve bu denklemlere
kiigciik & parametresi ekleyerek pertiirbasyon yontemiyle yaklasik ¢oziimlerini elde
ettik. Daha sonra ele aldigimiz bu denklemlerin niimerik ¢oziimleri ile yaklasik

pertiirbasyon ¢oziimlerini karsilagtirdik.

4.1. Endotel Hiicre Denkleminin Zamandan Bagimsiz Céziimii ve iki boyutlu

Tiumor Anjiyogenez Faktori Denkleminin Coziimii

Ik olarak, bu calismada, orijinali (Levine ve digerleri, 2000) 'de sunulan endotel
hiicre (EC) denklemini inceledik.

on 0 0 n
2 Digy (“a_y (mn ;)) n,=0 y=0.l (4.1)
Burada D,, pozitif sabit (kilcaldaki EC difiizyon katsayis1), n=mn(y,t) EC yogunlugu,

T ise gegis olasilik fonksiyonudur.

T =1(c,,f) 4.2)

seklinde ele alalim. Burada C,=C,(Vy,1) aktif enzim yogunlugu ve
f=f(y,t) fibronektin yogunlugudur (0 <y <1, t > 0). Endotel hiicrelerin hareketinde
enzim ve fibronektinin etkisini yansitan basit bir gegis olasilik fonksiyonu,
y, (i=1,2) pozitif sabiti i¢in t(c,,H)=c"f "2 seklindedir (Levine ve dig., 2000). Bu
secimin biyolojik yorumu, endotel hiicrelerin ¢, 'm biiyiik veya f ‘in bozuldugu
bolgelerde, biyolojik deneyde temeli olan gergeklere gitmeyi tercih ettigi yoniindedir.
(Pamuk, 2003) de oldugu gibi, dolagim sistemine basitlik saglamak igin anjiyostatin
bulunmadigmi varsayiyoruz. Boylece, aktif enzim yogunlugu total enzim yogunlugu
ile aynmidir. Yani, c,(y,t)=c(y,t). (Pamuk, 2003) ve (Pamuk ve Giirbiiz, 2004) de
oldugu gibi, gegis olasilik fonksiyonunu asagidaki gibi aldik.
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(arte\" b+ 2
@0~ (e) 6o

Burada 0< a; < 1<a, ve b; >1 > b, > 0 olacak sekilde a,,b; sabitlerdir. A¢ikgasi t ve

(4.3)

¢, f 'in kii¢iik ya da biiylik degerleri i¢in singiiler degildir ve bu degiskenlerin kayda

deger bir aralig1 boyunca ¢"1f"2 oldukga iyi bir sekilde yaklasacaktir. Yar1 kararl
durum enzimi ve fibronektin konsantrasyonunu asagidaki sekilde alalim (Pamuk ve

Giirbiiz, 2004).

c(=AY"(1-y)", fy)=1-By"(l-y)" , 0<y<I

Burada A ve B pozitif sabitler ve n > 16 dir. (4.3) denkleminde basitlik i¢in y,=y,=1

alalim. Boylece, y“(l-y)n «1 oldugundan, bazi C sabitleri i¢in

_Ay"(-y)"

T(Y)_ 1-By"(1 _y)n =

Cy"(1-y)"
yazabiliriz. Pertiirbasyon ¢oziimii i¢in (4.1) denklemini asagidaki gibi yazabiliriz.
nt:Dn (nyy-Any-sAyn) (4.4)

Burada ¢ kiigiik pozitif sabit ve AZ%Y dir. Boylece, (4.4) denkleminden kararli durum

modelini

OZnW—Any—sAyn 4.5)
seklinde yazabiliriz.

n(y.t,e)=n, (y,+en, (v, +*n, (y,0+. .. (4.6)

seklinde pertiirbasyon serisini ele alalim. Bu seriyi (4.5) denkleminde yerine yazip

e'un kuvvetlerine gore diizenleyelim. O zaman,

0. - C _
€ .noyy-Anoy—O , y=0,1 i¢in Moy~ 0 4.7)

gl nlyy-Anlyz Ay, > y=0,1 i¢in N~ 0 (4.8)
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denklemlerini elde ederiz. (4.7) ve (4.8) denklemlerini ¢ozelim. (4.7) denkleminde

Vo= Mgy alalim. O zaman,

Vo "VO A:()ﬁVO:C] T

elde ederiz. Kosullardan c;€ R olur. Boylece,

Ny= j c;tdy +c,

seklinde elde ederiz. Simdi ise (4.8) denkleminde v,= M, alirsak,

Ayn
VA=A N =V, = 04
Vi-Vi yNo=V1 T(j T Y>

elde ederiz. Boylece,

A
o2

seklinde elde ederiz. Burada c, ve c; keyfi sabitlerdir. Boylece, iki terimli

pertiirbasyon ¢6ziimii,

Ay
n(y,t)=n0+8n1+...=fclrdy+cz+8fr f . dy | dy +c3
seklinde elde ederiz.

n > 16 i¢in 1(y)= Cy“(l-y)n oldugundan, pertiirbasyon ¢6ziimiinii hesaplamak
oldukga zordur. Bu yiizden, n, ve n, ifadelerini Matlab yardimiyla hesaplayabiliriz.
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Gecis Olasilik Fonksiyonu

Sekil 4.1. Gegis olasilik fonksiyonu

Endotel Hicre Denklemi

Sekil 4.2. Endotel hiicre denklemi

Endotel hiicre denkleminin pertiirbasyon yontemiyle ¢Oziimiiniin T nun bir kati
olmas1 bekleniyordu. Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 baktigimiz zaman 0< x <0,5 araliginda
iyi bir yaklagim elde ettik. Eger pertiirbasyon yOntemiyle daha fazla terim
eklenseydi, 0,5<x <l araliginda da grafik tnun grafigine yaklasacakti. Bu ise
(Pamuk ve Giirbiiz, 2004) deki ¢6ziime yaklastigimizin bir gdstergesidir.

Ikinci olarak, orijinali (Pamuk, 2004) de verilen tiimdr anjiyogenez faktorii

denklemini ele aldik.

VYD)  (VxyD VYD

ot _DV< Ox? i 0y? (4.9)
oV (0,y,t
VO w0300 (4.10)

68



V(Ly,0=¢(y,t) (4.11)

GV(X,O,t) _ GV(X: 1 :t) =0
oy oy

(4.12)

Burada Dy ve a pozitif sabittir, V = V(x,y,t) timoOr anjiyogenez faktoridir ve
d(y,t)=1-Bcos(2my) seklinde alalim. Burada B bazi pozitif sabitlerdir. Simdi ise

pertiirbasyon ¢oziimii i¢in (4.9) denklemini agsagidaki gibi alalim.

Vi=eDy (Vi +Vyy) (4.13)
Burada ¢ pozitif parametredir. Benzer sekilde , pertiirbasyon serisini
V(x,y,1,e)=Vo(x,y,0)+eV, (x,y,t)+e> V, (X,y,t)+... (4.14)

seklinde alalim. (4.14) genislemesini (4.13) denkleminde yerine yazalim ve & un

kuvvetlerine gore diizenlersek,

g% V=0 (4.15)
81: Vlt: VOXX+ V()yy (416)

ve V,, V; icin kosullar1

Vox (0,y,0)-0. V(0,y,)=0, (4.17)
Vo (L,y,t)=1-B cos(2my), (4.18)
Voy (x,0,0)= Vo (x,1,0)=0, (4.19)
Vi, (0,y,)-a. V,(0,y,1)=0, (4.20)
Vi(1y,0)=0, (4.21)
Vi (x,0,0= Vi, (x,1,)=0 (4.22)

seklinde elde ederiz. (4.15) ve (4.16) denklemlerinin ¢oziimlerinden, V,= g(x,y) ve
V= h(x,y) gibi keyfi fonksiyonlar elde ederiz. Bu keyfi fonksiyonlar1 (4.17) - (4.19)
ve (4.20) - (4.22) kosullar1 yardimiyla asagidaki gibi yazabiliriz.
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cosh(2mx) + % sinh(27x)
cosh(2m) + % sinh(27)

B 1+ox 5
g(X,Y)—m-BCOS( Ty)

h(x,y)=(1- cos(2nx))(1-cos(2my)).
Boylece, iki terimli pertiirbasyon ¢6ziimil

V(X,y,t,a) = V0+8V1+. ..

1+ox cosh(2nx) + 2& sinh(27x)
—— -feos(2ny) T

+¢(1- cos(2nx))(1-cos(2my))+...

cosh(2m) + % sinh(2m)

seklinde elde ederiz.

Sekil 4.3. Tiimdr anjiyogenez faktori pertiirbasyon ¢oziimi

Sekil 4.4. Timdr anjiyogenez faktoriiniin niimerik ¢6ziimii (Pamuk, 2004)
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(4.13) denkleminin iki terimli pertiirbasyon ¢oziimii Sekil 4.3 ve (Pamuk, 2004)
alman Sekil 4.4 baktigimiz zaman elde edilen c¢oziimlerin benzer oldugu
goriilmektedir. Bu ise iki terimli pertiirbasyon ¢6ziimii ve niimerik ¢oziimiin ¢akigik

oldugunu gostermektedir.

4.2. Tiimor Anjiyogenezindeki Denklem Sisteminin Pertiirbasyon Coziimii

Oncelikle enzim kinetikleri daha sonra da Michaelis - Menten kinetikleri kullanilarak
timor olusumundaki denklemler elde edilmistir (Levine ve dig., 2000), (Murray,
2002).

u(x,t) kemotatik ajan,

v(x,t) anjiyogenik faktor,

c(x,t) proteolitik enzim,

f(x,t) fibronektin,

n(x,t) endotel hiicre yogunlugu (EC),

o(x,t) perisit hiicre yogunlugu (PC),

m(X,t) makrofaj hiicre yogunlugu (MC),

olmak tizere denklem sistemi asagidaki gibidir (Levine ve dig., 2000) .

Qu_  oum (4.23)
ot 1+vu’ ’
Ov_ dum  Avn

ot 1+vou 14wy’ 4.24)
oc  Avn

vy (4.25)
of hcf

a—ﬁ(l-f)fn- vt (4.26)
on 0 0 n

—=D;—|n=— ln—> 4.2
ot 18x<né’x( T )’ 4.27)
A (1 G) 428
ot 2ox\ox nrz ’ (4.28)
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ém_D 0 0 (1 m)
ot Cox\ ox nr3

(4.29)

Burada D;, D,, D; pozitif sabitlerdir (kilcaldaki EC, PC, MC difiizyon katsayilar1)

ve baglangic  kosullart  u(x,0)=(1-cos(2mx))

c(x,0)=0,

f(x,0)=1 n(x,0)= 6(x,0)= m(x,0)=1 ve smir kosullar1 x=0,1 de n=c,=m=0

seklinde alalim. t;, 1,, 13 ise gecis olasilik fonksiyonlaridir ve

2.2
= Cle3(x-x ) ,

2.2
THr= Cze3(x_x ) ,

2.2
3= C3e3(x_x ) ,

seklindedir.

Burada A== B="% ve C==2 olmak iizere, (4.23) - (4.29) denklem sistemine
T T3

7]

kiiciik € parametresi ekleyerek asagidaki gibi ele aldik.

au— Mu(l+
== Hau(l+em),

ov
= =Mu(l+em) -A;v(1+en) ,
oc

= +
= =hv(1en).

%fzﬁ(l—sf) ef(1+en)-Ayc(1-€f) ,

n_p on o 0A
ot 2 ox Mox )

05, o’c 500 OB
ot o Coax Cox )

om_ o’m oom oC
ot c\ax T ax TMax
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(4.242)
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(4.262)

(4.27a)

(4.282)

(4.292)



Buradaki her bir denklem i¢in pertiirbasyon serilerini agagidaki gibi ele alalim.

u(x,t,e)= uy(x,0)+eu; (x,0)+e2u, (x,t)+... (4.30)
v(x,t,8)= vo(x,t)+ev; (x,)+e2v, (x,)+... (4.31)
c(x,t,8)= co(x,t)+ec; (x,0)+€%c, (x,0)+... (4.32)
f(x,t,6)= fy (x,)+ef, (x,t)+e26 (X, ) +... (4.33)
n(x,t,e)=n,x,D+en, (x,0+e™n, (x,H+... (4.34)
o(x,t,£)= oy (x,t)+eo, (x,0)+e%0, (x,0)+... (4.35)
m(x,t,6)= my (x,t)+em, (x,t)+&’m, (x,t)+... (4.36)

Bu serileri (4.23a) - (4.29a) denklemlerinde yazip her birini £ un kuvvetlerine gore
diizenlersek,

(4.23a) i¢in,

€22 up=-Myug , Uy (x,0)=(1-cos(2mx))

(4.37)
e up= -2y (ugme+uy ), u; (x,0)=0,
(4.24a) icin,
£%: Vo= MUg-A Vo, vo(x,0)=0, (4.38)
' vi= Ay (upmotuy )- Ay (V0ﬂ0+ Vi), v1(x,0)=0,
(4.25a) igin,
€%: co= Ay Vo, Co(x,0)=0, (4.39)

el o= (vi+ Vo, ), ¢, (x,0)=0,

(4.26a) igin,
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80: f0t= _7\‘400 ) fO(X90)=1 s

(4.40)
81: flt: Bfo _;\‘401 9fl (X:O):O )
(4.27a) icin,
e n,= Ding,, » n,x0=1,n,, (0,0=7n, (1,0=0, (4.41)
81: n]t: Dl (n]xx'Anox'Axn()) s Tll (X)O):O 9nlx(09t): Tllx(lat):() >
(4.28a) i¢in,
80: Got— D200XX B GO(X:O):I JGOX(Oat): GOx(lot):O 9
(4.42)
e': 61= Dy(61,,-Bogy-B,0y) , 61(x,0)=0 , 6,,(0,0)=5,,(1,0=0,
(4.29a) icin,
0. — = = =
8 * mOt D3m0XX ) mO(X,O) 1! mOX (Oﬂt) mox(lat) O (443)

81: my= D3 (mIXX-CmOX-CXmO) y My (Xﬂo):()l mlx(oat): mlx(lat)zo

diferansiyel denklemleri elde ederiz. (4.37) - (4.40) denklemlerin ¢6ziimlerinden,

uo(x,6)= (1-cos(2mx))e™2!, u,(x,t)= - t(1-cos(2mx))e™2!, (4.44)
(vo(x,)= % (1-cos(2nx))(e'x2t-e'xlt),
172
< (O3 2(1 (2m0) <_te-?»zt+ (e-kzt_1)> My (1 (2m) <(e-k2t_1) t Fj’l-t45)
vi(x,t)= -cos(2mx - -cos(2nx)) | ~————=-te™! |,
! ? My M-h)?) -l Mi-hy )
-7»2t

( Mk l-e e Ml

co(x,D)= ﬁ(l-cos@nx)) << - )+( » )),
< ) te—)\Qt (e—)uzt_Fl) t (446)

¢ (x,t)= A\ (1-cos(2mx - -

(o0 I (1-eos(2me) (xz(xl-w oGy (xl-xm)
A eh2l+] t teMteMt]) (eMi+] eh2l+]
12 (1—cos(2nx))<—( )- +( )-( > )+( )>,

TR M Mh N " »
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(fo(X 0= 22 “(1 ~c0s(27X)) <—+(ek2;'l)+('e- 2“)_L>

» M M
i L) () o (4.47)
f; (%, £)= - (1- cos(27tx)) 3 3
Y Ve Ve
< 2 ko hy(1-cos(2mx)) T Gl P G R
e Rl IEOSLAE 7\20\1 7\2) 7»22(7»1 -Ay) 7»2(7»1 7»2)2 \-22)?
MM —eMat+] t  teMt (eMt1) (-e™t+1) (eMi-1
A (2L () ) ()
Mi-h, M) M-d N A Iy A

\

Simdi ise (4.41) - (4.43) denklemlerini ¢ozelim. Bu denklemleri degiskenlerine
ayirma yontemiyle ¢ozebiliriz. n,(x,0)=X(x)T(t) seklinde ele alalim. n, = X&) T (t)
ve n,. =X (X)T(t) ifadelerini (4.41) denkleminde yerine yazilirsa,

TH X &

X(x)T'(t)=D1X"(x)T(t)=>DIT O X0 A

olur. Buradan
X' (x)+X®)=0 ,X(0)=X(1)=0
T (t)+AD, T(t)=0

diferansiyel denklemlerini elde ederiz. Elde edilen diferansiyel denklemleri ¢ozersek,

i. =0 i¢in,

X(x)=Ax+B

elde ederiz ve X (0)=X (1)=0 oldugundan, A=0 olur. Boylece,
Xo(x)=By

olur. Béylece , Ay=0 i¢in T (£)=0=T,(t)=G elde ederiz.
ii. 2>0 icin,
X(x)=Ccos(\/7_u x)+Dsin(\/X x)
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olur ve X (0)=X (1)=0 oldugundan, D=0 ve vA=n= elde ederiz. Boylece,
X,(x)=C,cos(nmx)

olur. Boylece, A, =(nm)? icin T, ()=H,e 21 ™’t elde ederiz.

lii. A<0 iken
X(x)zEcosh(x/—T» x)+Fsinh(\/-7» x)

olur ve X (0)=X (1)=0 oldugundan, E=F=0 olur.
Boylece,

1, 0=XCIT O+ ) X,(IT,(0
n=1
B'=GB, ve C, =C,H, alinirsa,
M, (x,t)=B"+ z C,” ™" Ditcos(nmx)
n=1

olur. Bu ise (0,1) araliginda fourier cosiniis serisidir. O zaman

1 1

% CO *
B == C0=2f n,(x,0)dx ve C, =2f 1, (x,0)cos(nmx)dx
0 0

seklinde oldugu bilinir ve buradan
Co=2, C, =0

elde edilir. Boylece, n, ¢ozimil
M, (x,)=1

seklinde olur. (4.41) daki ikinci denklemde m, yerine yazilirsa homojen olmayan

kismi diferansiyel denklem elde edilir. Bu problemin ¢6ziimii i¢in

v(x,0)=n, (x,0)-3(x*-2x>+x*)
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doniisiimii yapalim. Bu doniisiimii (4.41) da ki ikinci denklemde ele alirsak,
Vi=D1Vix

v(x,0)=-3(x>-2x>+x*), 0<x<1

v, (0,0)=v, (1,£)=0, t>0

homojen kismi diferansiyel denklemi elde ederiz. 1, gibi ¢6zersek,

B 1
710
0, n tek
B,= {% , ngift

elde ederiz. Boylece,

o]

1 144 O cos(2nmx)
)=-—+
&= 15t Z ) -

2
“n’n Dty 3(x2 2x34x4) | 0< x <1, 50

n=1

elde ederiz. Dolayisiyla pertiirbasyon ¢oziimleri,

n,(x,0=1
(4.48)
2 9 N cos(2nmx) 2
nl (X)t):3(X-X2) -O. 1+F Zl T e 4n Dlt,
seklinde olur. (4.42) ve(4.43) denklemleri de benzer sekilde ¢oziliirse,
o (x,0)=1,
(4.49)

9~ cos(2nmx 2
Gl (Xat):3(X‘X2 )2-0. 1+ z # e-4n27'( th’

n n*
n=1

ve
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my (x,1)=1,
(4.50)

cos(2nmx) . 4n2n’Dyt

9
m; (x,t)=3(x-x? )2-0. 1+— Z
T

n=1

n?

seklinde elde edilir. (4.44) - (4.50) ifadelerinin iki terimli pertiirbasyon ¢oziimleri
asagidaki gibidir.

u(x,t,e)= (1-cos(2mx))e2t-g(A, t(1-cos(2mx))e 2 )+O(e?),

Aot _
" / 7»2 (1-cos(2mx)) <X ) E; o) ;2)\
v(x,t,e)= —(1 cos(2nx))(e Aat_ Mt)+€| Py a ( zxzt L |
(1 cos(2nx))< m)

M-

+O(e%),

-e-w>+(e-xlt-1>>

c(xts)— s (1 cos(2mx)) <(1 x .
2

/ My*(1-cos(2 e (e) \
+g | o (1-cosmo) M Mh) Aa(h-22)? " (h-2p)? |
(1 - ))( (e'xzt-f—l) t (te At_g-Mt_ 1) (e MH-]) (e lzt—i-l))
cos(2nx -
M A2y 7‘1'7‘2 M M /
+0(g?),

(ek2t 1) (-eMt+1) x1>

f(x,t,e)= Mok 1-cos(2 <
x,t,6)= ( cos(2mx)) 7»22 }le

- At )\.lt
/ il Cos(m))<_ () ¢ (1) Lz> \
1 2 2
(e ) ( e-xztﬂ) X >) +0(g%),

M (-A) XZZ(XI -Ay) 7»2(7»1 )2 (A-1y)?

+e
My Ay (1-cos(27X)) (

n?

9 - 2 2
n(xte)=1+¢ (3(x-x2)2-0. HFZ COS@NMX) - 4nir Dlt) +0(e2),

n=1
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9 o cos(2nmx 2
o(xt6)=1+e 3(x—x2)2-0.1+—4z(—4)e'4“2” Dat | +0(s2),
T e~ n

9 = cos(2nmx 2
m(x,t,e)=1+¢ 3(x-x2)2-0.1+—4z #e"‘“z“ Dst +O(82).
T L n

Elde edilen ¢6ziimlerin £€=0,01, D,=0,25, D,=0,45, D;=0,75, alarak 0 < x <1 ve 0<
t <0,1 parametre degerleri i¢in grafikleri Matlab yardimiyla elde edildi.

ux t) Kemotatik Ajan

100

Sekil 4.5. Kemotatik ajan

iz tlAniyojenik Faktdr

100

Sekil 4.6. Anjiyogenik faktor

79



cix 1) Enzim

P
e
e
T,
e
e
e e L e e
e s e
R
RS
e

e

100

Sekil 4.7. Enzim

f(x 1) Fibronektin

B1.6
B1.55
B1.5
E1.45

B1.4

B1.35

100 100

Sekil 4.8. Fibronektin

Sekil 4.9. Endotel hiicre yogunlugu
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Sekil 4.11. Makrofaj hiicre yogunlugu
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada anjiyogenezin tiimdr hiicrelerinin gelisiminde nasil bir rol oynadigi
matematiksel olarak ele alinmistir. Bu amagla, (Levine ve dig., 2000) de elde edilen

bir boyutlu matematiksel model ele alinmistir.

Bu modelde sonuglar Pertiirbasyon Yontemi ile elde edildi. Inceleyecegimiz modele
gegmeden Once Ornek olmasi amaci ile bu yontemin nasil isledigi bazi adi ve kismi
diferansiyel denklemler ile anlatilmis ve tam ¢oziimleri ile karsilastirilmis ve Matlab

yardimiyla grafikleri elde edilmistir.

Alt bolim 4.1 i¢in sunlar sOylenebilir; zamandan bagimsiz EC denkleminin
pertiirbasyon yontemiyle ¢éziimiiniin T "nun bir kat1 olmasi1 bekleniyordu. Sekil 4.1
ve Sekil 4.2 baktigimiz zaman 0< x <0,5 araliginda iyi bir yaklasim elde ettik. Eger
pertiirbasyon yontemiyle daha fazla terim eklenseydi, 0,5< x <1 araliginda da grafik
T nun grafigine yaklasacakti. Bu ise (Pamuk ve Giirbliz, 2004) deki ¢6ziime
yaklastigimizin bir gostergesidir. Timor anjiyogenez faktorii denkleminin iki terimli
pertiirbasyon ¢oziimii Sekil 4.3 ve (Pamuk, 2004) alinan Sekil 4.4 baktigimiz zaman
elde edilen ¢ozlimlerin benzer oldugu goriilmektedir. Bu ise iki terimli pertiirbasyon

¢Ozlimii ve niimerik ¢6ziimiin ¢akisik oldugunu gostermektedir.

Alt bolim 4.2 de Sekil 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 ve 4.11 swrasiyla kemotatik ajani,
anjiyogenik faktorli, enzimi, fibronektin yogunlugunu, endotel hiicre yogunlugu,
perisit hiicre yogunlugu ve makrofaj hiicre yogunlugunu géstermektedir. Burada EC,
PC ve MC i¢in gecis olasilik fonksiyonlar1 t;,t, ve t3 X in bir fonksiyonu olarak
secildi. Timor olusumundaki denklem sistemine kiiciik € parametresi eklenerek iki
terimli pertiirbasyon ¢oziimlerinden elde edilen sonuglar, (Pamuk ve Cay, 2018) ve
(Levine ve dig., 2000) makalelerindeki sonuglar ile benzerlik gostermektedir.
Buradan ise, tiimor olusumundaki denklem sisteminin pertiirbasyon ¢dzlimiinden

elde edilen sonuglarin biyolojik gergeklerle ortiistiigli goriilmektedir.
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Burada sadece kilcal damar iizerindeki hareketliligi tanimlayan bir boyutlu model ele
alnmustir. {leriki asamalarda modelin iki boyutlu hali icin bu ¢alismalar temel

olusturur.
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