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Fizik Anabilim Dah

Damisman : Doc. Dr. Ertan GUDEKLI

Bu tezde, gravitasyonun genisletilmis F(R) teorilerinden olan, ‘ghost’suz (phantom) skaler alan
serbestlik derecesini barindiran ve igsel olarak konformal simetriye sahip Mimetik F(R)
Gravitasyon Teorisi’nin alan denklemleri elde edilmis, siradan madde ile dolu diiz Friedman-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) kozmolojik yapist i¢in noktasal Lagrangian’i yazilmis ve
Noether simetriye uyumuna bakilmistir. Ayrica dinamik sistem analizi de yapilmistir. Ayni
zamanda, Bianchi tip-I kozmolojide, evrenimizin erken ve son donemlerdeki ivmelenerek
genislemesine kaynaklik eden mimetik alanin temelleri, zamana V(¢ = t) = a/t? bi¢iminde
bagli bir potansiyel Onerilerek izah edilmeye ¢alisilmistir. Bunlari yapmamizdaki amag,
Noether simetriyt kullanarak, ACDM modelleri ve sicrama durumu igin ¢dziimlerin
kararliligin1 arastirmak, ek olarak, ¢oziimlerimizin Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi i¢ginde
elde edilebilecegini gostermektir. Ayrica gelecek tekilliklerini barindiran ¢éziimleri de yine bu
model i¢erisinde elde etmektir.

Agustos 2019, 82 sayfa.

Anahtar kelimeler: F(R) gravitasyon, mimetik gravitasyon, noether simetri, dinamik sistem,
bianchi tip-1 kozmoloji
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In this thesis, the field equations of Mimetic F(R) Gravity Theory with a scalar field degree of
freedom and internal conformal symmetry have been obtained, which is extended F(R) gravity
theories but ghost-free. Beside, we have been carried out dynamical systems analysis of this
theory and analyzed its accordance to Noether symmetry, on having written point-like
Lagrangian for flat Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) metric in the presence of
ordinary matter. Basis of the mimetic field originating the late-time (and initial era) expansion
of the universe also have been described in Bianchi type-1 cosmology by proposing a potential
function time-dependant in terms of V(¢ = t) = a/t%. As a main purpose, we have looked
into the stability of the solutions of the bouncing and ACDM models by utilizing the symmetries
and demonstrated that the solutions are feasible in Mimetic F(R) Gravity. We also have gained
the solution with future singularity in our theory.
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1. GIRIS

Genel anlamiyla kozmoloji, evrenin gozlenebilir 6zelliklerini anlamay1 zaman igerisindeki
evrimine agiklik getirmeyi amag¢ edinmis bir bilim dalidir. Bu maksatla, spektroskopiden
parcacik fizigine kadar fizigin bir¢ok alt dalindan faydalanilarak, tarih boyunca bu disipline ait
cesitli teoriler 6ne siirliilmiistiir. Siiphesiz ki evrenin tam bir izahinin yapilabilmesi i¢in ortaya
atilmis Oneriler arasinda, Einstein’in Genel Roélativite Teorisi (GRT) biliyiik bir 6nem
tasimaktadir [1]. 1915 yilinda 6ne siiriilen bu teori, modern kozmolojinin temelini olusturmakta
olup, gelisen gozlem teknoloji ve yontemlerle elde edilen yeni bilgiler 1s181nda, ortaya atildigi
zamandan bugiine, bizzat Einstein’in kendisi de dahil olmak iizere, bir¢cok bilim insani

tarafindan degisiklige ugratilmistir.

Kozmoloji tarithinde doniim noktasi olan GRT nin 6ne siiriildiigii donemlerde, evrenin duragan
ve sonlu oldugu yaygin kabulii, teori i¢in birtakim sikintilar ortaya ¢ikarmaktaydi. Herhangi bir
madde-enerji dagiliminin bulunmamasi1 durumunda, yerel bolgede bir gravitasyonel
dalgalanmanin olusmamasi, ayrica, duragan bir evrenin, gravitasyonel etkilesimlere yenik
diiserek ¢cokmesi gerekmekteydi. Bu gibi sorunlar Einstein’1, alan denklemlerinin madde ile
ilgili boliimiine bir terim eklemeye itmistir. Bu terim Kozmolojik Sabit (veya A parametresi)
olarak adlandirilir. Her ne kadar bu Oneri Einstein tarafindan beyhude bir girisim olarak
diisiiniilmiis olsa da 1929 yilinda yapilan gozlemler sayesinde tespit edilen galaksilerin
resesyon hareketi, A parametresinin gerekliligini tekrar ortaya koymustur ve bu sabit evrenin

genislemesinin izahi olarak bir kez daha denklemdeki yerini almistir.

Madde-enerji dagilimi tarafindan yerel olarak yaratilan gravitasyon alanin incelenebilmesi igin
GRT’nin alan denklemlerinin ¢6ziilebilmesi gerekmektedir. Bu sebeple de enerji-momentum
tensorii ve caligilacak uzay-zaman geometrisinin dogru bir sekilde belirlenebilmesi biiyiik 6nem
arz etmektedir. Bu yontemlere, evrenin genis Olgekli yapisinin ve kaderinin nasil olacag: ile
ilgili iyi bir agiklamanin yapilabilmesi i¢in de ihtiya¢ duyulmaktadir. Ornegin, géreli olmayan
siradan madde-radyasyonla dolu, A parametresini igeren ve GRT yasalari ile yonetilen diiz bir
evren yapisi ile Hubble gézlemleriyle tespit edilen genisleyen evren goriintiisii birbiri ile gayet

tutarhidir.



Fakat, son donem genis Olgekli gézlem sonuglar1 bize, evrenin ivmelenerek genisledigi bir
doneme gecis yaptigin1 gostermektedir. Sadece siradan madde-radyasyon ile dolu bir evren
modeli ile bu durum tam olarak izah edilememektedir. Buna ek olarak, evrenin genislemesinden
sorumlu tutulmus olan A parametresinin fiziksel yorumu da dinamik bir evreni tarif etmekte
yetersiz kalmaktadir. Ayrica, Einstein alan denklemleri, glines sistemi gibi daha diisiik enerjili
gravitasyon alanlarin ¢oziimii i¢in gayet tutarli olmasi fakat, izahinda yiiksek mertebeden
egriliklere ihtiya¢ duyulan sistemlerin ve evrende meydana gelen birtakim olaylarin
aciklanmasinda yetersiz kalmasi, bilim insanlarini bir kez daha alternatif bir teori aramaya ya

da GRT’nin alan denklemlerinde degisiklikler yapmaya itmistir.

Bu amacla tezimizde, 6zel bir degistirilmis gravitasyon teorisi dnerilmistir. Ayrica bu model ile
GRT’den ne kadar sapildigini belirlemeyi saglayacak bir parametrizasyona nasil gecis yapildigi
da izah edilecektir. Bu yapilirken, Einstein alan denklemlerindeki gibi egrilige (R) lineer bagh
olmayan, egriligin genel bir fonksiyonunu iceren F(R) Gravitasyon Teorisi’nin aksiyonu ele
almacaktir. Cilinkii bu degistirilmis gravitasyon teorisi ‘ghost’suz bir modeldir ve Einstein
gergevesindeki skaler (alan) teoriye konformal olarak esdegerdir. Bununla birlikte, bu teorinin,
evrenin son donemdeki ivmelenerek genislemesi durumu, karanlik enerji, karanlik madde ve
holo problemi gibi bircok fenomeni aciklamakta kullamishi ve ilgi ¢ekici 6zellikleri
bulunmaktadir. Ayrica bu basit ve etkili degistirilmis gravitasyon teorisi kullanilarak enflasyon
donemi [2-5] de basarili bir sekilde izah edilebilmektedir. Son yillarda karanlik madde
problemini ¢ézebilecek bir¢cok degistirilmis gravitasyon teorileri onerilmektedir. Bunlardan biri
bizim de tezimizde konu ettigimiz, mimetik model olarak isimlendirilen ve degistirilmis
versiyonlar1 da sunulmus olan Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’dir [6-13]. Bu model ile
gravitasyon teorilerine yapilan degisikliklerin arkasinda yatan temel diisiince, skaler serbestlik
derecesinin ‘ghost’lar ile herhangi bir probleme sebebiyet vermedigi, gravitasyon teorilerinin
konformal invaryant skaler bir teorisini 0nermektir. Burada fiziksel olmayan yardimci bir
metrigin konformal doniisiimii olarak ifade edilen fiziksel metrigin yeniden parametrize
edilmesi yolu izlenmektedir. Buradaki can alici nokta ise, teorideki skaler alanin (¢) konformal
fonksiyon olarak gdziikmesi ve bu alanin igsel serbestlik derecesi rolii oynuyor olmasidir.
Kullanilan bu skaler alan bu sebeple bir ‘ghost’ degildir ve d,,¢ 9"¢d = —1 seklinde birim boya
(norma) sahiptir. Bu 0Olgiit fiziksel metrik lizerinde tanimlanmaktadir. BOylece pargacik
koordinat sistemi ile es hareket eden, birim boya sahip bir parcacigin hizina esdeger (benzer)

bir nicelik ele almis bulunmaktayiz. Modelimizin ilgi ¢ekici bir 6zelligi ise, denklemlerimizi



FLRW uzay-zaman geometrisinde yazdigimizda fazladan a=3 ile orantili bir terim elde ediyor
olmamizdir. Bu terim karanlik madde gibi davranmakta oldugu igin, teori, mimetik karanlik

madde ya da kisaca mimetik gravitasyon olarak adlandirilmaktadir.

F(R) Gravitasyon Teorisi ile bu yeni ve oldukea ilgi ¢ekici mimetik modelimizi biitiinlestirmek
amaciyla, mimetik gravitasyon teorisine benzer 6zelliklere sahip, degistirilmis gravitasyon
teorilerinin yeni bir smnifi olan Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi tezimizde sunulmustur.
Birgok ozellige ve daha fiziksel ¢oziimlere sahip olmasi sebebiyle bu yeni model daha ileri

fiziksel problemlere tutarli agiklamalar getirmeye de adaydir.

Koordinatlarin fonksiyonu ile ifade edilen dinamik bir sistemin, doniisiimlerin bazi tiplerine
uydugu ve yiik gibi yerel olarak korunan nicelikleri veren korunum yasalarini barindiran,
sirastyla kiiresel ve yerel (lokal) olmak iizere iki tip simetri yasast bulunmaktadir. Fiziksel bir
sistem i¢in {istesinden gelinmesi gereken Onemli bir konu olmasi sebebiyle simetrilerin
korunumu tezimiz i¢in de dnemli bir yer tutmustur. Bu sebeple ele aldigimiz kozmoloji modeli
alan denklemlerinin Noether simetriye uyumuna da bakilmistir. Bu simetri tiirii, Galileons, F(T)
[14], F(R), F(R,T) gibi birgok degistirilmis gravitasyon teorilerinin farkli versiyonlari i¢in
arastirtlmastir [15-29]. Fakat biz burada sadece Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’nin Noether

simetrisine bakmis bulunmaktay1z.
Calismamiz asagidaki gibi sunulmustur:

Boliim 2 : ilk olarak, faydalanilacak matematiksel altyap: sunulduktan sonra GRT ve birkag
degistirilmig gravitasyon teorilerinden bahsedilerek, tezimize kaynaklik eden Mimetik

Gravitasyon Teorisi’nin temelleri sunulmustur.

Boliim 3 : Degistirilmis gravitasyon teorilerinden olan F(R) Gravitasyon Teorisi’nin temelleri
ve alan denklemleri verildikten sonra, tezimizin ana konusu olan Mimetik F(R) Gravitasyon

Teorisi’ne kaynaklik eden ana diisiince ve matematiksel altyapisi izah edilmistir.

Boliim 4 : Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’nin FLRW kozmolojisi i¢in yazilan Friedmann
denklemlerinin ¢éziimiine, dinamik sistem analizi ve Noether simetri yaklasimi ile gidilmeye
ve farkli potansiyel tipleri Onerilerek, evrenimizde gerceklesen bircok fenomene agiklik
getirilmeye calisilmistir. Ayrica tezimizin 6zgiinliigiinii de ortaya koyan, Bianchi tip-1 model

igin, evrenimizin erken ve son donemlerdeki ivmelenerek genislemesine kaynaklik eden



mimetik alanm temelleri, zamana V(¢ = t) = a/t? bigiminde baglh bir potansiyel dnerilerek

izah edilmeye ¢aligilmistir.

Bolim 5 : Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’nin igerigi ve éneminden kisaca bahsedilmis,

Boliim 4°te elde edilen sonuglar tartisilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. TENSORLER

Tensorler, invaryant niceliklerdir ve bilesenleri koordinat doniisiimii altinda belirli kurallara

gore dontismektedir. Herhangi bir x* koordinat sisteminden bir diger x'* koordinat sistemine

gegis,
ax'v

AV 4] i n _
x"V =x"V(x"), dx = o

dx* (2.1)

denklem sistemi ile saglanir. x* koordinatinda bir noktada tanimli birinci dereceden (rank-1)

TH* kontravaryant tensor bileseninin doniisiimii,

T = ox'v
T axm

T* (2.2)
T, kovaryant tensortin doniigiimii ise

__ oxt
T axv M

T, (2.3)
seklinde verilir. Burada dx'V /0x" ifadesi doniisiim, dx" /0x'" ifadesi de ters doniisiim matrisini

(Jakobiyen) ifade etmektedir. Benzer sekilde ikinci mertebeden sirasiyla; THY kontravaryant

ve T, kovaryant tensor bilesenlerinin dontigtimleri ise;

TIoB — ox'« aX’BTHV T = oxM oxY
oxH 9xV ’ aB T gx’a gx’B THV

(2.4)

seklindedir.

Hem kovaryant hem de kontravaryant bilesenlere sahip yiiksek mertebeden genel bir tensoriin

doniistimii ise,

T/ a.p _ ox'® ax'B 9x° ax® p.A
u...v - oxP ax}\ axlu"' axlv c...T

(2.5)

bigiminde ifade edilir. Burada T've T tensorleri i¢in verilen kontravaryant bilesenlerin sayisi
[Gst indis |{a..B} = [{p..A}| =a] a ile kovaryant bilesenlerin [alt indis |{u..v}| =
|{o...t}| = b] sayis1 b’nin toplami karma tensériin mertebesini gésterir ve bu tensorlere

(at+b)’inci mertebeden tensorler denir {rank-(a+b)}.



Bunun yaninda sifirinci mertebeden (rank-0) tensorler skaler, birinci mertebeden (rank-1)
tensorler ise vektor olarak isimlendirilir. Birinci mertebeden kontravaryant tensorlere hiz ve
ivme, kovaryant tensorlere ise bir yiizeye teget gradyent vektorleri 6rnek olarak verilebilir. Dort
boyutlu bir koordinatta tanimli birinci mertebeden tensdriin 4, ikinci mertebeden tensoriin ise

16 bileseni bulunur.
2.2. LIE TUREVI

x* M manifoldu tizerinde yerel koordinatlar olmak lizere, bu koordinatta bir P noktasinda

taniml1 tanjant vektor alani {ui (X“)}, teget oldugu ;(t) egri ailesi (kongriians) tanimlar. Bu

egriler;

% = ul[x*(1)] (2.6)

diferansiyel ~ denkleminin  x*(t = 0) = xp[P € @(t)] baslangig kosulunu saglayan
coztimleridir. Bu M manifoldu iizerinde alinan kovaryant V vektdr alaninin, P noktasindan Q
[Q € @(t)] noktasina u' vektdr alam yoniindeki tasviri, bir nokta doniisiimii veya koordinat
donlisiimii olarak yorumlanabilir. P noktasinin Q’ya tasviri x'* = x" + 6x" = x* + uM6t

seklinde nokta doniisiimii olarak diisiiniiliirse vektor V,
VH(Q) = VH(x* + ukst) = VH(P) + 9, VH(P)8x" = V*(P) + u’(8,V*(P))st  (2.7)
bi¢ciminde, ¥* = x" 4+ §x* koordinat doniistimii olarak ele alinir ise [P sabit nokta] V vektorii,
TH(p) = %VV(P) (2.8)
VE(P) = [ 25+ (2,uM)5E| VY (P) = VH(P) + (8,u") 8t VH(P) (2.9)

bi¢cimde ifade edilir {V“(P) = V”(Q)}. Bu V*(Q) ile V¥(Q) vektorleri farki 8t’ye béliinerek

ot — 0 limiti alinirsa,

L,V = lim QD - o, v - VY o) (2.10)

ifadesi elde edilir ve buna Lie tirevi denir.



L, tiirev operatorti,

Ly[V,W] = [L,V, W] + [V, L,W] (2.11)
Lylf gl = (LuDg + f(Lyg) (2.12)

Ozelliklerini saglamaktadir. {u, V, W vektor alani, f ve g ise skaler fonksiyondur}.

Lie tlirevinin sirasiyla f skaler fonksiyon ve W vektorii lizerine etkisi,
L,f=u"d,f (2.13)
[L W], = u¥ 9o, W, + W, d,u" (2.14)

seklindedir. Genel bir Tjill_'_:ii;‘ karma tensor alinacak olursa Lie tiirevi,

LTy e = U 0, Tl + Tg g, 331 (0p,ut) = Tg g, Biea (Gau™) (2.15)

bi¢iminde ifade edilir.

Eger g, metrigi x" — X" koordinat doniistimleri altinda §,,,, ()”(“) =0,y (x“) bi¢iminde form

invaryant kaliyor yani; metrik i¢in,
[Lug]uv =0, & aaguv + 8uo 0v8° + gov auE“ =0, 0,8+ auzv =0 (2.16)

denklemleri saglaniyor ise g,,, metrigi Killing simetrisine sahiptir denir. Bu denklemler Killing
denklemleri olarak isimlendirilir. (2.16) denklemini saglayan u, = &} d, ifadesi Killing
vektorleridir. Her u, ¢oziimlerinin olusturdugu gruba izometri (es-6l¢iim) grubu denir ve boyle

bir durumda g,, uzay-zaman metrigi hareket simetrisine sahip olur.
2.3. KOVARYANT TUREV

Lie tiirevi, dis tiirev gibi olmayip, varyeteyi bir yapiyla donatan ve varyetede tanimli her U
vektoriine baglanan Vyy tiirev islemi (U vektoriine gore kovaryant tiirev) su oOzellikler ile

tanimlanmaktadir:

1) Vy, bir tensor alanina uygulandiginda ayni tipten bir tensor versin ve U’ya gore lineer olsun:



Vieurgnym= fVy(T) + g Vy(T) (2.17)
2) Uygulandig vektor alanina gore de lineer olsun:

Vy(fV 4+ gW) = fVy(V) + g Vy(W) (2.18)
3) Bir fonksiyona uygulandiginda

Vy(f) = Uf (2.19)
olsun.
4) Tensor carpimlarina uygulandiginda tiirev operatorii 6zelligi gostersin:

VuS®T) = Vy(S) @ T+S ® Vyy(T) (2.20)

Dikkat edilecegi tizere Vy tensor analizindeki V (ya da *;’ ) ile gosterilen kovaryant tiirev
kavramindan farklidir; zira, V, uygulandigi tensoriin kovaryansini 1 mertebe arttirmaktaydi. (3)

ve (4) ozellikleriden keyfi f fonksiyonu ve U, V vektorleri i¢in,
Vy(fV) = vy (V) + (UHV (2.21)
yazmak miimkiindiir.

imdi, {E , "} genel tabanda, taban vektorlerinin taban vektorlerine gore kovaryant tiirevleri
m g g Y

g0z Oniine alinsin. Sonug yine bir vektor olacagindan, taban vektorlerinin lineer kombinezonu

olarak,
VEP_(EV) = chuEG (2.22)

yazilir. (2.22) ile tanimlanan [lara, baglant1 katsayilar1 denir. (2.17) ve (2.18) kullanilarak

sunlar1 hesaplamak miimkiindiir:
{Ew w“} tabaninda V= V*E_, U = UBEB, ® = wuw* olsun. Vi (V) nin hesabi:
Vu(V) = Vy(VEE,) = VOVy(Ey) + (UVHE, = UBv“vEB(Ea) + (UPERV*)E,

= UP(EgV™ 4 I''yg VYE, (2.23)



Eger EgVT = VT g ve V' g +T7,5 V¥ = V', yazilirsa,
Vy(V) = UPVT4E, 2.24
B
seklinde bir ifade bulunur. U = UBEB Ozel hali i¢in,
Vg (V) = V'gE, (2.25)

ifadesine indirgenir. Vi (w) nin hesabi:

Vy (W) = Vy(@)(V) + (VM) (2.26)
o(V)=(w,V) = 0,V (2.27)
oldugundan,

Vi(woVY) = (Vyo)qV* + 0 (V:V) = (Vyw)oVE + 0 (UPERVT + UPVETT 5)

(Vo IV + 0, (VuV®) = (Vyw)oVE + 0 (UVT) + 0 UPVAT T g (2.28)
ve buradan da,

(Vy (@) = Uog — UPw o (2.29)
ya da,

Vy(w) = UB(EBwa — wTFTaB)w“ = UBwa;Bw“ (2.30)
bulunur. Ozel olarak o=w" ve U = Eg,

VEg (w") = —TT g™ (2.31)
oldugu gortiliir.

{au, dx“} koordinatsal tabanda, (2.24) ve (2.30) ifadeleri alisilmis kismi tiirev ve kovaryant

tiirev ifadelerine indirgenir.
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Yukaridaki hesaplamalar kolaylikla daha yiiksek mertebeden tensorlere de genisletilebilir.

Ornegin, ikinci mertebeden kovaryant g tensorii igin,

Vi (8ot ® 0°) = (Eaguy — TMiagul "ngn) 0! ® o (2.32)
bulunur.
5) Eger ek bir varsayim olarak, Vi;(g) = 0 kosulu istenirse (2.32)’ten,

Eaguo” = (I8 — 8w )0 (2.33)
elde edilir. Sol taraf {Ew oo“} tabaninda dg,, (dis tiirev)’nin ifadesidir. Eger,

o', =TTt (2.34)

denilirse, (2.33) ifadesi,

dguv = gu'y + g0y (2.35)
ya da,

Opy = Gue®'y (2.36)
yazarak,

dgu = wyy + Wy, (2.37)

elde edilir. w®, (ya da wyy)’lere baglanti 1-formlari denir. Bunlarm w" tabanindaki

bilesenlerine baglanti katsayilar1 denildigi gibi Ricci donme katsayilar1 da denir. Bu iki tip

katsay1 soyle de ifade edilebilir. (2.34) ve (2.36)’den yazilabilecek

W,y = gutl"‘v;\u)k (2.38)
bagintisinda,
Fuv?\ = gu‘trtvl (239)

tanimlanirsa,
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Wy = [pao? (2.40)
ifadesi elde edilir.
2.4. VARYASYON HESABI

x’e bagli bir y(x) fonksiyonu i¢in yazilan,
X
Ily®)] = [, dx fly(),y' (), x] (2.41)

fonksiyoneli ele alinsin. [y’(x) = dy/dx olup, f, y(x), y’(x) ve X’in rastgele fonksiyonudur].
Burada (2.41) integralini maksimum ya da minimum yapacak y(x) fonksiyonunun tayini

yapilacaktir.

Eger, I fonksiyoneli, € gibi bir egri parametresine bagli I=I(€) seklinde yazilirsa,

ar_

4y (2.42)

durumu ile I i¢in ektremum degeri elde edilir.

Simdi bir y(x) egrisinin (2.41) integralini ekstremum yaptig1 bilinsin. Oyleyse, bu y(x)
¢Oziimiinden sapacak ve € ile parametrize edilmis bir Y(x, €) bi¢giminde egri ailesi ele alinsin.
Burada, Y egrileri €’nin stirekli bir fonksiyonudur ve €’nin herbir degerleri i¢in farkl egriler

elde edilmektedir; € = 0 durumunda, y(x) ektremum egrisi (¢6ziimii) elde edilir [Y(x,0) =

y()1

Ayrica; biitiin Y(x, €) egri aileleri, y(x) ile ayn1 noktalarda [burada, X; ve X,] sonlanmalidir,

yani;
Y(x1, ©)=y(x1)=y1,  Y(X2, E)=Y(x2)=y: (2.43)
yazilir.

Simdi (2.41) ifadesi,

1(8) = [ dx fY(x,€) ,Y'(x, €),%] (2.44)
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biciminde yeniden ifade edilir ve boylelikle, (2.42) kosulu,

dI X5 df[Y(x,E) ,Y'(%,€),x]
il dx fIYxE),Y(x &),x] = fxl dx — (2.45)
buradan da,

of 9y of o (6Y)]

Al _ (X g [200Y | 0F0Y] _ I _ Xp o raraY  of o
de fxl [OY o ' ay ae] T e le dx [6Y o | ay ax \a€
Xy af aY of dY\  9Y 9 (Of
f dx [6Y ae (aY as) 9E 0x (aY')] (2'46)
seklini alir. Burada,
(2.47)

o _ 2 (2
s~ ax \9E

alinmigtir. Simdi, € = 0 oldugunda hem x’e gore kismi tiirev d/0dx — d/dx sekline dontisiir

hem de,
Y(x,E)lezo = Y(%,0) =y(), 3#0, VE (2.48)
olur. Boylelikle (2.42) ifadesi;
di _ % 4 afay| oy of
delg—g _f [6Y5 00lgg | dx (aY EY PEPPY P de(aYJ)L:O)]
_ [(of oy X2 Xy o 0Y of  d (of
- [(avl 68)|g=0] Xy +f dx7z 0Elg=q Loy <6y)] (2'49)
seklini alir.
(2.43) ifadesinin sonucu olarak, x; ve x, smir noktalarinda;
aY
— =0, i=1,2 2.50
0¢€le=o, X=Xj ! ( )
elde edilir. Dahasi, Y(x, €) fonksiyonunun & etrafindaki Taylor serisi,
(2.51)

YxE) ~yx +EZ]  +0(Ed)
0€le=p
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Ve x; (i=1, 2) sinir noktalarinda,

aY aY
i it 0€le=o, X=Xj 0¢le=o, X=Xj ( )

bi¢ciminde oldugu gbz 6niinde bulunduruldugunda (€’ye birinci dereceden bagli), (2.49) ifadesi,

X3 aY of d (of\] _
fX1 dx§ c0 a_y - &(E)] =0 (253)

big¢imini alir ve bu ifade her dY/9E€|¢—, i¢in saglanmalidir. Boylelikle,

3_;_%(%) -0 (2.54)

sonucu elde edilir ve bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ile (2.41) integralini ekstremum

yapacak y(x) fonksiyonu bulunabilir.

(2.41) integralinin i¢indeki birinci dereceden tiireve sahip f fonksiyonu yerine daha yiiksek
mertebeden tiirevlere bagli bir L fonksiyonu alinsin. Bu fonksiyona Lagrangian denir ve genel

olarak,

I=fdxL, L=LYX),y®),..,y™x),x) (2.55)

seklinde verilir. Burada y™ (x), y(x) fonksiyonunun x’e gére n-inci mertebeden tiirevini ifade
etmektedir [y(“) (x) =d"y(x)/ dxn]. Ayrica; (n-1)’inci mertebeye kadar biitiin tiirevleri ve 8y

varyasyonlar1 sinir degerlerde sifirdir; yani,
8Y|Xi = 0 = SY’lxi == Sy(n_l)lx_ (256)
seklindedir (i=1, 2). (2.55) integralinin

81 =8 [ dx L(y(%),y’ (%), ...,y (x),x) = 0 (2.57)

varyasyonu i¢in,

8L = L(y + 8y,y’ + 8y, oy ™ 4 Sy(“),x) — Liy(x),y (%), ..., y™(x),x) (2.58)

ve
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L(y +8y,y + 8y, ..., y™ + 8y(n),x) (2.59)
ifadesinin,

L(y + 8y,y" + 8y, .., y™ + 8y™, x) = L(y(x), y' (%), ..., y™ (%), x)

+ 8 +—8y+ 2 gy (2.60)

dy (n)

bi¢imindeki Taylor serisi géz oniinde bulunduruldugunda elde edilecek,

8L =—8 +—6y + o Sy @ (2.61)

dy (n)
Lagrangian’nin varyasyonu ile (2.57) ifadesi,

81 =6 [dx L(y(x),y' (%), ...,y ™ (x), x)

= J dx 8L = [ dx ( 6y+—8y + - +a 558y ™) (2.62)

seklini alir. Esitligin sag tarafindaki parantez i¢inde y’nin ve tiirevlerinin varyasyonunu igeren

terimler,

ity = £ an[2 (hor) - aw (09 = (oo - £ v [ ()

= fXZ [ ((’L)] (2.63)

ay
ve
eraxgroy = [ ax[g (Brov) - oy 5 ()] = (Gov)| -
[ ax [ (oyay) — v (Gl = vz Gl +f"2d6[ -Gl =
S axdy [ 35 (57)] (264)

seklinde diizenlenir. Burada goriiliiyor ki; 8y (ve tiirevlerin varyasyonu) lizerine etkiyen

tiirevler artik, y’ye (ve x’e gore tiirevlerine) gore tlirevli L Lagrangianinin iizerine etkimektedir.
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Bu diizenlemeler, k=0, 1, 2, ..., n olmak iizere k-inc1 tiirevi iceren her bir dL/dy® terimi i¢in

integral,
X k X k—1) OL k—1) d [ 9L
fx: dx y(k) 5}’( ) = f i dX[ (SY( 2 dy (k)) — Sy o (W)]

= (sy(k 1) a"(Lk))

~ Ji ey [ (55|

== (- 1)1( sz dx8y [ka (63(1;())] (2.65)

bigiminde genellestirilir. Boylelikle (2.62) varyasyonu,

81 = 8 [ dx LY,y (9, -,y ™ (0,9 = (~1)* [ dxdy [Sh_o(—1)* £z (525 ] =
(2.66)

ve buradan (2.54) ifadesinin genel hali,

Eho(- 1 (525) = 0 (2.67)

bi¢giminde bulunur.

Eger boyutlu V(q) potansiyeli i¢inde hareket eden m kiitleli noktasal bir pargacik ele alinirsa

(q=q(t): genellestirilmis koordinatlar, t: zaman) sistemin Lagrangiani basitge,

L(q.@) =T -V =:mg? - V(q) (2.68)
seklinde verilir ve (2.57) ifadesi geregi,

Ji? dt8l(q,q) =0 (2.69)
yazilir.
Lagrangianin varyasyonu i¢in,

.y _ 0L oL . _ dL d (Lo \
8L(q,4) = 5:8q + 5784 = 5:8q + 5 (5:8a) — 8q

&la

(Z_:) (2.70)
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yazildiginda (2.69) ifadesi (t, ve t,de 6q = 0),

dq

i dwsa |52 - 5 (55)] 2.71)

0 = 5t aufgtoa + 3 (%sa) - s (3)] = Seoal + 11 awsa 2 - ()] -

bigimde ifade edilir. t,, t, rastgele degerlerdir ve herhangi bir §q varyasyonu i¢in,

oL d (oL

w5 =0 (2.72)
elde edilir ve bu Euler-Lagrange diferansiyel denklemi olarak isimlendirilir.

2.5. NOETHER SIMETRi YAKLASIMI

N tane noktasal parcacigin birlesiminden olusan bir sistemin, herhangi bir andaki durumu, her
bir parcacigin konumunu ifade eden N tane yaricap vektorli tanimlanarak belirlenir. Anlagilir
olmas1 acisindan vektorler {i¢ boyutlu kartezyen koordinatlarda tanimlanirsa, biitlin
pargaciklarin konumlar1 (sistemin durumu) 3N tane nicelik ile ifade edilecektir. Boyle bir
durum igin parcaciklarin konumlarini ifade eden koordinat bilesenleri veya bunlarin
diferansiyelleri arasinda, sistemin hareketini belirleyen kosullara bagli olarak, bazi cebirsel
ve/veya diferansiyel denklemler de yazilabilir. Bu ifadeler kisitlayici denklemler olarak
isimlendirilir. Kisitlayicilarin oldugu bir durumda sistemi ifade eden 3N tane nicelik birbirinden
bagimsiz olmayacaktir. k tane kisitlayici denkleme sahip bir sistem diisiiniiliirse, sistemin
durumunu ifade edecek olan d=3N-k tane bagimsiz bilesen elde edilir ve sistem ‘d’ serbestlik
derecesine sahiptir denir. Bu bagimsiz koordinat bilesenleri ile sistemin durumu izah edilebilir
fakat; bu bilesenler sistemin hareket ettigi fiziksel koordinat bilesenlerinden farklidir ve
karistirilmamalidir. Bu yeni koordinat Genellestirilmis Koordinatlar (konfiglirasyon uzay1)
olarak bilinmekte olup, koordinatin bilesenleri genel olarak q; ile ifade edilmektedir (d:
serbestlik derecesi, i=1,2,3...d). Sistemin durumu bu d-boyutlu genellestirilmis koordinatlarda
bir nokta ile gosterilir. Belirli bir zaman araliginda, dinamik bir sistemin her yeni durumunu
ifade eden konfigiirasyon uzaymdaki her noktanin birlesimi, sistemin kaderini resmeden bir
egri olusturur. Fakat egri lizerindeki her bir noktadan, belirli baglangi¢ kosullarina sahip sonsuz
sayida egri gecer. Bu egriler arasinda sisteme ait asil egri, konfigiirasyon uzayimnin bir

noktasindan bir diger noktasina ¢izilen, sistemin o zaman araligindaki tarihini anlatan ve sistem
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icin yazilan Lagrange fonksiyonunun (L) zaman parametresi lizerinden integral degerini en
kiigiik yapan egridir (geodezik egrisi). Bu egri Hamilton ilkesi (I = [Ldt, &8I = 0) geregi,

Euler-Lagrange diferansiyel denklemini saglamalidir [Nokta t’ya gore tiirevdir].

Konfigiirasyon uzayinda sistemin izleyecegi egri iizerindeki noktalar1 tanimlayan Q' = Q!(q)
konum vektoriiniin déniisiimii, ‘e’ gibi tek parametreli [Q' = Q!(q, €)] nokta déniisiimii olsun.
Bu doniisiim tek parametreli Lie grubu olusturur ve sonsuz kii¢iik ‘€’ degeri i¢in bu doniisiim
genel olarak,

X= (@) + (3 (@) 2 274)

seklinde yerel bir vektér alani ile saglamir. Bu alan boyunca L=L(q},q') Lagrangian

fonksiyonunun Lie tlirevi,

d i OL
LL=0 , =(d H) =0 (2.75)

seklinde sifir olacagindan, sistem,

bi¢iminde hareket sabitine sahip olur ve Noether simetrisini saglar [30].
2.6. DINAMIK SISTEM ANALIZI

Asagida, metinde kullanilan Dinamik Sistemler Teorisi’ne iliskin bazi1 kavramlar1 kisaca
tanitiyoruz [31]. Bir fiziksel sistem, kendisini tasvir eden kinematik ve dinamik degiskenlerin
kiimesinin olusturdugu hal-uzay1r denilen n-boyutlu matematiksel uzayda ele alinabilir.
Dinamik Sistemler Teorisi, f : R"™ = R" bir vektor fonksiyonu olmak tizere, evrimi; sembolik

olarak,

dx
= = f(x) 2.77)
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biciminde yazilan bir diferansiyel denklem ile yonetilen fiziksel sistemleri incelemek igin

kullanilir [32]. (2.77) ifadesinin agik yazilisi,

X1 fi(x)
X = <X2> e R",f(x) = ( : ) e R (2.78)
X3 fn(X)
ve
d _uwwn
e (2.79)

olmak iizere,
)’21 = fl(XlJ X2y s ,Xn)

)’22 = fZ(Xll Xz, ...,Xn)

Kn = fa(X1, X2, ooy Xp) (2.80)

olup, bu bir adi tiirevli n adet diferansiyel denklem sistemi (DDS) demektir. f’nin t’ye agik bir
sekilde bagli olmamasi halinde (2.77) ifadesine otonom DDS denir ki biz, yalniz bu durum ile
ilgilenecegiz. Bu denklemler genel olarak, birbirlerine baglidirlar ve de lineer degildirler. (2.77)
ifadesinin ¢ok 6zel hali, f(x) vektoér alaninin, A bir nxn reel matris olmak iizere f(x)=An

bi¢iminde bir reel fonksiyon olmasidir.
Bir DDS’nin akisi : (2.77) ifadesinin bir ¢6ziimii, her teR igin
T ()=FC(1) (2.81)

denklemini saglayan bir ¥ : R™ — R" fonksiyonudur. Boyle bir fonksiyonun varligi ve tekligi
gosterilebilir. Aslinda, ¢6zliimii tesis etmek, kuplelikten ve nonlineerlilikten dolay1 ¢ok zor ve
hatta olanaksizdir. Buna ragmen ¢6ziim bilinmeksizin de ¢6ziim hakkinda bilgilere sahip olmak
olanaklidir. Bu yaklasima DDS’nin Nitel Incelenmesi (Kalitatif Analiz) denir ve burada

hakkinda bilgi verecegimiz konu da bu olacaktir.
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Coziimiin R"’deki gosterimine (goriintiisiine) DDS’nin bir yoriingesi (veya ¢oziim egrisi ya da
orbiti) denir. Fiziksel sistemin zaman igindeki evrimi x€R" hal vektoriiniin DDS’nin bir
yoriingesi boyunca hareketi ile tasvir edilir. Eger ¢6ziimler her teR" i¢in gecerli olacak bigimde

tanimlanmuis ise, bu takdirde,
d.(a) = P, (1) , her xeR" i¢in (2.82)

ile tanimlanan @, : R™ — R" tasvirlerin {®}icg kiimesine DDS’nin akis1 denir. Bu verilmis
bir t € R igin, her baslangig a halleri i¢in sistemin t anindaki ®(a) € R™ halini verir. Bagka bir
degisle, belirli bir t aninda fiziksel bir sistemin hali, belirli bir ¢6zlim egrisi iizerinde bir nokta
ile degil fakat belirli bir anda R"’nin her noktasindan gecen ¢6ziim egrileri toplulugu ile
belirlenmis olacaktir. {®.} akis1 R™’yi kendi lizerine tasvir eden tek parametreli bir doniisiim
grubu olup, Dinamik Sistem (DS) olarak da adlandirilir. Mesela, X = Ax DDS i¢in akigin agik

ifadesi,
d(x) =ex , herteRigin (2.83)

akisin R™’deki gosterimine akisin faz portresi denir. Aslinda akigin bilinmesi DDS’nin tiim
¢Ozlimlerinin bilinmesine denktir. Ancak, akis, DDS’nin tlim ¢6ziim ailesinin nitel olarak
incelenmesinde bir ara¢ olarak kullanilmaktadir. Bu bakimdan DDS’yi ¢6zmek degil, akisin

Ozelliklerini saptamak tizere f vektor alaninin incelenmesi hedef alinir.
Y oriingelerin siniflandirilmast:

Bir DDS ile buna baglanan ®; akis1 verildiginde bir X, noktasindan gegen yoriinge I'(x,) ile

gosterilsin; bu (2.81) ve (2.82)’iin 15181nda,
[(xo) = {x € R | x= by(xo), te R} (2.84)

olarak tanimlanir. Yoriingeler gectikleri noktalarin o6zelliklerine gore c¢esitli adlar altinda
siiflandirilirlar. Bu noktalar a) denge noktalar: (tekil noktalar) ve b) bayagi noktalar olmak

tizere iki tiirliidiir. Denge noktasi,

)20 = f(Xo) (=4 th(Xo) = Xp y herte R (285)
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kosulunu saglayan x, noktalaridir. Bu noktalar tiirevin sifir olmasindan dolayi, fiziksel sistemin
denge hali olarak yorumlanir. Denge noktasinda, (2.85) ifadesinden dolay1 I'(xq)= {x,} olur,
yani bir denge noktasindaki yoriinge noktanin kendisidir. Ote yandan herhangi bir bayagi
noktadan gegen yoriinge, f vektor alanini teget kabul eden bir egri olup bayagi yoriinge olarak

anilir.

Eger, I'(xy) periyodik yoriinge degilken, her N(x,) civari ve her Te R i¢in ®(x,) € N(x()
olacak bi¢cimde bir t>T varsa, I'(x)’a tekrarlayan yoriinge (recurrent) denir. Bu taktirde fiziksel

sistem ilk dnceki haline istenildigi kadar geri doner.

iki farkl1 denge noktasini birlestiren ydriingeye heteroklinik yoriinge denir. Eger yoriinge bir

denge noktasini kendi iizerine bagliyorsa homoklinik ydriinge denir.
Denge Noktalarinin Kararligi:

Bir DDS’nin ¢6ziimleri hakkinda nitel bir bilgi edinmek i¢in ilk yapilmas1 gereken sey, akisin
denge noktalar1 civarinda yerel davranigini, yani kararliligini1 incelemektir. Bunun ig¢in (2.77)

ifadesinin,
f(a)=0 (2.86)
ile taniml1 bir a denge noktasi civarinda,

Df(a) ==% ij=12,.,n (2.87)

Jx=a
Jacobiyen matrisi olmak iizere,
f(x) = Df(a)(x — a) (2.88)
lineer yaklasikligi goz oniine alinir. Verilmis bir X = f(x) DDS’ye, u=x-a olmak {izere
i = Df(a)u (2.89)

lineer DDS’yi baglamaya, DDS’nin ‘a’ denge noktasinda lineerlestirilmesi denir. Hartman-
Grobman teoremi, eger ‘a’ noktast bir hiperbolik denge noktasi ise (yani Df(a)’nin tiim

0zdegerleri sifirdan farkli reel kisma sahip ise) bu taktirde ‘a’ civarinda, (2.89) ifadesi ile
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% = f(x) ifadesinin yoriingelerinin ayni oldugunu ifade eder. O halde, R"’de lineer DDS’nin

Ozelliklerinden hareketle sunlar sdoylenebilir:

*eger Df(a)’nin tiim A; 6zdegerleri i¢in ReA; < 0 ise a’ya yerel diigiim denir. Bu durumda nokta
civarindaki tiim baglangi¢ halleri t—o0 i¢in denge noktasina ¢ekilir.

*eger Df(a) nin tiim A; 6zdegerleri i¢in ReA; > 0 ise a’ya yerel kaynak denir. Bu durumda nokta
civarindaki tiim baglangi¢ halleri t—-o i¢in denge noktasina ¢ekilir.

*ne yerel diigiim ne de kaynak olan hiperbolik denge noktasina yerel semer noktasi denir. Bu
durumda 6zdegerlerin bazilar1 negatif bazilar1 pozitiftir.

*hiperbolik (A; # 0) denge noktalar1 yalin (izole) denge noktalaridir. (0 boyutlu)

Bunlarin disinda yalin olmayan denge noktalari olabilir; mesela denge noktalar1 bir (C)
egrisinden olusuyor ise (1-boyutlu) (C)’ye denge kiimesi denir ve bunun i¢in her bir noktada
0zdegerlerden biri zorunlu olarak sifirdir. Eger sifir olanin disindaki 6zdegerler negatif reel
kisma sahip ise (C) egrisi yerel diigiim (kaynak) olur. Genel olarak, eger ‘r’ 6zdeger sifir ise bu

taktirde denge kiimesi de r-boyutlu bir uzay olur.
Invaryant kiime:

Bir ScR™ alt kiimesi i¢in, eger x€S ve her te R i¢in ®(x) € S ise S’ye ¢;’nin invaryant
kiimesi denir. Eger x, € S ise ['(Xy) yoriingesi de S’ye ait olur. Dolayist1 ile bir invaryant kiime

yoriingelerin birlesimidir.

[nvaryant kiimeler su durumda ortaya ¢ikar; Z : R" - R en az bir kere tiiretilebilen bir

fonksiyon olsun. Z’nin ¢oziimler (yani akis) dogrultusundaki tiirevi Z = VZ- f(x)’dir. Eger, a.:

R" - R siirekli bir fonksiyon olmak iizere
7 =aZ (2.90)

ise Z>0, Z=0, Z<0 ile taniml1 alt-kiimeler birer invaryant kiime olurlar.
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Monoton fonksiyonlar:

S bir invaryant kiime ve Z : S = R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger her x €S i¢in Z(®P(x))
monoton eksilen (artan bir fonksiyon) ise Z’ye monoton eksilen (artan) fonksiyon denir. O

halde,

7=VZ f(x) <0 (Z =VZ-f(x) > 0) (2.91)

ise Z, S’de monoton eksilendir (artandir).
Eger,
7=VZ f(x)<0 (Z =VZ-f(x) = 0) (2.92)

ise ve de esitlik halinde S higbir yoriinge igermiyorsa Z’ nin S’de monoton eksilen (artan) oldugu

sonucu ¢ikar.

Eger Z : S —- R olacak sekilde, S’de bir monoton fonksiyon ise S kiimesi denge noktalari
homoklinik yoriingeler igermez. Bu durum, fonksiyon periyodik veya tekrarlayan olsa da

aynidir.
2.7. GRAVITASYON TEORILERIi
2.7.1. Einstein Genel Rolativite Teorisi

Einstein Rolativite Teorisi temelde, her tiirlii hareketin goéreli oldugu fikrine dayanmaktadir.
Her ne kadar sinirli bir kullanim alani sunuyor olsa da, 1905 yilinda Einstein’in bu konuya ilk
yaklasimi olan Rélativitenin Ozel Teorisi, gravitasyonel etkilerin ihmal edildigi bos uzay
bolgesindeki uniform Steleme doniisiim hareketinin goreliligini igermektedir. Daha sonralari
yine kendisi tarafindan 1915 yilinda 6ne siiriilen Rolativitenin Genel Teorisinde, ivmeli
referans sistemlerindeki goreli hareketin (ve biitliin hareket ¢esitlerinin) tam bir izahini
yapmustir. Genel Rolativite ile gravitasyonel alan arasindaki benzerlige dikkat cekerek,
kiitlegekimin madde-enerji dagilimi tarafindan uzay-zamanda yaratilan deformasyondan ileri
geldigini sdylemistir. Bunu yaparak, Newton’dan farkli bir yaklagimla kiitlegekime geometrik

bir yorum getirmistir.
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Einstein Rolativite teorisinde {i¢ temel ilkeyi rehber olarak almistir. Birincisi (Genel)
kovaryanslik ilkesidir ve bu ilke fizik yasalarinin, Jakobiyeni sifirdan farkli doniistimle gegilen
biitiin koordinat sistemlerinde ayn1 formda, koordinattan bagimsiz geometrik nesne olan
tensorler ile ifade edilecegini sdyler. Ikincisi, serbest bir par¢acigin ivmelenmesinin nedeninin,
eylemsizlik kuvvetinden mi yoksa gravitasyonel alandan mi etkilenmesinden dolay1 ileri
geldiginin yerel olarak ayirt edilemeyecegini sOyleyen esdegerlilik ilkesidir. Bu ilkenin,
doganin gbzlenen yasalarinin gravitasyonel potansiyelin mutlak degerine bagli olmadigini
sOyleyen giiclii esdegerlilik ilkesi ile kapali bir sistemde yerel olarak eylemsizlik kiitlesi ve
gravitasyon Kkiitlesini esdeger kilan zayif esdegerlilik ilkesi olmak iizere iki alt grubu
bulunmaktadir. Ugiincii temel ilke ise; uzay-zaman geometrisinin ve bir pargacigin bu
geometriden dogan eylemsizlik o6zelliklerinin, test pargacigi yakinindaki madde-enerji
yogunluk dagilimindan kaynaklanan bilgi ile belirlenecegini sdyleyen Mach Ilkesi’dir. Her ne
kadar Einstein bu ilke ile yola ¢ikmis olsa da 6nermis oldugu Rolativistik Gravitasyon Teorisi

Mach ilkesini tamamen barindirmamaktadir.

Einstein, 1915 yilinda formiile ettigi Genel Rolativite Teorisi’nin (GRT) matematiksel

temellerini, yay elemaninin g, metrigi cinsinden,
ds® = g, dxtdx’ , i,j=1,2,3ve4 (2.93)

bigiminde tanimlandigi, Riemann geometrisine dayandirmistir. Burada g,,,, simetrik tensoriiniin

bilesenleri gravitasyonel potansiyel olarak yorumlanmaktadir. 4-boyutlu egrisel uzay-zamanda,

madde ve enerjinin geometri ile yerel etkilesmesini [33],

1
Gy =Ry —5Rguy +Agyy = 2Ty (2.94)

genellestirilmig alan denklemleriyle ifade etmistir. Burada; G,,, Einstein tensortini, Ry, Ricci
egrilik tensoriinii, R, Ricci egrilik skalerini, A [A<0, A =0, A>0] Kozmolojik sabitini,
K2 [KZ = TTG] Einstein eslesim (kublaj) sabitini, ¢ 151k hizin1 ve T,,, madde-enerji momentum
tensoriinii ifade etmektedir. (2.94)’de verilen alan denklemlerindeki Eintein tensorii (G,,),
uzay-zaman geometrisini, T, enerji-momentum tensorii aracihigi ile ifade edilen madde-enerji
dagilimina yerel olarak baglamaktadir ve bu madde enerji dagilimini ifade eden T, tensori

genel formda;
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T,v = puyu, + 0y, + My, + Fyy + Quy (2.95)

ikinci mertebeden tensorlerin toplami seklinde yazilmaktadir. Burada p, toplam enerji
yogunlugunu, u,, vektorii, u,u, = —1 olacak sekilde dortlii iz vektoriinii, ©,, basing ve
gerilim tensoriinii, M,,, elektromanyetik enerji tensoriinii, F,, elektromanyetik alan ile
maddenin etkilesim tensoriinii ve Q,, termodinamik etkilesme tensoriinii ifade etmektedir.

gravitasyona kaynaklik eden madde enerji igerigi: akiskan ya da akiskanlarin karigsimi, kinetik
teori ile tasvir edilen bireysel tanecikler toplulugu, bir v(¢) skaler potansiyelinden tiireyen bir
¢ skaler alani, Maxwell denklemleri ile tasvir edilen elektromagnetik alanlar gibi pek ¢ok
unsurlardan biri ya da hepsi olabilir. Bunlarin toplam etkisi, (2.95) denklemiyle de ifade edildigi

gibi alan denklemlerinin sagindaki T,,, enerji-momentum tensorii ile de tasvir edilmektedir. Bir

akigkan semast igin Ty, 'nin ayricalikli zaman cinsinden bir 4-1ii vektoriine gore ayrigimi,

T,v = puyu, + phy, + quu, + qyu, + 7Y, = T (2.96)

quu’'=0 , My =TE) , MW =0 , Trﬂ =0 (2.97)

bigiminde olup, burada: p, u*’ya gore toplam rélativistik enerji yogunlugunu, q,,, rélativistik
momentum yogunlugu ya da ut’ya gore enerji akisini (1s1 iletimi ve difiisyonu), p, ut’ya dik
h,y 3-uzayinda es-yonlii basinci, 1, ise izsiz es-yonsiiz basinci (viskozite oldugunda sifirdan
farkli) ifade etmektedir. (2.96)’deki dinamik biiyiikliikkler u*’ya gore yazilmaktadir. (2.96)’den
kolayca tesis edilecegi gibi, bu dinamik buyikliikler, T, verildiginde,

p = T,uHuY (2.98)
qu = —hbul Ty, (2.99)
p=h"T,, (2.100)
My = h}\(p.hnv)TAn (2101)

bagimtilar ile tamamlanir. (2.96)’daki geometrik ayristmin fizigini, akiskanin termodinamik

tasviri ile (1s1 yayilim katsayisi, bulk viskozite katsayisi vb...) p’yili termodinamik degiskenler
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ile iliskilendiren bagintilar belirler. Bunlara genel olarak, hal denklemi veya denklemleri denir.

Rolativistik Kozmoloji’nin uygulamalarinda, (2.96) nin,
qu =1y =0 = T, = pu,u, + phy, (2.102)

olarak kisitlanmis hali ¢ok yogun bir sekilde kullanilagelmistir. Buna ideal akigskan
denilmektedir ve hal denklemi de sabit entropi ve sicakliktan bagimsiz olma 6zelliklerinin bir

sonucu olarak bulunan,
p=pE)=F—-Dp , o=F-D-= % (Hal denklemi) (2.103)

ifadesi alinir. (2.103) ifadesi lineer barotrop hal denklemi diye anilir. Burada y bir sabit olup

b . ] 9 .. .
tanim araligini, sesin v2 = (—p) bagintis1 araciligr ile tanimlanan vg hizi belirler.
o sabit entropi
Buna gore,
vi<leo0<y<2 (2.104)

olur. y parametresinin kullanilagelen ilging degerleri sunlardir:

0<y<1l=p=({F—-1p<0, 0<vg <1, negatif basing, fiziksel olmamakla birlikte

sisme (Enflasyon) teorisinde 6nem tagir.

y=0=p=—-—p<0,vs =c,istel sismeli model, y = 0 degeri efektif olarak A kozmolojik

sabitine karsilik gelir.

1

2
0<y<§=>p_(y—1)p<0,vs>ﬁ,

kuvvet kanunlu sisme modeline karsilik gelir.

Y= % =p= —%p <0,vs= kozmik sicimler anlamina gelir.

1
V3’

1<y<2=p=((—-—1p>0,0<vs<1,kabul edilebilir fiziksel durumu ifade eder.

y=1 p=0 , vy =0 basingsiz akiskan (Toz ya da Soguk Karanlik Madde)’1 ifade eder.

Y= g p= %p , Vg = \/% , radyasyon akigkani (rolativist gaz)’1 ifade eder.

y=2 p=p , vge=1 , stiff akiskan (ses hiz1 151k hizina esit)’1 ifade eder.
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Enerji-momentum tensorii Ty, hakkinda son olarak suna deginelim: T, nin fizikselliginin
yalnizca hal denklemi degil, fakat ayn1 zamanda enerji kosullar1 denilen su kisitlamalar1 da

belirler:

Zayif enerji kosulu: Ty, utu’ = 0, p = 0 (ideal akiskan i¢in p + p = 0 olursa saglanir)
Egemen enerji kosulu: [T*u,| <0 = T > [T

Kuvvetli enerji kosulu: T,,u*u’ = 0 = T, ,utu’ = —%Taa

Ayrica, (2.94) ile verilen alan denkleminin, R’ye gore lineer olan geometri ile ilgili boliimiiniin
(sol), 4-boyutlu hiperyiizey iizerinde alinan invaryant hacim elemani ve Ricci egrilik skaleri (R)

ile verilen,

1
Einstein-Hilbert aksiyonunun, g,, metri§ine gore varyasyonu almarak da elde edilmesi

mimkiindiir. [81g5=0]

Madde-enerji varliginda (2.105) ifadesi, [ = Igy + I, biciminde, madde ile ilgili aksiyonu da
icerecek sekilde yazilir. L;,, madde-enerji Lagrangian yogunlugu olmak iizere, S, madde

aksiyonu,

Im = [ d*%/=8 L (8, $) (2.106)

bi¢iminde tanimlanmakta olup [¢, skaler madde alani], bu aksiyondan hareketle T, enerji-

momentum tensorti,

0Ly,
aghv

Ty =—2 + guvlm (2.107)

seklinde verilir.
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2.7.2. Brans-Dicke Teorisi

Einstein GRT yi, bir cismin eylemsizliginin evrendeki toplam kiitle dagiliminin bir fonksiyonu
ile belirlenebilecegini sdéyleyen Mach Ilkesi’ne dayandirmis olmasina ragmen, bu eylemsizligi
yaratan, test parcacigi ile diger biitiin kiitleler arasindaki etkilesimi belirgin bir sekilde teorisine
dahil edememistir. Mach Ilkesi’ni icerecek genisletilmis bir GRT onerisi Brans-Dicke Teorisi
ismiyle One siiriilmiistiir [34]. Bu model, ele alinan bir parcacigin eylemsizlik kiitlesinin, o
pargacik ile biitiin madde formlariyla (yiik harig) esit bir sekilde etkilesen uzak erimli evrensel
bir ¢ skaler alaninin etkilesmesinin bir dl¢iisii oldugunu sdyleyen skaler-tensorel bir teoridir.
Bu temel pargacik eylemsizlik kiitlelerinin sabit olmadigi, ¢ skaler alanina bagl olduklari
anlamma gelmektedir. Fakat, temel parcacik kiitleleri sadece G m/R? seklinde gravitasyonel
ivmenin Ol¢iilmesiyle belirlendiginden dolay1, artik G (Newton gravitasyon) sabiti de bu ¢

skaler alanin ortalama degerine bagli sabit olmayan bir nicelik olacaktir.

Sciama teorisi ele alindiginda [35] evrenin biitiin kiitlesinin R yarigaph kiiresel bir kabukta
toplanan M Kkiitlesine gore ivmeli hareket eden m kiitleli bir test pargacigi iizerine ekti eden

eylemsizlik kuvvetinin,

GM

= m, (c=1) (2.108)
ile ve,

GM

=~ 1 (2.109)

alindiginda da pargacik eylemsizlik kiitlesi m ile orantili olacagi goriilmektedir. (2.109)

bagintisi,

1 M

iy (2.110)
seklinde 1 / G nin, evrenin kitle yogunlugunu kaynak kabul eden,

VZh~p (2.111)

biciminde madde yogunlu ile iligkilendirilmis ¢ skaler alanla 6zdes alinabilecegini gosterir

[6~M/R ,< ¢ >= 1/G]. (2.111) ifadesi 4-boyutlu uzay-zamana genellestirilir ise,
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02 p=4mA Ty (2.112)

biciminde ¢ skaler alaninin, evrenin enerji-momentum tensorii ile ifade edilen kovaryant

denklemi elde edilir. Burada O?: d’Alembert operatorii, A ciftlenim sabiti, TMﬁ evrendeki

toplam maddenin enerji-momentum tensoridiir.

C.H. Brans ve R.H. Dicke GRT nin alan denklemlerini Mach ilkesini de igeren,

1 8
Ryuw =358R = f (T + @ ) (2.113)

genisletilmis hali ile, G’nin ¢! oldugu ve gravitasyon alan kaynag: skaler alan1 igin @ w

enerji-momentum tensoriinii de igeren sekliyle ifade etmislerdir.

(2.112) ve (2.113) denklemleri, A’ya bagl,

2
T w+3) (2114)

I
N W

€
Il
SR

biciminde yeni bir eslesim sabiti alindiginda,

2 _ 8t 1!
0% = (20+3) TMu

8 1
Ry = >8R = == Ty — %(auavq’ ~ 78w 0@ apq)) - i (94 0ub ~ 8uO7P)

B3
(2.115)
bi¢imine doniisiir. Burada w — oo alindiginda bu alan denklemleri,
1
Ry — ngR = —8nGT,, (2.116)

bilindik Einstein alan denklemlerine indirgenmektedir.
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2.7.3. F(R) Gravitasyon Teorisi

F(R) Gravitasyon Teorisi’nde, Einstein-Hilbert aksiyonu madde Lagrangian yogunlugu ile
birlikte;

Ig = J d*x =g (13 + Lm) (2.117)

2k2

seklinde verilmektedir [36]. Einstein alan denklemlerinden farkli olarak egrilik, R’ye lineer
bagli olacak sekilde degil, egriligin genel bir fonksiyonu olarak teoriye dahil edilmistir. Bu

aksiyonun metrige gore varyasyonu ile elde edilen alan denklemleri;
2
Ruva(R) "y %guvf(R) + Euv I:IfR(R) - vuvva(R) = K?Tuv (2-118)
. of _ " T
seklinde olup [O_R = fR], T,y enerji-momentum tensori,

_ 2 8(/=8)Lm
Tp.v = _\/?gSgT (2119)

bigiminde elde edilir.

Ideal akiskan madde dagilim1 i¢in, yogunluk, basing ve hal denklemleri (2.117) ifadesi ile,

p == H? (2.120)
O i) (2.121)
Werkdn = =1 — 2 (2.122)
y=-2% (2.123)

bi¢iminde verilir. [w = p/p]. Burada uzayca diiz,
ds? = —dt2 + a2 %(dx!), i=1,2,3 (2.124)

FRW metrigi kullanilarak elde edilecek Friedmann denklemleri ise,
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0= —“Z—R) + 3(H? + H)fr (R) — 18(4H2H + HH)frg (R) + k?p (2.125)

0= KZ—R) — (3H2 + H)fR(R) + 6(8H2H + 4H2 + 6HH + H)fr (R) + 36(4HH +
i) farr (R) + K2p (2.126)
seklinde bulunur [H = @/, Hubble parametresi, R = 12H? + 6H].

F(R) icin oOnerilecek farkli tipteki fonksiyon bigimleri ile bu teori, bir ¢ok fenomeni

aciklayabilecek kozmolojik uygunluga sahiptir. Ornegin,
f(Ry) = —2R, (2.127)

seklinde, f(R)’mn simdiki degeri, kiiciik bir sabit olarak alindiginda (f'(Ry)~0), evrenin
giiniimiizdeki ivmelenerek genisleme durumu izah edilebilmektedir [Ry~(10733eV)?, evrenin

giinlimiizdeki egriligi]. Ya da f(R) igin,

lim f(R) = 0 (2.128)

kosulu ile diiz uzay-zaman (Minkowski) ¢6zlimiiniin var oldugu gosterilebilir. Ayrica; (2.124)

FRW metrigi i¢in R egriliginin,
R~(ts —t) 72n+3 (2.129)

sonlu bir gelecekte (tg = t) dagimim gostermesi ve Hubble oraninin,

ho
alrarsy: (2.130)
seklinde yapisal bir teklige sahip olmasi sebebiyle R = 6H + 12H? skaler egriligi,

( 12h3 \

4 o o P>1 L
6ho+12h} _
oz =1 (2.131)

6Bhy

(ts—t)f+t <l

bi¢ciminde davranmaktadir. Burada, sonlu zaman ve gelecek tekillikleri [37-38] iceren karanlik

enerji evren modellerinde B > 1 durumu, tip-I (Big Rip) tekilligine, 1 > 3 > 0 durumu tip-I11



31

tekilligine, 0 > 3 > —1 tip-II tekilligine ve B < —1 (f # tamsay1) durumu da tip-IV

tekilligine karsilik gelmektedir. tip-1 (Big Rip) t — tg icin, a = ©, Peikin = © Ve |Petkin| =

oo seklinde oldugunu, tip-11 (Sudden Rip) t — tgicin, a = ag, Petkin = Ps V€ |Petkin| = ©

oldugunu, tip-1ll t — tg icin, a = ag, Petkin = © V€ |Petkinl = © oldugunu, tip-1V t — t i¢in,
a—ag, P—0, |pekinl >0 ve H’nin yiiksek mertebeden tiirevlerinin 1raksadigini
sOylemektedir. Bu durum ayrica, H’nin yiiksek mertebeden tiirevlerinin raksamasina karsin,

hem etkin basing hem de yogunlugun sonlu bir degere yaklasacagini gosterir [39].
2.7.4. Mimetik Gravitasyon Teorisi

Mimetik karanlik madde ismiyle One siiriilen bu teorinin temel amaci, Einstein Alan
Denklemleri’ni konformal serbestlik derecesinden arindirarak onu kovaryant bir bigcimde
yeniden formiile etmektir. Bu, fiziksel metrik g, ’nii, yardimer metrik g,,, ve denklemde
kendini birinci derece tiirev bicimiyle gosteren ¢ skaler alani (mimetik alan) ile yeniden
parametrize etme yoluyla yapilmistir. Fakat, buradaki ¢ alani, Brans-Dicke tipi disformal
skaler-tensor gravitasyon teorilerinin 6nerdigi dinamiksel skaler alandan farklidir. Fiziksel
metrigin konformal donilisiim altindaki invaryantligi sebebiyle bu teorideki ¢ skaler alani,
integrasyon sabiti olarak beliren dlgek faktoriine esdegerdir ve yeni bir dinamiksel serbestlik

derecesi degildir [40-42].

Fiziksel metrik g,,,, yardimc1 metrik ve skaler alann,

Buv = _(g(xB aa¢as¢)§w = Pguv (2.132)

fonksiyonu olarak verilir. Bu kosulla, fiziksel metrik g, , yardimci metrik g, niin, g,,, —
Q%(t, x)g,v big¢imindeki konformal doniistimi altinda invaryant kalmaktadir [g., = g,y
sekindedir ve Q(t,x) uzay-zamanin bir fonksiyonudur]. Einstein-Hilbert aksiyonu (2.132)

ifadesi goz oniinde bulunduruldugunda,

[=2[d*%=8@uw ® [R(8uw(Bu ) + L] (2133)

bigiminde yazilir. [8nG=1, Lp:madde Lagrangieni, ,/—g:fiziksel metrik g, niin izi].
(2.133) aksiyonu, agik bir sekilde g,, fiziksel metrie baglh olmasi sebebiyle, g,, —

Q% (t, X)g v konformal doniisiimii altinda invaryanttir. Bu ifadenin g, ’ye gore varyasyonu,
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G —Tw)+(G—-T)9,$0,d =0 (2.134)
VH((G = T) 0] = =iy =8(G — T)g* 05] = 0 (2.135)

bigiminde alan denklemleri verir. Burada, Gy, = Ry, — %gwR Einstein tensorii, Ty, madde-

enerji tensorii, VK= gV kovaryant tiirevi ifade eder. g,v yardimc1 metrigi bu denklemlerde,
g fiziksel metrigi araciligi ile bulunmasina ragmen, ¢ skaler alan1 agik bir sekilde kendini

gostermektedir. (2.132) ifadesi metrigin ortogonelliginden dolayz,

gapo,p=-1 (2.136)
seklinde bir kisitlayici dogurur.
(2.134) ifadesinin izi,

G+T(1+g™a,poyd) =0 (2.137)

biciminde bir esitlik verir ve G#T durumunda bile (2.136) kosulunu saglar. Aslinda,
gravitasyonel alan i¢in yazilan denklemler T,, = 0 durumunda bile pek de kolay olmayan
¢Oziimlere sahiptir ve (2.135) ve (2.136) denklemleri ¢ icin c¢oziildiiklerinde (G-T)’yi
belirlemektedir.

¢ skaler alani, ¢ ile ifade edilmis aksiyona [43] sahip gravitasyonel alandaki birim kiitleli
rolativistik bir parcacik icin Hamilton-Jacobi denklemlerini saglamaktadir. Bu sebeple
gravitonlar olarak ifade edilen gravitasyonel alan, fiziksel metrigin bir konformal faktorii ile ¢
skaler alan1 olmak iizere iki eksensel serbestlik derecesine ihtiya¢ duyar; fakat sistem konformal
invaryanslik ile kisitlanmistir.

(2.134) ifadesi, Gy, = Ty, + Tuv bi¢iminde yazilarak yeni bir,
Tw=—(G-T) 9,069,¢ (2.138)
enerji-momentum tensori tanimlanir. Bu (2.138) ifadesi, ideal akiskan i¢in yazilan,

Ty = (p + pluyu, + pguy (2.139)
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enerji-momentum tensorii ifadesinde, p=0 ve p = —(G — T) bigiminde alinmasiyla elde edilir.
[u,; u,u* = —1 normalizasyon kosulunu saglayan 4’lii hiz vektorii, p: enerji yogunlugu, p:
basing] (2.139) ifadesi, d,,¢ (mimetik alanin gradyenti) nin u,, dortlii hiz vektdriiniin bilesenleri

oldugunu gostermektedir. ¢ ekstra serbestlik derecesi ise (G-T) enerji yogunluguna sahip ‘toz’

icin hiz potansiyeli gorevi goriir. [madde olmadigi durumlarda enerji yogunlugu (—R)’dir.]
FLRW evreni i¢in verilen metrik ifadesi,
ds? = —dt? + a®(t)5;dx'dx! (2.140)

alindiginda, ¢(x") = t sabit hiperyiizeyine benzer bir sekilde, sabit zaman ylizeyi segilir ise
denklem (2.136)’in saglandig1 ve mimetik alanin FLRW metrigi lizerinde zaman rolii oynadig1
anlasilir. (2.135) ifadesindeki mimetik enerji-momentum tensoriiniin enerji yogunlugu ile
uyumlu olan (G — T) degeri, FLRW evrenindeki 6l¢ek faktoriiniin kiipti ile ters orantilidir

[(G-T) ~ 1/a%]. Budurum FLRW evreni i¢in yazilan, o sabit hal parametresine bagl, a=3(@*1

enerji yogunlugu ifadesi ile uyumludur. Ciinkii, ‘toz’ (mimetik alan) hal denklemi i¢in w = 0

alindiginda enerji yogunlugu a~3 degerini verir.

Gravitasyonun konformal serbestlik derecesi kozmolojik Olciide karanlik maddeye benzer

davranmasi sebebiyle, bu teorinin adi mimetik karanlik madde olarak konulmustur.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. F(R) GRAVITASYON TEORIiSI ALAN DENKLEMLERININ ELDE EDILMESI

F(R) Gravitasyon Teorisi’nin 4-boyutlu uzay-zamanda aksiyonu,

[ = — [ f(R)/—gd*x + [ Lin/—gd*x (3.1)

seklinde verilir [44]. R, Riemannian uzay-zamanin Ricci egrilik skaleri, Ly, ise etkin madde
Lagrangianini ifade etmektedir. g,, metrigi dinamiksel niceliktir ve metrige gore (3.1)

ifadesinin varyasyonu,

81 = ﬁ J SIE(R)\/—gld*x + [ 8(Lyy/—g)d*x

= < J[f(R) 8/=g + 8(R) /=gld*x + [ (Liy 8,/=8 + /=8 SLum) d*x (3.2)
bi¢cimindedir. Burada varyasyon i¢in kullanilan 6R ve 6\/—_g icin,

SR = 8(g"Ryy) = Ry 88" + g (VA8I,, — V812 ) (33)

8\—8 = — /8 gu 58" (3.4)
esitlikleri yazilmaktadir. (FAW : Christoffel Sembolii). GFAW igin ise,

8y = =8 (V,88va + Vy08ay — Vadgy) (3.5)
kullanildiginda (3.3) ifadesi,

8R = Ry, g™V + g, [ ]6g" -V, V,8g" (3.6)

seklinde, (3.2) ifadesindeki aksiyonun toplam varyasyonu da,

81 = —— d*x/—g 8" { R (RIRy — 3 8 f(R) + (g [ — V7 ) (R) +
Ln (—3/=88w) + (V-85 88 )} = 0 (3.7)

bigiminde bulunur ([_] : D’ Alembert operatérii , [ | = V,V¥= gh'VV,). Burada,
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2 5( - )Lm
Ty = _E% (3.8)
bi¢iminde T}, madde enerji-momentum tensorii tammlandiginda, (3.7) varyasyonu,
1
fR(R)Rp_v - Eguvf(R) + (guvD - Vuvv)fR(R) = KZTuv (39)

bi¢imini alir. (3.9) denkleminde, G, = Ry, — IR v bicimindeki Einstein tensoriinii elde
M wv — 5 R8u

etmek icin esitligin her iki tarafina, — % g, Rf terimi eklenirse,
1 1 1
fR(R)Ruv - EgpvaR = KZTpV + Eguvf(R) - (gva - vuvv)fR(R) - EguvaR (310)
1 1
fR(R) (Rp.v - ERg}lV) = KZTpv + Eguv (f(R) - RfR) - (guVD - Vuvv)fR(R) (311)

™,
(o = 28] = 72 - s (0 0] (g0 -

VuVV)fR(R))} (3.12)

bigiminde bir ifade elde edilir (T,, — T/ ). burada,

T,
T = fRE‘R) (3.13)
ve
TR, =z {5 8w R = R = (g0 - VW) (R (3.14)

seklinde, etkin enerji-momentum tensorleri tanimlanirsa (3.9) ile verilen alan denklemleri,
G = K2(Th + TR, = €T, (3.15)

seklinde bilindik Einstein Alan Denklemleri formunda yazilmis olur. Burada; Tllx[,, Ty madde-

enerji momentum tensdriine baglanan bir etkin madde enerji-momentum tensoriinii ve Tllf\, de
F(R)’den kaynaklanan bir etkin geometri enerji-momentum tensoriinii temsil etmektedir ve
bunun, “egrilik akiskani” olarak da adlandirilabilen matematiksel bir akiskani temsil ettigi

diisiiniilebilir. wa ise,
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T = Taw + T (3.16)
seklinde olup toplam etkin enerji-momentum tensoriinii gostermektedir.
(3.9) ifadesinin izi alinarak elde edilen bir diger ifade de,

(3[] + R)fr(R) — 2f(R) = kT (3.17)
seklinde verilir.

F(R) Gravitasyon Teorisi’nde enerjinin korundugu, (3.9)’de verilen alan denkleminin,

VH [ R (RIRyy — 38 f(R) + (g = V,9,)fr(R)] = 0 = VHT,,, (3.18)
biciminde kovaryant diverjansi alinarak gosterilebilir.
Eger uzayca homojen-izotropik diiz bir evreni tasvir eden,

ds? = —dt? + az(t)ﬁijdxidxj (3.19)

FLRW metrigi ile p yogunluklu ve p etkin basinca sahip madde alani ile dolu bir evren
distintiliirse (T=3p-p), F(R) Gravitasyon Teorisi’nin alan denklemlerinin ¢6ziimleri (I. ve IL

Friedmann Denklemleri),

1 1 .
szyﬂm}@p+ﬂﬁ&@)—ﬂ@)—$ﬁmGOR] (3.20)
2 - 1 . . .. f(R) 2
%1+H_—aaﬂmmadm+Rfmﬂm+RQﬂm—7r—Kd (3.21)

seklinde bulunur [H: Hubble parametresi=a/a ve nokta tiirevler t’ye goéredir]. Bu metrikte
sirastyla R egrilik skaleri ve R,,, Ricci egrilik tensorleri igin,

R=6[-+()?| (3.22)

a a

Ry = —33, Rw=0(#Vv), Ry =ai+2a%@=v) (3.23)

ifadeleri yazilmaktadir.
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(3.9) denkleminin ¢oziimii olan hareket denklemlerinin eldesi Lagrange metodu ile de

yapilabilir. F(R) Gravitasyon Teorisi i¢in yazilacak,
L(a, R aR) = a3(f(R) —Rfz(R)) — 6 (aaZfR(R) + aZaRfRR(R)) —p(a)a’ (3.24)

bicimindeki Lagrange yogunluk fonksiyonu kullanilarak her bir bilesen i¢in hesaplanacak
(2.19) ifadesi ile (2x*> = 1,L,, = —p(a)),

. -2 g .
6Rfrr(R) = —3f(R) + 3RfR(R) — 6 5 (R) — 1z§fRR(R) + 3p(a) — 6R?frpr(R) —

12 £z (R) (3.25)

esitligi ve (3.22) denkleminin aynisi elde edilir. Bu denklemler ile F(R) Gravitasyon Teorisi’nin

Noether simetrisine uydugu gosterilebilir.

3.2. MIMETIK F(R) GRAVITASYON TEORIiSi ALAN DENKLEMLERININ ELDE
EDILMESI

Einstein alan denklemleri, giines sistemi gibi diisiik enerji (zay1f gravitasyon alan) bolgelerinde
meydana gelen olaylarin izahinda ¢ok i1yi sonuglar veriyor olmasina ragmen, evrenin baslangic
donemi, karanlik enerji, karanlik madde gibi, agiklanmasinda yliksek mertebeden egrilikler
gerektiren bircok fenomene agiklik getirmekte yetersiz kalmaktadir. Evrenin genel bir izahinin
yapilabilmesi amaci ile Einstein Alan Denklemlerinin madde ve/veya geometri ile ilgili
kisimlarma belirli kurallar ¢ercevesinde diizeltmeler ya da eklemeler yapan teoriler arasinda
bulunan Mimetik Gravitasyon Teorisi’nin 0zellikle karanlik maddeyi agiklayabildigi
diisiiniilmektedir. Karanlik maddenin kendini bir integrasyon sabiti olarak gdsterdigi bu teori

‘ghost’ barindirmamaktadir; ayrica, konformal invaryant bir teoridir [45].

Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’nin, g, yardimci metriginin konformal doniisiimii altinda
invaryant kalan g,,, fiziksel metriginin, (2.71) ifadesindeki gibi g, metrigi ile ¢ skaler alan1

cinsinden yazilmasiyla ve R egrilik skalerinin F(R) bi¢iminde rastgele genel bir fonksiyonunun

alinmasiyla elde edilen aksiyonu,

I=[d*/—g@u ) {w + Ln} (3.26)
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bi¢iminde verilir.
F(R) Gravitasyon Teorisi’'nde yapildig1 gibi (3.26) aksiyonunun g, yardimci metrife gore

varyasyonu,

%guv f(R(guvr (I))) - R(guw ¢)uv fR(R(guw ¢)) +
v(g(guw (I))uv)u v(g(gu\n ¢)uv)v fR(R(guw ¢)) -

8w D) B ) fr (R(Bur ) + 12Ty + 0,0 9,0 [ 2F (R(B ) ) —
R(Zur®) fr (R(Ew #)) =301 (8@ 4),) ' (R(Ewr ) +12T| =0 (327)

biciminde, ¢ skaler alana gore varyasyonu ise,

V(2@ 9),,) {000 [2£(R(@u ©)) = REuvr &) i (R(Eor $)) -
30 (8(Buv ),,) fr (R(Ew @) +12T]} = 0 (3.28)

seklinde alan denklemleri vermektedir. [fg = 0f/0R,V,ve[] =gV, V, ise g,,’ye gore

uv
tiirevlerdir]. Burada T, [T = (g(gu\,, cl))) Tw] maddenin enerji-momentum tensoriidiir ve

yine (3.8) ifadesi ile verilmektedir. Burada, (3.9)’daki gibi bir terim eklenerek yine etkin enerji-

momentum yaklasimi kullanilirsa,

R(Z o P)yow FR(RE v $)) = 5 8B D) RER(RE s §)) = 12Ty, +

2 8Guv DR ) = (8 0o (B 0) -

V(BEu D), V(@ D)), | R (REpvr ) = 58 DR (R(Epr 9)) +
0,9 9y [2f (R(Zpr ) = R(Epr ®) fr (R(Er 4) ) —

300 (88w 4),,,) fr (REwr 4)) +1°T] (3.29)

buradan,
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(R Diov = 2 8By DwR) fr(REpavs ) = KTy + 2 8(E s D)l (R G H)) —
(8@ ®)i DB &) = V(EEuv D), V(8 G D), | (R $)) -

> 8B D) R (REp ) + 0, 0y [ 26 (R(B §) ) = R(Epor §) Fr (RE s §) ) —
30 (8w 9),,) fr (REw 8)) +12T| (3.30)

w2 Tw o o2f 1 (1o 5 _
G = REme) T [KZ fR(R @ D)) {zg(g““’ Oy [f(R Gy )

Rig (R 9))] — (8@ 9o D (B ) —
V(g(guw CI)) “V)p V(g(gu\n ¢) uv)v] fR(R(gu\n q)))}] +

K2 0, Oy {m (Zf(R(gw, $)) = R(Epw §) fr (R(Z s ) -

T

30 (8B 9),,,) fr (R(Eww ¢)))} 18 b Oy (3:31)

ifadeleri elde edilir.
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4. BULGULAR

4.1. MIMETIK F(R) GRAVITASYON TEORISININ DINAMIK SISTEM ANALIZI

Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi i¢in (3.27) ile verilen alan denklemleri (3.19) FLRW metrigi
kullanilarak bulunabilir. Bunun yaninda (3.26) denklemi ile verilen teorinin aksiyonu, (2.75)

kisitlayicisina sahip olmasi sebebiyle Lagrange carpanlar metodu kullanilarak,

L = [ d*x g Gom & [EED] _ () - A3, 04 + 1) + Ly (4.)

2K2

bigiminde yeniden yazilir (\=\(t), Lagrange ¢arpani, V(¢) potansiyel terimi ve p = p(a, a, ¢)
basincina sahip akiskan alinmistir). Bu aksiyondan hareketle, teorinin noktasal Lagrangian

yogunluk fonksiyonu da,

L(a R ¢,4R ¢) =a3(f(R) —Rfr(R)) — 6 (aaZfR(R) - aZaRfRR(R)) -

p(a,a $)a® — V(p)a® —A(1 — p?)a’ (4.2)

seklinde verilir. Buradan teorinin hareket denklemleri de

6Rfrr(R) = —6R*frrr(R) — adp,s — 4ap,s — apa; — 3ap; + ap, — fr(R) (—3R +

62 +122 -3 (fR) A +2§2 - V(¢)) - p) - 122 4.3)
-] @
o+ +1% =0 (4.5)

Bigiminde elde edilir. (4.4) ifadesi FLRW metrigi i¢in Ricci skalerinin standart denklemidir.
(4.5) ifadesi A=A(t)=sabit alindiginda Klein-Gordon denklemine indirgenir. (4.3) ifadesi ise
p=p(a), A=1, o(t)=t ve V(¢d) =0 alinmasi1 ile F(R) Gravitasyon Teorisi’nin hareket
denklemlerine doniisiir. Bu denklem sistemleri ¢oziiliirken, bolim (2.5)’teki gibi, non-otonom

dinamik bir X konum vektorii i¢in verilen diferansiyel denklem igin,
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X = f(t,%) (4.6)
f:[0,00) X D - R® (4.7)
D ={X e R"||X]l, < 0} (4.8)

durumu diistiniiliir.
Denge noktas1 x=0 ise (ancak ve ancak) bir t an1 i¢in,
f(t,0) =0, vt=0 (4.9)

cebirsel denklemi ¢oziilebilirdir.

. . . J . . . . of
Bu vektor igin, sonlu bir M tanim kiimesi lizerinde, t’nin sinirl bir fonsiyonu olan | = |a—§

tanimlanir ve bu,

1
(6 %) — fE DI < LIK=FII, IXll, = (X IxilP)P, 1<p<oo (4.10)
Lipschit’z lemmasina uyar.

Burada, denge noktasi etrafindaki bir sistemin asimtotik kararliligi i¢in iki teorem vardir;

denklem sistemi,
(8%) = A()8% (4.11)
bi¢iminde, denge noktasi etrafinda lineerize edilir (teorem I) ve,
f:[0,00) X D - R" (4.12)
D={xeR"[Xll;<r} (4.13)

kosulunu saglayan, X = f(t,X) sistemi i¢in x=0 denge noktas1 diisiiniilerek,

— af(t,x)
A= X

(4.14)

x=0

bi¢iminde zamana bagli fonksiyon tanimlanir (teorem II).
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Boylece, denklem sistemi, (4.11)’daki lineerize sistemin Ustel kararli denge noktasina sahiptir
denir. (4.3), (4.4) ve (4.5) denklem sistemi ¢6ziimii, dinamik sistem i¢in verilen teorem I ve

teorem II g6z 6niinde bulunduruldugunda,

6Rfg (R) = —6R?frpr(R) + ap, — fr(R) (—3R + 65 + 125 = 3 (F(R) — A + Ad? —

V(@) -p) - 125 (4.15)
d_ %[R _ 6(2)2] (4.16)
A, 3a, 1V

by iv g (417)

denklem sistemine indirgenir ve bu denklem sistemi boyutsuz ‘zaman’ bilesenine gore yeniden

yazildiginda ve boyutsuz xA = {h = H/H,,r = = R/12H3,X = f,{ = logA} parametreleri

kullanildiginda,
- r
h=2(Z-h) (4.18)
=X (4.19)
¢ — _2X(r_ 6Hofrrr) _ __ fr [_6r 4(r \__3 (f_ - -
X= h (h h+ frr ) 144H3 [ h2 + h (h h) 2H2h? (f—V(N) p(N))]

X

72H2f,; (4.20)
- N) e~ ¢
{=-3- %0)‘*7 (4.21)

bigiminde non-otonom denklemlere doniistirler (V(d) = V(N)). Kararli denge noktalari ise,

V(Ng) e™%
f(rd) = VIND +p(N) =0, Xc =0, re=h?, 1 =3 (4.22)

seklindedir. Burada kritik noktalar N’nin fonksiyonu olmasi sebebiyle, zamana gore hareket

etmektedir.

Lineerize bir sistemin Jacobiyeni,
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a; a 0 0
0 0 o0 O

] == Cl CZ C3 O (423)
d 0 0 d,

seklindedir. Burada ay, du Ve ¢, katsayilari,

of.
a, =g a* = (4.24)
¢, =2 b= {h,r,X} (4.25)
I aqu ) q — RS .
of
W= =g (4.26)
ve
fi=2(;-h) @.21)
— 2 r 6Hofrrr _ fr _or r _
fs=—73 (h h+ frr ) 144H;’;frr[ 2 th ( h) 2H2hz (f=V(N) p(N))]
X
72H2f,, (4.28)
_ _g_ve?
fo=—3-30% (4.29)

bigiminde alinmistir ve karakteristik denklem ile A, 6zdegerleri sirasiyla,

A+ (—dy — c3 —a)A3 + (dycs + dga; — ¢y + c3a7)A?% + (dycy — dycza; — cia, +

Czal)x - d4(_C1a2 + CZal) =0 (430)
A = d, (4.31)
2 _ 2 2
}\2 _ A“+12c, 4c3a1+4»23A +4a4°+2c3A+2a,A (4_32)
N _C_2+lﬁ_li_lal +lo 4t _\/— 1\/_c2 1\/§C3a1_
3= T X X 3 X 3 X 33X 33 a1 : X
%i\/g%z _ %i\/galz (433)

X X
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Ay = =25 (4.34)
seklinde gosterilir. X ile A igin,
A= 12E + 8a,3 — 12c3a,2 + (—12¢42—72¢,)a, + 36¢,¢5 + 8¢5 + 108c,a,  (4.35)
E? = 54c,c3c,a, — 108c,a,c1a, — 18c3%a,c,a, — 18c3a,%¢ca, — 12¢,3 + 81c¢,%a,?
—3cy%c3% + 24c¢,%a,% — 12ca,* + 6a33a;3 — 3c3%a;? — 3c3%a;* + 12¢4a,c53
+12cya,a,3 — 24c,%c3a; — 6C3%c,a,% — 6C,a,033 + 24c,0,a4°3 (4.36)
x3 = 36¢c,c3 — 72c,a; — 12c3%2a; — 12c3a,2 + 108¢qa, + 8¢c33 + 8a,3 + 12E2 (4.37)
ifadeleri alinmistir. Kararli ¢éztimler i¢in d,

v(N¢) e_—(

d,=—3 + 2i, 0

<0 (4.38)

seklinde alinmalidir. Burada sabit (kararli) manifold de-Sitter uzay-zamani ile tanimlanmakta
olup; boylelikle, N > N, zaman aralig1 i¢in verilen model de kararli de-Sitter ¢ézlimlerine sahip

olmaktadir.
4.2. MIMETIK F(R) GRAVITASYON TEORISINDE NOETHER SIMETRIi

Noether simetri yaklasimmin kullanimi, teoriye ait birgok bilgi vermektedir. Ozellikle V()
potansiyel fonksiyonu i¢in 6nerilebilecek farkli tipteki yapilarin arastirilmasinda kullanigl bir
yol sunmaktadir. (2.75) ifadesinin kisitlayict olmasi sebebiyle, potansiyel zamanin kapali bir

fonksiyonudur; yani dinamik sistem Lagrangiani zamana baglidir.

Denklem (2.25)’1, denklem (4.2) mimetik F(R) Lagrangiani igin,

O GOl 0L (e da  pda i0a\OL (0B 0B i OBYOL (4 0y
a0a+BaR+y0¢+(a0a+R0R+¢0T)6d+(a0a+R6R+¢O¢)OR+(a0(X+
Y 4 202k _

R6R+¢a¢)a¢—0 (4.39)

bi¢iminde yazilir (A=\(t), p=p(a)).

Bu bize,
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—3aRfg(R) — BaRfrr(R) + 3af(R) — 3aA — 3aV(d) — yaVy — aap(a) — 3ap (4.40)

3a+2ayy, =0 (4.41)
2a,afr (R) + Bafgr(R) + a?B,frr(R) + afg (R) = 0 (4.42)
arfrr(R) =0 (4.43)
Aa®y, — 604 fr(R) — 3aByfrr(R) = 0 (4.44)
2aagfr(R) + 2aafgg (R) + Bafrrr(R) + a?a,frr(R) + a?Brfrr(R) = 0 (4.45)
Aayg — 3apfrr(R) = 0 (4.46)

diferansiyel denklem sistemini verir (a, B ve y i¢in lineer bir denklem sistemidir ve
{é(z, R?, 2, aR, ad, q)R} terimlerinin katsayilar1 sifir olarak alinmistir). Burada farkli F(R)

fonksiyon Onerileri verilerek cesitli modeller i¢in ¢éziimler ve modelin sahip olacagi korunum

yasalari elde edilebilir [46] .

Ornegin; GRT’ye karsilik gelecek F(R)=R+2A durumu igin,

V(p) =G, (4.47)
a(a,R, ) = éa”cl Ci4/CiA <C3 sin (@ ¢) — Czcos(@ cl))) (4.48)
B(a,R b) = — (2C1+3)§P1:‘C1m <C3 sin (@ cl)) — CZCOS(@ ¢)> (4.49)
v(@,R, ) = C;at (CZ sin (@ cl)) + Qcos(@ cl))) (4.50)
p(a) =2A—A—C, +a3Cq (4.51)

coziimleri elde edilmektedir (sabit potansiyel bi¢cimi). Noether korunum ytikii ise;

Q = —4aal*1Cy /e h (C3 sin (@ (I)) — CZCOS(\/? cl))) +

2AC a3ta (Cz sin (@ ¢) + C3cos(‘/? cl))) (4.52)
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bicimindedir. ¢ = P(t) olmasi sebebiyle, integrasyon bize 6l¢ek faktori a(t)’yi verir ve Q=0

i¢in Olgek faktoriiniin tam ¢Ozimii,

a(t) = ap(Cs sin(wt) — Cycos(wt))® , n= Cl , W= ‘/? (4.53)

seklinde olur. Eger, C, = 0,w — iw,n = 3/2 olursa, bu durum ACDM modelinde, evrenin son

donemine karsilik gelir.

(4.53)’de verilen Ol¢ek faktorii igin, Hubble parametresi (H) ile onun birinci ve ikinci tiirevleri

sirasiyla,
H() =2 =nw [%] (4.54)
H = —nw?[((C,)? + (C3)?)sec?(wt)(C; tan(wt) — C;)?] (4.55)
i = _ 2nw3((C2)2+(C3)2)(C2sin(wt)+C-3cos(wt)) (4.56)
(C3)3sin3(wt)—(C3)3cos3(wt)—3C,C3(C3 sin(wt)+C,cos(wt))
seklindedir. Burada H(tg) = oo igin Hubble parametresinin yiiksek tiirevlerinin,
%1_)12 H" - 00, n=2 (4.57)
biciminde 1raksadig1 ve sonlu zamanin,
tY = nm + arctan @)Szfzcg)z]' ne’z (4.58)

seklinde oldugu durumlarda ¢oziimler elde edilmektedir. Bu sebeple, (4.53) ifadesi, (2.7.3)
boliimiinde verilen tip-1V tekilligine sahip, titresimli (salinimli) bir ¢oziimdiir ve 6lgek faktori

t = tg durumunda sonlu kalmaktadir. Ayrica tip-IV tekilliginde, |petkin| = 0 Yani;

El_)rtr: p(a) = :}i—gls(ZA —A—Cs+a3Cs) =0 (4.59)
olmasi sebebiyle, sonlu bir basing,

20—A—C, +a3Cs =0 (4.60)

ve kozmolojik sabit A,
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A =2+ Cy—a%Cs) (4.61)
Olceklenmis (calibrated) sekilde elde edilir.

4.2.1. Kuadratik Potansiyel Coziimii

Degistirilmis  Genel Rolativite Teorileri arasinda F(R) Gravitasyon Teorisi’nde,
f(R)=R+2 A+h(R) bigiminde, egrilik i¢in genel bir fonksiyon alinabilir. Cesitli potansiyel
formlar1, bu teoride farkli modeller verecektir. Ornegin, (4.39)-(4.46) denklem sisteminin bir

¢Ozlimii olan agir (massive) skaler i¢in,
C
V(@) = CsHCold + )2 (4.62)

kuadratik potansiyeli ve

aa, ¢) = —=aC, (4.63)
BG.R ) =2 (4.64)
Y@R,$) = Cidb + C, (4.65)
h(R) = C;R+C, (4.66)
p(@) =—Cs+2A+C, — A +a3C, (4.67)

katsayilar1 alinirsa, evrenin Enflasyon Donemi’ne (Hibrit Enflasyon Donemi) karsilik gelen

sonug elde edilir. Burada, C, = 0,Cs = V,, C, = m?/2 alindi§inda potansiyel,
rn2
V(p) =V, + 7(])2 (4.68)
formunda olur ve bu vakum enerjisidir. Sistem i¢in hareket sabiti,
Z* = 8C1C332é + 2)\33 (Clt + Cz) (469)

seklindedir. £* = 0 alindiginda 6lgek faktorii,

_xt(C1t+2C2)

a(t) =apge 8GCs (4.70)
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seklinde olur. Bu model, 6l¢ek faktoriiniin a(t)~e°‘t2 bi¢iminde oldugu sigrayan evren (the

bouncing universe) [47-48] modelidir.

Hubble parametresi ve yavaslama (deceleration) parametresi,

H=-2%¢ gq=—(1+4)=-(1-59) 4.71)

4C53C3 ACZt2

seklindedir ve ivmelenerek genisleme durumu igin,

A3 _Ac3t?
4c3c§( 4c3c§) >0 (4.72)
olmalidur.
Eger,
20 (4.73)
C3
1/2
ise, t € (—oo , |% %) zaman aralig1 i¢in bir ivmelenme,
2
A
—<0 (4.74)
C3
4c;|Y/2 ¢, e .
1¢cin Ise, t € (|T o 00) zaman aralig1 i¢in bir ivmelenme elde edilir.
2

4.2.2. Ustel Potansiyel Coziimii

Hiperbolik enflasyon durumu i¢in olas1 ¢oziimler,

V($) = Cg + 2, cosh (222) (4.75)
C
aa, ) = %ia”“,/@ sinh (@) (4.76)
1 1
_ 5. (2c4+3)a%/C5 2(p+Cy)
Ba R, §) = —2i ZH 5 sinh (—C1 ) (4.77)

v(a,R, ) = —ia®,/C5 cosh (@) (4.78)

1
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p(a) = —(A+ C¢ + 6A + 6C; + 3C5) + Cga® (4.79)
1 2
h(R) = — (Zxcélc1 + 1) R+ Cq (4.80)

seklindedir (biitiin fonksiyonlar reel olmas: gerektigi icin C; = —M?’dir, M serbest parametre).

Ilgili korunum yiikii ise,

Qo = a?*Cs [éwsinh (@) + 2M2a cosh (@)] (4.81)

Cq 1 1

seklindedir. Ozellikle Q, = 0 oldugunda (4.81) ifadesi tamamen integre edilebilir olmaktadur.

Bu durumda o6lgek faktorii,

a(t) =C; [sinh (Z(HCZ))]n , n ALY (4.82)

Cy T 2(-44C4C1D)

seklindedir. Burada, n = 3/2 durumu ACDM modelinde evrenin son doénemine karsilik

gelmektedir.
4.2.3. Bianchi Tip-1 Kozmolojide Mimetik Madde i¢cin Potansiyel Coziimleri

Evrenin genisleme senaryolarini yeniden yaratacak bir model elde etmek i¢in mimetik alani
dinamik hale getirmek, dolayisiyla (2.133) ile verilen denkleme bir V' (¢) potansiyeli eklemek
gerekmektedir. Boylelikle mimetik model i¢in verilen aksiyon, Lagrange carpanini da igerecek

sekilde yeniden diizenlendiginde,

[=~ [ d*[=g[R+2A(g" 3, 0y + 1) — V() + 2Ly (4.83)
bigimini almaktadir.

@ skaler alanina bagli bir potansiyel, zamana bagli bir potansiyele karsilik gelmekte olup, bu
tip bir potansiyel, Friedmann denklemlerinin de bir sonucu olarak, degisen Hubble

parametresine ve dlgek faktoriine benzer sekilde davranmaktadir [49].

(4.83) aksiyonundan hareketle, teorinin hareket denklemleri,

Guv - Zxauq) v — guvv(q)) = Tuv (4.84)
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seklinde elde edilir. (4.84) ifadesinin izi alindiginda ise Lagrange carpani,

A=2(G—T—4V) (4.85)
bi¢ciminde bulunur. (4.85)’yi, (4.84)’da yerine yazdigimizda ifadenin yeniden diizenlenmis hali,

Gy =Ty +(G—T—-4V)9,,$ 0, + g,,,V(P) (4.86)
seklinde elde edilir. Burada,

T =G =T =4V) 0,4 0,0 + g, V($) (4.87)

biciminde enerji-momentum tanimlamasi yapilirsa, mimetik alan i¢in basing (p) ve enerji

yogunlugu (p) sirasiyla,
p=-V, p=G-T-3V (4.88)
bi¢iminde elde edilir.

Ayrica, (4.83) aksiyonunun mimetik alana gore varyasyonu alindiginda,

av

VG- T—4V)0,0] = — 55

(4.89)

seklinde bir hareket denklemi daha elde edilebilir. (4.89) ifadesi (4.86) ifadesinde VG, = 0

kosulu ele alinarak da elde edilebilir.
Yay elemaninin,
ds? = —c2dt? + A%(t)dx? + B?(t)(dy? + dz?) (4.90)

bigiminde verildigi Bianchi tip-1 model dikkate alindiginda (4.89) ifadesi,

=alEe-v=-% (4.91)

seklini alir (¢ = t). Burada A = B" bigiminde alinirsa enerji yogunlugu igin,

p =2 [YBI+2(B (4.92)

T pn+2
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seklinde elde edilir.

Hubble parametresinin,
B A
H=2, Aoy (4.93)

seklinde oldugu g6z onilinde bulundurulursa, alan denklemlerinin ¢6ziimii olan Friedmann

denklemleri,

(n+ 1DH+ (n? + n+ 1)H? = V(t) (4.94)

(n2+n+1)

seklinde elde edilir. Buraday = B ®+1) alinirsa, (4.94) ifadesi,

n?4+n+1
nZz+2n+1

V(©)y =0 (4.95)

seklinde yeniden yazilir. (4.95) denklemi ¢dziimii i¢in,

o

V() = % =2 (4.96)

t2

onerildiginde y ¢oziimleri,

2 1 (J@+DZ+aa@?+n+1) (n+1)2
C, tz cos [2( — )ln(t) +C, A< =D
y = llH_(\/(nH)Z+4c>c(n2+n+1)> 1 1_(\/(n+1)2+4a(n2+n+1)>l
Ci t + C,t o> P
(4.97)

bigiminde elde edilir (C; ve C,: integrasyon sabiti).

a'nin artan negatif degerleri i¢in bu ¢6zlim, tekillige sahip salinim yapan diiz bir evreni ifade
etmektedir. Bu salimimin genligi zamanla artmaktadir, ki bu durum, biiylik pozitif basinca
benzer bir duruma karsilik gelmektedir. Ivmelenmenin oldugu bir model igin sasirtic1 bir sonug

degildir.

Diiz bir evren i¢in 6lgek faktorii normalizasyon katsayisi ile tanimlanmakta olup, bu durum igin

Olcek faktoriiniin genel ¢ozliimii,
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[((n+1)+J(n+ 1)2+4a(n?+n+1)
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It

n+1

2z
n2+n+1
(n+1)2 +4a(n2+n+1)>\|

2 nZ+n+1 n+1
B=t (4.98)
eklinde bulunur (B = £2: integrasyon sabiti, C, # 0; & > —ﬂ)
$ T grasy 11 TTT am2Z4n+1)
Bu ¢6ziim (4.92) ifadesinde yerine yazilirsa enerji yogunlugu i¢in,
o n+1
J(n+1)2+4a(n2+n+1)\ 1 n?+n+1
- n+1 /
1-Bt
2+4a(n2+n+1)
= 1+2nH2=L(1+‘/(n+1)+ )
p ( ) 3t2 n+1 J(n+1)2+4a(n2+n+1)\
- n+1i
1+t
(4.99)
ifadesi bulunur. Mimetik madde i¢in durum denklemi ise (p=-V=-a/t?)
-3 n+1
\/(n+1)2+4a(n2+n+1)\ 1 “nP+n+t
- n+1
1-Bt
w=P=_34 (1 n \/(n+1)2+4a(n2+n+1)) (4.100)
p n+1 \/(n+1)2+4a(n2+n+1)\
- n+1
1+t

seklinde bulunur.

Durum denklemi zamana bagl olabilir ve t’nin biiyiik ve kiigiik limitlerinde sabit bir skaler
degere yaklasir. Ornegin; « = — 1/3 (n=1) i¢in durum denklemi w=1 (p=p, kat1 akiskan: ses
hiz1 151k hizina esit) ve dlgek ¢arpam da Bec t1/3 seklindedir. @ = —1/4 (n=1) ise w= 1/3
(p=1/3p,t >0ovep=3p,t—>0) radyasyon

akiskanina (r6lativist gaz) karsilik

gelmektedir. @ > 1 oldugunda durum denklemi w=-1 (p=- p<0, ses hiz1 151k hizina esittir, {istel
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sismeli model) efektif olarak A kozmolojik sabitine, ayrica p = wp<0 negatif basing durumu ise

fiziksel olmamakla birlikte sisme (enflasyon) modeline karsilik gelmektedir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Son donemlerdeki evrenin genis Olgekli gozlem verileri bize, evrenin ivmelenerek genisledigi
bir donemde oldugunu gostermektedir. Evrenin girmis oldugu bu fiziksel donemi agiklayacak
bir¢ok degistirilmis gravitasyon teorisi formu Onerilmistir. Bu sunulan modeller iginde en
bilindik ve fiziksel olarak onaylanmis modellerden biri F(R) Gravitasyon Teorisi ve onun
genisletilmis bigimlerini igeren teorilerdir. Biz de tezimizde bu teoriden hareketle 6ne siiriilmiis
olan Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’ni ele almis bulunmaktayiz. Burada, F(R) ve Mimetik
F(R) Gravitasyon Teorileri’'nin temel dayanaklarini ve denklemlerinin kisa bir tanitimini
yaparak ise basladik. Diiz FLRW metrigi i¢in F(R) ve Mimetik F(R) Teorisi’nin hareket
denklemlerini elde ettik ve noktasal Lagrangian’lerini yazarak teorilerin Noether simetrilerine
uyumunu inceledik. Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi igin iki 6nemli ¢6ziim simifi
bulunmustur: ilki, bir ¢esit arkaplan basinci gibi davranan genellestirilmis tstel bir olgek
faktorlinlin tam ¢ozlim ailesidir. Diger ¢6ziim sinifi ise, elementer fonksiyonlara gore yazilan
Olcek faktorii icin tam ¢oziimlere sahip ek modellerin genel bir ¢6ziim ailesidir. Bu ¢oziimler
GRT modeline benzer bigimde F(R)=R+2A 6zel fonksiyonu alinarak elde edilmistir. Ayrica,
Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi i¢in Noether simetrilere bakildiginda yine iki ¢6ziim ailesi
elde edilmistir. Birincisi, karanlik madde ve 6l¢eklendirilmis (calibrated) kozmolojik sabite
sahip, GRT’ye esdeger ¢oziim sinifidir. Bu durum, Hubble parametresinin (H) yiiksek
mertebeden tiirevlerinin 1raksadigi, tip-IV gelecek tekilliklerini iceren kozmolojik ¢ézlimlerin
bir bigimi olarak davranmaktadir [50]. Ikinci ¢dziim sinifi ise, potansiyel fonksiyonlarin iki 6zel
sinifini igeren degistirilmis gravitasyon ¢6ziim ailesidir. Elde edilen potansiyellerden ilki, 6l¢cek
faktoriinilin sigrama senaryosuna evrildigi hibrit enflasyon modeline, ikincisi ise, tam da ACDM
modelindeki gibi davranan 6l¢ek faktoriiniin bulundugu tistel formuna karsilik gelmektedir.
Boylelikle, gelecek tekilliklerine sahip, ACDM [51], sigrama ve salinim (0Oscillatory) gibi biitiin
kozmolojik durumlarin ¢éziimleri, Noether simetrik bir Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi ile
izah edilebilmistir. Bu sonug da bize, Noether Simetri yaklasiminin, degistirilmis F(R)
Gravitaston Teori’lerinin kozmolojik uygulamalarini ¢aligmanin en miikemmel yolu oldugunu
gostermis bulunmaktadir. Buna ek, Bianchi tip-1 kozmolojik yapisi i¢inde, mimetik alan i¢in
farkli durumlar elde edilmistir. Elde edilen en ilgi ¢ekici sonu¢ mimetik alanin, evrenin

genislemesine kaynaklik eden A kozmolojik sabite indirgenebiliyor olmasidir.
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Gelecekte bu c¢alismalarimizi egrilige ek, Gauss-Bonnet (G) [52-61] ve burulma (T, torsion)

terimlerini de igeren f(R,T) ve f(R,G) Degistirilmis Gravitasyon Teori’lerine uygulayacagiz.
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EKLER

EK 1. Genel Varyasyonlar.
Metrik tensor gV’ niin,

gHV - gHV + Sguv

(Ek 1.1)

bi¢iminde varyasyonu altinda (y,v =1, 2,...,n) n=4 boyutlu uzay-zaman i¢in Levi-Civita

aglantis1 (connection)’nin varyasyonu
baglantis1 (connection)’n1 nu,

Srvuk = l—‘vu)\[go(B + 6gﬁq] - Fvu)x[gaﬁ]

(Ek 1.2)

seklinde verilir. Eger I‘\f;\[g"‘B + SgB“] ifadesi §gP* nin birinci dereceden kuvvetlerine kadar

acilirsa,

Ik [898 + 8gP<] = ~ (g + 8g"*)[9y (g2p + 882p) + 02(8up + S8up) — Fp(gon +

ngk)] = Fva[gaﬁ] + %gup [av(SgAp) + aA(ngp) - ap((sgvk)] + %6glip [av(g?\p) +

aA(ngp) - ap(ng}\)]

elde edilir ve 8g"¥ bir tensor oldugu igin,
V.88, = 0,88, — [P 8gg, — TE 5
vO8ip vO8ip vA08Bp vp gBA
V88y, = 0,88y, — [ 8gg, — T 8
A08vp A gvp vA08Bp Ap 8Bv

Vpsgkp = ap)Sg?L\; - F)?psgﬁv - FvaSgB?L

ifadelerinden,

9,882 + 0288yp — 0,88y = Vy88ap + Vab8yp — Vo8, + 21 885,

elde edilir. Benzer sekilde g,,, i¢in,

va}\p = avg}\p - FVB)\ng - FvagB)\

(Ek 1.3)

(Ek 1.4)

(Ek 1.5)

(Ek 1.6)
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VA8up = 8vp — p8pp — Tho8pv (EK1.7)

Vogip = 0p8av — Doy — Nipgpa (Ek 1.8)
ifadeleri yazilarak elde edilecek,

200 g6y = 0u8ap + 08up — DpBay (Ek 1.9)
ifadesi kullanildiginda, (Ek 1.3) ifadesi,

Iy (8 + 8P ~ 1), [g*F]

1 1
+ Eg”p [V\,Sg)\p + V)\ngp — Vp8g;\p + ZFV%\Sng] + Eg”pl“vﬁ}\gﬁp
(Ek 1.10)

biciminde yazilir. Ayn1 zamanda metrigin,
(8g"?)gpp = —(8gpp)g"? (Ek 1.11)

ozelligi kullanilarak (Ek 1.10) ifadesi,

[ials®® + 8P ~ T3 [g°F] +5 8" [V, 882, + Va8 — VpBgae]

1
+g"°T) 88pp — (8860 )T128"" = 58"° [V, 882, + Vad8yp — VB8]
(Ek 1.12)

ve (Ek 1.2) ifadesiyle verilen Levi-Civita bagintisinin varyasyonu,

8Ll = [la[8° + 5gP] — I [gP] = g"°[V,8gx, + VaB8yp — Vydgap]  (EK 1.13)
seklinde yazilir [FV”A bir tensor olmamasina ragmen, 8FV”7\ bir tensordiir].
(Ek 1.1) varyasyonu altinda,

T = T + 800 (Ek 1.14)

Levi-Civita baglantisinin varyasyonu ile Ricci egrilik tensoriindeki degisim (varyasyonu) igin,
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R |8, + 875, = 2014, + 20T, + (Tis + 8T8 ) (T8, + 818, ) — (Th, +

8Tk ) (Tf, + 8T, ) = 20T, + Th TS, + [ 8T8, + 18,8Tk, + [f I — b 8TF, —

o

B ol — 1] L B H n B B H

04

0(8T2) = Rum[rfp] +20pTY, + 2T4,T8, — TLeTY, +0(sr?) (Ek 1.15)

sadece 6I'’nin birinci derecedeki terimleri alinirsa,

R a [T + ST | = R |16, | + 2001, + 21

BD\FO(]V - FVB[)\SFOL:]B (Ek 1.16)

yazilir. Boylelikle Ricci egrilik tensoriiniin varyasyonu,

8RM a0 = R¥yaa| T, + T8 | — Riao| T | = 20Tk, + 28,18, — Tf,8r,

op BIA"a]
(Ek 1.17)
olarak bulunur. 8T} ifadesinin de tensdr olmasi sebebiyle,
VALY, = 02814, + T8, — T, 8Tk, — [ 8Tk (Ek 1.18)
Ve,
— B B p
VT3, = 04813, + T Iy, — Ta8Tg — Do ST3g (Ek 1.19)
ifadeleri yazilarak,
— p
2VaLay = 01a8T), + 2T 0y — Ln Sl (Ek 1.20)
elde edilir. Bu ifadeler kullanilarak Ricci egrilik tensdriiniin varyasyonu,
SR* i = Va8Tl, — 04813, (Ek 1.21)

seklinde verilir.

Ek olarak R R¥P9 ve R,,,R*" ifadelerinin varyasyonlarini da hesaplamak yerinde olacaktir.

uvpo

Birinci ifade i¢in verilecek olan,
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S(RywpoR*P%) = Ry peSRMPI+8R 1y o o RIVPO (Ek 1.22)
bicimindeki varyasyonu,

RuvaSRuvpc = Ruvpos(guagﬁvgypgcsRaByS) = RHVPG‘SRquG + 4‘RuYBSRaBy88gua =

RFYPOSR o0 + 4R “PYR 0,88 (Ek 1.23)
seklindeki terim g6z oniinde bulunduruldugunda,

8(RpoRMVPT) = 2RWPISR 05 + 4R, “PYR 06, 68" (Ek 1.24)
bi¢iminde verilir. Dahas1 (Ek 1.24) esitliginin sag tarafindaki ilk terimi igin,

2RWPISR 06 = 2RWPOSg  R*, o = 2RWPCSg,  8R% 45 + 2RWPORY, | 8, =
ZRanGSRanc _ SgaﬁguaprGZRuVPG (Ek 1.25)

ifadesi kullanildiginda, (Ek 1.22) varyasyonu,

8(R,wpoR*P9) = 2R, "P78RY, 5 + 2R, *PYR 3, 58" (Ek 1.26)
seklinde verilir.
Eger (Ek 1.26) varyasyonu bir F skaleri ile ¢arpilirsa,

F8(RypoRFP?) = 2FR,*PP8R* 5 + 2FR, “PYR 03, 8" (Ek 1.27)

seklini alir. R,,,R"¥ ifadesinin varyasyonu ve varyasyonun skaler bir F ile ¢arpilmis sekli,

F8(R, R*) = F[R™W8R,, + R,,8R™| = F[RWSR,, + R,,,8(g™ g PRyp)] =
F[R™WSR,, + R™®8R,p + Ry Rop (g P8g™ + g*#8g"P)| = F[2RWSR,,, +
2R,«R%,8g"] (Ek 1.28)

seklinde verilir.
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EK 2. Bazi Onemli Varyasyonlar.

g", g,v metrik tensoriin tersi olmak {izere, bunlar ve varyasyonlar1 arasindaki iligki,

guvgva = 8&

0 = (88 )" + (68"“)g

seklindedir [6f; matrisi sabittir]. (Ek 2.2) ifadesi gqg ile ¢arpilmast ile,

0 = (8gyv)8p + (82")gv8agp
ve
88y = —Buw8ap(88"")

elde edilir. Bu tip ifadelerin (iliskilerin) alternatif tiiretimi,

Sguv = S(guagv[}gaﬁ) = (Sguoc)gvﬁg(xB + gua(ngB)gaB + guocng(SgaB)

= (884a)8upg™® + 88y + 88y,
88 = (884 )8upg™? + 88y + 88y,
88 = —8ua8ypdg™®
seklinde de yazilir. (Ek 2.1) ifadesinden,
guwg" =
ve

gwsguv = _guvsgw

yazilir. Bu sonuglar, n-boyutlu genel bir Riemannian uzayi i¢in de gegerlidir yani,

gap8” =85, gapg® =n

ve boylelikle metrik i¢in,

(Ek 2.1)

(Ek 2.2)

(Ek 2.3)

(Ek 2.4)

(Ek 2.5)

(Ek 2.6)

(Ek 2.7)

(Ek 2.8)

(Ek 2.9)

(Ek 2.10)
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88ab = —Zac8badg? (Ek 2.11)
g2 8gap = —Zan0g?® (Ek 2.12)
seklindedir.

g4 metrik tensor olmak iizere,
1
5(/g) = 7758 (Ek 2.13)

bigimindeki varyasyonu i¢in (g = det(g,p)), nxn bigiminde bir A genel matrisi diigiiniilsiin. Bu

matris i¢in determinant,

det(A) = eT"@® (Ek 2.14)
seklindedir. g, icin (Ek 2.14) ifadesi,

g = det(g,p,) = eT"(8ab) (Ek 2.15)
biciminde olup, g., — gap + 8gap altinda varyasyonu,

det(gap + 8g,p) = eT'(Bab+d8ab) — eTr(8ab)+Tr(88ap) — Tr(8ab) @ Tr(88an) (Ek 2.16)

bi¢iminde yazilir [izin lineerlik 6zelligi: Tr(gy, + 6g.p) = Tr(gap) + Tr(dga,)]. 8g ifadesi
cok kiiciik oldugu i¢in ((8g)? =~ 0),

eTr(®8ab) ~ 1 + Tr(8g,p,) (Ek 2.17)
ve (Ek 2.4) ifadesi,

det(gap + 8gab) ~ g(1 + Tr(8gap)) (Ek 2.18)
seklinde yazilir. Burada izin,

Tr(8gab) = 82°88ap (Ek 2.19)
ifadesi kullanildiginda,

det(gap + 88ap) ~ 8(1 + 8*°88ap) (Ek 2.20)
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elde edilir. Buradan varyasyonun tanimai igin,

8g = 8(det(gap)) = det(gap + 8gap) — det(gap) ~ g(1 + g%°8gap) — g = 222°8g.p

(Ek 2.21)
ifadesi elde edilir. (Ek 2.12) esitligi ile de,
8g = —ggan0g" (Ek 2.22)
yazilabilmektedir. Buradan (Ek 2.13) varyasyonu,
5(J/8) = 208 = — 5 H8an08™ = — 5 /EEab g™ (Ek 2.23)

bi¢imini alir. Burada GR igin 4-boyutlu pseude-Reimannian uzay-zamani i¢in ((g - —g) ve
u,v =0, 1, 2, 3) benzer,

5(\/8) = — /88, 58" (Ek 2.24)

ifadesi yazilir.

Metrigin determinantinin herhangi bir kuvveti igin (EK 2.22) ifadesi,

8(g") = ng""'6g = —ng" 'gg., 0% = —ng"g.,5g%° (Ek 2.25)

bi¢iminde genel bir esitlik ile verilir. Eger biitiin dogal sayilar (n€ N) lizerinden toplam alirsak,
Yoo 8(g™) = —(Xrong™)gapdg?® (EK 2.26)

olur. (Ek 2.26) ifadesinin sag tarafindaki toplam1 hesaplamak i¢in, |g| < 1 kosulu (26 ifadesinin
yakinsamasi i¢in) kabul edildiginde,

T = Ziong”,  lgl<1 (Ek 2.27)
elde edilir. Boylelikle (Ek 2.26) ifadesi,
Tie 88" = —gizemde™ gl <1 (Ek 2.28)

seklini alir.
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EK 3. ideal Akiskan Icin Enerji Momentum Tensorii.

Egrisel uzay-zamanda, ideal akigkan igin verilen enerji-momentum tensori,
Tuv = pgu t (p+ p)uuuv (Ek3.1)

seklindedir. p ve p akigkan i¢in sirasiyla, enerji yogunlugu ve basinci ifade eder. g,,,, uzay-
zamanin metrik tensori ve uy, ise akiskanin hareketini takip eden gozlemcinin 4-1ii hiz vektor
alanin1 temsil eder. Minkowski uzay-zamani igin [r] w = diag(—1,1,1, 1)], T,y niin

bilesenleri,
Too = T = p, Ti; = pd; (Ek 3.2)

seklinde verilir. T, ikinci dereceden tensor olmasi sebebiyle onu yine; drnegin geometriden
gelen katkilar sebebiyle g, metrigi gibi; ikinci dereceden tensor ile ifade etmemiz
gerekmektedir. Bunun yaninda T,,, tensorii, bu uzay-zamanda hareket eden gézlemcinin u,, 4-
1t hiz vektorii gibi kinematik nicelikleri de icermesi gerekmektedir. Bu birinci dereceden bir
tensor, yani bir vektor olmasi sebebiyle, u, & u, seklinde tensorel garpimi alinarak ikinci
derece tensor elde edilir ve boylelikle T, tensorii, g, metrigin ve u, @ u, bi¢imindeki
tensOriin lineer bir bilesimi olarak ifade edilir. Fakat tensor, akiskanin basing ve yogunluk gibi
bazi 6zelliklerini de barindirmak zorundadir ve bunlar skaler olduklar1 i¢in T, 'niin barindirdigi

tensorlerin katsayilari olarak ifadeye katilirlar. Genel ifade ile enerji-momentum tensorti,

Tp.v = A(p, p)gp.v + B(p, p)uuuv (Ek 3.3)

bigiminde verilir (A(p, p) ve B(p,p), p ve p’nun tiirevlenebilir siirekli fonksiyonlaridir). (Ek
3.3) ifadesi yerel olarak; yani gravitasyonel etkiler ihmal edildiginde de saglanmalidir.
Boylelikle T,, (Ek 3.2) ifadesine indirgenir (g,, — n,,). Ek olarak, akiskan ile genisleyen ve

biiziilen es-hareketli bir gdzlemci i¢in,
u, = (1,0,0,0) = &) = -8, (Ek 3.4)
seklinde olup, yerel olarak enerji-momentum tensort,

Taw = A(p, PNy + B(p, p) 8789 (Ek 3.5)
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seklini alir. (Ek 3.5) ifadesi ,,, ile ¢arpildiginda,

—p+3p=4A—-B (Ek 3.6)
ve 8},8 ile carpildiginda da,

p=—A+B (Ek3.7)
bulunur. A ve B fonksiyonlari i¢in ise,

A=p , B=p+p (Ek 3.8)
ifadeleri elde edilir ki bu egrisel uzaydaki ideal akiskan i¢in verilen (Ek 3.3) ifadesini verir.
EK 4. FLRW Evreni I¢in Siireklilik Denkleminin Tiiretilmesi.

Enerji-momentum tensoriiniin korunumu igin,

VHT,, =0 (Ek4.1)
ifadesi saglanmalidir.

Ideal akiskana sahip, uzayca homojen ve izotropik bir evren igin verilen,

T = pguv + (P + PIuyuy (Ek4.2)
formunda enerji-momentum tensori ve

u, = (1,0,0,0) = &) = -8 (Ek4.3)

bigiminde 4-1ii hiz vektoriine sahip es-hareketli bir gézlemci ele alinsin. (Ek 3.3)’in sonucu

olarak,

yut = -1 (Ek 4.4)

normalizasyonu elde edilir.

Simdi, (Ek 4.1) ifadesi,

VT = g VHp + uyu,V*(p +p) + (p + p) [u\,V“uH + uuV“uV] (Ek 4.5)
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Ve her bir terim igin,

u,u, V*(p +p) = u,u'v,(p +p) = —8387 9, (p + p) = —89(p + p) (Ek 4.6)
u, V*u, = u*V,u, = u*[d,u, — T&u,] = TG uu! = +I,%8%8) =T, =0 (Ek4.7)
u,V*u, = u,V,ut = -89 (auu” + Fﬁauo‘) = —SSFJLQSS‘ = —SSIL”O

= —89(I}y + % +I$,) = —893H (Ek 4.8)
guwV'p =V,p=20,p = &P (Ek 4.9)

hesaplandiginda [f gibi bir skaler niceligin, V,f=d,f = 88f biciminde herhangi bir uzaysal
baglilig1 olmadigi disiiniilerek] (Ek 4.5) ifadesi,

VET,, = —80(p +p) — 803H(p+ p) + 8)p = —&)[p +3H(p+p)] =0  (Ek4.10)
seklinde elde edilir ve bu ifadeden de,
p+3H(p+p) =0 (Ek 4.11)

stireklilik denklemine ulagilir (v = 0).
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