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Bu tezde, gravitasyonun genişletilmiş F(R) teorilerinden olan, ‘ghost’suz (phantom) skaler alan 

serbestlik derecesini barındıran ve içsel olarak konformal simetriye sahip Mimetik F(R) 

Gravitasyon Teorisi’nin alan denklemleri elde edilmiş, sıradan madde ile dolu düz Friedman-

Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) kozmolojik yapısı için noktasal Lagrangian’i yazılmış ve 

Noether simetriye uyumuna bakılmıştır. Ayrıca dinamik sistem analizi de yapılmıştır. Aynı 

zamanda, Bianchi tip-I kozmolojide, evrenimizin erken ve son dönemlerdeki ivmelenerek 

genişlemesine kaynaklık eden mimetik alanın temelleri, zamana V(ϕ = t) = α t2⁄  biçiminde 

bağlı bir potansiyel önerilerek izah edilmeye çalışılmıştır. Bunları yapmamızdaki amaç, 

Noether simetriyi kullanarak, ΛCDM modelleri ve sıçrama durumu için çözümlerin 

kararlılığını araştırmak, ek olarak, çözümlerimizin Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi içinde 

elde edilebileceğini göstermektir. Ayrıca gelecek tekilliklerini barındıran çözümleri de yine bu 

model içerisinde elde etmektir. 
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Anahtar kelimeler: F(R) gravitasyon, mimetik gravitasyon, noether simetri, dinamik sistem, 

bianchi tip-I kozmoloji  
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ordinary matter. Basis of the mimetic field originating the late-time (and initial era) expansion 

of the universe also have been described in Bianchi type-I cosmology by proposing a potential 

function time-dependant in terms of  V(ϕ = t) = α t2⁄ . As a main purpose, we have looked 

into the stability of the solutions of the bouncing and ΛCDM models by utilizing the symmetries 

and demonstrated that the solutions are feasible in Mimetic F(R) Gravity. We also have gained 

the solution with future singularity in our theory. 
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1. GİRİŞ 

Genel anlamıyla kozmoloji, evrenin gözlenebilir özelliklerini anlamayı zaman içerisindeki 

evrimine açıklık getirmeyi amaç edinmiş bir bilim dalıdır. Bu maksatla, spektroskopiden 

parçacık fiziğine kadar fiziğin birçok alt dalından faydalanılarak, tarih boyunca bu disipline ait 

çeşitli teoriler öne sürülmüştür. Şüphesiz ki evrenin tam bir izahının yapılabilmesi için ortaya 

atılmış öneriler arasında, Einstein’ın Genel Rölativite Teorisi (GRT) büyük bir önem 

taşımaktadır [1]. 1915 yılında öne sürülen bu teori, modern kozmolojinin temelini oluşturmakta 

olup, gelişen gözlem teknoloji ve yöntemlerle elde edilen yeni bilgiler ışığında, ortaya atıldığı 

zamandan bugüne, bizzat Einstein’ın kendisi de dahil olmak üzere, birçok bilim insanı 

tarafından değişikliğe uğratılmıştır.  

Kozmoloji tarihinde dönüm noktası olan GRT’nin öne sürüldüğü dönemlerde, evrenin durağan 

ve sonlu olduğu yaygın kabulü, teori için birtakım sıkıntılar ortaya çıkarmaktaydı. Herhangi bir 

madde-enerji dağılımının bulunmaması durumunda, yerel bölgede bir gravitasyonel 

dalgalanmanın oluşmaması, ayrıca, durağan bir evrenin, gravitasyonel etkileşimlere yenik 

düşerek çökmesi gerekmekteydi. Bu gibi sorunlar Einstein’ı, alan denklemlerinin madde ile 

ilgili bölümüne bir terim eklemeye itmiştir. Bu terim Kozmolojik Sabit (veya Λ parametresi) 

olarak adlandırılır. Her ne kadar bu öneri Einstein tarafından beyhude bir girişim olarak 

düşünülmüş olsa da 1929 yılında yapılan gözlemler sayesinde tespit edilen galaksilerin 

resesyon hareketi, Λ parametresinin gerekliliğini tekrar ortaya koymuştur ve bu sabit evrenin 

genişlemesinin izahı olarak bir kez daha denklemdeki yerini almıştır. 

Madde-enerji dağılımı tarafından yerel olarak yaratılan gravitasyon alanın incelenebilmesi için 

GRT’nin alan denklemlerinin çözülebilmesi gerekmektedir. Bu sebeple de enerji-momentum 

tensörü ve çalışılacak uzay-zaman geometrisinin doğru bir şekilde belirlenebilmesi büyük önem 

arz etmektedir. Bu yöntemlere, evrenin geniş ölçekli yapısının ve kaderinin nasıl olacağı ile 

ilgili iyi bir açıklamanın yapılabilmesi için de ihtiyaç duyulmaktadır. Örneğin, göreli olmayan 

sıradan madde-radyasyonla dolu, Λ parametresini içeren ve GRT yasaları ile yönetilen düz bir 

evren yapısı ile Hubble gözlemleriyle tespit edilen genişleyen evren görüntüsü birbiri ile gayet 

tutarlıdır. 
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Fakat, son dönem geniş ölçekli gözlem sonuçları bize, evrenin ivmelenerek genişlediği bir 

döneme geçiş yaptığını göstermektedir. Sadece sıradan madde-radyasyon ile dolu bir evren 

modeli ile bu durum tam olarak izah edilememektedir. Buna ek olarak, evrenin genişlemesinden 

sorumlu tutulmuş olan Λ parametresinin fiziksel yorumu da dinamik bir evreni tarif etmekte 

yetersiz kalmaktadır. Ayrıca, Einstein alan denklemleri, güneş sistemi gibi daha düşük enerjili 

gravitasyon alanların çözümü için gayet tutarlı olması fakat, izahında yüksek mertebeden 

eğriliklere ihtiyaç duyulan sistemlerin ve evrende meydana gelen birtakım olayların 

açıklanmasında yetersiz kalması, bilim insanlarını bir kez daha alternatif bir teori aramaya ya 

da GRT’nin alan denklemlerinde değişiklikler yapmaya itmiştir. 

Bu amaçla tezimizde, özel bir değiştirilmiş gravitasyon teorisi önerilmiştir. Ayrıca bu model ile 

GRT’den ne kadar sapıldığını belirlemeyi sağlayacak bir parametrizasyona nasıl geçiş yapıldığı 

da izah edilecektir. Bu yapılırken, Einstein alan denklemlerindeki gibi eğriliğe (R) lineer bağlı 

olmayan, eğriliğin genel bir fonksiyonunu içeren F(R) Gravitasyon Teorisi’nin aksiyonu ele 

alınacaktır. Çünkü bu değiştirilmiş gravitasyon teorisi ‘ghost’suz bir modeldir ve Einstein 

çerçevesindeki skaler (alan) teoriye konformal olarak eşdeğerdir. Bununla birlikte, bu teorinin, 

evrenin son dönemdeki ivmelenerek genişlemesi durumu, karanlık enerji, karanlık madde ve 

holo problemi gibi birçok fenomeni açıklamakta kullanışlı ve ilgi çekici özellikleri 

bulunmaktadır. Ayrıca bu basit ve etkili değiştirilmiş gravitasyon teorisi kullanılarak enflasyon 

dönemi [2-5] de başarılı bir şekilde izah edilebilmektedir. Son yıllarda karanlık madde 

problemini çözebilecek birçok değiştirilmiş gravitasyon teorileri önerilmektedir. Bunlardan biri 

bizim de tezimizde konu ettiğimiz, mimetik model olarak isimlendirilen ve değiştirilmiş 

versiyonları da sunulmuş olan Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’dir [6-13]. Bu model ile 

gravitasyon teorilerine yapılan değişikliklerin arkasında yatan temel düşünce, skaler serbestlik 

derecesinin ‘ghost’lar ile herhangi bir probleme sebebiyet vermediği, gravitasyon teorilerinin 

konformal invaryant skaler bir teorisini önermektir. Burada fiziksel olmayan yardımcı bir 

metriğin konformal dönüşümü olarak ifade edilen fiziksel metriğin yeniden parametrize 

edilmesi yolu izlenmektedir. Buradaki can alıcı nokta ise, teorideki skaler alanın (ϕ) konformal 

fonksiyon olarak gözükmesi ve bu alanın içsel serbestlik derecesi rolü oynuyor olmasıdır. 

Kullanılan bu skaler alan bu sebeple bir ‘ghost’ değildir ve ∂µϕ∂
µϕ = −1 şeklinde birim boya 

(norma) sahiptir. Bu ölçüt fiziksel metrik üzerinde tanımlanmaktadır. Böylece parçacık 

koordinat sistemi ile eş hareket eden, birim boya sahip bir parçacığın hızına eşdeğer (benzer) 

bir nicelik ele almış bulunmaktayız. Modelimizin ilgi çekici bir özelliği ise, denklemlerimizi 
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FLRW uzay-zaman geometrisinde yazdığımızda fazladan a−3 ile orantılı bir terim elde ediyor 

olmamızdır. Bu terim karanlık madde gibi davranmakta olduğu için, teori, mimetik karanlık 

madde ya da kısaca mimetik gravitasyon olarak adlandırılmaktadır.  

F(R) Gravitasyon Teorisi ile bu yeni ve oldukça ilgi çekici mimetik modelimizi bütünleştirmek 

amacıyla, mimetik gravitasyon teorisine benzer özelliklere sahip, değiştirilmiş gravitasyon 

teorilerinin yeni bir sınıfı olan Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi tezimizde sunulmuştur. 

Birçok özelliğe ve daha fiziksel çözümlere sahip olması sebebiyle bu yeni model daha ileri 

fiziksel problemlere tutarlı açıklamalar getirmeye de adaydır. 

Koordinatların fonksiyonu ile ifade edilen dinamik bir sistemin, dönüşümlerin bazı tiplerine 

uyduğu ve yük gibi yerel olarak korunan nicelikleri veren korunum yasalarını barındıran, 

sırasıyla küresel ve yerel (lokal) olmak üzere iki tip simetri yasası bulunmaktadır. Fiziksel bir 

sistem için üstesinden gelinmesi gereken önemli bir konu olması sebebiyle simetrilerin 

korunumu tezimiz için de önemli bir yer tutmuştur. Bu sebeple ele aldığımız kozmoloji modeli 

alan denklemlerinin Noether simetriye uyumuna da bakılmıştır. Bu simetri türü, Galileons, F(T) 

[14], F(R), F(R,T) gibi birçok değiştirilmiş gravitasyon teorilerinin farklı versiyonları için 

araştırılmıştır [15-29]. Fakat biz burada sadece Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’nin Noether 

simetrisine bakmış bulunmaktayız. 

Çalışmamız aşağıdaki gibi sunulmuştur: 

Bölüm 2 : İlk olarak, faydalanılacak matematiksel altyapı sunulduktan sonra GRT ve birkaç 

değiştirilmiş gravitasyon teorilerinden bahsedilerek, tezimize kaynaklık eden Mimetik 

Gravitasyon Teorisi’nin temelleri sunulmuştur. 

Bölüm 3 : Değiştirilmiş gravitasyon teorilerinden olan F(R) Gravitasyon Teorisi’nin temelleri 

ve alan denklemleri verildikten sonra, tezimizin ana konusu olan Mimetik F(R) Gravitasyon 

Teorisi’ne kaynaklık eden ana düşünce ve matematiksel altyapısı izah edilmiştir. 

Bölüm 4 : Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’nin FLRW kozmolojisi için yazılan Friedmann 

denklemlerinin çözümüne, dinamik sistem analizi ve Noether simetri yaklaşımı ile gidilmeye 

ve farklı potansiyel tipleri önerilerek, evrenimizde gerçekleşen birçok fenomene açıklık 

getirilmeye çalışılmıştır. Ayrıca tezimizin özgünlüğünü de ortaya koyan, Bianchi tip-I model 

için, evrenimizin erken ve son dönemlerdeki ivmelenerek genişlemesine kaynaklık eden 
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mimetik alanın temelleri, zamana V(ϕ = t) = α t2⁄  biçiminde bağlı bir potansiyel önerilerek 

izah edilmeye çalışılmıştır. 

Bölüm 5 : Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’nin içeriği ve öneminden kısaca bahsedilmiş, 

Bölüm 4’te elde edilen sonuçlar tartışılmıştır. 
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2. GENEL KISIMLAR 

2.1. TENSÖRLER 

Tensörler, invaryant niceliklerdir ve bileşenleri koordinat dönüşümü altında belirli kurallara 

göre dönüşmektedir. Herhangi bir xµ koordinat sisteminden bir diğer x′µ koordinat sistemine 

geçiş,  

 x′ν = x′ν(xµ),                 dx′υ =
∂x′υ

∂xμ
dxµ                (2.1) 

denklem sistemi ile sağlanır. xµ koordinatında bir noktada tanımlı birinci dereceden (rank-1) 

Tµ kontravaryant tensör bileşeninin dönüşümü; 

T′υ =
∂x′υ

∂xμ
Tµ                                    (2.2) 

Tµ kovaryant tensörün dönüşümü ise 

Tυ
′ =

∂xμ

∂x′υ
Tµ

                                 
(2.3) 

şeklinde verilir. Burada ∂x′υ ∂xµ⁄  ifadesi dönüşüm, ∂xµ ∂x′υ⁄  ifadesi de ters dönüşüm matrisini 

(Jakobiyen) ifade etmektedir. Benzer şekilde ikinci mertebeden sırasıyla; Tµυ  kontravaryant 

ve  Tµν kovaryant tensör bileşenlerinin dönüşümleri ise; 

T′αβ =
∂x′α

∂xμ
∂x′β

∂xν
Tµν ,              Tαβ

′ =
∂xμ

∂x′α
∂xν

∂x′β
Tµν                         (2.4) 

şeklindedir. 

Hem kovaryant hem de kontravaryant bileşenlere sahip yüksek mertebeden genel bir tensörün 

dönüşümü ise, 

Tµ…ν
′ α…β

=
∂x′α

∂xρ
 … 

∂x′β

∂xλ
∂xσ

∂x′μ
… 

∂xτ

∂x′ν
Tσ…τ
ρ…λ

                    (2.5) 

biçiminde ifade edilir. Burada T′ve T tensörleri için verilen kontravaryant bileşenlerin sayısı 

[üst indis |{α…β}| = |{ρ… λ}| = a] a ile kovaryant bileşenlerin [alt indis |{µ…ν}| =

|{σ… τ}| = b] sayısı b’nin toplamı karma tensörün mertebesini gösterir ve bu tensörlere  

(a+b)’inci mertebeden tensörler denir {rank-(a+b)}. 
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Bunun yanında sıfırıncı mertebeden (rank-0) tensörler skaler, birinci mertebeden (rank-1) 

tensörler ise vektör olarak isimlendirilir. Birinci mertebeden kontravaryant tensörlere hız ve 

ivme, kovaryant tensörlere ise bir yüzeye teğet gradyent vektörleri örnek olarak verilebilir. Dört 

boyutlu bir koordinatta tanımlı birinci mertebeden tensörün 4, ikinci mertebeden tensörün ise 

16 bileşeni bulunur. 

2.2. LİE TÜREVİ 

xµ, M manifoldu üzerinde yerel koordinatlar olmak üzere, bu koordinatta bir P noktasında 

tanımlı tanjant vektör alanı {ui(xµ)}, teğet olduğu φi(t) eğri ailesi (kongrüans) tanımlar. Bu 

eğriler; 

 
dxμ(t)

dt
= ui[xµ(t)]                         (2.6) 

diferansiyel denkleminin xµ(t = 0) = xP
µ
[P ∈ φ(t)] başlangıç koşulunu sağlayan 

çözümleridir. Bu M manifoldu üzerinde alınan kovaryant V vektör alanının, P noktasından Q  

[Q ∈ φ(t)] noktasına ui vektör alanı yönündeki tasviri, bir nokta dönüşümü veya koordinat 

dönüşümü olarak yorumlanabilir. P noktasının Q’ya tasviri x′µ = xµ + δxµ = xµ + uµδt  

şeklinde nokta dönüşümü olarak düşünülürse vektör V, 

V′µ(Q) ≡ Vµ(xµ + uµδt) ≈ Vµ(P) + ∂νV
µ(P)δxν = Vµ(P) + uν(∂νV

µ(P))δt    (2.7) 

biçiminde, x̃µ = xµ + δxµ koordinat dönüşümü olarak ele alınır ise [P sabit nokta] V vektörü, 

Ṽµ(P) =
∂x̃μ

∂xν
Vν(P)                          (2.8) 

Ṽµ(P) = [
∂xμ

∂xν
+ (∂νu

µ)δt] Vν(P) = Vµ(P) + (∂νu
µ) δt Vµ(P)         (2.9) 

biçimde ifade edilir {Ṽµ(P) = Vµ(Q)}. Bu Ṽµ(Q) ile Vµ(Q) vektörleri farkı δt’ye bölünerek  

δt → 0 limiti alınırsa, 

ℒuV = lim
δt→0

V′μ(Q)−Vμ(Q)

δt
= (uν ∂νV

µ − Vν ∂νu
µ)                          (2.10) 

ifadesi elde edilir ve buna Lie türevi denir.  
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ℒu türev operatörü, 

ℒu[V,W] = [ℒuV,W] + [V, ℒuW]                                (2.11) 

ℒu[f, g] = (ℒuf)g + f(ℒug)                               (2.12) 

özelliklerini sağlamaktadır. {u, V, W vektör alanı, f ve g ise skaler fonksiyondur}.  

Lie türevinin sırasıyla f skaler fonksiyon ve W vektörü üzerine etkisi, 

ℒuf = u
µ ∂µf                                              (2.13) 

[ℒuW]u = uν ∂νWµ +Wν ∂νu
µ                              (2.14) 

şeklindedir. Genel bir  Tj1…jβ
i1…iα karma tensör alınacak olursa Lie türevi, 

(ℒuT)β1…βb
α1…αa = uµ ∂µTβ1…βb

α1…αα + Tβ1…µ…βb
α1…αα ∑ (∂βλu

µ)b
λ=1 − Tβ1…βb

α1…µ…αα ∑ (∂λu
αμ)a

µ=1    (2.15)

 

biçiminde ifade edilir. 

Eğer gµν metriği  xµ → x̃µ koordinat dönüşümleri altında    g x g x 
   biçiminde form 

invaryant kalıyor yani; metrik için, 

[ℒug]µν = 0   ,   ξ
σ ∂σgµν + gµσ ∂νξ

σ + gσν ∂µξ
α = 0   ,   ∂νξ

µ + ∂µξ
ν = 0                 (2.16) 

denklemleri sağlanıyor ise gµν metriği Killing simetrisine sahiptir denir. Bu denklemler Killing 

denklemleri olarak isimlendirilir. (2.16) denklemini sağlayan uµ = ξµ
σ ∂σ ifadesi Killing 

vektörleridir. Her uµ çözümlerinin oluşturduğu gruba izometri (eş-ölçüm) grubu denir ve böyle 

bir durumda gµν uzay-zaman metriği hareket simetrisine sahip olur. 

2.3. KOVARYANT TÜREV 

Lie türevi, dış türev gibi olmayıp, varyeteyi bir yapıyla donatan ve varyetede tanımlı her U 

vektörüne bağlanan ∇U türev işlemi (U vektörüne göre kovaryant türev) şu özellikler ile 

tanımlanmaktadır: 

1)  ∇U, bir tensör alanına uygulandığında aynı tipten bir tensör versin ve U’ya göre lineer olsun: 
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∇(fU+gV)(T)= f ∇U(T) + g ∇V(T)                                (2.17) 

2) Uygulandığı vektör alanına göre de lineer olsun: 

∇U(fV + gW) = f ∇U(V) + g ∇U(W)                              (2.18) 

3) Bir fonksiyona uygulandığında 

∇U(f) = Uf                                                     (2.19) 

olsun. 

4) Tensör çarpımlarına uygulandığında türev operatörü özelliği göstersin: 

∇U(S⊗ T) = ∇U(S) ⊗ T + S⊗ ∇U(T)                                   (2.20) 

Dikkat edileceği üzere ∇U tensör analizindeki ∇ (ya da ‘;’ ) ile gösterilen kovaryant türev 

kavramından farklıdır; zira, ∇, uygulandığı tensörün kovaryansını 1 mertebe arttırmaktaydı. (3) 

ve (4) özellikleriden keyfi f fonksiyonu ve U, V vektörleri için, 

∇U(fV) = f ∇U(V) + (Uf)V                                         (2.21) 

yazmak mümkündür. 

Şimdi, {Eµ, ω
µ} genel tabanda, taban vektörlerinin taban vektörlerine göre kovaryant türevleri 

göz önüne alınsın. Sonuç yine bir vektör olacağından, taban vektörlerinin lineer kombinezonu 

olarak, 

∇Eμ(Eν) = ΓσνµEσ                                     (2.22) 

yazılır. (2.22) ile tanımlanan Γ’lara, bağlantı katsayıları denir. (2.17) ve (2.18) kullanılarak 

şunları hesaplamak mümkündür: 

{Eµ, ω
µ} tabanında V = VαEα, U = UβEβ, ω = ωαω

α olsun. ∇U(V)’nin hesabı: 

∇U(V) = ∇U(V
αEα) = Vα∇U(Eα) + (UV

α)Eα = U
βVα∇Eβ(Eα) + (U

βEβV
α)Eα 

= Uβ(EβV
τ + Γταβ V

α)Eτ                                             (2.23) 
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Eğer EβV
τ ≡ Vτ,β ve Vτ,β + Γ

τ
αβ V

α ≡ Vτ;β yazılırsa, 

∇U(V) = U
βVτ;βEτ                                    (2.24) 

şeklinde bir ifade bulunur. U = UβEβ özel hali için, 

∇Eβ(V) = Vτ;βEτ                                         (2.25) 

ifadesine indirgenir. ∇U(ω)’nın hesabı: 

∇U(ω(V)) = ∇U(ω)(V) + ω(∇U(V))                                      (2.26) 

ω(V) ≡ 〈ω, V〉 = ωαV
α                                     (2.27) 

olduğundan, 

∇U(ωαV
α) = (∇Uω)αV

α +ωτ(∇τV)
τ = (∇Uω)αV

α +ωτ(U
βEβV

τ + UβVαΓταβ)  

(∇Uωα)V
α +ωα(∇UV

α) = (∇Uω)αV
α +ωτ(UV

τ) + ωτU
βVαΓταβ                    (2.28) 

ve buradan da, 

(∇U (ω))α = Uωα − U
βωτΓ

τ
αβ                                         (2.29) 

ya da, 

∇U(ω) = Uβ(Eβωα −ωτΓ
τ
αβ)ω

α = Uβωα;βω
α                               (2.30) 

bulunur. Özel olarak ω=ωµ ve U ≡ Eβ, 

∇Eβ(ω
µ) = −Γταβω

α                                                     (2.31) 

olduğu görülür. 

{∂µ, dx
µ} koordinatsal tabanda, (2.24) ve (2.30) ifadeleri alışılmış kısmi türev ve kovaryant 

türev ifadelerine indirgenir. 
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Yukarıdaki hesaplamalar kolaylıkla daha yüksek mertebeden tensörlere de genişletilebilir. 

Örneğin, ikinci mertebeden kovaryant g tensörü için, 

∇Eβ(gµνω
µ⊗ων) = (Eλgµν − Γ

τ
νλgµτΓ

τ
µλgτν)ω

µ⊗ων                       (2.32) 

bulunur.  

5) Eğer ek bir varsayım olarak, ∇U(g) = 0 koşulu istenirse (2.32)’ten, 

Eλgµνω
λ = (Γτνλgµτ − Γ

τ
µλgτν)ω

λ                               (2.33) 

elde edilir. Sol taraf {Eµ, ω
µ} tabanında dgµν (dış türev)’nin ifadesidir. Eğer, 

ωτν ≡ Γτνλω
λ                                     (2.34) 

denilirse, (2.33) ifadesi, 

dgµν = gµνω
τ
ν + gτνω

τ
µ                                (2.35) 

ya da, 

ωµν ≡ gµτω
τ
ν                                      (2.36) 

yazarak, 

dgµν = ωµν +ωνµ                                   (2.37) 

elde edilir. ωτν (ya da ωµν)’lere bağlantı 1-formları denir. Bunların ωµ tabanındaki 

bileşenlerine bağlantı katsayıları denildiği gibi Ricci dönme katsayıları da denir. Bu iki tip 

katsayı şöyle de ifade edilebilir. (2.34) ve (2.36)’den yazılabilecek 

ωµν = gµτΓ
τ
νλω

λ                                   (2.38) 

bağıntısında, 

Γµνλ = gµτΓ
τ
νλ                                    (2.39) 

tanımlanırsa, 
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ωµν = Γµνλω
λ                                    (2.40) 

ifadesi elde edilir. 

2.4. VARYASYON HESABI 

x’e bağlı bir y(x) fonksiyonu için yazılan, 

I[y(x)] = ∫ dx
X2

X1
 f[y(x), y,(x), x]                               (2.41) 

fonksiyoneli ele alınsın. [y ,(x) = dy dx⁄  olup, f , y(x), y,(x) ve x’in rastgele fonksiyonudur]. 

Burada (2.41) integralini maksimum ya da minimum yapacak y(x) fonksiyonunun tayini 

yapılacaktır. 

Eğer, I fonksiyoneli, ℇ gibi bir eğri parametresine bağlı I=I(ℇ) şeklinde yazılırsa, 

dI

dℇ
= 0                                         (2.42) 

durumu ile I için ektremum değeri elde edilir.  

Şimdi bir y(x) eğrisinin (2.41) integralini ekstremum yaptığı bilinsin. Öyleyse, bu y(x) 

çözümünden sapacak ve ℇ ile parametrize edilmiş bir Y(x, ℇ) biçiminde eğri ailesi ele alınsın. 

Burada, Y eğrileri ℇ’nin sürekli bir fonksiyonudur ve ℇ’nin herbir değerleri için farklı eğriler 

elde edilmektedir; ℇ = 0 durumunda, y(x) ektremum eğrisi (çözümü) elde edilir [Y(x,0) = 

y(x)]. 

Ayrıca; bütün Y(x, ℇ) eğri aileleri, y(x) ile aynı noktalarda [burada, X1 ve X2] sonlanmalıdır, 

yani; 

Y(x1, ℇ)=y(x1)= y1 ,       Y(x2, ℇ)=y(x2)= y2                                 (2.43) 

yazılır. 

Şimdi (2.41) ifadesi, 

I(ℰ) = ∫ dx
X2

X1
f[Y(x, ℰ) , Y,(x, ℰ), x]                                        (2.44) 
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biçiminde yeniden ifade edilir ve böylelikle, (2.42) koşulu, 

dI

dℇ
=

d

dℇ
∫ dx
X2

X1
f[Y(x, ℰ) , Y,(x, ℰ), x] = ∫ dx

X2

X1

df[Y(x,ℰ) ,Y,(x,ℰ),x]

dℇ
                    (2.45) 

buradan da, 

 
dI

dℇ
= ∫ dx

X2

X1
[
∂f

∂Y

∂Y

∂ℰ
+

∂f

∂Y,
∂Y,

∂ℰ
] =

dI

dℇ
= ∫ dx

X2

X1
[
∂f

∂Y

∂Y

∂ℰ
+

∂f

∂Y,
∂

∂x
(
∂Y

∂ℰ
)] 

= ∫ dx
X2

X1
[
∂f

∂Y

∂Y

∂ℰ
+

∂

∂x
(
∂f

∂Y,
∂Y

∂ℰ
) −

∂Y

∂ℰ

∂

∂x
(
∂f

∂Y,
)]                             (2.46) 

şeklini alır. Burada, 

∂Y,

∂ℰ
=

∂

∂x
(
∂Y

∂ℰ
)                                     (2.47) 

alınmıştır. Şimdi, ℰ = 0 olduğunda hem x’e göre kısmi türev ∂ ∂x⁄ → d dx⁄  şekline dönüşür 

hem de, 

Y(x, ℰ)|ℰ=0 = Y(x, 0) = y(x) ,     
∂Y

∂ℰ
≠ 0 ,    ∀ℰ                          (2.48) 

olur. Böylelikle (2.42) ifadesi; 

 
dI

dℇ
|
ℰ=0

= 0 = ∫ dx
X2

X1
[
∂f

∂Y
|
ℰ=0

∂Y

∂ℰ
|
ℰ=0

+
d

dx
(
∂f

∂Y,
∂Y

∂ℰ
|
ℰ=0

−
∂Y

∂ℰ
|
ℰ=0

d

dx
(
∂f

∂Y,
)|
ℰ=0

)] 

   = [(
∂f

∂Y,
∂Y

∂ℰ
)|
ℰ=0

]|
x1

x2
+ ∫ dx

X2

X1

∂Y

∂ℰ
|
ℰ=0

[
∂f

∂y
−

d

dx
(
∂f

∂y,
)]                        (2.49) 

şeklini alır. 

(2.43) ifadesinin sonucu olarak, x1 ve x2 sınır noktalarında; 

∂Y

∂ℰ
|
ℰ=0,   x=xi

= 0,         i = 1, 2                                         (2.50) 

elde edilir. Dahası, Y(x, ℰ) fonksiyonunun  ℰ  etrafındaki Taylor serisi, 

Y(x, ℰ) ≈ y(x) + ℰ
∂Y

∂ℰ
|
ℰ=0

+ O(ℰ2)                             (2.51) 
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ve xi (i=1, 2) sınır noktalarında, 

yi ≈ yi + ℰ
∂Y

∂ℰ
|
ℰ=0,   x=xi

         ⟹        
∂Y

∂ℰ
|
ℰ=0,   x=xi

= 0                          (2.52) 

biçiminde olduğu göz önünde bulundurulduğunda (ℰ’ye birinci dereceden bağlı), (2.49) ifadesi, 

∫ dx
X2

X1

∂Y

∂ℰ
|
ℰ=0

[
∂f

∂y
−

d

dx
(
∂f

∂y,
)] = 0                              (2.53) 

biçimini alır ve bu ifade her ∂Y ∂ℰ⁄ |ℰ=0 için sağlanmalıdır. Böylelikle, 

∂f

∂y
−

d

dx
(
∂f

∂y,
) = 0                                    (2.54) 

sonucu elde edilir ve bu diferansiyel denklemin çözümü ile (2.41) integralini ekstremum 

yapacak y(x) fonksiyonu bulunabilir. 

(2.41) integralinin içindeki birinci dereceden türeve sahip f fonksiyonu yerine daha yüksek 

mertebeden türevlere bağlı bir L fonksiyonu alınsın. Bu fonksiyona Lagrangian denir ve genel 

olarak, 

I = ∫dx L   ,        L = L(y(x), y,(x), … , y(n)(x), x)                           (2.55) 

şeklinde verilir. Burada y(n)(x), y(x) fonksiyonunun x’e göre n-inci mertebeden türevini ifade 

etmektedir [y(n)(x) ≔ dny(x) dxn⁄ ]. Ayrıca; (n-1)’inci mertebeye kadar bütün türevleri ve δy 

varyasyonları sınır değerlerde sıfırdır; yani, 

δy|xi = 0 = δy,|xi = ⋯ = δy(n−1)|
xi

                                (2.56) 

şeklindedir (i=1, 2). (2.55) integralinin 

δI = δ ∫dx L(y(x), y,(x),… , y(n)(x), x) = 0                            (2.57) 

 varyasyonu için, 

δL = L(y + δy, y, + δy ,, … , y(n) + δy(n), x) − L(y(x), y ,(x),… , y(n)(x), x)                 (2.58) 

ve 
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L(y + δy, y , + δy,, … , y(n) + δy(n), x)                                          (2.59) 

ifadesinin, 

 L(y + δy, y , + δy,, … , y(n) + δy(n), x) ≈ L(y(x), y ,(x),… , y(n)(x), x) 

   +
∂L

∂y
δy +

∂L

∂y,
δy , +⋯+

∂L

∂y(n)
δy(n)          (2.60) 

biçimindeki Taylor serisi göz önünde bulundurulduğunda elde edilecek,  

δL =
∂L

∂y
δy +

∂L

∂y,
δy, +⋯+

∂L

∂y(n)
δy(n)                                (2.61) 

Lagrangian’nin varyasyonu ile (2.57) ifadesi, 

 δI = δ ∫dx L(y(x), y ,(x),… , y(n)(x), x) 

 = ∫dx δL = ∫ dx (
∂L

∂y
δy +

∂L

∂y,
δy, +⋯+

∂L

∂y(n)
δy(n))

x2

x1
            (2.62) 

şeklini alır. Eşitliğin sağ tarafındaki parantez içinde y’nin ve türevlerinin varyasyonunu içeren 

terimler, 

 ∫ dx
∂L

∂y,
δy ,

x2

x1
= ∫ dx [

d

dx
(
∂L

∂y,
δy) − δy

d

dx
(
∂L

∂y,
)] = (

∂L

∂y,
δy)|

x1

x2
− ∫ dxδy [

d

dx
(
∂L

∂y,
)]

x2

x1

x2

x1
 

                        = −∫ dxδy [
d

dx
(
∂L

∂y,
)]

x2

x1
                               (2.63) 

ve  

∫ dx
∂L

∂y,,
δy ,,

x2

x1
= ∫ dx [

d

dx
(
∂L

∂y,,
δy,) − δy,

d

dx
(
∂L

∂y,,
)] = (

∂L

∂y,,
δy,)|

x1

x2
−

x2

x1

∫ dx [
d

dx
(δy

d

dx

∂L

∂y,,
) − δy

d2

dx2
(
∂L

∂y,,
)]

x2

x1
= [δy

d

dx
(
∂L

∂y,,
)]|

x1

x2
+ ∫ dxδy [

d2

dx2
(
∂L

∂y,,
)]

x2

x1
=

∫ dxδy [
d2

dx2
(
∂L

∂y,,
)] 

x2

x1
                         (2.64) 

şeklinde düzenlenir. Burada görülüyor ki; δy (ve türevlerin varyasyonu) üzerine etkiyen 

türevler artık, y’ye (ve x’e göre türevlerine) göre türevli L Lagrangianinin üzerine etkimektedir. 
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Bu düzenlemeler, k=0, 1, 2, …, n olmak üzere k-ıncı türevi içeren her bir ∂L ∂y(k)⁄  terimi için 

integral, 

 ∫ dx
∂L

∂y(k)
δy(k)

x2

x1
= ∫ dx [

d

dx
(δy(k−1)

∂L

∂y(k)
) −   δy(k−1)

d

dx
(
∂L

∂y(k)
)]

x2

x1
 

 = (δy(k−1)
∂L

∂y(k)
)|
x1

x2
− ∫ dxδy(k−1) [

d

dx
(
∂L

∂y(k)
)]

x2

x1
 

 = ⋯ = (−1)k ∫ dxδy [
dk

dxk
(
∂L

∂y(k)
)]

x2

x1
                       (2.65) 

biçiminde genelleştirilir. Böylelikle (2.62) varyasyonu, 

δI = δ ∫dx L(y(x), y,(x),… , y(n)(x), x) = (−1)k ∫ dxδy [∑ (−1)k
dk

dxk
(
∂L

∂y(k)
)n

k=0 ]
x2

x1
= 0  

                                          (2.66) 

ve buradan (2.54) ifadesinin genel hali, 

∑ (−1)k
dk

dxk
(
∂L

∂y(k)
)n

k=0 = 0                                  (2.67) 

biçiminde bulunur. 

Eğer boyutlu V(q) potansiyeli içinde hareket eden m kütleli noktasal bir parçacık ele alınırsa 

(q=q(t): genelleştirilmiş koordinatlar, t: zaman) sistemin Lagrangiani basitçe, 

L(q, q̇) = T − V =
1

2
mq̇2 − V(q)                                (2.68) 

şeklinde verilir ve (2.57) ifadesi gereği, 

∫ dt δL(q, q̇)
t2

t1
= 0                                    (2.69) 

yazılır. 

Lagrangianin varyasyonu için, 

δL(q, q̇) =
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇ =

∂L

∂q
δq +

d

dt
(
∂L

∂q̇
δq) − δq

d

dt
(
∂L

∂q̇
)                     (2.70) 
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yazıldığında (2.69) ifadesi (t1 ve t2
′ de  δq = 0), 

0 = ∫ dt
t2

t1
[
∂L

∂q
δq +

d

dt
(
∂L

∂q̇
δq) − δq

d

dt
(
∂L

∂q̇
)] =

∂L

∂q̇
δq|

t1

t2
+ ∫ dtδq [

∂L

∂q
−

d

dt
(
∂L

∂q̇
)]

t2

t1
=

∫ dtδq [
∂L

∂q
−

d

dt
(
∂L

∂q̇
)]

t2

t1
                                  (2.71) 

biçimde ifade edilir. t1, t2 rastgele değerlerdir ve herhangi bir δq varyasyonu için, 

∂L

∂q
−

d

dt
(
∂L

∂q̇
) = 0                                     (2.72) 

elde edilir ve bu Euler-Lagrange diferansiyel denklemi olarak isimlendirilir. 

2.5. NOETHER SİMETRİ YAKLAŞIMI 

N tane noktasal parçacığın birleşiminden oluşan bir sistemin, herhangi bir andaki durumu, her 

bir parçacığın konumunu ifade eden N tane yarıçap vektörü tanımlanarak belirlenir. Anlaşılır 

olması açısından vektörler üç boyutlu kartezyen koordinatlarda tanımlanırsa, bütün 

parçacıkların konumları (sistemin durumu) 3N tane nicelik ile ifade edilecektir. Böyle bir 

durum için parçacıkların konumlarını ifade eden koordinat bileşenleri veya bunların 

diferansiyelleri arasında, sistemin hareketini belirleyen koşullara bağlı olarak, bazı cebirsel 

ve/veya diferansiyel denklemler de yazılabilir. Bu ifadeler kısıtlayıcı denklemler olarak 

isimlendirilir. Kısıtlayıcıların olduğu bir durumda sistemi ifade eden 3N tane nicelik birbirinden 

bağımsız olmayacaktır. k tane kısıtlayıcı denkleme sahip bir sistem düşünülürse, sistemin 

durumunu ifade edecek olan  d=3N-k tane bağımsız bileşen elde edilir ve sistem ‘d’ serbestlik 

derecesine sahiptir denir. Bu bağımsız koordinat bileşenleri ile sistemin durumu izah edilebilir 

fakat; bu bileşenler sistemin hareket ettiği fiziksel koordinat bileşenlerinden farklıdır ve 

karıştırılmamalıdır. Bu yeni koordinat Genelleştirilmiş Koordinatlar (konfigürasyon uzayı) 

olarak bilinmekte olup, koordinatın bileşenleri genel olarak qi ile ifade edilmektedir (d: 

serbestlik derecesi, i=1,2,3…d). Sistemin durumu bu d-boyutlu genelleştirilmiş koordinatlarda 

bir nokta ile gösterilir. Belirli bir zaman aralığında, dinamik bir sistemin her yeni durumunu 

ifade eden konfigürasyon uzayındaki her noktanın birleşimi, sistemin kaderini resmeden bir 

eğri oluşturur. Fakat eğri üzerindeki her bir noktadan, belirli başlangıç koşullarına sahip sonsuz 

sayıda eğri geçer. Bu eğriler arasında sisteme ait asıl eğri, konfigürasyon uzayının bir 

noktasından bir diğer noktasına çizilen, sistemin o zaman aralığındaki tarihini anlatan ve sistem 
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için yazılan Lagrange fonksiyonunun (L) zaman parametresi üzerinden integral değerini en 

küçük yapan eğridir (geodezik eğrisi). Bu eğri  Hamilton ilkesi (I = ∫L dτ  ,   δI = 0) gereği, 

∂L

∂qi
−

d

dτ

∂L

∂q̇i
                                     (2.73)

 

Euler-Lagrange diferansiyel denklemini sağlamalıdır [Nokta 𝜏’ya göre türevdir]. 

Konfigürasyon uzayında sistemin izleyeceği eğri üzerindeki noktaları tanımlayan Qi = Qi(q) 

konum vektörünün dönüşümü, ‘ε’ gibi tek parametreli [Qi = Qi(q, ε)] nokta dönüşümü olsun. 

Bu dönüşüm tek parametreli Lie grubu oluşturur ve sonsuz küçük ‘ε’ değeri için bu dönüşüm 

genel olarak, 

 X = αi(q)
∂

∂qi
+ (

d

dτ
αi(q))

∂L

∂q̇i
                              (2.74) 

şeklinde yerel bir vektör alanı ile sağlanır. Bu alan boyunca L=L(qi, q̇i) Lagrangian 

fonksiyonunun Lie türevi,

 

 ℒXL = 0     ,     
d

dτ
(αi

∂L

∂q̇i
) = 0                              (2.75) 

şeklinde sıfır olacağından, sistem, 

Σ0 = α
i ∂L

∂q̇i
                                   (2.76)

 

biçiminde hareket sabitine sahip olur ve Noether simetrisini sağlar [30]. 

2.6. DİNAMİK SİSTEM ANALİZİ 

Aşağıda, metinde kullanılan Dinamik Sistemler Teorisi’ne ilişkin bazı kavramları kısaca 

tanıtıyoruz [31]. Bir fiziksel sistem, kendisini tasvir eden kinematik ve dinamik değişkenlerin 

kümesinin oluşturduğu hal-uzayı denilen n-boyutlu matematiksel uzayda ele alınabilir. 

Dinamik Sistemler Teorisi, f : ℝn → ℝn bir vektör fonksiyonu olmak üzere, evrimi; sembolik 

olarak, 

dx

dt
= f(x)                                       (2.77) 
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biçiminde yazılan bir diferansiyel denklem ile yönetilen fiziksel sistemleri incelemek için 

kullanılır [32]. (2.77) ifadesinin açık yazılışı, 

x = (

x1
x2
x3
) ∊  ℝn , f(x) = (

f1(x)
⋮

fn(x)
) ∊  ℝn                           (2.78) 

ve 

d

dt
≡ ", "                                      (2.79) 

olmak üzere, 

x̃1 = f1(x1, x2, … , xn) 

x̃2 = f2(x1, x2, … , xn)  

⋮ 

x̃n = fn(x1, x2, … , xn)                                       (2.80) 

olup, bu bir adi türevli n adet diferansiyel denklem sistemi (DDS) demektir. f’nin t’ye açık bir 

şekilde bağlı olmaması halinde (2.77) ifadesine otonom DDS denir ki biz, yalnız bu durum ile 

ilgileneceğiz. Bu denklemler genel olarak, birbirlerine bağlıdırlar ve de lineer değildirler. (2.77) 

ifadesinin çok özel hali, f(x) vektör alanının, A bir nxn reel matris olmak üzere f(x)=An 

biçiminde bir reel fonksiyon olmasıdır. 

Bir DDS’nin akışı : (2.77) ifadesinin bir çözümü, her t∊ℝ için 

Ψ̃(x)=f(Ψ(t))                                                            (2.81) 

denklemini sağlayan bir Ψ ∶  ℝn → ℝn fonksiyonudur. Böyle bir fonksiyonun varlığı ve tekliği 

gösterilebilir. Aslında, çözümü tesis etmek, kuplelikten ve nonlineerlilikten dolayı çok zor ve 

hatta olanaksızdır. Buna rağmen çözüm bilinmeksizin de çözüm hakkında bilgilere sahip olmak 

olanaklıdır. Bu yaklaşıma DDS’nin Nitel İncelenmesi (Kalitatif Analiz) denir ve burada 

hakkında bilgi vereceğimiz konu da bu olacaktır. 
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Çözümün ℝn’deki gösterimine (görüntüsüne) DDS’nin bir yörüngesi (veya çözüm eğrisi ya da 

orbiti) denir. Fiziksel sistemin zaman içindeki evrimi x∊ℝn hal vektörünün DDS’nin bir 

yörüngesi boyunca hareketi ile tasvir edilir. Eğer çözümler her t∊ℝn için geçerli olacak biçimde 

tanımlanmış ise, bu takdirde, 

Φt(a) = Ψa(t)             ,            her x∊ℝn için                          (2.82) 

ile tanımlanan Φt ∶  ℝ
n → ℝn tasvirlerin {Φt}t∊ℝ kümesine DDS’nin akışı denir. Bu verilmiş 

bir t ∊ ℝ için, her başlangıç a halleri için sistemin t anındaki Φt(a) ∊ ℝn halini verir. Başka bir 

değişle, belirli bir t anında fiziksel bir sistemin hali, belirli bir çözüm eğrisi üzerinde bir nokta 

ile değil fakat belirli bir anda ℝn’nin her noktasından geçen çözüm eğrileri topluluğu ile 

belirlenmiş olacaktır. {Φt} akışı ℝn’yi kendi üzerine tasvir eden tek parametreli bir dönüşüm 

grubu olup, Dinamik Sistem (DS) olarak da adlandırılır. Mesela, x̃ = Ax DDS için akışın açık 

ifadesi, 

Φt(x) = e
Atx      ,      her t ∊ ℝ için                                     (2.83) 

akışın ℝn’deki gösterimine akışın faz portresi denir. Aslında akışın bilinmesi DDS’nin tüm 

çözümlerinin bilinmesine denktir. Ancak, akış, DDS’nin tüm çözüm ailesinin nitel olarak 

incelenmesinde bir araç olarak kullanılmaktadır. Bu bakımdan DDS’yi çözmek değil, akışın 

özelliklerini saptamak üzere f vektör alanının incelenmesi hedef alınır. 

Yörüngelerin sınıflandırılması: 

Bir DDS ile buna bağlanan Φt akışı verildiğinde bir x0 noktasından geçen yörünge Γ(x0) ile 

gösterilsin; bu (2.81) ve (2.82)’ün ışığında, 

Γ(x0) = {x ∊  ℝ ∣ x = Φt(x0),   t ∊  ℝ}                                  (2.84) 

olarak tanımlanır. Yörüngeler geçtikleri noktaların özelliklerine göre çeşitli adlar altında 

sınıflandırılırlar. Bu noktalar a) denge noktaları (tekil noktalar) ve b) bayağı noktalar olmak 

üzere iki türlüdür. Denge noktası, 

x̃0 = f(x0) ⇔ Φt(x0) = x0         ,        her t ∊  ℝ                             (2.85) 
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koşulunu sağlayan x0 noktalarıdır. Bu noktalar türevin sıfır olmasından dolayı, fiziksel sistemin 

denge hali olarak yorumlanır. Denge noktasında, (2.85) ifadesinden dolayı Γ(x0)= {x0} olur, 

yani bir denge noktasındaki yörünge noktanın kendisidir. Öte yandan herhangi bir bayağı 

noktadan geçen yörünge, f vektör alanını teğet kabul eden bir eğri olup bayağı yörünge olarak 

anılır. 

Eğer, Γ(x0) periyodik yörünge değilken, her N(x0) civarı ve her T∊  ℝ için Φt(x0) ∊ N(x0) 

olacak biçimde bir t>T varsa, Γ(x0)’a tekrarlayan yörünge (recurrent) denir. Bu taktirde fiziksel 

sistem ilk önceki haline istenildiği kadar geri döner. 

İki farklı denge noktasını birleştiren yörüngeye heteroklinik yörünge denir. Eğer yörünge bir 

denge noktasını kendi üzerine bağlıyorsa homoklinik yörünge denir. 

Denge Noktalarının Kararlığı: 

Bir DDS’nin çözümleri hakkında nitel bir bilgi edinmek için ilk yapılması gereken şey, akışın 

denge noktaları civarında yerel davranışını, yani kararlılığını incelemektir. Bunun için (2.77) 

ifadesinin, 

f(a)=0                                                                               (2.86) 

ile tanımlı bir a denge noktası civarında, 

Df(a) =
∂fi

∂xjx=a

 i, j = 1,2, … , n                                                     (2.87) 

Jacobiyen matrisi olmak üzere, 

f(x) ≈ Df(a)(x − a)                                                         (2.88) 

lineer yaklaşıklığı göz önüne alınır. Verilmiş bir x̃ = f(x) DDS’ye, u=x-a olmak üzere 

ũ = Df(a)u                                                                                  (2.89) 

lineer DDS’yi bağlamaya, DDS’nin ‘a’ denge noktasında lineerleştirilmesi denir. Hartman-

Grobman teoremi, eğer ‘a’ noktası bir hiperbolik denge noktası ise (yani Df(a)’nın tüm 

özdeğerleri sıfırdan farklı reel kısma sahip ise) bu taktirde ‘a’ civarında, (2.89) ifadesi ile        
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x̃ = f(x) ifadesinin yörüngelerinin aynı olduğunu ifade eder. O halde, ℝn’de lineer DDS’nin 

özelliklerinden hareketle şunlar söylenebilir: 

*eğer Df(a)’nın tüm λi özdeğerleri için Reλi < 0 ise a’ya yerel düğüm denir. Bu durumda nokta 

civarındaki tüm başlangıç halleri t→∞ için denge noktasına çekilir. 

*eğer Df(a)’nın tüm λi özdeğerleri için Reλi > 0 ise a’ya yerel kaynak denir. Bu durumda nokta 

civarındaki tüm başlangıç halleri t→-∞ için denge noktasına çekilir. 

*ne yerel düğüm ne de kaynak olan hiperbolik denge noktasına yerel semer noktası denir. Bu 

durumda özdeğerlerin bazıları negatif bazıları pozitiftir. 

*hiperbolik (λi ≠ 0) denge noktaları yalın (izole) denge noktalarıdır. (0 boyutlu) 

 

Bunların dışında yalın olmayan denge noktaları olabilir; mesela denge noktaları bir (C) 

eğrisinden oluşuyor ise (1-boyutlu) (C)’ye denge kümesi denir ve bunun için her bir noktada 

özdeğerlerden biri zorunlu olarak sıfırdır. Eğer sıfır olanın dışındaki özdeğerler negatif reel 

kısma sahip ise (C) eğrisi yerel düğüm (kaynak) olur. Genel olarak, eğer ‘r’ özdeğer sıfır ise bu 

taktirde denge kümesi de r-boyutlu bir uzay olur. 

İnvaryant küme: 

Bir Sℝn alt kümesi için, eğer x∊S ve her t∊ ℝ için Φt(x) ∊ S ise S’ye ϕi’nin invaryant 

kümesi denir. Eğer x0 ∊ S ise Γ(x0) yörüngesi de S’ye ait olur. Dolayısı ile bir invaryant küme 

yörüngelerin birleşimidir. 

İnvaryant kümeler şu durumda ortaya çıkar; Z : ℝn →  ℝ en az bir kere türetilebilen bir 

fonksiyon olsun. Z’nin çözümler (yani akış) doğrultusundaki türevi Z̃ = ∇⃗⃗ Z ⋅ f(x)’dir. Eğer, α : 

ℝn →  ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere 

Z̃ = aZ                                                     (2.90) 

ise Z>0, Z=0, Z<0 ile tanımlı alt-kümeler birer invaryant küme olurlar. 
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Monoton fonksiyonlar: 

S bir invaryant küme ve Z : S →  ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer her x ∊S için Z(Φt(x)) 

monoton eksilen (artan bir fonksiyon) ise Z’ye monoton eksilen (artan) fonksiyon denir. O 

halde, 

Z̃ = ∇⃗⃗ Z ⋅ f(x) < 0           (Z̃ = ∇⃗⃗ Z ⋅ f(x) > 0)                                   (2.91) 

ise Z, S’de monoton eksilendir (artandır). 

Eğer, 

Z̃ = ∇⃗⃗ Z ⋅ f(x) ≤ 0          (Z̃ = ∇⃗⃗ Z ⋅ f(x) ≥ 0)                              (2.92) 

ise ve de eşitlik halinde S hiçbir yörünge içermiyorsa Z’nin S’de monoton eksilen (artan) olduğu 

sonucu çıkar. 

Eğer Z : S →  ℝ olacak şekilde, S’de bir monoton fonksiyon ise S kümesi denge noktaları 

homoklinik yörüngeler içermez. Bu durum, fonksiyon periyodik veya tekrarlayan olsa da 

aynıdır. 

2.7. GRAVİTASYON TEORİLERİ 

2.7.1. Einstein Genel Rölativite Teorisi 

Einstein Rölativite Teorisi temelde, her türlü hareketin göreli olduğu fikrine dayanmaktadır. 

Her ne kadar sınırlı bir kullanım alanı sunuyor olsa da, 1905 yılında Einstein’ın bu konuya ilk 

yaklaşımı olan Rölativitenin Özel Teorisi, gravitasyonel etkilerin ihmal edildiği boş uzay 

bölgesindeki uniform öteleme dönüşüm hareketinin göreliliğini içermektedir. Daha sonraları 

yine kendisi tarafından 1915 yılında öne sürülen Rölativitenin Genel Teorisinde, ivmeli 

referans sistemlerindeki göreli hareketin (ve bütün hareket çeşitlerinin) tam bir izahını 

yapmıştır. Genel Rölativite ile gravitasyonel alan arasındaki benzerliğe dikkat çekerek, 

kütleçekimin madde-enerji dağılımı tarafından uzay-zamanda yaratılan deformasyondan ileri 

geldiğini söylemiştir. Bunu yaparak, Newton’dan farklı bir yaklaşımla kütleçekime geometrik 

bir yorum getirmiştir. 
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Einstein Rölativite teorisinde üç temel ilkeyi rehber olarak almıştır. Birincisi (Genel) 

kovaryanslık ilkesidir ve bu ilke fizik yasalarının, Jakobiyeni sıfırdan farklı dönüşümle geçilen 

bütün koordinat sistemlerinde aynı formda, koordinattan bağımsız geometrik nesne olan 

tensörler ile ifade edileceğini söyler. İkincisi, serbest bir parçacığın ivmelenmesinin nedeninin, 

eylemsizlik kuvvetinden mi yoksa gravitasyonel alandan mı etkilenmesinden dolayı ileri 

geldiğinin yerel olarak ayırt edilemeyeceğini söyleyen eşdeğerlilik ilkesidir. Bu ilkenin, 

doğanın gözlenen yasalarının gravitasyonel potansiyelin mutlak değerine bağlı olmadığını 

söyleyen güçlü eşdeğerlilik ilkesi ile kapalı bir sistemde yerel olarak eylemsizlik kütlesi ve 

gravitasyon kütlesini eşdeğer kılan zayıf eşdeğerlilik ilkesi olmak üzere iki alt grubu 

bulunmaktadır. Üçüncü temel ilke ise; uzay-zaman geometrisinin ve bir parçacığın bu 

geometriden doğan eylemsizlik özelliklerinin, test parçacığı yakınındaki madde-enerji 

yoğunluk dağılımından kaynaklanan bilgi ile belirleneceğini söyleyen Mach İlkesi’dir. Her ne 

kadar Einstein bu ilke ile yola çıkmış olsa da önermiş olduğu Rölativistik Gravitasyon Teorisi 

Mach ilkesini tamamen barındırmamaktadır. 

Einstein, 1915 yılında formüle ettiği Genel Rölativite Teorisi’nin (GRT) matematiksel 

temellerini, yay elemanının gµν metriği cinsinden, 

ds2 = gµνdx
µdxν     ,       i, j = 1, 2, 3 ve 4                          (2.93) 

biçiminde tanımlandığı, Riemann geometrisine dayandırmıştır. Burada gµν simetrik tensörünün 

bileşenleri gravitasyonel potansiyel olarak yorumlanmaktadır. 4-boyutlu eğrisel uzay-zamanda, 

madde ve enerjinin geometri ile yerel etkileşmesini [33], 

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = κ2Tµν                                (2.94) 

genelleştirilmiş alan denklemleriyle ifade etmiştir. Burada; Gµν Einstein tensörünü, Rµν, Ricci 

eğrilik tensörünü, R, Ricci eğrilik skalerini, Λ [Λ<0, Λ =0, Λ>0] Kozmolojik sabitini, 

κ2 [κ2 =
8πG

c4
] Einstein eşleşim (kublaj) sabitini, c ışık hızını ve Tµν madde-enerji momentum 

tensörünü ifade etmektedir. (2.94)’de verilen alan denklemlerindeki Eintein tensörü (Gµν), 

uzay-zaman geometrisini, Tµν enerji-momentum tensörü aracılığı ile ifade edilen madde-enerji 

dağılımına yerel olarak bağlamaktadır ve bu madde enerji dağılımını ifade eden Tµν tensörü 

genel formda; 
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Tµν = ρuµuν + Θµν +Mµν + Fµν + Qµν                              (2.95) 

ikinci mertebeden tensörlerin toplamı şeklinde yazılmaktadır. Burada ρ, toplam enerji 

yoğunluğunu, uµ vektörü, uµuν = −1 olacak şekilde dörtlü hız vektörünü, Θµν, basınç ve 

gerilim tensörünü, Mµν elektromanyetik enerji tensörünü, Fµν elektromanyetik alan ile 

maddenin etkileşim tensörünü ve Qµν termodinamik etkileşme tensörünü ifade etmektedir. 

gravitasyona kaynaklık eden madde enerji içeriği: akışkan ya da akışkanların karışımı, kinetik 

teori ile tasvir edilen bireysel tanecikler topluluğu, bir v(ϕ) skaler potansiyelinden türeyen bir 

ϕ skaler alanı, Maxwell denklemleri ile tasvir edilen elektromagnetik alanlar gibi pek çok 

unsurlardan biri ya da hepsi olabilir. Bunların toplam etkisi, (2.95) denklemiyle de ifade edildiği 

gibi alan denklemlerinin sağındaki Tµν enerji-momentum tensörü ile de tasvir edilmektedir. Bir 

akışkan şeması için Tµν’nin ayrıcalıklı zaman cinsinden bir 4-lü vektörüne göre ayrışımı, 

Tµν = ρuµuν + phµν + qµuν + qνuµ + πµν = T(µν)                                (2.96) 

qµu
ν = 0       ,       πµν = π(µν)      ,       πµνu

ν = 0       ,       πµ
µ
= 0                    (2.97) 

biçiminde olup, burada: ρ, uµ’ya göre toplam rölativistik enerji yoğunluğunu, qµ, rölativistik 

momentum yoğunluğu ya da uµ’ya göre enerji akısını (ısı iletimi ve difüsyonu), p, uµ’ya dik 

hµν 3-uzayında eş-yönlü basıncı, πµν ise izsiz eş-yönsüz basıncı (viskozite olduğunda sıfırdan 

farklı) ifade etmektedir. (2.96)’deki dinamik büyüklükler uµ’ya göre yazılmaktadır. (2.96)’den 

kolayca tesis edileceği gibi, bu dinamik büyüklükler, Tµν verildiğinde, 

ρ = Tµνu
µuν                                               (2.98) 

qµ = −hν
µ
uλTλν                                    (2.99) 

p =
1

3
hµνTµν                                  (2.100) 

πµν = hλ〈µh
η
ν〉Tλη                                (2.101) 

bağıntıları ile tamamlanır. (2.96)’daki geometrik ayrışımın fiziğini, akışkanın termodinamik 

tasviri ile (ısı yayılım katsayısı, bulk viskozite katsayısı vb…) ρ’yü termodinamik değişkenler 
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ile ilişkilendiren bağıntılar belirler. Bunlara genel olarak, hal denklemi veya denklemleri denir. 

Rölativistik Kozmoloji’nin uygulamalarında, (2.96)’nın, 

qµ = πµν = 0     ⇒     Tµν = ρuµuν + phµν                        (2.102) 

olarak kısıtlanmış hali çok yoğun bir şekilde kullanılagelmiştir. Buna ideal akışkan 

denilmektedir ve hal denklemi de sabit entropi ve sıcaklıktan bağımsız olma özelliklerinin bir 

sonucu olarak bulunan, 

p = p(ρ) = (γ − 1)ρ   ,    ω = (γ − 1) =
p

ρ
  (Hal denklemi)                     (2.103) 

ifadesi alınır. (2.103) ifadesi lineer barotrop hal denklemi diye anılır. Burada γ bir sabit olup 

tanım aralığını, sesin νs
2 = (

∂p

∂µ
)
sabit entropi

bağıntısı aracılığı ile tanımlanan νs hızı belirler. 

Buna göre, 

νs
2 ≤ 1 ⟺ 0 ≤ γ ≤ 2                               (2.104) 

olur. γ parametresinin kullanılagelen ilginç değerleri şunlardır: 

0 ≤ γ < 1 ⟹ p = (γ − 1)ρ < 0 , 0 < νs ≤ 1 , negatif basınç, fiziksel olmamakla birlikte 

şişme (Enflasyon) teorisinde önem taşır. 

γ = 0 ⟹ p = −ρ < 0 , νs = c  , üstel şişmeli model, γ = 0 değeri efektif olarak Λ kozmolojik 

sabitine karşılık gelir. 

0 < γ <
2

3
⟹ p = (γ − 1)ρ < 0 , νs >

1

√3
 ,  kuvvet kanunlu şişme modeline karşılık gelir. 

γ =
2

3
⟹ p = −

1

3
ρ < 0 , νs =

1

√3
  ,  kozmik sicimler anlamına gelir. 

1 ≤ γ < 2 ⟹ p = (γ − 1)ρ > 0 , 0 ≤ νs < 1 , kabul edilebilir fiziksel durumu ifade eder. 

γ = 1     p = 0    ,   νs = 0  basınçsız akışkan (Toz ya da Soğuk Karanlık Madde)’ı ifade eder. 

γ =
4

3
     p =

1

3
ρ    ,   νs =

1

√3
  ,   radyasyon akışkanı (rölativist gaz)’ı ifade eder. 

 γ = 2     p = ρ    ,   νs = 1   ,  stiff akışkan (ses hızı ışık hızına eşit)’ı ifade eder. 
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Enerji-momentum tensörü Tµν hakkında son olarak şuna değinelim: Tµν’nin fizikselliğinin 

yalnızca hal denklemi değil, fakat aynı zamanda enerji koşulları denilen şu kısıtlamaları da 

belirler: 

Zayıf enerji koşulu: Tµνu
µuν ≥ 0,   ρ ≥ 0 (ideal akışkan için ρ + p ≥ 0 olursa sağlanır) 

Egemen enerji koşulu: |Tµνuµ| ≤ 0 ⟹ T00 ≥ |Tµν| 

Kuvvetli enerji koşulu: Tµνu
µuν ≥ 0 ⇒ Tµνu

µuν ≥ −
1

2
Taa  

Ayrıca, (2.94) ile verilen alan denkleminin, R’ye göre lineer olan geometri ile ilgili bölümünün 

(sol), 4-boyutlu hiperyüzey üzerinde alınan invaryant hacim elemanı ve Ricci eğrilik skaleri (R) 

ile verilen, 

IEH =
1

2κ2
∫ d4 x√−g(R − 2Λ)                               (2.105) 

Einstein-Hilbert aksiyonunun, gµν metriğine göre varyasyonu alınarak da elde edilmesi 

mümkündür. [δIEH=0] 

Madde-enerji varlığında (2.105) ifadesi, I = IEH + Im biçiminde, madde ile ilgili aksiyonu da 

içerecek şekilde yazılır. Lm, madde-enerji Lagrangian yoğunluğu olmak üzere, Sm madde 

aksiyonu, 

 Im = ∫d4x√−gLm(gµν, ϕ)                            (2.106) 

biçiminde tanımlanmakta olup [ϕ, skaler madde alanı], bu aksiyondan hareketle Tµν enerji-

momentum tensörü, 

Tµν = −2
∂Lm

∂gμν
+ gµνLm                                   (2.107) 

şeklinde verilir. 
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2.7.2. Brans-Dicke Teorisi 

Einstein GRT’yi, bir cismin eylemsizliğinin evrendeki toplam kütle dağılımının bir fonksiyonu 

ile belirlenebileceğini söyleyen Mach İlkesi’ne dayandırmış olmasına rağmen, bu eylemsizliği 

yaratan, test parçacığı ile diğer bütün kütleler arasındaki etkileşimi belirgin bir şekilde teorisine 

dahil edememiştir. Mach İlkesi’ni içerecek genişletilmiş bir GRT önerisi Brans-Dicke Teorisi 

ismiyle öne sürülmüştür [34]. Bu model, ele alınan bir parçacığın eylemsizlik kütlesinin, o 

parçacık ile bütün madde formlarıyla (yük hariç) eşit bir şekilde etkileşen uzak erimli evrensel 

bir ϕ skaler alanının etkileşmesinin bir ölçüsü olduğunu söyleyen skaler-tensörel bir teoridir. 

Bu temel parçacık eylemsizlik kütlelerinin sabit olmadığı, ϕ skaler alanına bağlı oldukları 

anlamına gelmektedir. Fakat, temel parçacık kütleleri sadece G m R2⁄  şeklinde gravitasyonel 

ivmenin ölçülmesiyle belirlendiğinden dolayı, artık G (Newton gravitasyon) sabiti de bu ϕ 

skaler alanın ortalama değerine bağlı sabit olmayan bir nicelik olacaktır.  

Sciama teorisi ele alındığında [35] evrenin bütün kütlesinin R yarıçaplı küresel bir kabukta 

toplanan M kütlesine göre ivmeli hareket eden m kütleli bir test parçacığı üzerine ekti eden 

eylemsizlik kuvvetinin, 

GM

R
m   ,   (c = 1)                                  (2.108) 

ile ve, 

GM

R
∼ 1                                                  (2.109) 

alındığında da parçacık eylemsizlik kütlesi m ile orantılı olacağı görülmektedir. (2.109) 

bağıntısı, 

1

G
∼

M

R
                                       (2.110) 

şeklinde 1 G⁄ ’nin, evrenin kütle yoğunluğunu kaynak kabul eden, 

∇2ϕ∼ρ                                     (2.111) 

biçiminde madde yoğunlu ile ilişkilendirilmiş ϕ skaler alanla özdeş alınabileceğini gösterir 

[ϕ∼M R⁄   , < ϕ >≌ 1 G⁄ ]. (2.111) ifadesi 4-boyutlu uzay-zamana genelleştirilir ise, 
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□2ϕ=4πλTMµ
µ                                      (2.112) 

biçiminde ϕ skaler alanının, evrenin enerji-momentum tensörü ile ifade edilen kovaryant 

denklemi elde edilir. Burada □2: d’Alembert operatörü, λ çiftlenim sabiti, TMµ
µ evrendeki 

toplam maddenin enerji-momentum tensörüdür. 

C.H. Brans ve R.H. Dicke GRT’nin alan denklemlerini Mach ilkesini de içeren, 

Rµυ −
1

2
gµυR =

8π

ϕ
(Tµυ +  µυ)                            (2.113) 

genişletilmiş hali ile, G’nin ϕ−1 olduğu ve gravitasyon alan kaynağı skaler alanı için  µυ 

enerji-momentum tensörünü de içeren şekliyle ifade etmişlerdir. 

(2.112) ve (2.113) denklemleri, λ’ya bağlı, 

ω =
1

λ
−
3

2
    ,    λ =

2

(2ω+3)
                                  (2.114) 

biçiminde yeni bir eşleşim sabiti alındığında, 

□2ϕ =
8π

(2ω+3)
TMµ

µ                         

Rµυ −
1

2
gµυR = −

8π

ϕ
Tµυ −

ω

ϕ2
(∂µ ∂υϕ −

1

2
gµυ ∂ρϕ∂

ρϕ) −
1

ϕ
(∂µ ∂υϕ − gµυ□

2ϕ)  

  (2.115) 

biçimine dönüşür. Burada ω → ∞ alındığında bu alan denklemleri, 

Rµυ −
1

2
gµυR = −8πGTµυ                                (2.116) 

bilindik Einstein alan denklemlerine indirgenmektedir. 
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2.7.3. F(R) Gravitasyon Teorisi 

F(R) Gravitasyon Teorisi’nde, Einstein-Hilbert aksiyonu madde Lagrangian yoğunluğu ile 

birlikte; 

IEH = ∫d
4x√−g (

f(R)

2κ2
+ Lm)                               (2.117) 

şeklinde verilmektedir [36]. Einstein alan denklemlerinden farklı olarak eğrilik, R’ye lineer 

bağlı olacak şekilde değil, eğriliğin genel bir fonksiyonu olarak teoriye dahil edilmiştir. Bu 

aksiyonun metriğe göre varyasyonu ile elde edilen alan denklemleri; 

RµνfR(R) −
1

2
gµνf(R) + gµν⎕fR(R) − ∇µ∇νfR(R) =

κ2

2
Tµν                  (2.118) 

şeklinde olup [
∂f

∂R
≡ fR], Tµν enerji-momentum tensörü, 

Tµν = −
2

√−g

δ(√−g)Lm

δgμν
                               (2.119) 

biçiminde elde edilir.  

İdeal akışkan madde dağılımı için, yoğunluk, basınç ve hal denklemleri (2.117) ifadesi ile, 

ρ =
3

κ2
H2                                  (2.120) 

p = −
(3H2+2Ḣ)

κ2
                                (2.121) 

wetkin = −1 −
2Ḣ

3H2
                               (2.122) 

 γ = −
2Ḣ

3H2
                                  (2.123) 

biçiminde verilir. [w = p ρ⁄ ]. Burada uzayca düz, 

ds2 = −dt2 + a(t)2∑ (dxi)
i

i  ,     i = 1, 2, 3                             (2.124) 

FRW metriği kullanılarak elde edilecek Friedmann denklemleri ise, 
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0 = −
f(R)

2
+ 3(H2 + Ḣ)fR(R) − 18(4H

2Ḣ + HḦ)fRR(R) + κ
2ρ                 (2.125) 

0 =
f(R)

2
− (3H2 + Ḣ)fR(R) + 6(8H

2Ḣ + 4Ḣ2 + 6HḦ + H⃛)fRR(R) + 36(4HḢ +

Ḧ)
2
fRRR(R) + κ

2p                                (2.126) 

şeklinde bulunur [H = ȧ
a⁄  Hubble parametresi, R = 12H2 + 6Ḣ]. 

F(R) için önerilecek farklı tipteki fonksiyon biçimleri ile bu teori, bir çok fenomeni 

açıklayabilecek kozmolojik uygunluğa sahiptir. Örneğin, 

f(R0) = −2R0̃                                (2.127) 

şeklinde, f(R)’ın şimdiki değeri, küçük bir sabit olarak alındığında (f ′(R0)~0), evrenin 

günümüzdeki ivmelenerek genişleme durumu izah edilebilmektedir [R0~(10
−33eV)2, evrenin 

günümüzdeki eğriliği]. Ya da f(R) için, 

lim
R→0

f(R) = 0                                    (2.128) 

koşulu ile düz uzay-zaman (Minkowski) çözümünün var olduğu gösterilebilir. Ayrıca; (2.124) 

FRW metriği için R eğriliğinin, 

R~(ts − t)
−2

2n+3⁄                                  (2.129) 

sonlu bir gelecekte (ts = t) dağınım göstermesi ve Hubble oranının, 

H~
h0

(ts−t)β
                                   (2.130) 

şeklinde yapısal bir tekliğe sahip olması sebebiyle R = 6Ḣ + 12H2 skaler eğriliği, 

R ~ 

{
 
 

 
 

12h0
2

(ts−t)2β
     , β > 1

6h0+12h0
2

(ts−t)2
  , β = 1

6βh0

(ts−t)β+1
  , β < 1}

 
 

 
 

                                             (2.131) 

biçiminde davranmaktadır. Burada, sonlu zaman ve gelecek tekillikleri [37-38]  içeren  karanlık 

enerji evren modellerinde β ≥ 1 durumu, tip-I (Big Rip) tekilliğine, 1 > β > 0 durumu tip-III 
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tekilliğine, 0 > β > −1 tip-II tekilliğine ve β < −1 (β ≠ tamsayı) durumu da tip-IV 

tekilliğine karşılık gelmektedir. tip-I (Big Rip) t → ts için, a → ∞, ρetkin → ∞ ve |petkin| →

∞ şeklinde olduğunu, tip-II (Sudden Rip)  t → ts için, a → as, ρetkin → ρs ve |petkin| → ∞ 

olduğunu, tip-III t → ts için, a → as, ρetkin → ∞ ve |petkin| → ∞ olduğunu, tip-IV t → ts için, 

a → as, ρ → 0, |petkin| → 0 ve H’nin yüksek mertebeden türevlerinin ıraksadığını 

söylemektedir. Bu durum ayrıca, H’nin yüksek mertebeden türevlerinin ıraksamasına karşın, 

hem etkin basınç hem de yoğunluğun sonlu bir değere yaklaşacağını gösterir [39]. 

2.7.4. Mimetik Gravitasyon Teorisi 

Mimetik karanlık madde ismiyle öne sürülen bu teorinin temel amacı, Einstein Alan 

Denklemleri’ni konformal serbestlik derecesinden arındırarak onu kovaryant bir biçimde 

yeniden formüle etmektir. Bu, fiziksel metrik gµν’nü, yardımcı metrik g̃µν ve denklemde 

kendini birinci derece türev biçimiyle gösteren ϕ skaler alanı (mimetik alan) ile yeniden 

parametrize etme yoluyla yapılmıştır. Fakat, buradaki ϕ alanı, Brans-Dicke tipi disformal 

skaler-tensör gravitasyon teorilerinin önerdiği dinamiksel skaler alandan farklıdır. Fiziksel 

metriğin konformal dönüşüm altındaki invaryantlığı sebebiyle bu teorideki ϕ skaler alanı, 

integrasyon sabiti olarak beliren ölçek faktörüne eşdeğerdir ve yeni bir dinamiksel serbestlik 

derecesi değildir [40-42].  

Fiziksel metrik gµν, yardımcı metrik ve skaler alanın, 

gµν = −(g̃αβ ∂∂ϕ∂βϕ)g̃µν = Pg̃µν                            (2.132) 

fonksiyonu olarak verilir. Bu koşulla, fiziksel metrik gµν , yardımcı metrik g̃µν’nün, g̃µν →

Ω2(t, x)g̃µν biçimindeki konformal dönüşümü altında invaryant kalmaktadır [gµν → gµν 

şekindedir ve Ω(t, x) uzay-zamanın bir fonksiyonudur]. Einstein-Hilbert aksiyonu (2.132) 

ifadesi göz önünde bulundurulduğunda, 

I =
1

2
∫d4x√−g(g̃µν , ϕ) [R (gµν(g̃µν , ϕ)) + Lm]                      (2.133) 

biçiminde yazılır. [8πG=1, Lm:madde Lagrangieni, √−g: fiziksel metrik gµν
′ nün izi]. 

(2.133) aksiyonu, açık bir şekilde gµν fiziksel metriğe bağlı olması sebebiyle, g̃µν →

Ω2(t, x)g̃µν konformal dönüşümü altında invaryanttır. Bu ifadenin gµν’ye göre varyasyonu, 
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(Gµν − Tµν) + (G − T) ∂µϕ∂νϕ = 0                          (2.134) 

∇k[(G − T) ∂kϕ] =
1

√−g
∂k[√−g(G − T)g

κσ ∂σϕ] = 0                     (2.135) 

biçiminde alan denklemleri verir. Burada, Gµυ = Rµυ −
1

2
gµυR  Einstein tensörü, Tµυ madde-

enerji tensörü, ∇k= gkσ∇σ kovaryant türevi ifade eder. g̃µν yardımcı metriği bu denklemlerde, 

gµυ fiziksel metriği aracılığı ile bulunmasına rağmen, ϕ skaler alanı açık bir şekilde kendini 

göstermektedir. (2.132) ifadesi metriğin ortogonelliğinden dolayı, 

gµν ∂µϕ∂νϕ = −1                                (2.136) 

şeklinde bir kısıtlayıcı doğurur. 

(2.134) ifadesinin izi, 

(G + T)(1 + gµν ∂µϕ∂νϕ) = 0                           (2.137) 

biçiminde bir eşitlik verir ve G≠T durumunda bile (2.136) koşulunu sağlar. Aslında, 

gravitasyonel alan için yazılan denklemler Tµν = 0 durumunda bile pek de kolay olmayan 

çözümlere sahiptir ve (2.135) ve (2.136) denklemleri ϕ için çözüldüklerinde (G-T)’yi 

belirlemektedir. 

ϕ skaler alanı, ϕ ile ifade edilmiş aksiyona [43] sahip gravitasyonel alandaki birim kütleli 

rölativistik bir parçacık için Hamilton-Jacobi denklemlerini sağlamaktadır. Bu sebeple 

gravitonlar olarak ifade edilen gravitasyonel alan, fiziksel metriğin bir konformal faktörü ile ϕ 

skaler alanı olmak üzere iki eksensel serbestlik derecesine ihtiyaç duyar; fakat sistem konformal 

invaryanslık ile kısıtlanmıştır. 

(2.134) ifadesi, Gµν = Tµν + T̃µν biçiminde yazılarak yeni bir, 

T̃µν = −(G − T) ∂µϕ∂νϕ                              (2.138) 

enerji-momentum tensörü tanımlanır. Bu (2.138) ifadesi, ideal akışkan için yazılan, 

Tµν = (ρ + p)uµuν + pgµυ                              (2.139) 
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enerji-momentum tensörü ifadesinde, p=0 ve ρ = −(G − T) biçiminde alınmasıyla elde edilir. 

[uµ;  uµu
µ = −1 normalizasyon koşulunu sağlayan 4’lü hız vektörü,  ρ: enerji yoğunluğu, p: 

basınç] (2.139) ifadesi, ∂µϕ (mimetik alanın gradyenti)’nin uµ dörtlü hız vektörünün bileşenleri 

olduğunu göstermektedir. ϕ ekstra serbestlik derecesi ise (G-T) enerji yoğunluğuna sahip ‘toz’ 

için hız potansiyeli görevi görür. [madde olmadığı durumlarda enerji yoğunluğu (–R)’dir.]  

FLRW evreni için verilen metrik ifadesi, 

ds2 = −dt2 + a2(t)δijdx
idxj                             (2.140) 

alındığında, ϕ(xµ) = τ sabit hiperyüzeyine benzer bir şekilde, sabit zaman yüzeyi seçilir ise 

denklem (2.136)’in sağlandığı ve mimetik alanın FLRW metriği üzerinde zaman rolü oynadığı 

anlaşılır. (2.135) ifadesindeki mimetik enerji-momentum tensörünün enerji yoğunluğu ile 

uyumlu olan (G − T) değeri, FLRW evrenindeki ölçek faktörünün küpü ile ters orantılıdır 

 [(G-T) ~ 1 a3⁄ ]. Bu durum FLRW evreni için yazılan, ω sabit hal parametresine bağlı, a−3(ω+1) 

enerji yoğunluğu ifadesi ile uyumludur. Çünkü, ‘toz’ (mimetik alan) hal denklemi için ω = 0 

alındığında enerji yoğunluğu a−3 değerini verir. 

Gravitasyonun konformal serbestlik derecesi kozmolojik ölçüde karanlık maddeye benzer 

davranması sebebiyle, bu teorinin adı mimetik karanlık madde olarak konulmuştur. 
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3. MALZEME VE YÖNTEM 

3.1. F(R) GRAVİTASYON TEORİSİ ALAN DENKLEMLERİNİN ELDE EDİLMESİ 

F(R) Gravitasyon Teorisi’nin 4-boyutlu uzay-zamanda aksiyonu, 

I =
1

16
∫ f(R)√−gd4x + ∫Lm√−gd

4x                      (3.1) 

şeklinde verilir [44]. R, Riemannian uzay-zamanın Ricci eğrilik skaleri, Lm ise etkin madde 

Lagrangianini ifade etmektedir. gµν metriği dinamiksel niceliktir ve metriğe göre (3.1) 

ifadesinin varyasyonu, 

δI =
1

2κ2
∫δ[f(R)√−g]d4x + ∫ δ(Lm√−g)d

4x  

= 
1

κ2
∫[f(R) δ√−g + δ(R) √−g]d4x + ∫(Lm δ√−g + √−g δLm) d

4x          (3.2) 

biçimindedir. Burada varyasyon için kullanılan δR ve δ√−g için, 

δR = δ(gµνRµν) = Rµν δg
µν + gµν(∇λδΓ

λ
µν − ∇νδΓ

λ
µλ)             (3.3) 

δ√−g = −
1

2
√−g gµν δg

µν                         (3.4) 

eşitlikleri yazılmaktadır. (Γλµν : Christoffel Sembolü). δΓλµν için ise, 

δΓλµν =
1

2
gλα(∇µδgνα + ∇νδgαµ − ∇αδgµν)                 (3.5) 

kullanıldığında (3.3) ifadesi, 

δR = Rµν δg
µν + gµν⎕δg

µν − ∇µ∇νδg
µν                              (3.6) 

şeklinde, (3.2) ifadesindeki aksiyonun toplam varyasyonu da, 

δI =
1

2κ2
d4x√−g [δgµν {fR(R)Rµν −

1

2
gµνf(R) + (gµν⎕− ∇µ∇ν)fR(R) +

Lm (−
1

2
√−ggµν) + (√−g

∂Lm

∂gμν
δgµν)}] = 0                   (3.7) 

biçiminde bulunur (⎕ : D’Alembert operatörü ,  ⎕ = ∇µ∇
µ= gµν∇µ∇ν). Burada, 
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Tµν = −
2

√−g

δ(√−g)ℒm

δgμν
                           (3.8) 

biçiminde Tµν madde enerji-momentum tensörü tanımlandığında, (3.7) varyasyonu, 

fR(R)Rµν −
1

2
gµνf(R) + (gµν⎕− ∇µ∇ν)fR(R) = κ2Tµν                (3.9) 

biçimini alır. (3.9) denkleminde, Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν biçimindeki Einstein tensörünü elde 

etmek için eşitliğin her iki tarafına, −
1

2
gµνRfR terimi eklenirse, 

fR(R)Rµν −
1

2
gµνRfR = κ

2Tµν +
1

2
gµνf(R) − (gµν⎕− ∇µ∇ν)fR(R) −

1

2
gµνRfR       (3.10) 

fR(R) (Rµν −
1

2
Rgµν) = κ2Tµν +

1

2
gµν(f(R) − RfR) − (gµν⎕− ∇µ∇ν)fR(R)           (3.11) 

(Rµν −
1

2
Rgµν) = κ2

Tμν
m

fR(R)
+ κ2 {

1

κ2fR(R)
([
1

2
gµν(f(R) − RfR)] − (gµν⎕−

∇µ∇ν)fR(R))}                                                 (3.12) 

biçiminde bir ifade elde edilir (Tµν ⟶ Tµν
m). burada, 

Tµν
M =

Tμν
m

fR(R)
                                                   (3.13) 

ve 

Tµν
R =

1

κ2fR(R)
{[
1

2
gµν(f(R) − RfR)] − (gµν⎕− ∇µ∇ν)fR(R)}                           (3.14) 

şeklinde, etkin enerji-momentum tensörleri tanımlanırsa (3.9) ile verilen alan denklemleri, 

Gµν = κ
2(Tµν

M + Tµν
R ) = κ2Tµν

t                                      (3.15) 

şeklinde bilindik Einstein Alan Denklemleri formunda yazılmış olur. Burada; Tµν
M , Tµν

m  madde- 

enerji momentum tensörüne bağlanan bir etkin madde enerji-momentum tensörünü ve Tµν
R  de 

F(R)’den kaynaklanan bir etkin geometri enerji-momentum tensörünü temsil etmektedir ve 

bunun, “eğrilik akışkanı” olarak da adlandırılabilen matematiksel bir akışkanı temsil ettiği 

düşünülebilir. Tµν
t  ise, 
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Tµν
t = Tµν

M + Tµν
R                                         (3.16) 

şeklinde olup toplam etkin enerji-momentum tensörünü göstermektedir. 

(3.9) ifadesinin izi alınarak elde edilen bir diğer ifade de, 

(3⎕+ R)fR(R) − 2f(R) = κ
2T                                  (3.17) 

şeklinde verilir. 

F(R) Gravitasyon Teorisi’nde enerjinin korunduğu, (3.9)’de verilen alan denkleminin, 

∇µ [fR(R)Rµν −
1

2
gµνf(R) + (gµν⎕− ∇µ∇ν)fR(R)] = 0 = ∇µTµν                      (3.18) 

biçiminde kovaryant diverjansı alınarak gösterilebilir. 

Eğer uzayca homojen-izotropik düz bir evreni tasvir eden, 

ds2 = −dt2 + a2(t)δijdx
idxj                                   (3.19) 

FLRW metriği ile ρ yoğunluklu ve p etkin basınca sahip madde alanı ile dolu bir evren 

düşünülürse (T=3p-ρ), F(R) Gravitasyon Teorisi’nin alan denklemlerinin çözümleri (I. ve II. 

Friedmann Denklemleri), 

H2 =
1

3fR(R)
[κ2ρ +

1

2
(RfR(R) − f(R)) − 3HfRR(R) Ṙ]                             (3.20) 

3H2 + Ḣ = −
1

fR(R)
[2HṘfRR(R) + Ṙ

2fRRR(R) + R̈fRR(R) −
f(R)

2
− κ2ρ]                  (3.21) 

şeklinde bulunur [H: Hubble parametresi=ȧ a⁄  ve nokta türevler t’ye göredir]. Bu metrikte 

sırasıyla R eğrilik skaleri ve Rµν Ricci eğrilik tensörleri için, 

R = 6 [
ä

a
+ (

ȧ

a
)2]                                       (3.22) 

R00 = −3
ȧ

a
,       Rµν = 0 (µ ≠ ν),        Rµν = aä + 2ȧ

2 (µ = ν)                      (3.23) 

ifadeleri yazılmaktadır. 
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(3.9) denkleminin çözümü olan hareket denklemlerinin eldesi Lagrange metodu ile de 

yapılabilir. F(R) Gravitasyon Teorisi için yazılacak, 

L(a, R, ȧ, Ṙ) = a3(f(R) − RfR(R)) − 6 (aȧ
2fR(R) + a

2ȧṘfRR(R)) − p(a)a
3              (3.24) 

biçimindeki Lagrange yoğunluk fonksiyonu kullanılarak her bir bileşen için hesaplanacak 

(2.19) ifadesi ile (2κ2 = 1 , Lm = −p(a)), 

6R̈fRR(R) = −3f(R) + 3RfR(R) − 6
ȧ2

a2
fR(R) − 12

ȧṘ

a
fRR(R) + 3p(a) − 6Ṙ

2fRRR(R) −

12
ä

a
fR(R)                                                  (3.25) 

eşitliği ve (3.22) denkleminin aynısı elde edilir. Bu denklemler ile F(R) Gravitasyon Teorisi’nin 

Noether simetrisine uyduğu gösterilebilir. 

3.2. MİMETİK F(R) GRAVİTASYON TEORİSİ ALAN DENKLEMLERİNİN ELDE 

EDİLMESİ 

Einstein alan denklemleri, güneş sistemi gibi düşük enerji (zayıf gravitasyon alan) bölgelerinde 

meydana gelen olayların izahında çok iyi sonuçlar veriyor olmasına rağmen, evrenin başlangıç 

dönemi, karanlık enerji, karanlık madde gibi, açıklanmasında yüksek mertebeden eğrilikler 

gerektiren birçok fenomene açıklık getirmekte yetersiz kalmaktadır. Evrenin genel bir izahının 

yapılabilmesi amacı ile Einstein Alan Denklemlerinin madde ve/veya geometri ile ilgili 

kısımlarına belirli kurallar çerçevesinde düzeltmeler ya da eklemeler yapan teoriler arasında 

bulunan Mimetik Gravitasyon Teorisi’nin özellikle karanlık maddeyi açıklayabildiği 

düşünülmektedir. Karanlık maddenin kendini bir integrasyon sabiti olarak gösterdiği bu teori 

‘ghost’ barındırmamaktadır; ayrıca,  konformal invaryant bir teoridir [45].  

Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’nin, g̃µν yardımcı metriğinin konformal dönüşümü altında 

invaryant kalan gµν fiziksel metriğinin, (2.71) ifadesindeki gibi g̃µν metriği ile ϕ skaler alanı 

cinsinden yazılmasıyla ve R eğrilik skalerinin F(R) biçiminde rastgele genel bir fonksiyonunun 

alınmasıyla elde edilen aksiyonu, 

I = ∫d4x√−g(g̃µν, ϕ) {
f[g(g̃μν,ϕ)]

2κ2
+ Lm}                                       (3.26) 
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biçiminde verilir. 

F(R) Gravitasyon Teorisi’nde yapıldığı gibi (3.26) aksiyonunun g̃µν yardımcı metriğe göre 

varyasyonu, 

1

2
gµν f(R(g̃µν, ϕ)) − R(g̃µν, ϕ)µν fR(R(g̃µν, ϕ)) +

∇(g(g̃µν, ϕ)µν)µ ∇(g(g̃µν, ϕ)µν)ν fR(R(g̃µν, ϕ)) −

g(g̃µν, ϕ)µν⎕(g̃µν, ϕ) fR (R(g̃µν, ϕ)) + κ
2Tµν + ∂µϕ∂νϕ [2f (R(g̃µν, ϕ)) −

R(g̃µν, ϕ) fR (R(g̃µν, ϕ)) − 3⎕(g(g̃µν, ϕ)µν
)  fR (R(g̃µν, ϕ)) + κ

2T] = 0               (3.27) 

biçiminde, ϕ skaler alana göre varyasyonu ise, 

∇ (g(g̃µν, ϕ)µν)
µ

{∂µϕ [2f (R(g̃µν, ϕ)) − R(g̃µν, ϕ) fR (R(g̃µν, ϕ)) −

3⎕(g(g̃µν, ϕ)µν)  fR (R(g̃µν, ϕ)) + κ
2T]} = 0                                                  (3.28) 

şeklinde alan denklemleri vermektedir. [fR ≡ ∂f ∂R⁄ , ∇µ ve ⎕ = gµν∇µ∇µ  ise gµν’ye göre 

türevlerdir]. Burada Tµν [T = (g(g̃µν, ϕ))
µν

Tµν] maddenin enerji-momentum tensörüdür ve 

yine (3.8) ifadesi ile verilmektedir. Burada, (3.9)’daki gibi bir terim eklenerek yine etkin enerji-

momentum yaklaşımı kullanılırsa, 

R(g̃µν, ϕ)µν fR(R(g̃µν, ϕ)) −
1

2
g(g̃µν, ϕ)µνRfR(R(g̃µν, ϕ)) = κ

2Tµν +

1

2
g(g̃µν, ϕ)µνf(R(g̃µν, ϕ)) − [g(g̃µν, ϕ)µν⎕(g̃µν, ϕ) −

∇(g(g̃µν, ϕ)µν)µ ∇(g(g̃µν, ϕ)µν)ν]  fR(R(g̃µν, ϕ)) −
1

2
g(g̃µν, ϕ)µνRfR(R(g̃µν, ϕ)) +

∂µϕ∂νϕ [2f (R(g̃µν, ϕ)) − R(g̃µν, ϕ) fR (R(g̃µν, ϕ)) −

3⎕(g(g̃µν, ϕ)µν)  fR (R(g̃µν, ϕ)) + κ
2T]                                         (3.29) 

buradan, 
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(R(g̃µν, ϕ)µν −
1

2
g(g̃µν, ϕ)µνR)  fR(R(g̃µν, ϕ)) = κ2Tµν +

1

2
g(g̃µν, ϕ)µνf(R(g̃µν, ϕ)) −

[g(g̃µν, ϕ)µν⎕(g̃µν, ϕ) − ∇(g(g̃µν, ϕ)µν)µ ∇(g(g̃µν, ϕ)µν)ν]  fR(R(g̃µν, ϕ)) −

1

2
g(g̃µν, ϕ)µνRfR(R(g̃µν, ϕ)) + ∂µϕ∂νϕ[2f (R(g̃µν, ϕ)) − R(g̃µν, ϕ) fR (R(g̃µν, ϕ)) −

3⎕(g(g̃µν, ϕ)µν)  fR (R(g̃µν, ϕ)) + κ
2T]                    (3.30) 

ve 

Gµν = κ2
Tμν

 fR(R(g̃μν,ϕ))
+ κ2 [

1

κ2 fR(R(g̃μν,ϕ))
{
1

2
g(g̃µν, ϕ)µν[f(R(g̃µν, ϕ)) −

RfR(R(g̃µν, ϕ))] − [g(g̃µν, ϕ)µν⎕(g̃µν, ϕ) −

∇(g(g̃µν, ϕ)µν)µ ∇(g(g̃µν, ϕ)µν)ν]  fR(R(g̃µν, ϕ))}] +

κ2 ∂µϕ∂νϕ{
1

κ2 fR(R(g̃μν,ϕ))
(2f (R(g̃µν, ϕ)) − R(g̃µν, ϕ) fR (R(g̃µν, ϕ)) −

3⎕(g(g̃µν, ϕ)µν)  fR (R(g̃µν, ϕ)))} + κ
2 ∂µϕ∂νϕ

T

 fR(R(g̃μν,ϕ))
                    (3.31) 

ifadeleri elde edilir. 
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4. BULGULAR 

4.1. MİMETİK F(R) GRAVİTASYON TEORİSİNİN DİNAMİK SİSTEM ANALİZİ 

Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi için (3.27) ile verilen alan denklemleri (3.19) FLRW metriği 

kullanılarak bulunabilir. Bunun yanında (3.26) denklemi ile verilen teorinin aksiyonu, (2.75) 

kısıtlayıcısına sahip olması sebebiyle Lagrange çarpanlar metodu kullanılarak, 

L = ∫d4x√−g(g̃µν, ϕ) [
f[g(g̃μν,ϕ)]

2κ2
− V(ϕ) − λ(∂µϕ∂

µϕ+ 1) + Lm]       (4.1) 

biçiminde yeniden yazılır (λ=λ(t), Lagrange çarpanı, V(ϕ) potansiyel terimi ve p = p(a, ȧ, ϕ) 

basıncına sahip akışkan alınmıştır). Bu aksiyondan hareketle, teorinin noktasal Lagrangian 

yoğunluk fonksiyonu da,  

L(a, R, ϕ, ȧ, Ṙ, ϕ̇) = a3(f(R) − RfR(R)) − 6 (aȧ
2fR(R) + a

2ȧṘfRR(R)) −

p(a, ȧ, ϕ)a3 −  V(ϕ)a3 − λ(1 − ϕ̇2)a3                                (4.2) 

şeklinde verilir. Buradan teorinin hareket denklemleri de 

6R̈fRR(R) = −6Ṙ
2fRRR(R) − aäpȧȧ − ȧapaȧ − apȧt − 3ȧpȧ + apa − fR(R) (−3R +

6
ȧ2

a2
+ 12

ä

a
− 3(f(R) − λ + λϕ̇2 − V(ϕ)) − p) − 12

ȧṘ

a
                   (4.3) 

ä

a
=

1

6
[R − 6(

ȧ

a
)2]                                     (4.4) 

ϕ̈ + ϕ̇ (
λ̇

λ
+
3ȧ

a
) +

1

2

Vϕ

λ
= 0                                     (4.5) 

Biçiminde elde edilir. (4.4) ifadesi FLRW metriği için Ricci skalerinin standart denklemidir. 

(4.5) ifadesi λ=λ(t)=sabit alındığında Klein-Gordon denklemine indirgenir. (4.3) ifadesi ise 

p=p(a), λ=1, ϕ(t)=t ve V(ϕ) = 0 alınması ile F(R) Gravitasyon Teorisi’nin hareket 

denklemlerine dönüşür. Bu denklem sistemleri çözülürken, bölüm (2.5)’teki gibi, non-otonom 

dinamik bir x⃗  konum vektörü için verilen diferansiyel denklem için, 
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x⃗ ̇ = f(t, x⃗ )                            (4.6) 

f: [0,∞) × D → ℝn                                   (4.7) 

D = {x⃗ ∈ ℝn| ‖x⃗ ‖2 < 0}                                 (4.8) 

durumu düşünülür.  

Denge noktası x=0 ise (ancak ve ancak) bir t anı için, 

f(t, 0) = 0 , ∀t ≥ 0                         (4.9) 

cebirsel denklemi çözülebilirdir.  

Bu vektör için, sonlu bir ℳ tanım kümesi üzerinde, t’nin sınırlı bir fonsiyonu olan J ≡ |
∂f

∂x⃗ 
| 

tanımlanır ve bu, 

‖f(t, x⃗ ) − f(t, y⃗ )‖ ≤ L‖x⃗ − y⃗ ‖ , ‖x⃗ ‖p = (∑ |xi|
pp

i )
1

p ,      1 ≤ p ≤ ∞                   (4.10) 

Lipschit’z lemmasına uyar. 

Burada, denge noktası etrafındaki bir sistemin asimtotik kararlılığı için iki teorem vardır; 

denklem sistemi, 

(δx⃗ )̇ = A(t)δx⃗                                        (4.11) 

biçiminde, denge noktası etrafında lineerize edilir (teorem I) ve, 

f: [0,∞) × D → ℝn                                   (4.12) 

D = {x⃗ ∈ ℝn| ‖x⃗ ‖2 < r}                                 (4.13) 

koşulunu sağlayan, x⃗ ̇ = f(t, x⃗ ) sistemi için x=0 denge noktası düşünülerek,  

A ≡
∂f(t,x)

∂x⃗ 
|
x=0

                                    (4.14) 

biçiminde zamana bağlı fonksiyon tanımlanır (teorem II). 
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Böylece, denklem sistemi, (4.11)’daki lineerize sistemin üstel kararlı denge noktasına sahiptir 

denir. (4.3), (4.4) ve (4.5) denklem sistemi çözümü, dinamik sistem için verilen teorem I ve 

teorem II göz önünde bulundurulduğunda, 

6R̈fRR(R) = −6Ṙ
2fRRR(R) + apa − fR(R) (−3R + 6

ȧ2

a2
+ 12

ä

a
− 3(f(R) − λ + λϕ̇2 −

V(ϕ)) − p) − 12
ȧṘ

a
                                   (4.15) 

ä

a
=

1

6
[R − 6(

ȧ

a
)2]                                    (4.16) 

λ̇

λ
+
3ȧ

a
+
1

2

Vϕ

λ
= 0                                    (4.17) 

denklem sistemine indirgenir ve bu denklem sistemi boyutsuz ‘zaman’ bileşenine göre yeniden 

yazıldığında ve boyutsuz xA = {h = H H0⁄ , r = = R 12H0
2⁄ , X = ŕ, ζ = logλ} parametreleri 

kullanıldığında, 

h́ = 2 (
r

h
− h)                                     (4.18) 

ŕ = X                                       (4.19) 

X́ = −
2X

h
(
r

h
− h +

6H0frrr

frr
) −

fr

144H0
4frr

[−
6r

h2
+

4

h
(
r

h
− h) −

3

2H0
2h2
(f − V(N) − p(N))] −

X

72H0
2frr

                                         (4.20) 

ζ́ = −3 −
v(N)

2H0

e−ζ

h
                                     (4.21) 

biçiminde non-otonom denklemlere dönüşürler (V(ϕ) = V(N)). Kararlı denge noktaları ise, 

f(rc) = V(Nc) + p(Nc) = 0,     Xc = 0,    rc = hc
2 ,     

V(Nc)

2H0

e−ζ

hc
= −3                   (4.22) 

şeklindedir. Burada kritik noktalar N’nin fonksiyonu olması sebebiyle, zamana göre hareket 

etmektedir.  

Lineerize bir sistemin Jacobiyeni,  
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J = [

a1 a2
0 0

0 0
0 0

c1 c2
d1 0

c3 0
0 d4

]                                     (4.23) 

şeklindedir. Burada aµ, dµ ve cµ katsayıları, 

aµ =
∂f1

∂qμ
 ,       qµ ≡ {h, r}                                       (4.24) 

cµ =
∂f3

∂qμ
 ,       qµ ≡ {h, r, X}                                      (4.25) 

dµ =
∂f4

∂qμ
 ,       qµ ≡ {h, ζ}                                        (4.26) 

ve 

f1 = 2(
r

h
− h)                                             (4.27) 

f3 = −
2X

h
(
r

h
− h +

6H0frrr

frr
) −

fr

144H0
4frr

[−
6r

h2
+

4

h
(
r

h
− h) −

3

2H0
2h2
(f − V(N) − p(N))] −

X

72H0
2frr

                                                     (4.28) 

f4 = −3 −
v(N)

2H0

e−ζ

h
                                               (4.29) 

biçiminde alınmıştır ve karakteristik denklem ile  λµ özdeğerleri sırasıyla, 

λ4 + (−d4 − c3 − a1)λ
3 + (d4c3 + d4a1 − c2 + c3a1)λ

2 + (d4c2 − d4c3a1 − c1a2 +

c2a1)λ − d4(−c1a2 + c2a1) = 0                                          (4.30) 

λ1 = d4                                                    (4.31) 

λ2 =
∆2+12c2−4c3a1+4c3

2+4a1
2+2c3∆+2a1∆

6∆
                                 (4.32) 

λ3 = −
1

12
χ −

c2

χ
+
1

3

c3a1

χ
−
1

3

c3
2

χ
−
1

3

a1
2

χ
+
1

3
c3 +

1

3
a1 +

1

12
i√3χ −

i√3c2

χ
+

1

3
i√3c3a1

χ
−

1

3
i√3c3

2

χ
−

1

3
i√3a1

2

χ
                                               (4.33) 
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λ4 = −λ3
∗                                                  (4.34) 

şeklinde gösterilir. Χ ile ∆ için, 

∆ ≡ 12E + 8a1
3 − 12c3a1

2 + (−12c3
2−72c2)a1 + 36c2c3 + 8c3

3
+ 108c1a2     (4.35) 

E2 ≡ 54c2c3c1a2 − 108c2a1c1a2 − 18c3
2a1c1a2 − 18c3a1

2c1a2 − 12c2
3 + 81c1

2a2
2  

−3c2
2c3

2 + 24c2
2a1

2 − 12c2a1
4 + 6a3

3a1
3 − 3c3

4a1
2 − 3c3

2a1
4 + 12c1a2c3

3  

+12c1a2a1
3 − 24c2

2c3a1 − 6c3
2c2a1

2 − 6c2a1c3
3 + 24c2c2a1

3                   (4.36) 

χ3 = 36c2c3 − 72c2a1 − 12c3
2a1 − 12c3a1

2 + 108c1a2 + 8c3
3 + 8a1

3 + 12E2 (4.37) 

ifadeleri alınmıştır. Kararlı çözümler için d4  

d4=−3 +
v(Nc)

2H0

e−ζ

hc
< 0                                        (4.38) 

şeklinde alınmalıdır. Burada sabit (kararlı) manifold de-Sitter uzay-zamanı ile tanımlanmakta 

olup; böylelikle, N > Nc zaman aralığı için verilen model de kararlı de-Sitter çözümlerine sahip 

olmaktadır. 

4.2. MİMETİK F(R) GRAVİTASYON TEORİSİNDE NOETHER SİMETRİ 

Noether simetri yaklaşımının kullanımı, teoriye ait birçok bilgi vermektedir. Özellikle V(ϕ) 

potansiyel fonksiyonu için önerilebilecek farklı tipteki yapıların araştırılmasında kullanışlı bir 

yol sunmaktadır. (2.75) ifadesinin kısıtlayıcı olması sebebiyle, potansiyel zamanın kapalı bir 

fonksiyonudur; yani dinamik sistem Lagrangiani zamana bağlıdır.  

Denklem (2.25)’i, denklem (4.2) mimetik F(R) Lagrangiani için, 

α
∂L

∂α
+ β

∂L

∂R
+ γ

∂L

∂ϕ
+ (α̇

∂α

∂α
+ Ṙ

∂α

∂R
+ ϕ̇

∂α

∂T
)
∂L

∂α̇
+ (α̇

∂β

∂α
+ Ṙ

∂β

∂R
+ ϕ̇

∂β

∂ϕ
)
∂L

∂Ṙ
+ (α̇

∂γ

∂α
+

Ṙ
∂γ

∂R
+ ϕ̇

∂γ

∂ϕ
)
∂L

∂ϕ̇
= 0                                       (4.39) 

biçiminde yazılır (λ=λ(t), p=p(a)).  

Bu bize, 
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−3αRfR(R) − βαRfRR(R) + 3αf(R) − 3αλ − 3αV(ϕ) − γαVϕ − αaṕ(a) − 3αp    (4.40) 

3α + 2αγϕ = 0                                     (4.41) 

2αaafR(R) + βafRR(R) + a
2βafRR(R) + αfR(R) = 0                        (4.42) 

αRfRR(R) = 0                                        (4.43) 

λa2γa − 6αϕfR(R) − 3aβϕfRR(R) = 0                        (4.44) 

2aαRfR(R) + 2aαfRR(R) + βa
2fRRR(R) + a

2αafRR(R) + a
2βRfRR(R) = 0        (4.45) 

λaγR − 3αϕfRR(R) = 0                                 (4.46) 

diferansiyel denklem sistemini verir (α, β ve γ için lineer bir denklem sistemidir ve 

{α̇2, Ṙ2, ϕ̇2, α̇Ṙ,  α̇ϕ̇, ϕ̇Ṙ} terimlerinin katsayıları sıfır olarak alınmıştır). Burada farklı F(R) 

fonksiyon önerileri verilerek çeşitli modeller için çözümler ve modelin sahip olacağı korunum 

yasaları elde edilebilir [46] .  

Örneğin; GRT’ye karşılık gelecek F(R)=R+2Λ durumu için, 

V(ϕ) = C4                                        (4.47) 

α(a, R, ϕ) =
1

3
a1+c1C1√c1λ (C3 sin (

√c1λ

2
ϕ) − C2cos (

√c1λ

2
ϕ))                    (4.48) 

β(a, R, ϕ) = −
(2c1+3)C1a

c1√c1λ

3R
(C3 sin (

√c1λ

2
ϕ) − C2cos (

√c1λ

2
ϕ))                   (4.49) 

γ(a, R, ϕ) = C1a
c1 (C2 sin (

√c1λ

2
ϕ) + C3cos (

√c1λ

2
ϕ))                       (4.50) 

p(a) = 2Λ − λ − C4 + a
3C5                                   (4.51) 

çözümleri elde edilmektedir (sabit potansiyel biçimi). Noether korunum yükü ise; 

Q = −4ȧa1+c1C1√c1λ (C3 sin (
√c1λ

2
ϕ) − C2cos (

√c1λ

2
ϕ)) +

2λC1a
3+c1 (C2 sin (

√c1λ

2
ϕ) + C3cos (

√c1λ

2
ϕ))                          (4.52) 
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biçimindedir. ϕ = ϕ(t) olması sebebiyle, integrasyon bize ölçek faktörü a(t)’yi verir ve Q=0 

için ölçek faktörünün tam çözümü, 

a(t) = a0(C3 sin(wt) − C2cos (wt))
n  ,      n =

1

c1
 ,    w =

√c1λ

2
                        (4.53) 

şeklinde olur. Eğer, C2 = 0,w → iw, n = 3 2⁄  olursa, bu durum ΛCDM modelinde, evrenin son 

dönemine karşılık gelir. 

(4.53)’de verilen ölçek faktörü için, Hubble parametresi (H) ile onun birinci ve ikinci türevleri 

sırasıyla, 

H(t) =
ȧ

a
= nw [

C3+C2 tan(wt)

C3 tan(wt)−C2
]                                              (4.54) 

Ḣ = −nw2[((C2)
2 + (C3)

2)sec2(wt)(C3 tan(wt) − C2)
2]                         (4.55) 

Ḧ =
2nw3((C2)

2+(C3)
2)(C2 sin(wt)+C3cos (wt))

(C3)3sin3(wt)−(C2)3cos3(wt)−3C2C3(C3 sin(wt)+C2cos (wt))
                                    (4.56) 

şeklindedir. Burada H(ts) = ∞ için Hubble parametresinin yüksek türevlerinin, 

lim
t→ts

Hn → ∞ ,    n=2                                       (4.57) 

biçiminde ıraksadığı ve sonlu zamanın, 

t2
n = nπ ± arctan [

C2,3

(C2)2+(C3)2
] ,    n ∈ ℤ                                 (4.58) 

şeklinde olduğu durumlarda çözümler elde edilmektedir. Bu sebeple, (4.53) ifadesi, (2.7.3) 

bölümünde verilen tip-IV tekilliğine sahip, titreşimli (salınımlı) bir çözümdür ve ölçek faktörü 

t → ts durumunda sonlu kalmaktadır. Ayrıca tip-IV tekilliğinde, |petkin| → 0 yani; 

lim
t→ts

p(a) = lim
a→as

(2Λ − λ − C4 + a
3C5) = 0                               (4.59) 

olması sebebiyle, sonlu bir basınç, 

2Λ − λ − C4 + a
3C5 = 0                                       (4.60) 

ve kozmolojik sabit Λ, 
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Λ =
1

2
(λ + C4 − a

3C5)                                         (4.61) 

ölçeklenmiş (calibrated) şekilde elde edilir. 

4.2.1. Kuadratik Potansiyel Çözümü 

Değiştirilmiş Genel Rölativite Teorileri arasında F(R) Gravitasyon Teorisi’nde, 

f(R)=R+2 Λ+h(R) biçiminde, eğrilik için genel bir fonksiyon alınabilir. Çeşitli potansiyel 

formları, bu teoride farklı modeller verecektir. Örneğin, (4.39)-(4.46) denklem sisteminin bir 

çözümü olan ağır (massive) skaler için, 

V(ϕ) = C5+C6(ϕ +
C2

C1
)2                                      (4.62) 

kuadratik potansiyeli ve 

α(a,ϕ) = −
2

3
aC1                                     (4.63) 

β(a, R, ϕ) = 2
C1

R
                                     (4.64) 

γ(a, R, ϕ) = C1ϕ + C2                                   (4.65) 

h(R) = C3R + C4                                    (4.66) 

p(a) = −C5 + 2Λ + C4 − λ + a
3C7                              (4.67) 

katsayıları alınırsa, evrenin Enflasyon Dönemi’ne (Hibrit Enflasyon Dönemi) karşılık gelen 

sonuç elde edilir. Burada, C2 = 0, C5 = V0, C6 = m
2 2⁄   alındığında potansiyel, 

V(ϕ) = V0 +
m2

2
ϕ2                                    (4.68) 

formunda olur ve bu vakum enerjisidir. Sistem için hareket sabiti, 

Σ∗ = 8C1C3a
2ȧ + 2λa3(C1t + C2)                                (4.69) 

şeklindedir. Σ∗ = 0 alındığında ölçek faktörü, 

a(t) = a0e
−
λt(C1t+2C2)

8C1C3                                     (4.70) 
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şeklinde olur. Bu model, ölçek faktörünün a(t)~eαt
2
 biçiminde olduğu sıçrayan evren (the 

bouncing universe) [47-48] modelidir.  

Hubble parametresi ve yavaşlama (deceleration) parametresi, 

H = −
λC2

2

4C3C1
2 t,        q = −(1 +

Ḣ

H2
) = −(1 −

4C3C1
2

λC2
2t2
)                        (4.71) 

şeklindedir ve ivmelenerek genişleme durumu için, 

−
λC2

2

4C3C1
2 (1 −

λC2
2t2

4C3C1
2) > 0                                     (4.72) 

olmalıdır.  

Eğer, 

λ

C3
> 0                                          (4.73) 

ise, t ∈ (−∞ , |
4C3

λ
|
1 2⁄ C1

C2
) zaman aralığı için bir ivmelenme, 

λ

C3
< 0                                               (4.74) 

için ise, t ∈ (|
4C3

λ
|
1 2⁄ C1

C2
 , ∞) zaman aralığı için bir ivmelenme elde edilir. 

4.2.2. Üstel Potansiyel Çözümü 

Hiperbolik enflasyon durumu için olası çözümler,  

V(ϕ) = C6 + 2C7 cosh (
2(ϕ+C2)

C1
)                                         (4.75) 

α(a,ϕ) =
2

3C1
ia1+c4√C3 sinh (

2(ϕ+C2)

C1
)                                (4.76) 

β(a, R, ϕ) = −2i
(2c4+3)a

C4√C3

3RC1
sinh (

2(ϕ+C2)

C1
)                                (4.77) 

γ(a, R, ϕ) = −iaC4√C3 cosh (
2(ϕ+C2)

C1
)                                  (4.78) 



49 

 

 

 

p(a) = −(λ + C6 + 6Λ + 6C7 + 3C5) + C8a
3                               (4.79) 

h(R) = −(
1

4
λC4C1

2 + 1) R + C5                                  (4.80) 

şeklindedir (bütün fonksiyonlar reel olması gerektiği için C3 = −M
2’dir, M serbest parametre).  

İlgili korunum yükü ise, 

Q0 = a
2+C4 [ȧ

2(4−C4C1
2)M

C1
sinh (

2(t+C2)

C1
) + 2Mλa cosh (

2(t+C2)

C1
)]                        (4.81) 

şeklindedir. Özellikle Q0 = 0 olduğunda (4.81) ifadesi tamamen integre edilebilir olmaktadır. 

Bu durumda ölçek faktörü, 

a(t) = C1 [sinh (
2(t+C2)

C1
)]
n

     ,     n =
λC1

2

2(−4+C4C1
2)

                               (4.82) 

şeklindedir. Burada, n = 3 2⁄  durumu ΛCDM modelinde evrenin son dönemine karşılık 

gelmektedir. 

4.2.3. Bianchi Tip-I Kozmolojide Mimetik Madde İçin Potansiyel Çözümleri 

Evrenin genişleme senaryolarını yeniden yaratacak bir model elde etmek için mimetik alanı 

dinamik hale getirmek, dolayısıyla (2.133) ile verilen denkleme bir V(ϕ) potansiyeli eklemek 

gerekmektedir. Böylelikle mimetik model için verilen aksiyon, Lagrange çarpanını da içerecek 

şekilde yeniden düzenlendiğinde, 

I =
1

2
∫d4x√−g[R + λ(gµν ∂µϕ∂νϕ + 1) − V(ϕ) + 2Lm]            (4.83) 

biçimini almaktadır.  

Φ skaler alanına bağlı bir potansiyel, zamana bağlı bir potansiyele karşılık gelmekte olup, bu 

tip bir potansiyel, Friedmann denklemlerinin de bir sonucu olarak, değişen Hubble 

parametresine ve ölçek faktörüne benzer şekilde davranmaktadır [49]. 

(4.83) aksiyonundan hareketle, teorinin hareket denklemleri, 

Gµν − 2λ ∂µϕ∂νϕ− gµνV(ϕ) = Tµν                    (4.84) 
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şeklinde elde edilir. (4.84) ifadesinin izi alındığında ise Lagrange çarpanı, 

λ =
1

2
(G − T − 4V)                           (4.85) 

biçiminde bulunur. (4.85)’yi, (4.84)’da yerine yazdığımızda ifadenin yeniden düzenlenmiş hali, 

Gµν = Tµν + (G − T − 4V) ∂µϕ∂νϕ+ gµνV(ϕ)                 (4.86) 

şeklinde elde edilir. Burada, 

T̃µν = (G − T − 4V) ∂µϕ∂νϕ + gµνV(ϕ)                       (4.87) 

biçiminde enerji-momentum tanımlaması yapılırsa, mimetik alan için basınç (p) ve enerji 

yoğunluğu (ρ) sırasıyla, 

p = −V ,        ρ = G − T − 3V                          (4.88) 

biçiminde elde edilir. 

Ayrıca, (4.83) aksiyonunun mimetik alana göre varyasyonu alındığında, 

∇ν[(G − T − 4V) ∂νϕ] = −
∂V

∂ϕ
                      (4.89) 

şeklinde bir hareket denklemi daha elde edilebilir. (4.89) ifadesi (4.86) ifadesinde ∇νGµν = 0 

koşulu ele alınarak da elde edilebilir. 

Yay elemanının, 

ds2 = −c2dt2 + A2(t)dx2 + B2(t)(dy2 + dz2)                (4.90) 

biçiminde verildiği Bianchi tip-I model dikkate alındığında (4.89) ifadesi, 

1

√−g

d

dt
[√−g (ρ − V)] = −

∂V

∂ϕ
                           (4.91) 

şeklini alır (ϕ = t). Burada A = Bn biçiminde alınırsa enerji yoğunluğu için, 

ρ =
n+2

Bn+2
∫VBn+2dB                         (4.92) 
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şeklinde elde edilir. 

Hubble parametresinin, 

H =
Ḃ

B
 ,     

Ȧ

A
= nH                             (4.93) 

şeklinde olduğu göz önünde bulundurulursa, alan denklemlerinin çözümü olan Friedmann 

denklemleri, 

(n + 1)Ḣ + (n2 + n + 1)H2 = V(t)                    (4.94) 

şeklinde elde edilir. Burada y = B
(n2+n+1)

(n+1)  alınırsa, (4.94) ifadesi, 

ÿ −
n2+n+1

n2+2n+1
V(t)y = 0                         (4.95) 

şeklinde yeniden yazılır. (4.95) denklemi çözümü için, 

V(ϕ) =
α

ϕ2
=

α

t2
                           (4.96) 

önerildiğinde y çözümleri, 

y =

{
 
 

 
 C1 t

1

2 cos [
1

2
(
√(n+1)2+4α(n2+n+1)

n+1
) ln(t) + C2] α < −

(n+1)2

4(n2+n+1)

C1 t

1

2
[1+(

√(n+1)2+4α(n2+n+1)

n+1
)]

+ C2t

1

2
[1−(

√(n+1)2+4α(n2+n+1)

n+1
)]

α ≥ −
(n+1)2

4(n2+n+1)}
 
 

 
 

  

    (4.97) 

biçiminde elde edilir (C1 ve C2: integrasyon sabiti).  

α'nın artan negatif değerleri için bu çözüm, tekilliğe sahip salınım yapan düz bir evreni ifade 

etmektedir. Bu salınımın genliği zamanla artmaktadır, ki bu durum, büyük pozitif basınca 

benzer bir duruma karşılık gelmektedir. İvmelenmenin olduğu bir model için şaşırtıcı bir sonuç 

değildir. 

Düz bir evren için ölçek faktörü normalizasyon katsayısı ile tanımlanmakta olup, bu durum için 

ölçek faktörünün genel çözümü, 
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B =  t

1

2
[(
(𝑛+1)+√(n+1)2+4α(n2+n+1)

n2+n+1
)]

{
 
 

 
 

1 + βt
−(

√(n+1)2+4α(n2+n+1)

n+1
)

}
 
 

 
 

𝑛+1

n2+n+1

                           (4.98) 

şeklinde bulunur (β =
C2

C1
: integrasyon sabiti, C1 ≠ 0; 𝛼 ≥ −

(n+1)2

4(n2+n+1)
 ). 

Bu çözüm (4.92) ifadesinde yerine yazılırsa enerji yoğunluğu için, 

𝜌 = (1 + 2𝑛)𝐻2 =
1

3𝑡2

[
 
 
 
 
 
 
 
 

(1 +
√(n+1)2+4α(n2+n+1)

𝑛+1
)(

 
 
 
 

1−βt

−

(

 
√(n+1)2+4α(n2+n+1)

n+1

)

 

)

 
 
 
 

(

 
 
 
 

1+βt

−

(

 
√(n+1)2+4α(n2+n+1)

n+1

)

 

)

 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
3

𝑛+1

n2+n+1

  

                                      (4.99) 

ifadesi bulunur. Mimetik madde için durum denklemi ise (p=-V=-𝛼 𝑡2⁄ ) 

𝑤 =
𝑝

𝜌
= −3𝛼

[
 
 
 
 
 
 
 
 

(1 +
√(n+1)2+4α(n2+n+1)

𝑛+1
) (

 
 
 
 

1−βt

−

(

 
√(n+1)2+4α(n2+n+1)

n+1

)

 

)

 
 
 
 

(

 
 
 
 

1+βt

−

(

 
√(n+1)2+4α(n2+n+1)

n+1

)

 

)

 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
−3

𝑛+1

n2+n+1

       (4.100) 

şeklinde bulunur.  

Durum denklemi zamana bağlı olabilir ve t’nin büyük ve küçük limitlerinde sabit bir skaler 

değere yaklaşır. Örneğin; 𝛼 = −1 3⁄  (n=1) için durum denklemi w=1 (p=𝜌, katı akışkan: ses 

hızı ışık hızına eşit) ve ölçek çarpanı da B∝ 𝑡1 3⁄  şeklindedir. 𝛼 = −1 4⁄  (n=1) ise w= 1 3⁄  

(𝑝 = 1 3𝜌 , 𝑡 → ∞ 𝑣𝑒 𝑝 = 3𝜌 , 𝑡 → 0 ⁄ ) radyasyon akışkanına (rölativist gaz) karşılık 

gelmektedir. 𝛼 ≫ 1 olduğunda durum denklemi w=-1 (p=- 𝜌<0, ses hızı ışık hızına eşittir, üstel 
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şişmeli model) efektif olarak Λ kozmolojik sabitine, ayrıca p = 𝑤𝜌<0 negatif basınç durumu ise 

fiziksel olmamakla birlikte şişme (enflasyon) modeline karşılık gelmektedir.  
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Son dönemlerdeki evrenin geniş ölçekli gözlem verileri bize, evrenin ivmelenerek genişlediği 

bir dönemde olduğunu göstermektedir. Evrenin girmiş olduğu bu fiziksel dönemi açıklayacak 

birçok değiştirilmiş gravitasyon teorisi formu önerilmiştir. Bu sunulan modeller içinde en 

bilindik ve fiziksel olarak onaylanmış modellerden biri F(R) Gravitasyon Teorisi ve onun 

genişletilmiş biçimlerini içeren teorilerdir. Biz de tezimizde bu teoriden hareketle öne sürülmüş 

olan Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi’ni ele almış bulunmaktayız. Burada, F(R) ve Mimetik 

F(R) Gravitasyon Teorileri’nin temel dayanaklarını ve denklemlerinin kısa bir tanıtımını 

yaparak işe başladık. Düz FLRW metriği için F(R) ve Mimetik F(R) Teorisi’nin hareket 

denklemlerini elde ettik ve noktasal Lagrangian’lerini yazarak teorilerin Noether simetrilerine 

uyumunu inceledik. Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi için iki önemli çözüm sınıfı 

bulunmuştur: ilki, bir çeşit arkaplan basıncı gibi davranan genelleştirilmiş üstel bir ölçek 

faktörünün tam çözüm ailesidir. Diğer çözüm sınıfı ise, elementer fonksiyonlara göre yazılan 

ölçek faktörü için tam çözümlere sahip ek modellerin genel bir çözüm ailesidir. Bu çözümler 

GRT modeline benzer biçimde F(R)=R+2Λ özel fonksiyonu alınarak elde edilmiştir. Ayrıca, 

Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi için Noether simetrilere bakıldığında yine iki çözüm ailesi 

elde edilmiştir. Birincisi, karanlık madde ve ölçeklendirilmiş (calibrated) kozmolojik sabite 

sahip, GRT’ye eşdeğer çözüm sınıfıdır. Bu durum, Hubble parametresinin (H) yüksek 

mertebeden türevlerinin ıraksadığı, tip-IV gelecek tekilliklerini içeren kozmolojik çözümlerin 

bir biçimi olarak davranmaktadır [50]. İkinci çözüm sınıfı ise, potansiyel fonksiyonların iki özel 

sınıfını içeren değiştirilmiş gravitasyon çözüm ailesidir. Elde edilen potansiyellerden ilki, ölçek 

faktörünün sıçrama senaryosuna evrildiği hibrit enflasyon modeline, ikincisi ise, tam da ΛCDM 

modelindeki gibi davranan ölçek faktörünün bulunduğu üstel formuna karşılık gelmektedir. 

Böylelikle, gelecek tekilliklerine sahip, ΛCDM [51], sıçrama ve salınım (oscillatory) gibi bütün 

kozmolojik durumların çözümleri, Noether simetrik bir Mimetik F(R) Gravitasyon Teorisi ile 

izah edilebilmiştir. Bu sonuç da bize, Noether simetri yaklaşımının, değiştirilmiş F(R) 

Gravitaston Teori’lerinin kozmolojik uygulamalarını çalışmanın en mükemmel yolu olduğunu 

göstermiş bulunmaktadır. Buna ek, Bianchi tip-1 kozmolojik yapısı içinde, mimetik alan için 

farklı durumlar elde edilmiştir. Elde edilen en ilgi çekici sonuç mimetik alanın, evrenin 

genişlemesine kaynaklık eden Λ kozmolojik sabite indirgenebiliyor olmasıdır.  
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Gelecekte bu çalışmalarımızı eğriliğe ek, Gauss-Bonnet (G) [52-61] ve burulma (T, torsion) 

terimlerini de içeren f(R,T) ve f(R,G) Değiştirilmiş Gravitasyon Teori’lerine uygulayacağız. 
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EKLER 

EK 1. Genel Varyasyonlar. 

Metrik tensör gµν’nün, 

gµν → gµν + δgµν                          (Ek 1.1) 

biçiminde varyasyonu altında (µ, ν = 1, 2, … , n) n=4 boyutlu uzay-zaman için Levi-Civita 

bağlantısı (connection)’nın varyasyonu, 

δΓνλ
µ
= Γνλ

µ
[gαβ + δgβα] − Γνλ

µ
[gαβ]                 (Ek 1.2) 

şeklinde verilir. Eğer Γνλ
µ
[gαβ + δgβα] ifadesi δgβα’nın birinci dereceden kuvvetlerine kadar 

açılırsa, 

Γνλ
µ
[gαβ + δgβα] =

1

2
(gµρ + δgµρ)[∂ν(gλρ + δgλρ) + ∂λ(gνρ + δgνρ) − ∂ρ(gνλ +

δgνλ)] ≈ Γνλ
µ
[gαβ] +

1

2
gµρ[∂ν(δgλρ) + ∂λ(δgνρ) − ∂ρ(δgνλ)] +

1

2
δgµρ[∂ν(gλρ) +

∂λ(δgνρ) − ∂ρ(δgνλ)]                       (Ek 1.3) 

elde edilir ve δgµν bir tensör olduğu için, 

∇νδgλρ = ∂νδgλρ − Γνλ
β
δgβρ − Γνρ

β
δgβλ  

∇λδgνρ = ∂λδgνρ − Γνλ
β
δgβρ − Γλρ

β
δgβν     

∇ρδgλρ = ∂ρδgλν − Γλρ
β
δgβν − Γνρ

β
δgβλ                        (Ek 1.4)  

ifadelerinden, 

∂νδgλρ + ∂λδgνρ − ∂ρδgλν = ∇νδgλρ + ∇λδgνρ − ∇ρδgλρ + 2Γνλ
β
δgβρ       (Ek 1.5) 

elde edilir. Benzer şekilde gµν için, 

∇νgλρ = ∂νgλρ − Γνλ
β
gβρ − Γνρ

β
gβλ                     (Ek 1.6) 
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∇λgνρ = ∂λgνρ − Γνλ
β
gβρ − Γλρ

β
gβν                  (Ek 1.7) 

∇ρgλρ = ∂ρgλν − Γλρ
β
gβν − Γνρ

β
gβλ                     (Ek 1.8) 

ifadeleri yazılarak elde edilecek, 

2Γνλ
β
gβρ = ∂νgλρ + ∂λgνρ − ∂ρgλν                        (Ek 1.9) 

ifadesi kullanıldığında, (Ek 1.3) ifadesi, 

Γνλ
µ
[gαβ + δgβα] ≈ Γνλ

µ
[gαβ]  

                            +
1

2
gµρ[∇νδgλρ + ∇λδgνρ − ∇ρδgλρ + 2Γνλ

β
δgβρ] +

1

2
gµρΓνλ

β
gβρ   

                                 (Ek 1.10) 

biçiminde yazılır. Aynı zamanda metriğin, 

(δgµρ)gβρ = −(δgβρ)g
µρ                        (Ek 1.11) 

özelliği kullanılarak (Ek 1.10) ifadesi, 

Γνλ
µ
[gαβ + δgβα] ≈ Γνλ

µ
[gαβ] +

1

2
gµρ[∇νδgλρ + ∇λδgνρ − ∇ρδgλρ]  

                +gµρΓνλ
β
δgβρ − (δgβρ)Γνλ

β
gµρ =

1

2
gµρ[∇νδgλρ + ∇λδgνρ − ∇ρδgλρ]       

                                 (Ek 1.12) 

ve (Ek 1.2) ifadesiyle verilen Levi-Civita bağıntısının varyasyonu, 

δΓνλ
µ
= Γνλ

µ
[gαβ + δgβα] − Γνλ

µ
[gαβ] =

1

2
gµρ[∇νδgλρ + ∇λδgνρ − ∇ρδgλρ]     (Ek 1.13) 

şeklinde yazılır [Γνλ
µ

 bir tensör olmamasına rağmen, δΓνλ
µ

 bir tensördür]. 

(Ek 1.1) varyasyonu altında, 

Γνλ
µ
→ Γνλ

µ
+ δΓνλ

µ
                            (Ek 1.14) 

 Levi-Civita bağlantısının varyasyonu ile Ricci eğrilik tensöründeki değişim (varyasyonu) için, 
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Rµνλα[Γσρ
β
+ δΓσρ

β
] = 2 ∂[λΓα]ν

µ
+ 2∂[λΓα]ν

µ
+ (Γβλ

µ
+ δΓβλ

µ
) (Γαν

β
+ δΓαν

β
) − (Γβα

µ
+

δΓβα
µ
) (Γλν

β
+ δΓλν

β
) = 2∂[λΓα]ν

µ
+ Γβλ

µ
Γαν
β
+ Γβλ

µ
δΓαν

β
+ Γαν

β
δΓβλ

µ
+ Γβα

µ
Γλν
β
− Γβα

µ
δΓλν

β
−

Γλν
β
δΓβα

µ
+ O(δΓ2) = 2∂[λΓα]ν

µ
+ 2Γβ[λ

µ
Γα]ν
β
+ 22∂[λΓα]ν

µ
+ 2Γβ[λ

µ
Γα]ν
β
− Γν[λ

β
δΓα]β

µ
+

O(δΓ2) = Rµνλα[Γσρ
β
] + 2 ∂[λΓα]ν

µ
+ 2Γβ[λ

µ
Γα]ν
β
− Γν[λ

β
δΓα]β

µ
+ O(δΓ2)       (Ek 1.15) 

sadece δΓ’nin birinci derecedeki terimleri alınırsa, 

Rµνλα[Γσρ
β
+ δΓσρ

β
] ≈ Rµνλα[Γσρ

β
] + 2 ∂[λΓα]ν

µ
+ 2Γβ[λ

µ
Γα]ν
β
− Γν[λ

β
δΓα]β

µ
       (Ek 1.16) 

yazılır. Böylelikle Ricci eğrilik tensörünün varyasyonu, 

δRµνλα = R
µ
νλα[Γσρ

β
+ δΓσρ

β
] − Rµνλα[Γσρ

β
] = 2 ∂[λΓα]ν

µ
+ 2Γβ[λ

µ
Γα]ν
β
− Γν[λ

β
δΓα]β

µ
  

   (Ek 1.17) 

olarak bulunur. δΓνλ
µ

 ifadesinin de tensör olması sebebiyle,  

∇λδΓαν
µ
= ∂λδΓαν

µ
+ Γβλ

µ
Γαν
β
− Γαλ

β
δΓνβ

µ
− Γνλ

β
δΓαβ

µ
               (Ek 1.18) 

ve, 

∇αδΓλν
µ
= ∂αδΓλν

µ
+ Γβα

µ
Γλν
β
− Γαλ

β
δΓνβ

µ
− Γνα

β
δΓλβ

µ
               (Ek 1.19) 

ifadeleri yazılarak, 

2∇[λΓα]ν
µ
= ∂[αδΓλ]ν

µ
+ 2Γβ[λ

µ
Γα]ν
β
− Γν[λ

β
δΓα]β

µ
               (Ek 1.20) 

elde edilir. Bu ifadeler kullanılarak Ricci eğrilik tensörünün varyasyonu, 

δRµνλα = ∇λδΓαν
µ
− ∂αδΓλν

µ
                       (Ek 1.21) 

şeklinde verilir. 

Ek olarak RµνρσR
µνρσ ve RµνR

µν ifadelerinin varyasyonlarını da hesaplamak yerinde olacaktır. 

Birinci ifade için verilecek olan, 



63 

 

 

 

 δ(RµνρσR
µνρσ) = RµνρσδR

µνρσ+δRµνρσR
µνρσ               (Ek 1.22) 

biçimindeki varyasyonu, 

RµνρσδR
µνρσ = Rµνρσδ(g

µαgβνgγρgσδRαβγδ) = R
µνρσδRµνρσ + 4Rµ

γβδRαβγδδg
µα =

RµνρσδRµνρσ + 4Rµ
αβγRναβγδg

µν                     (Ek 1.23) 

şeklindeki terim göz önünde bulundurulduğunda, 

δ(RµνρσR
µνρσ) = 2RµνρσδRµνρσ + 4Rµ

αβγRναβγδg
µν            (Ek 1.24) 

biçiminde verilir. Dahası (Ek 1.24) eşitliğinin sağ tarafındaki ilk terimi için, 

2RµνρσδRµνρσ = 2RµνρσδgµαR
α
νρσ = 2R

µνρσδgµαδR
α
νρσ + 2R

µνρσRανρσδgµα =

2Rα
νρσδRανρσ − δg

αβgµαRµνρσ2R
µνρσ                     (Ek 1.25) 

ifadesi kullanıldığında, (Ek 1.22) varyasyonu, 

δ(RµνρσR
µνρσ) = 2Rα

νρσδRανρσ + 2Rµ
αβγRναβγδg

µν            (Ek 1.26) 

şeklinde verilir. 

Eğer (Ek 1.26) varyasyonu bir F skaleri ile çarpılırsa, 

Fδ(RµνρσR
µνρσ) = 2FRα

νρσδRανρσ + 2FRµ
αβγRναβγδg

µν              (Ek 1.27) 

şeklini alır. RµνR
µν ifadesinin varyasyonu ve varyasyonun skaler bir F ile çarpılmış şekli, 

Fδ(RµνR
µν) = F[RµνδRµν + RµνδR

µν] = F[RµνδRµν + Rµνδ(g
αµgνβRαβ)] =

F[RµνδRµν + R
αβδRαβ + RµνRαβ(g

νβδgαµ + gαµδgνβ)] = F[2RµνδRµν +

2RµαR
α
νδg

µν]                             (Ek 1.28) 

şeklinde verilir. 
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EK 2. Bazı Önemli Varyasyonlar. 

gµν , gµν metrik tensörün tersi olmak üzere, bunlar ve varyasyonları arasındaki ilişki, 

gµνg
να = δµ

α                            (Ek 2.1) 

0 = (δgµν)g
να + (δgνα)gµν                    (Ek 2.2) 

şeklindedir [δµ
α matrisi sabittir]. (Ek 2.2) ifadesi  gαβ ile çarpılması ile, 

0 = (δgµν)δβ
ν + (δgνα)gµνgαβ                              (Ek 2.3) 

ve  

δgµν = −gµνgαβ(δg
να)                     (Ek 2.4) 

elde edilir. Bu tip ifadelerin (ilişkilerin) alternatif türetimi, 

δgµν = δ(gµαgνβg
αβ) = (δgµα)gνβg

αβ + gµα(δgνβ)g
αβ + gµαgνβ(δg

αβ)                        

        = (δgµα)gνβg
αβ + δgµν + δgνµ                   (Ek 2.5) 

δgµν = (δgµα)gνβg
αβ + δgµν + δgνµ                    (Ek 2.6) 

δgµν = −gµαgνβδg
αβ                         (Ek 2.7) 

şeklinde de yazılır. (Ek 2.1) ifadesinden, 

gµνg
µν = 4                           (Ek 2.8) 

ve 

gµνδgµν = −gµνδg
µν                        (Ek 2.9) 

yazılır. Bu sonuçlar, n-boyutlu genel bir Riemannian uzayı için de geçerlidir yani, 

gabg
bc = δa

c ,     gabg
ab = n                        (Ek 2.10) 

ve böylelikle metrik için, 
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δgab = −gacgbdδg
cd                         (Ek 2.11) 

gabδgab = −gabδg
ab                       (Ek 2.12) 

şeklindedir.  

gab metrik tensör olmak üzere, 

δ(√g) =
1

2√g
δg                           (Ek 2.13) 

biçimindeki varyasyonu için (g ≡ det(gab)), nxn biçiminde bir A genel matrisi düşünülsün. Bu 

matris için determinant, 

det(A) = eTr(A)                         (Ek 2.14) 

şeklindedir.  gab için (Ek 2.14) ifadesi, 

g = det(gab) = eTr(gab)                           (Ek 2.15) 

biçiminde olup,  gab → gab + δgab altında varyasyonu, 

det(gab + δgab) = eTr(gab+δgab) = eTr(gab)+Tr(δgab) = eTr(gab)eTr(δgab)        (Ek 2.16) 

biçiminde yazılır [izin lineerlik özelliği: Tr(gab + δgab) = Tr(gab) + Tr(δgab)]. δg ifadesi 

çok küçük olduğu için ((δg)2 ≈ 0), 

eTr(δgab) ≈ 1 + Tr(δgab)                        (Ek 2.17) 

ve (Ek 2.4) ifadesi, 

det(gab + δgab) ≈ g(1 + Tr(δgab))                   (Ek 2.18) 

şeklinde yazılır. Burada izin, 

Tr(δgab) = gabδgab                          (Ek 2.19) 

ifadesi kullanıldığında, 

det(gab + δgab) ≈ g(1 + g
abδgab)                    (Ek 2.20) 
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elde edilir. Buradan varyasyonun tanımı için, 

δg = δ(det(gab)) = det(gab + δgab) − det(gab) ≈ g(1 + g
abδgab) − g = gg

abδgab       

                               (Ek 2.21) 

ifadesi elde edilir. (Ek 2.12) eşitliği ile de, 

δg = −ggabδg
ab                           (Ek 2.22) 

yazılabilmektedir. Buradan (Ek 2.13) varyasyonu, 

δ(√g) =
1

2√g
δg = −

1

2

g

√g
gabδg

ab = −
1

2
√ggabδg

ab                (Ek 2.23) 

biçimini alır. Burada GR için 4-boyutlu pseude-Reimannian uzay-zamanı için ((g → −g) ve 

µ, ν =0, 1, 2, 3) benzer, 

δ(√g) = −
1

2
√ggµνδg

µν                         (Ek 2.24) 

ifadesi yazılır.  

Metriğin determinantının herhangi bir kuvveti için (Ek 2.22) ifadesi, 

δ(gn) = ngn−1δg = −ngn−1ggabδg
ab = −ngngabδg

ab              (Ek 2.25) 

biçiminde genel bir eşitlik ile verilir. Eğer bütün doğal sayılar (n∈ ℕ) üzerinden toplam alırsak, 

∑ δ(gn)∞
n=0 = −(∑ ngn∞

n=0 )gabδg
ab                   (Ek 2.26) 

olur. (Ek 2.26) ifadesinin sağ tarafındaki toplamı hesaplamak için, |g| < 1 koşulu (26 ifadesinin 

yakınsaması için) kabul edildiğinde, 

g

(1−g)2
= ∑ ngn∞

n=0  ,        |g| < 1                       (Ek 2.27) 

elde edilir. Böylelikle (Ek 2.26) ifadesi, 

∑ δ(gn)∞
n=0 = −

g

(1−g)2
gabδg

ab      ,          |g| < 1                  (Ek 2.28) 

şeklini alır. 
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EK 3. İdeal Akışkan İçin Enerji Momentum Tensörü. 

Eğrisel uzay-zamanda, ideal akışkan için verilen enerji-momentum tensörü, 

Tµν = pgµν + (ρ + p)uµuν                      (Ek 3.1) 

şeklindedir.  ρ ve p akışkan için sırasıyla, enerji yoğunluğu ve basıncı ifade eder. gµν, uzay-

zamanın metrik tensörü ve uµ ise akışkanın hareketini takip eden gözlemcinin 4-lü hız vektör 

alanını temsil eder. Minkowski uzay-zamanı için [ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)], Tµν’nün 

bileşenleri, 

T00 = T00 = ρ ,           Tij = pδij                  (Ek 3.2) 

şeklinde verilir. Tµν ikinci dereceden tensör olması sebebiyle onu yine; örneğin geometriden 

gelen katkılar sebebiyle gµν metriği gibi; ikinci dereceden tensör ile ifade etmemiz 

gerekmektedir. Bunun yanında Tµν tensörü, bu uzay-zamanda hareket eden gözlemcinin uµ 4-

lü hız vektörü gibi kinematik nicelikleri de içermesi gerekmektedir. Bu birinci dereceden bir 

tensör, yani bir vektör olması sebebiyle, uµ⊗uν şeklinde tensörel çarpımı alınarak ikinci 

derece tensör elde edilir ve böylelikle Tµν tensörü, gµν metriğin ve uµ⊗uν biçimindeki 

tensörün lineer bir bileşimi olarak ifade edilir. Fakat tensör, akışkanın basınç ve yoğunluk gibi 

bazı özelliklerini de barındırmak zorundadır ve bunlar skaler oldukları için Tµν’nün barındırdığı 

tensörlerin katsayıları olarak ifadeye katılırlar. Genel ifade ile enerji-momentum tensörü, 

Tµν = A(p, ρ)gµν + B(p, ρ)uµuν                  (Ek 3.3) 

biçiminde verilir (A(p, ρ) ve B(p, ρ),  p ve ρ’nun türevlenebilir sürekli fonksiyonlarıdır). (Ek 

3.3) ifadesi yerel olarak; yani gravitasyonel etkiler ihmal edildiğinde de sağlanmalıdır. 

Böylelikle Tµν (Ek 3.2) ifadesine indirgenir (gµν → ηµν). Ek olarak, akışkan ile genişleyen ve 

büzülen eş-hareketli bir gözlemci için, 

 uµ = (1, 0, 0, 0) = δ0
µ
= −δµ

0                        (Ek 3.4) 

şeklinde olup, yerel olarak enerji-momentum tensörü, 

Tµν
SR = A(p, ρ)ηµν + B(p, ρ)δµ

0δν
0                  (Ek 3.5) 
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şeklini alır. (Ek 3.5) ifadesi ηµν ile çarpıldığında, 

−ρ + 3p = 4A − B                            (Ek 3.6) 

ve δ0
µ
δ0
ν ile çarpıldığında da, 

ρ = −A + B                            (Ek 3.7) 

bulunur. A ve B fonksiyonları için ise, 

A = p     ,      B = ρ + p                        (Ek 3.8) 

ifadeleri elde edilir ki bu eğrisel uzaydaki ideal akışkan için verilen (Ek 3.3) ifadesini verir. 

EK 4. FLRW Evreni İçin Süreklilik Denkleminin Türetilmesi. 

Enerji-momentum tensörünün korunumu için, 

∇µTµν = 0                          (Ek 4.1) 

ifadesi sağlanmalıdır.  

İdeal akışkana sahip, uzayca homojen ve izotropik bir evren için verilen, 

Tµν = pgµν + (ρ + p)uµuν                    (Ek 4.2) 

formunda enerji-momentum tensörü ve  

uµ = (1, 0, 0, 0) = δ0
µ
= −δµ

0                    (Ek 4.3) 

biçiminde 4-lü hız vektörüne sahip eş-hareketli bir gözlemci ele alınsın. (Ek 3.3)’in sonucu 

olarak, 

uµu
µ = −1                             (Ek 4.4) 

normalizasyonu elde edilir.  

Şimdi, (Ek 4.1) ifadesi, 

 ∇µTµν = gµν∇
µp + uνuµ∇

µ(ρ + p) + (ρ + p)[uν∇
µuµ + uµ∇

µuν]       (Ek 4.5) 
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ve her bir terim için, 

uνuµ∇
µ(ρ + p) = uνu

µ∇µ(ρ + p) = −δµ
0δ0

µ
∂µ(ρ + p) = −δν

0(ρ̇ + ṗ)         (Ek 4.6) 

uµ∇
µuν = uµ∇µuν = u

µ[∂µuν − Γµν
α uα] = −Γµν

α uαu
µ = +Γµν

α δα
0δ0

µ
= Γ0ν

0 = 0    (Ek 4.7) 

 uν∇
µuµ = uν∇µu

µ = −δν
0(∂µu

µ + Γµα
µ
uα) = −δν

0Γµα
µ
δ0
α = −δν

0Γµ0
µ

 

               = −δν
0(Γ10

1 + Γ20
2 + Γ30

3 ) = −δν
03H                  (Ek 4.8)   

gµν∇
µp = ∇νp = ∂νp = δν

0ṗ                       (Ek 4.9) 

hesaplandığında [f gibi bir skaler niceliğin, ∇µf = ∂µf = δµ
0 ḟ biçiminde herhangi bir uzaysal 

bağlılığı olmadığı düşünülerek] (Ek 4.5) ifadesi, 

∇µTµν = −δν
0(ρ̇ + ṗ) − δν

03H(ρ + p) + δν
0ṗ = −δν

0[ρ̇ + 3H(ρ + p)] = 0           (Ek 4.10) 

şeklinde elde edilir ve bu ifadeden de, 

ρ̇ + 3H(ρ + p) = 0                                                                                 (Ek 4.11) 

süreklilik denklemine ulaşılır (ν = 0). 
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