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1 GİRİŞ

Değme metrik yapılar pek çok yazar tarafından ayrıntılıbir şekilde ele alınmı̧stır (Sasaki

and Hatakeyama 1962, Tanno 1968, Blair 1977, Duggal 1990). Bu çalı̧sma alanında elde

edilen en geni̧s ve detaylıaraştırmalar Blair (1977) ile başlamı̧stır. η, değme bir 1-form

ve g, bir psödo-Riemann metriği olmak üzere, (η, g) yapısı bir değme psödo-metrik

yapıolarak adlandırılır. Bu yapıdeğme metrik yapının doğal bir genelleştirilmesidir.

Değme psödo-Riemann yapıların fizik ile ilgisi Duggal (1990) ile vurgulanmı̧stır. Psödo-

Riemann metrikli değme yapılar ilk olarak, Sasakian durumuna odaklanarak Takahashi

(1969) tarafından çalı̧sılmı̧stır. Bu çalı̧smanın ardından ortaya konulan çalı̧smaların

çoğu Sasakian psödo-Riemann metrikli konularla ilgilidir (Duggal 1990, 1996). Özel-

likle, (3, 4r) i̧saretli Sasakian psödo-Riemann metrikler doğal olarak, negatif skalar eğri-

likli boyutu 4r ≥ 4 olan bir kuaterniyonik (M, g) Kaehler manifoldu üzerinde SO3-

demeti P (M) ile verilen Sasakian 3-yapıların bir açıklamasıanlamında literatürde yer

almı̧slardır (Konishi 1975, Tanno 1996). Diğer yandan, genel değme psödo-metrik mani-

foldlar için henüz tam anlamıyla sistematik bir çalı̧sma ortaya konulmamı̧s durumdadır.

İ̧ste bu çalı̧smanın temel başlagıcınıCalvaruso ve Perrone (2010) başlatmı̧stır. Bu çalı̧s-

mada h = 1
2
(Lξφ) (1, 1)-tipli tensör alanının rolü oldukça önemlidir. Ayrıca, yazarlar

bu çalı̧smada sabit kesit eğrilikli değme psödo-metrik yapılarısınıflandırmı̧slardır. Bun-

dan başka, Calvaruso (2011) çalı̧smasında değme Lorentzian manifoldları da ayrın-

tılıolarak ele almı̧stır. Uygulamarıyla birlikte psödo-Riemann geometrisinin detayları

O’neil (1983) de verilmi̧stir. Çoğu yazarın ilham kaynağıbu çalı̧sma olmuştur.

Diğer yandan, hemen hemen değme metrik manifoldların bir anolojisi olarak görülen

Kenmotsu (1972) manifoldlarının ortaya çıkmasından sonra pek çok yazar farklıgeomet-

rik şartlar altında bu tür manifoldlarıçalı̧smı̧slardır (Jun et al. 2005, Kim and Pak

2005). Örnek olarak, bu yazarlar Ricci yarı-simetrik ve Weyl konformal yarı-simetrik

şartlarınısağlayan Kenmotsu manifoldları için bazısonuçlar elde etmi̧stir (Jun et al.

2005). Ayrıca, hemen hemen alfa-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapılar

birlikte düşünülerek, hemen hemen değme metrik manifoldların bir alt sınıfıolan hemen

hemen alfa-kosimplektik manifoldlar tanımlanmı̧stır (Kim and Pak 2005). Bir (2n+1)-

boyutlu hemen hemen alfa-kosimplektik yapısıα, herhangi bir reel sayıve Φ, temel

1



2-form olmak üzere, dη = 0 ve dΦ = 2α (η ∧ Φ) denklemleriyle verilmi̧stir (Kim and

Pak 2005).

Diğer yandan, De vd. (2009) çalı̧smasında φ-rekürent Kenmotsu manifoldlarını in-

celemi̧sdir. İyi bilindiği üzere bir Kenmotsu manifold her zaman bir hemen hemen

Kenmotsu manifold olmasına kaŗsın bu önermenin tersi ille de doğru olmak zorunda

değildir. Son zamanlarda, Dileo ve Pastore (2007, 2009) bazılokal simetri koşullarını,

eta-paralelliği ve bazıözel dağılımlarla verilen hemen hemen Kenmotsu manifoldlarını

çalı̧smı̧slar ve ortaya çok güzel sonuçlar çıkarmı̧slardır. Bundan başka, Dileo (2011)

hemen hemen Kenmotsu manifoldların genelleştirilmi̧s bazıklasik sonuçlarınıhemen

hemen alfa-Kenmotsu manifoldlarıüzerinde incelemi̧slerdir. Ayrıca, hemen hemen alfa-

Kenmotsu ve hemen hemen alfa kosimplektik manifoldlar Aktan vd. (2013), Öztürk

vd. (2010, 2014) ve Öztürk (2009, 2016) tarafından da çalı̧sılmı̧stır.

Bu çalı̧smaların ı̧sı̆gında, hemen hemen Kenmotsu psödo-metrik manifoldlarla ilgili bir

sistematik çalı̧sma veya sınıflandırma henüz tam olarak yapılamamı̧s durumdadır. İlk

sistemli sınıflandırma anlamındaki çalı̧smaWang ve Liu (2014) tarafından ele alınmı̧stır.

Bu çalı̧smada Riemann ve psödo durumlarıarasındaki benzerlikler ve farklılıklar ortaya

konulmuştur. Özellikle, hemen hemen lokal simetrik Kenmotsu psödo-metrik manifold-

larla ilgili bazısınıflandırıcıteoremler verilmi̧stir.

Bu yüksek lisans tez çalı̧smasında, hemen hemen Kenmotsu psödo-metrik manifoldların

genelleştirilmesiyle elde edilen hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik manifoldlar

tarafından ortaya çıkan geometri araştırılmı̧stır. Burada alfa fonksiyonu sabit bir reel

sayı olarak alınmı̧stır. Ayrıca, dα ∧ η = 0 şeklinde düzgün bir fonksiyon olarak da

seçilebilir. Hemen hemen alfa-Kenmotsu ve hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifoldlar incelenerek, Riemann ve psödo durumlar arasındaki farklılıklar ve

benzerlikler bulunmuştur. Bazıözel durumlar için sınıflandırıcısonuçlar elde edilmi̧stir.

İkinci bölümde, manifoldlar teorisi ile bağlantılıtemel tanım ve kavramlar verilmi̧stir.

Bu bölüm dört kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda, psödo-Riemann durumuyla

ilgili gerekli kavramlar tanıtılmı̧stır. İkinci kısımda, hemen hemen değme yapıların

temel kavramlarısunulmuştur. Üçüncü kısımda, hemen hemen alfa-kosimplektik yapılar
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verilmi̧stir. Son kısım ise bazıparalel tensörlerin tanıtılmasına adanmı̧stır. Bu paralel

tensör alanlarıyla verilen belli bazımanifoldlar için bazısonuçlar verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik manifoldlar ayrıntılı

bir şekilde incelenmi̧stir. Bu bölüm dört kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda,

hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik yapıların temel özellikleri elde edilerek

Riemann ve psödo durumlar arasındaki farklılıklar ortaya çıkarılmı̧s ve açıklayıcı iki

örnekle izah edilmi̧stir. İkinci kısımda, hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik

yapıların temel bazıeğrilik özellikleri araştırılmı̧stır. Üçüncü kısımda, belli bazıparalel

tensör alanlarına sahip hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik yapılar çalı̧sılmı̧s

ve bazısonuçlar elde edilmi̧stir. Son kısım da ise hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-

metrik yapılar ele elınarak bazısınıflayıcısonuçlar bulunmuştur.
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2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu bölümde, çalı̧smamızda kullanacağımız temel kavramlar verilmi̧stir.

2.1 Psödo-Riemann Manifoldlar

Bu kısımda, psödo-Riemann manifoldlar için gerekli kavramlar sunulmuştur.

Tanım 2.1.1 Bir V reel vektör uzayı,

g : V × V −→ R

dönüşümü yardımıyla her c1, c2 ∈ R ve her u, v, z ∈ V için

(i) g(u, v) = g(v, u),

(ii) g(c1u+ c2v, z) = c1g(u, z) + c2g(v, z),

g(u, c1v + c2z) = c1g(u, v) + c2g(u, z)

şartlarını sağlıyorsa g dönüşümüne V üzerinde bir simetrik bilineer form adı verilir

(O’neill 1983).

Tanım 2.1.2 Bir V reel vektör uzayıüzerinde bir simetrik bilineer form g olmak üzere,

aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

(i) Her u ∈ V ve u 6= 0 için g(u, u) > 0 ise g pozitif tanımlıdır,

(ii) Her u ∈ V ve u 6= 0 için g(u, u) < 0 ise g negatif tanımlıdır,

(iii) Her u ∈ V için g(u, u) ≥ 0 ise g pozitif yarı-tanımlıdır,

(iv) Her u ∈ V ve u 6= 0 için g(u, u) ≤ 0 ise g negatif yarı-tanımlıdır

denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.3 V bir reel vektör uzayıve g de V üzerinde simetrik bilineer form olsun.

O zaman 0 6= ξ ∈ V olmak üzere, her u ∈ V için

g(u, ξ) = 0

şartısağlanıyorsa g ye V üzerinde dejenere adıverilir. Aksi halde, g ye dejenere değildir

denir. Başka bir deği̧sle, g nin dejenere olmamasıiçin gerek ve yeter koşul her u ∈ V

için

g(u, v) = 0⇒ v = 0

önermesinin sağlanmasıdır (Duggal 1996).
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Tanım 2.1.4 V bir reel vektör uzayıve g de V üzerinde simetrik bilineer form olsun.

O zaman

g|w : W ×W −→ R

negatif tanımlıolacak şekilde maksimum boyutluW altuzayının boyutuna g nin indeksi

adıverilir ve v ile sembolize edilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.5 V bir reel vektör uzayıve g de V üzerinde simetrik bilineer form olsun.

O zaman

(i) j 6= k için g(βj, βk) = 0,

(ii) 1 ≤ j ≤ ρ için g(βj, βj) = 1,

(iii) ρ+ 1 ≤ j ≤ ρ+ v için g(βj, βj) = −1,

(iv) ρ+ v + 1 ≤ j ≤ n = ρ+ v + µ için g(βj, βj) = 0,

şartlarınısağlayan V nin bir {β1, . . . , βn} bazımevcuttur (Duggal 1996).

Tanım 2.1.6 V reel vektör uzayıüzerinde dejenere olmayan simetrik bilineer forma V

üzerinde bir psödo-Öklid metriği veya skalar çarpım adıverilir. Buna göre g, V üzerinde

bir psödo-Öklid metriği olmak üzere, (V, g) ikilisi de psödo-Öklid uzayı(skalar çarpım

uzayı) olarak adlandırılır. Eğer g pozitif tanımlıise bu durumda g bir Öklid metriğidir

ve dolayısıyla (V, g) ikilisi de Öklid uzayıolarak adlandırılır. Eğer g nin indeksi v = 1

ise o zaman g ye Lorentz (Minkowski) metriği ve (V, g) ikilisine de Lorentz (Minkowski)

uzayıdenir. Bundan başka, g nin dejenere olmasıdurumunda V uzayına g ye göre

dejenere (lightlike) vektör uzayıadıverilir (Duggal 1996).

Tanım 2.1.7 M, C∞ sınıfından bir manifold olsun. p ∈ M noktasındaki tanjant uzay

TpM olmak üzere,

g|p : TpM × TpM −→ R

şeklinde tanımlısimetrik, bilineer, dejenere olmayan ve sabit indeksli (0, 2)-tipli tensör

alanına M üzerinde bir metrik tensör alanıadıverilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.8 M, C∞ sınıfından bir manifold olsun. M manifoldu bir g metrik ten-

sör alanıile donatılmı̧s ise M ye psödo-Riemann (yarı-Riemann) manifoldu adıverilir

(O’neill 1983).
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Tanım 2.1.9 Bir M psödo-Riemann manifoldu üzerinde g metrik tensör alanının in-

deksine psödo-Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile sembolize edilir. Eğer

indeks v olarak alınırsa 0 ≤ v ≤ boyM dır. Özel olarak, v = 0 seçilirse her p ∈ M için

metrik tensör TpM üzerinde pozitif tanımlıbir iç çarpım olduğundan M bir Riemann

manifoldu olacaktır. Ayrıca, boyM = n ≥ 2 ve v = 1 durumunda ise o zaman M ye bir

Lorentz manifoldu adıverilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.10 C∞ sınıfından n-boyutlu bir manifold M olsun. M üzerinde

D : M −→ TpM

p −→ Dp ⊂ TpM

biçiminde verilen D dönüşümüne r-boyutlu bir dağılım veM üzerindeki tanjant demeti

Γ(TM) olmak üzere, X ∈ Γ(TM) için Xp ∈ Dp oluyorsa X vektör alanına D ye aittir

denir. Eğer her p ∈ M için Dp üzerinde r tane dif.bilir lineer bağımsız vektör alanı

mevcutsa D ye dif.bilirdir adıverilir (Duggal 1996).

Tanım 2.1.11 C∞ sınıfından n-boyutlu bir manifold M olsun. O zaman

ϕ : R×Mn −→Mn

(t, p) −→ ϕt(P )

dönüşümü

(i) ∀ t ∈ R için, ϕt : P −→ ϕt(P ) diffeomorfizm,

(ii) ∀ t, s ∈ R ve P ∈Mn için, ϕt+s(P ) = ϕt(ϕs(P )),

şartlarınısağlıyorsa ϕ ye M nin dif.bilir bir 1-parametreli grubu denir (Yano and Kon

1984).

Tanım 2.1.12 C∞ sınıfından n-boyutlu bir manifold M ve M üzerindeki bir vektör

alanıX olmak üzere, X ile gerilmi̧s lokal dönüşümlü bir 1-parametreli grup ϕt olsun.

O zaman, K bir tensör alanıve p ∈M için

(LXK)p = lim
t→0

1

t
[Kp − (ϕtK)p]

şeklinde tanımlanan LXK dönüşümüne X yönünde K nın Lie türevi denir ve LXK ile

gösterilir (Yano and Kon 1984).
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Önerme 2.1.1 C∞ sınıfından n-boyutlu bir manifold M olsun. L, M üzerinde tanımlı

bir X vektör alanıyönündeki Lie türevi olmak üzere,

(i) LX(Y ⊗ Z) = (LXY )⊗ Z + Y ⊗ (LXZ), (Y ve Z herhangi tensör alanları)

(ii) LXf = X(f), (f, K cismi üzerinde bir fonksiyon)

(iii) LXV = [X, V ] , (V herhangi bir tensör alanı)

(iv) (LXγ)(Y, Z) = X(γ(Y, Z))−γ([X, Y ] , Z)−γ(Y, [X,Z]), (γ, (0, 2)-tipli bir tensör

alanı)

önermeleri sağlanır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.13 C∞ sınıfından n-boyutlu bir manifold M olsun. M üzerindeki tanjant

demeti Γ(TM) olmak üzere,

∇ : Γ(TM)× Γ(TM)
bilineer−→ Γ(TM)

(X, Y ) −→ ∇(X, Y ) = ∇XY

dönüşümü, ∀ f, g ∈ C∞(Mn,R), ∀ X, Y, Z ∈ χ(Mn) için

(i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(ii) ∇fX+gYZ = f ∇XZ + g ∇YZ,

(iii) ∇X(f Y ) = f ∇XY +X(f)Y,

özellikleri sağlanıyorsa ∇ ya M üzerinde bir konneksiyon denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.14 (M, g) bir psödo-Riemann manifoldu ve ∇ da M üzerinde bir konnek-

siyon olsun. O zaman, ∇ dönüşümü; ∀ X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

(i) ∇XY −∇YX = [X, Y ] (Konneksiyonun sıfır torsiyon özeliği),

(ii)Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ) (Konneksiyonunmetrikle bağdaşma özeliği),

şartlarınısağlıyorsa ∇ konneksiyonunaM nin Levi-Civita konneksiyonu denir. Bu kon-

neksiyon

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

−g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])

Koszul formülü ile tek bir şekilde karakterize edilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.15 (M, g) bir psödo-Riemann manifoldu ve∇ daM üzerinde bir Levi-Civita
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konneksiyonu olsun. O zaman,

R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z
(2.1)

ile tanımlanan (1, 3)-tipli tensör alanıR ye M nin Riemann eğrilik tensörü denir.

Ayrıca, ∀ X, Y, Z, V,W ∈ Γ(TM) olmak üzere, R Riemann eğrilik tensörü

(i) g(R(X, Y )Z, V ) = −g(R(Y,X)Z, V ),

(ii) g(R(X, Y )V,W ) = −g(R(X, Y )W,V ),

(iii) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

(iv) g(R(X, Y )V,W ) = g(R(V,W )X, Y ),

özelliklerini sağlar (O’neill 1983).

Tanım 2.1.16 (M, g) bir sabit k eğriliğine sahip olan manifold olsun. Bu durumda, M

üzerindeki herhangi X, Y, Z vektör alanlarıiçin

R(X, Y )Z = k [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ]

dır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.17 (M, g) bir psödo-Riemann manifoldu olsun. TpM tanjant uzayının iki

boyutlu altuzayıΠ ve V,W ∈ Π vektörleri üzerine kurulan paralel kenarın alanı

g(V, V )g(W,W )− g(V,W )2 6= 0

olmak üzere,

K(V,W ) =
g(R(V,W )W,V )

g(V, V )g(W,W )− g(V,W )2

değerine Π nin kesit eğriliği denir ve K(Π) ile gösterilir. Burada eğer g|π pozitif

tanımlı ise paralel kenarın alanı pozitif, eğer g|π negatif tanımlı ise paralel kenarın

alanınegatiftir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.18 (M, g) bir psödo-Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} , lokal ortonormal

vektör alanlarıolmak üzere,

S : TpM × TpM −→ R

(Xp, Yp) −→ S(Xp, Yp) =
n∑
i=1

εig(R(ei, Xp)Yp, ei)
(2.2)
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şeklinde tanımlı(0, 2)-tipindeki S tensör alanına M üzerinde Ricci eğrilik tensörü ve

S(Xp, Yp) değerine de Ricci eğriliği denir. Burada εi = g(ei, ei) dır.

Ayrıca, (0, 2)-tipli Q Ricci operatörü

S(Xp, Yp) = g(QXp, Yp)

eşitliği ile tanımlıdır (O’neill 1983).

Tanım 2.1.19 (M, g) bir psödo-Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} , lokal ortonormal

vektör alanlarıolmak üzere,

r =

n∑
i=1

εiS(ei, ei)

değerine M nin skalar eğriliği denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.20 (M̃n, g̃), (Mn+p, g) psödo-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

O halde, {e1, · · · , en} , M̃n üzerinde bir lokal ortonormal baz olmak üzere,

H = 1
n

n∑
i=1

εiB(ei, ei)

ile verilen H vektör alanına M̃n nin ortalama eğrilik vektör alanıdenir. Burada B, M̃n

nin ikinci temel formudur. Özel olarak, ikinci temel form özdeş olarak sıfırsa M̃n ye

total geodeziktir denir. Eğer H = 0 ise M̃n psödo-Riemann altmanifoldu minimaldir

denir. H nın normuna M̃n nin ortalama eğriliği denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.21 (Mn+p, g) psödo-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M̃n, g̃) olsun.

O zaman keyfi vektör alanlarıiçin

B(X, Y ) = g̃(X, Y )H

şartısağlanıyorsa M̃n ye total umbilik altmanifold denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.22 (M, g) bir psödo-Riemann manifoldu ve R de M nin eğrilik tensör alanı

olsun. M nin her noktasında R özdeş olarak sıfır (R = 0) iseM flattir. Ayrıca, ∇R = 0

ise o zaman, M ye lokal simetrik uzay denir (O’neill 1983).

Önerme 2.1.2 (M, g) bir psödo-Riemann manifoldu olsun. M nin flat olmasıiçin gerek

ve yeter şart kesit eğrilik fonksiyonu K nın özdeş olarak sıfır olmasıdır (O’neill 1983).
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2.2 Hemen Hemen Değme Yapılar

Bu kısımda, hemen hemen değme yapılar tanıtılmı̧stır.

Tanım 2.2.1 (2n + 1)-boyutlu bir manifold M olsun. φ, ξ, η üçlüsü de M üzerinde,

sırasıyla, (1, 1)-tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanıve 1-form olsunlar. Eğer bu

üçlü manifold üzerinde keyfi bir vektör alanıX olmak üzere,

η(ξ) = 1, φ2X = −X + η(X)ξ (2.3)

denklemlerini sağlıyorsa (φ, ξ, η) üçlüsüne M üzerinde bir hemen hemen değme yapı

denir. Bu yapıile birlikte M ye de bir hemen hemen değme manifold adıverilir (Yano

and Kon 1984).

Tanım 2.2.2 (2n+ 1)-boyutlu birM manifoldu (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısıile

verilsin. M üzerinde bir g Riemann metriği

η(X) = g(X, ξ),

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )
(2.4)

eşitliklerini sağlıyorsa g metriğineM üzerinde hemen hemen değme metrik ve (φ, ξ, η, g)

yapısına da hemen hemen değme metrik yapıdenir.ve Bu dörtlü ile birlikteM de hemen

hemen değme metrik manifold olarak adlandırılır(Yano and Kon 1984).

Sonuç 2.2.1 (2n+ 1)-boyutlu bir M manifoldu (φ, ξ, η, g) hemen hemen değme yapısı

ile verilsin. O halde

g(X,φY ) = −g(φX, Y ) (2.5)

eşitliği yazılır. Yani, (1, 1)-tipli tensör alanıφ ters simetriktir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.2.3 (2n+ 1)-boyutlu bir M manifoldu (φ, ξ, η, g) hemen hemen değme yapısı

ile verilsin. O zaman

Φ(X, Y ) = g(X,φY ) (2.6)

biçiminde tanımlıΦ dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısının temel 2-formu

adıverilir (Yano and Kon 1984).
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Tanım 2.2.4 n-boyutlu (M, g) bir Riemann manifoldu ve x1, x2, . . . , xn M nin lokal

koordinatlarıolsun. w =
√
|g|dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn ve g(x) > 0 ise w ye M üzerinde

bir hacim formu denir. Burada dxi, M üzerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g| ,

M üzerinde metrik tensörün determinantıdır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.2.5 n-boyutlu (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M üzerinde bir hacim

formu mevcutsa M ye yönlendirilebilirdir denir (Yano and Kon 1984).

Sonuç 2.2.2 Tanım 2.1.3 ve temel 2-formu ters simetrik olduğundan η∧Φn 6= 0 eşitliği

sağlanır. O halde, Tanım 2.2.5 den dolayıM hemen hemen değme metrik manifoldu

yönlendirilebilirdir (Chiena and Gonzalez 1990).

Tanım 2.2.6 M, n-boyutlu bir C∞ manifold olsun. w, 1-form olmak üzere,

2dw(X, Y ) = X(w(Y ))− Y (w(X))− w[X, Y ]

şeklinde tanımlıdır. w, 2-form olarak seçilirse

3dw(X, Y, Z) = X(w(Y, Z)) + Y (w(Z, Y )) + Z(w(X, Y ))

−w([X, Y ], Z)− w([Y, Z], X)− w([Z,X], Y )

biçimindedir. Burada X, Y, Z keyfi vektör alanlarıdır (Yano and Kon 1984).

Önerme 2.2.1 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldu M ve ∇

da Riemann konneksiyonu olsun. O zaman aşağıdaki önermeler geçerlidir:

(i) (∇XΦ)(Y, Z) = g(Y, (∇Xφ)Z),

(ii) (∇XΦ)(Y, Z) + (∇XΦ)(φY, φZ) = η(Z)(∇Xη)φY − η(Y )(∇Xη)φZ,

(iii) (∇Xη)Y = g(Y,∇Xξ) = (∇XΦ)(ξ, φY ),

(iv) 2dη(X, Y ) = (∇Xη)Y − (∇Y η)X,

(v) 3dΦ(X, Y, Z) = ⊕
X,Y,Z

(∇XΦ)(Y, Z).

Burada ⊕
X,Y,Z

, X, Y, Z vektör alanlarıüzerinden alınan devirli toplamıgöstermektedir.
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Bundan başka, M nin açık bir altcümlesi üzerinde tanımlanan bir lokal ortonormal baz

{Xi, φXi, ξ} , i = 1, 2, . . . , n olsun. Bu durumda δ operatörü

δη = −
n∑
i=1

{(∇Xiη)Xi + (∇φXiη)φXi}

biçiminde yazılır (Chiena and Gonzalez 1990).

Tanım 2.2.7 M, n-boyutlu bir C∞ manifold olsun. Eğer M nin her q noktası için

J2 = −I olacak şekilde TqM tanjant uzayının bir J endomorfizmasıvarsa, bu durumda

M üzerindeki J tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapıdenir. Bu yapıile verilen

M bir hemen hemen kompleks manifold olarak adlandırılır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.2.8 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldu M olsun. O

halde, M × R üzerinde herhangi bir vektör alanı

(X, f
d

dt
)

şeklinde tanımlanır. Burada X, M manifolduna teğet bir vektör alanı; t, R nin bir

koordinatıve f, M × R üzerinde bir C∞ fonksiyondur (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.2.9 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifolduM olsun. Bu

durumda M × R üzerindeki bir hemen hemen kompleks yapı

J(X, f
d

dt
) =

(
φX − f.ξ, η(X)

d

dt

)
şeklinde tanımlanır. Kolayca J2 = −I elde edilir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.2.10M, n-boyutlu bir C∞ manifold veM üzerinde (1, 1)-tipli bir tensör alanı

G olsun. Keyfi vektör alanlarıiçin

NG(X, Y ) = G2[X, Y ] + [GX,GY ]−G[GX, Y ]−G[X,GY ]

ile verilen NG tensör alanıG tensör alanına göre Nijenhuis tensör alanı olarak ad-

landırılır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.2.11 J, n-boyutlu birM üzerinde hemen hemen kompleks yapıolsun. Tanım

2.2.10 dan M üzerinde J tensör alanına göre Nijenhuis tensör alanı

NJ(X, Y ) = −[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

biçiminde tanımlıdır (Yano and Kon 1984).
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Tanım 2.2.12 (M,J), (2n)-boyutlu bir hemen hemen kompleks manifold olsun. O

zaman, NJ = 0 ise J dönüşümüne integrallenebilirdir denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.2.13 M, (2n)-boyutlu bir C∞ manifold olsun. Eğer M × R üzerindeki bir J

hemen hemen kompleks yapısıintegrallenebilir ise o zaman hemen hemen değme yapısı

normaldir denir (Yano and Kon 1984).

Önerme 2.2.2 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldM olsun. M

üzerindeki hemen hemen değme yapısının normal olmasıiçin gerek ve yeter koşul

Nφ + 2dη ⊗ ξ = 0

denkleminin sağlamasıdır. Burada Nφ, φ tensör alanına göre Nijenhuis tensör alanıdır

(Yano and Kon 1984).

Tanım 2.2.14 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldM olsun. Bu

durumda

dΦ = 0 (Φ, kapalıdır), dη = 0 (η, kapalıdır)

şartlarısağlanıyorsa M hemen hemen kosimplektik manifold olarak adlandırılır. Eğer

M normal ise M ye kosimplektik manifold denir (Blair 2002).

Teorem 2.2.1 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold M olsun.M

nin bir kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter şart ∇Φ ve ∇η kovaryant

türevlerinin özdeş olarak sıfır olmasıdır (Blair 2002).

2.3 Hemen Hemen Alfa-Kosimplektik Yapılar

Bu kısımda, hemen hemen değme manifoldların geni̧s bir alt sınıfıolan hemen hemen

alfa-kosimplektik yapılarla ilgili temel kavramlar verilmi̧stir.

Tanım 2.3.1 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldM olsun. Eğer

M üzerinde keyfi vektör alanlarıve α ∈ R, α 6= 0 için

dη = 0, dΦ = 2α (η ∧ Φ) (2.7)
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eşitlikleri sağlanıyorsa M ye bir hemen hemen alfa-Kenmotsu manifold denir. Özel

olarak, α = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandırılır (Kenmotsu 1972).

Önerme 2.3.1 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu M olsun. Bu

durumda

η′ =
1

α
η, ξ′ = αξ, φ

′
= φ, g′ =

1

α2
g, α 6= 0, α ∈ R (2.8)

şeklinde tanımlıhomotetik deformasyon yardımıylaM üzerinde bir (φ′, ξ′, η′, g′) hemen

hemen alfa-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim and Pak 2005).

Teorem 2.3.1 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldM olsun. M

nin bir Kenmotsu manifold olmasıiçin gerek ve yeter şart keyfi vektör alanlarıiçin

(∇Xφ)Y = g(φX, Y )ξ − η(Y )φX, ∇Xξ = −φ2X

dır (Kenmotsu 1972).

Tanım 2.3.2 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldM olsun. Alfa

keyfi bir reel sayıolmak üzere, M üzerinde

dη = 0, dΦ = 2α (η ∧ Φ) (2.9)

denklemleri aynıanda gerçekleniyor ise M ye hemen hemen alfa-kosimplektik manifold

denir. Özel olarak, α = 0 için yapıhemen hemen kosimplektik ve α 6= 0 için hemen

hemen alfa-Kenmotsudur (Kim and Pak 2005).

Önerme 2.3.2 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldM olsun.

Bu durumda, keyfi vektör alanlarıiçin

hX = 1
2
(Lξφ)X, h(ξ) = 0, (2.10)

∇Xξ = −αφ2X − φhX, (φ ◦ h)X + (h ◦ φ)X = 0 (2.11)

∇ξξ = 0, ∇ξφ = 0, δη = −2αn, İz(h) = 0, (2.12)

(∇Xη)Y = α [g(X, Y )− η(X)η(Y )] + g(φY, hX), (2.13)

h = 0⇔ ∇ξ = −αφ2, (∇ξh) ◦ φ+ φ ◦ (∇ξh) = 0, (2.14)

denklemleri sağlanır (Öztürk 2009).
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Önerme 2.3.3 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldM olsun.

Bu durumda

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (2.15)

+(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y

eğrilik özelliği sağlanır (Öztürk 2009).

Önerme 2.3.4 (2n + 1)-boyutlu bir lokal simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik

manifold M olsun. O zaman ∇ξh = 0 denklemi sağlanır (Öztürk 2009).

Önerme 2.3.5 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldM olsun.

O halde, aşağıdaki eğrilik özellikleri geçerlidir:

R(X, Y )ξ = (∇Y φh)X − (∇Xφh)Y − α [η(X)φhY − η(Y )φhX]

+
[
α2 + ξ(α)

]
[η(X)Y − η(Y )X] , (2.16)

R(X, ξ)ξ =
[
α2 + ξ(α)

]
φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X, (2.17)

R(X, ξ)ξ − φR(φX, ξ)ξ = 2
[
(α2 + ξ(α))φ2X − h2X

]
, (2.18)

(∇ξh)X = −φR(X, ξ)ξ −
[
α2 + ξ(α)

]
φX − 2αhX − φh2X, (2.19)

S(X, ξ) = −2n
[
α2 + ξ(α)

]
η(X)− (div(φh))X, (2.20)

S(ξ, ξ) = −
[
2n(α2 + ξ(α)) + İz(h2)

]
, (2.21)

burada alfa M üzerinde dα ∧ η = 0 ile verilen düzgün bir fonksiyon ve ξ(α) gösterimi

alfa düzgün fonksiyonunun ξ vektör alanıyönündeki ∇ konneksiyonuna göre kovaryant

türevidir (Aktan et al. 2013).

Tanım 2.3.3 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.

Her p ∈M için

Dp = ker ηp = {X ∈ TpM : η(Xp) = 0} (2.22)

ve D = {Dp} olmak üzere, boy(Dp) = 2n olduğundan D, M nin bir (2n)-boyutlu

dağılımıolur. Diğer yandan, M bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olduğun-

dan dη = 0 olup, D dağılımıintegrallenebilirdir. Böylece D dağılımına (2n)-boyutlu

integral altmanifoldlarıkaŗsılık gelir (Kim and Pak 2007).
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Önerme 2.3.6 Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen Kaehler

manifold ile R veya S1 nin bir lokal aşikar çarpımıolması için gerek ve yeter koşul

h = 0 olmasıdır (Kim and Pak 2007).

Teorem 2.3.2 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu M ve h = 0

olsun. O zaman, M manifoldu M
′ ×f2 N2n olacak şekilde lokal bir katlıçarpımla ifade

edilir. Burada N2n bir hemen hemen Kaehler manifold, t koordinatı ile verilen açık

aralık M
′
ve bazıc pozitif sabitleri için f 2 = ce2t dır (Pastore and Dileo 2007).

Önerme 2.3.7 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldM olsun.

Bu durumda,

(i) D dağılımının integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapıdadır,

(ii) α = 0 durumunda D dağılımının integral altmanifoldu total geodeziktir,

(iii) α 6= 0 durumunda D dağılımının integral altmanifoldunun total umbilik olması

için gerek ve yeter şart h = 0 olmasıdır (Kim and Pak 2005).

Önerme 2.3.8 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M ol-

sun. O zaman, M nin alfa-kosimplektik manifold olmasıiçin gerek ve yeter koşul D

dağılımının integral altmanifoldlarının Kaehler ve h = 0 olmasıdır (Kim and Pak 2005).

Önerme 2.3.9 D değme dağılımının integral altmanifoldlarıKaehler olan (2n + 1)-

boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldu M olsun. Bu durumda M nin

alfa-kosimplektik manifold olmasıiçin gerek ve yeter şart∇ξ = −αφ2 olmasıdır (Öztürk

2009).

Önerme 2.3.10 M, 3-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldu

∇ξ = −αφ2 şartınısağlıyorsa bir alfa-kosimplektik manifoldudur.

2.4 BazıParalel Tensör Alanları

Bu kısımda, bazı paralel tensör alanları tanıtılarak hemen hemen alfa-kosimplektik

manifoldlar üzerinde özellikle h ve φh tensör alanlarının eta-paralelliği ile ilgili bazı

sonuçlar hatırlatılmı̧stır.
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Tanım 2.4.1 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldu M olsun.

M üzerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli tensör alanıT olmak üzere, her X, Y, Z ∈ D

olmak üzere,

g((∇XT )Y, Z) = 0 (2.23)

şartınısağlanıyorsa T ye eta-paraleldir denir (Boeckx and Cho 2005).

Tanım 2.4.2 (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M üzerinde herhangi

simetrik (1, 1)-tipli tensör alanıT olmak üzere, herhangi X, Y, Z vektör alanlarıiçin

(∇XT )Y = (∇Y T )X (2.24)

ise T ye Codazzi tensör alanıdenir (Blair 2002).

Tanım 2.4.3 (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M üzerinde herhangi

simetrik (1, 1)-tipli tensör alanıT olmak üzere, herhangi X, Y, Z vektör alanlarıiçin

g((∇XT )Y, Z) + g((∇Y T )Z,X) + g((∇ZT )X, Y ) = 0 (2.25)

eşitliği sağlanıyorsa T ye devirli paralel tensör alanıdenir (Boeckx and Cho 2006).

Tanım 2.4.4 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldu M olsun.

Her X, Y, Z ∈ D olmak üzere, M üzerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli T tensör alanı

g((∇XT )Y, Z) + g((∇Y T )Z,X) + g((∇ZT )X, Y ) = 0 (2.26)

eşitliği sağlanıyorsa T ye devirli eta-paralel tensör alanıdenir (Boeckx and Cho 2006).

Önerme 2.4.1 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldM olsun.

Eğer φh tensör alanıeta-paralel ise o zaman, keyfi vektör alanlarıiçin

(∇Xφh)Y = η(X)
[
lY − (α2 + ξ(α))φ2Y − 2αφhY + h2Y

]
(2.27)

−η(Y )
[
αφhX − h2X

]
− g(Y, αφhX − h2X)ξ

denklemi geçerlidir (Aktan et al. 2013). Burada alfa, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0

şeklinde düzgün bir fonksiyondur.
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Önerme 2.4.2 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldM olsun.

Eğer φh tensör alanıeta-paralel ise o zaman, keyfi vektör alanlarıiçin

R(X, Y )ξ = η(Y )lX − η(X)lY (2.28)

denklemi sağlanır (Aktan et al. 2013). Burada alfa, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 ile

verilen düzgün bir fonksiyondur.

Önerme 2.4.3 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldM olsun.

Eğer h tensör alanıeta-paralel ise o zaman, keyfi vektör alanlarıiçin

(∇Xh)Y = −η(X)
[
φlY + (α2 + ξ(α))φY + 2αhY + φh2Y

]
(2.29)

−η(Y )
[
−αφ2hX + φh2X

]
+ g(Y, αhX + φh2X)ξ

denklemi sağlanır (Aktan et al. 2013). Burada l = R(., ξ)ξ ve alfa, M2n+1 üzerinde

dα ∧ η = 0 ile verilen düzgün bir fonksiyondur.

Tanım 2.4.5 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldu M olsun.

Her X, Y vektör alanlarıiçin

g(τX, Y ) = (Lξg)(X, Y )

eşitliği ile verilen τ tensör alanına torsiyon tensör alanıdenir (Boeckx and Cho 2006).

Önerme 2.4.4 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldM olsun.O

zaman, M manifoldu için τ torsiyon tensör alanı

τX = 2∇Xξ = −2AX (2.30)

biçimindedir (Öztürk 2009).
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3 HEMEN HEMEN ALFA-KOSİMPLEKTİK PSÖDO-METRİK

MANİFOLDLAR

Bu bölümde, hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik manifoldlar ayrıntılıbir şek-

ilde incelenmi̧stir.

3.1 Hemen Hemen Alfa-Kosimplektik Psödo-Metrik Yapılar

Bu kısımda, hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik yapılar için temel özellikler

elde edilmi̧stir. Bu tür manifoldlar kullanılarak psödo ve Riemann durumlar arasındaki

ili̧skiler ortaya çıkarılmı̧stır.

Tanım 3.1.1 (2n+ 1)-boyutlu birM manifoldu (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısıile

verilsin. M üzerinde bir g psödo-Riemann metriği

η(X) = εg(ξ,X),

g(φX, φY ) = g(X, Y )− εη(X)η(Y )
(3.1)

eşitliklerini sağlıyorsa g psödo-Riemann metriğine M üzerinde hemen hemen değme

psödo-Riemann metrik adıverilir. Bu metrikle verilen (φ, ξ, η, g) dörtlü yapısına da

hemen hemen psödo-metrik yapıve bu dörtlüyle birlikte verilenM ye de hemen hemen

psödo değme metrik manifold denir. Burada g(ξ, ξ) = ε, ε = ±1 olarak alınmı̧stır

(Wang and Liu 2014).

Tanım 3.1.2 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen psödo değme metrik

manifold olsun. O zaman M üzerinde

dη = 0, dΦ = 2α (η ∧ Φ) (3.2)

denklemleri sağlanıyorsa M ye hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik manifold

denir. Burada alfa reel sabittir.

Hatırlatma 3.1.1 İyi bilindiği üzere hemen hemen değme yapıların normallik şartıφ

tensör alanına göre Nijenhuis tensör alanının özdeş olarak sıfır olmasıdır. Böylece α 6= 0

için bir alfa-Kenmotsu manifoldu bir normal hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-metrik
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manifold olur. Burada ε = 1 ve M nin metriği Riemann metriğidir. Benzer olarak,

α = 0 için bir alfa-kosimplektik manifoldu bir normal hemen hemen alfa-kosimplektik

psödo metrik manifolddur. Özel olarak α = 1 olmak üzere, bir Kenmotsu manifoldu

bir normal hemen hemen Kenmotsu psödo-metrik manifoldudur. α 6= 0 durumunda bir

hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifoldM bir normal hemen hemen değme

yapıya sahip olduğunda artık M manifoldu bir alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold

olarak adlandırılır. Bu tez çalı̧smasıboyunca ∇ ve Γ(TM) sırasıyla, g psödo-Riemann

metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ve M üzerindeki tüm tanjant vektörlerinin Lie

cebiri olsun. Dolayısıyla, Koszul formülünü hesaplamalarımızda kullanabiliriz.

YardımcıTeorem 3.1.1 (φ, ξ, η, ) bir hemen hemen değme yapıve g de (2n + 1)-

boyutlu bir M manifoldu üzerinde bir psödo-Riemann metrik olsun. O zaman her

X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

2g((∇Xφ)Y, Z) = 3dΦ(X,φY, φZ)− 3dΦ(X, Y, Z) (3.3)

+g(N (0)(Y, Z), φX) + εN (1)(Y, Z)η(X)

+2εdη(φY,X)η(Z)− 2εdη(φZ,X)η(Y )

dir. Burada N (0), N (1) tensör alanları, sırasıyla,

N (0)(X, Y ) = Nφ(X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ (3.4)

N (1)(X, Y ) = (LφXη)Y − (LφY η)X (3.5)

dir. Ayrıca, LX de X vektör alanıyönündeki Lie türevidir (Calvaruso and Perrone

2010).

Önerme 3.1.1 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. O halde, her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

hX = 1
2
(Lξφ)X, h(ξ) = 0 (3.6)

∇Xξ = −αφ2X − φhX (3.7)

∇ξξ = 0, ∇ξφ = 0 (3.8)

(φ ◦ h)X + (h ◦ φ)X = 0 (3.9)
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(∇Xη)Y = α [εg(X, Y )− η(X)η(Y )] + εg(φY, hX) (3.10)

İz(h) = 0, h = 0⇔ ∇ξ = −αφ2 (3.11)

eşitlikleri sağlanır.

İspat: Öncelikle (3.3) Koszul formülünü göz önüne alalım. Bu taktirde

2g((∇Xφ)Y, Z) = 3dΦ(X,φY, φZ)− 3dΦ(X, Y, Z) (3.12)

+g(N (0)(Y, Z), φX) + εN (1)(Y, Z)η(X)

bulunur. Önerme 2.2.1 in (i), (ii) ve (v) şartlarıkullanılarak Y yerine ξ vektör alanı

seçilirse

2g((∇Xφ)ξ, Z) = 2g(φZ,X) + g(N (0)(ξ, Z), φX) + εN (1)(ξ, Z)η(X) (3.13)

elde edilir. Buradan N (0) ve N (1) tensör alanlarıhesaba katılarak

N (0)(ξ, Z) = − [ξ, Z] + η([ξ, Z])ξ, N (1)(ξ, Z) = η([φZ, ξ]) (3.14)

yazılır. Böylece (3.14) denklemleri (3.13) de yerine yazılırsa

2g((∇Xφ)ξ, Z) = 2g(φZ,X)− g((Lξφ)Z,X) + η(X)ε (η [ξ, φZ] + η [ξ, φZ])

= −2g(φX,Z)− g((Lξφ)Z,X)

haline indirgenir. Burada özel olarak, h simetrik (1, 1)-tipli tensör alanıher keyfi Z

vektör alanıiçin

hZ = 1
2

(Lξφ)Z

şeklinde seçilirse

g((∇Xφ)ξ, Z) = −g(αφX,Z)− g(hZ,X) (3.15)

elde edilir. Buradan

g((∇Xφ)ξ, Z) = g(−αφX − hX,Z)

ve

(∇Xφ)ξ = −αφX − hX

bulunur. Son eşitlik düzenlenirse

∇Xξ = −αφ2X − φhX
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sonucuna ulaşılır. Bu son eşitlikte X yerine ξ vektör alanıseçilirse ∇ξξ = 0 elde edilir.

Burada h(ξ) = 0 olduğu tanımından açıktır. Bundan başka, (3.12) denkleminde X

yerine ξ vektör alanıseçilirse

2g((∇ξφ)Y, Z) = −2g(φY, Z)− 2g(Y, φZ) + εN (1)(Y, Z)

yazılır. Buradan

2g((∇ξφ)Y, Z) = εN (1)(Y, Z) = 0

bulunur ki burada Z vektör alanısıfırdan farklıoldugundan ∇ξφ = 0 sonucu elde edilir.

Şimdi, (φ ◦ h) ve (h ◦ φ) toplamınıelde etmeye çalı̧salım. O halde, her keyfiX ve Y

vektör alanlarıiçin

φ(hX) + h(φX) = 1
2

(
φ [ξ, φX]− φ2 [ξ,X] +

[
ξ, φ2X

]
− φ [ξ, φX]

)
= 1

2
(−η(∇ξX)ξ + η(∇Xξ)ξ + ε∇ξg(X, ξ)ξ)

= η(∇Xξ)ξ

dır. Buradan (φ ◦ h) ve (h ◦ φ) toplamıözdeş olarak sıfırdır. Bunlara ilaveten, Önerme

2.2.1 in (iii) şartınıgöz önüne alalım. Bu durumda keyfiX ve Y vektör alanlarıiçin

(∇Xη)Y = εg(Y,∇Xξ)

= εg(Y,−αφ2X − φhX)

= εαg(φY, φX)− εg(Y, φhX)

= εαg(X, Y )− ε2αη(X)η(Y )− εg(Y, φhX)

yazılır. Burada ε2 = 1 olduğu aşikardır. Böylece istenen sonuç elde edilir. (3.6) ve

(3.7) eşitliklerinden (3.11) eşitlikleri kolayca elde edilir. Burada h simetrik tensörü

self-adjoint olup, hφ = −φh, h∗ = −φh olmak üzere, h∗φ = −φh∗, h2 = h∗2 ve hξ =

İz(h) = 0 dır.

Önerme 3.1.2 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. O halde, her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

2g((∇Xφ)Y, Z) = −2gα(εg(X,φY )ξ + η(Y )φX,Z) (3.16)

+g(N (0)(Y, Z), φX)

denklemi geçerlidir.
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İspat: N (1) tensör alanının tanımından

N (1)(Y, Z) = (LφY η)Z − (LφZη)Y

= (φY )(η(Z))− η([φY, Z])− (φZ)(η(Y )) + η([φZ, Y ])

= 2dη(φY, Z)− 2dη(φZ, Y )

yazılır. Biliyoruz ki, M üzerinde η kapalıdır. Dolayısıyla YardımcıTeorem 3.1.1 göz

önüne alındı̆gında

2g((∇Xφ)Y, Z) = 3dΦ(X,φY, φZ)− 3dΦ(X, Y, Z) (3.17)

+g(N (0)(Y, Z), φX)

bulunur. Burada Önerme 2.2.1 in (i) ve (ii) şartlarıkullanılarak gerekli sadeleştirmeler

yapıldı̆gında (3.16) denklemine ulaşılır.

YardımcıTeorem 3.1.2M, (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen değme manifold olsun.

O zaman, her keyfi vektör alanlarıiçin

(∇ξh) ◦ φ+ φ ◦ (∇ξh) = 0

denklemi sağlanır (Blair 2002).

Önerme 3.1.3 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. O halde, her X, Y ∈ Γ(TM) için

(∇Xφ)Y + (∇φXφ)φY = −α [η(Y )φX − 2εg(φX, Y )ξ]− η(Y )hX, (3.18)

ve

φ(∇φXφ)Y − (∇Xφ)Y = 2αη(Y )φX − ε (g(αφX + hX, Y )ξ) (3.19)

denklemleri geçerlidir.

İspat: Hipotezdeki denklemler gereğince ispata ulaşmak için (3.3) denklemiyle verilen

Koszul formülünü ele elalım. O zaman

2g((∇Xφ)Y, Z) = 2η(X)Φ(φY, φZ)− 2 [η(X)Φ(Y, Z) + η(Y )Φ(Z,X)

+η(Z)Φ(X, Y )] + g(N (0)(Y, Z), φX) (3.20)
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yazılır. Bu son eşitlikte X ve Y sırasıyla, φX ve φY alınırsa

2g((∇φXφ)φY, Z) = −2η(Z)Φ(φX, φY ) + g(N (0)(φY, Z), φ2X) (3.21)

elde edilir. (3.20) ve (3.21) taraf tarafa toplanırsa

2g((∇Xφ)Y + (∇φXφ)φY, Z) = 2 {η(X)Φ(φY, φZ)− η(X)Φ(Y, Z)− η(Y )Φ(Z,X)

−η(Z)Φ(X, Y )− η(Z)Φ(φX, φY )} (3.22)

−g(N (0)(φY, Z) + φN (0)(Y, Z), X) +
1

ε
η(X)η(N (0)(φY, Z))

bulunur. Burada N (0)(φY, Z) + φN (0)(Y, Z) toplamıtanımlarıyardımıyla hesaplanırsa

N (0)(φY, Z) + φN (0)(Y, Z) = −φ [Y, Z]− φ2 [φY, Z]− φ2 [Y, φZ]

+φ2 [φY, Z] +
[
φ2Y, φZ

]
− φ

[
φ2Y, Z

]
denklemi kullanılarak

N (0)(φY, Z) + φN (0)(Y, Z) = −ε [g(φY,∇Zξ)ξ + g(Y,∇φZξ)ξ − g(φY,∇Zξ)ξ

−g(φZ,∇Y ξ)ξ] + η(Y ) [φ∇Zξ −∇φZξ]

elde edilir. Bu son eşitlik sadeleştirilirse

N (0)(φY, Z) + φN (0)(Y, Z) = 2η(Y )hZ (3.23)

denklemine indirgenir. Buna ilaveten,

η(N (0)(φY, Z)) = εg(N (0)(φY, Z), ξ)

eşitliği açılır ve düzenlenirse

η(N (0)(φY, Z)) = ε [g(φZ,∇Y ξ)− g(Y,∇φZξ)]

yazılır. Buradan

η(N (0)(φY, Z)) = −α
[
g(φZ, φ2Y ) + g(Y, φZ)

]
+ g(Y, hZ) + g(Z, φ2hY )

dır. Yani,

η(N (0)(φY, Z)) = 0 (3.24)
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dır. (3.23) ve (3.24) denklemleri (3.22) eşitliğinde yerine yazılırsa

2g((∇Xφ)Y + (∇φXφ)φY, Z) = −2αη(Y )g(φX,Z)− 2η(Y )g(hX,Z)

+4εαη(Z)g(φX, Y ) (3.25)

bulunur. (3.25) eşitliğinden (3.18) denklemi elde edilir. Şimdi, (3.19) eşitliğini de (3.18)

eşitliğinin bir sonucu olarak ispatlamaya çalı̧salım. M üzerinde X, Y ∈ Γ(TM) için

(∇φXφ)φY = ∇φXφ
2Y − φ (∇φXφY )

denklemi açılır, her iki tarafına (∇Xφ)Y ilave edilirse ve (3.18) eşitliği yardımıyla

(∇Xφ)Y − φ(∇φXφ)Y = −2αη(Y )φX + εg(αφX, Y )ξ + εg(hX, Y )ξ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 3.1.4 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. Bu durumda her keyfi vektör alanlarıiçin

g(RξXY, Z)− g(RξXφY, φZ) + g(RξφXY, φZ) + g(RξφXφY, Z) (3.26)

= 2(∇hXΦ)(Y, Z) + 2α2η(Y )g(X,Z)− 2α2η(Z)g(X, Y )

−2αη(Y )g(φhX,Z) + 2αη(Z)g(φhX, Y )

eşitliği sağlanır. Burada g(RξXY, Z) = R(ξ,X, Y, Z) = g(X,RY Zξ) dır.

İspat: Öncelikle Tanım 2.1.15 de verilen Riemann eğrilik tensör özelliklerinin bu is-

patın hesaplamalarında kullanılacağınıhatırlatalım. Bundan sonraki kısımda ispatını

vereceğimiz

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX]

+(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y

eğrilik şartınıgöz önüne alalım. R Riemann eğrilik tensör alanınınözelliklerini ve yukarı-

daki eğrilik şartınıhesaba katarak (3.26) eşitliğinin sol tarafı

2α2η(Y )g(X,Z)− 2α2η(Z)g(X, Y ) +K(X, Y, Z)−K(X,Z, Y ) (3.27)
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denklemine indirgenir. Burada K(X, Y, Z)

K(X, Y, Z) = g(X,−(∇Y φh)Z + φ(∇Y φh)φZ)) (3.28)

+g(X, (∇φY φh)φZ)− g(φX, (∇φY φh)Z)

olarak alınmı̧stır. Diğer yandan,

g((∇φY φh)φZ,X) + g(X,φ(∇φY φh)Z)

ifadesi

g(φX, φ(∇φY φh)φZ) + η(X)g(ξ, (∇φY φh)φZ)− (∇φY φh)Z (3.29)

önermesine denktir. Ayrıca,

φ(∇Y φh)φZ − (∇Y φh)Z

ifadesinin eşiti

h(∇Y φ)Z − (∇Y φ)hZ (3.30)

dır. Bundan başka,

g(ξ, (∇φY φh)φZ) = ε [g(hY, hZ)− g(hZ, φY )] (3.31)

yazılır. (3.29), (3.30), (3.31), (3.18) ve (3.19) ifadeleri (3.28) eşitliğinde yerine yazılırsa

K(X, Y, Z) = −αη(X)g(φY, hZ)− αη(X)g(hZ, hY ) + 2g(hX, (∇Y φ)Z) (3.32)

+2αη(Z)g(φY, hX)− αη(X)εg(hZ, φY ) + αη(X)εg(hZ, hY )

bulunur. Böylece (3.32) denkleminin yardımıyla (3.27) düzenlenir ve dΦ = 2α (η ∧ Φ)

ve

3dΦ(Y, Z, hX) = (∇Y Φ)(Z, hX) + (∇ZΦ)(hX, Y ) + (∇hXΦ)(Y, Z)

denklemleri hesaba katılarak (3.32) denklemi (3.27) ifadesinde Y ve Z vektör alanlarının

yer deği̧stirilerek yerine yazılırsa ispat tamamlanmı̧s olur.

Önerme 3.1.5 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. M üzerinde (1, 1)-tipliA ve h tensör alanları, sırasıyla, A = −∇ξ

ve h = 1
2

(Lξφ) ile verilsin. O zaman keyfi vektör alanlarıiçin
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A ve h simetriktir, Aφ+ φA = −2αφ (3.33)

η ◦ A = 0, η ◦ h = 0, h = A ◦ φ+ αφ (3.34)

hA+ Ah = −2αh (3.35)

İz(A) = −α
2n∑
i=1

εi, İz(φA) = 0 (3.36)

özellikleri geçerlidir.

İspat: M üzerinde keyfi vektör alanlarıiçin A = −∇ξ = φ2 + φh olmak üzere,

g(X,AY ) = g(X,φ2Y + φhY )

= g(X,−Y + η(Y )ξ + φhY )

= −g(X, Y ) + η(Y )η(X)− g(φX, hY )

ve

g(AX, Y ) = g(φ2X + φhX, Y )

= g(−X + η(X)ξ + φhX, Y )

= −g(X, Y ) + η(X)η(Y ) + g(φhX, Y )

= −g(X, Y ) + η(X)η(Y )− g(hφX, Y )

= −g(X, Y ) + η(X)η(Y )− g(φX, hY )

olduğundan

g(X,AY ) = g(AX, Y )

dir. Böylece A simetriktir. Benzer olarak, h tensör alanının tanımıh = 1
2

(Lξφ) kul-

lanılarak

g(1
2

(Lξφ)X, Y ) = g(X, 1
2

(Lξφ)Y )

g(hX, Y ) = g(X, hY )

27



elde edilir. Burada φ, (1, 1)-tipli bir tensör alanıolmasaydıyukarıdaki eşitliği yaza-

mazdık. O halde, h simetriktir. Ayrıca, Aφ = (αφ2 + φh)φ ve φA = φ(αφ2 + φh)

eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa

Aφ+ φA = 2αφ3 + φhφ+ φ2h

= −2αφ

bulunur. A tensörünün tanımıgereğince

(η ◦ A)X = η(AX)

= εg(AX, ξ)

= εg(X,Aξ)

= 0

ve

(η ◦ h)X = η(hX)

= εg(hX, ξ)

= εg(X, hξ)

= 0

dır. Burada Aξ = hξ = 0 olduğu açıktır. Bundan başka, AX tensör alanında X yerine

φX yazılırsa

AφX = αφ3X + φhφX

= −αφX + hX

yazılır. Burada h tensör alanıçekilirse her X vektör alanıiçin AφX + αφX = hX elde

edilir. Şimdi, AX tensör alanına h yıuygulayalım. Bu durumda

hAX = αhφ2X + hφhX

= αφ2hX − φh2X

= −αhX − φh2X
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ve yerlerini deği̧stirerek

AhX = αφ2hX + φh2X

= −αhX + φh2X

bulunur. Buradan hAX ve AhX taraf tarafa toplanırsa istenen sonuca ulaşılır. Son

olarak, A tensörünün izi

İz(A) =
2n+1∑
i=1

εig(AEi,Ei) =
2n+1∑
i=1

εig(αφ2Ei + φhEi, Ei)

=
2n+1∑
i=1

αεig(φ2Ei, Ei) +
2n+1∑
i=1

εig(φhEi, Ei)

= −α
2n+1∑
i=1

εig(φEi, φEi) + εiİz(φh), İz(φh) = 0

= −α
2n∑
i=1

εi, φξ = 0

şeklinde bulunur. Ayrıca, φA tensörünün izi

İz(φA) =
2n+1∑
i=1

εig(φAEi, Ei) =
2n+1∑
i=1

εig(αφ3Ei + φ2hEi, Ei)

=
2n+1∑
i=1

εig(−αφEi − hEi, Ei)

= −α
2n+1∑
i=1

εi [g(φEi, Ei)− g(hEi, Ei)] , İz(h) = 0

= 0

dır.

Örnek 3.1.1 R31 uzayının standart koordinat sistemi (u, v, z) olmak üzere, 3-boyutlu

M ⊂ R31 manifoldu,

M =
{

(u, v, z) ∈ R31 : z 6= 0
}
.

cümlesiyle tanımlansın. Ayrıca, M nin bir bazı

e1 = e2z
2 ∂

∂u
, e2 = e2z

2 ∂

∂v
, e3 =

∂

∂z

olsun. Ayrıca, aşağıdaki denklemlerin varlı̆gınıkabul edelim:

g =
1

e4z2
(
ε1du

2
i + ε2dv

2
)

+ εdz2, η = dz,
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φ(ξ) = 0, φ(e1) = e2, φ(e2) = −e1

φ2X = −X + η(X)e3, η(X) = εg(e3, X), η(e3) = g(e3, e3) = ε

g(φX, φY ) = g(X, Y )− εη(X)η(Y ), εi = g(ei, ei), i = 1, 2, 3.

Bu durumdaM üzerinde bir hemen hemen değme psödo-metrik yapısısağlanır. Böylece

yapının hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik olduğunu ispatlamak için dη = 0

ve dΦ = 2α (η ∧ Φ) denklemlerinin varlı̆gını göstermeliyiz. Burada dη = 0 olduğu

açıktır. Diğer yandan, Φ(e1, e2) = −εi ve bu durumun dı̧sındaki tüm Φij ler i ≤ j için

Φij = 0 dır. Bu nedenle,

Φ

(
∂

∂u
,
∂

∂v

)
= −εi

1

e4z2

ve

Φ = −εi
1

e4z2
(du ∧ dv)

dır. Buradan

dΦ = εi8z
1

e4z2
(du ∧ dv ∧ dz)

dır. O halde, η = dz ve son eşitlik göz önüne alınırsa

dΦ = −εi8z (η ∧ Φ)

olup

α = −4z

şeklinde düzgün bir fonksiyondur. Bundan başka, bu yapıNφ = 0 denklemini sağladı̆gın-

dan üzerinde çalı̧sılan manifold alfa-kosimplektik psödo-metriktir.

Örnek 3.1.2 R2n+1p (u1, . . . , un, v1, . . . , vn, z) standart koordinat sistemi ve M ⊂ R2n+1p ,

M =
{

(u1, . . . , un, v1, . . . , vn, z) ∈ R2n+1 : z 6= 0
}
.

ile verilen (2n+ 1)-boyutlu bir psödo-metrik manifold olsun. Ayrıca, M nin bir global

bazını

Ui = 2z
∂

∂ui
, Vi = − 2

z3
∂

∂vi
, ξ =

∂

∂z
, i = 1, 2, . . . , n

ile tanımlayalım. Bundan başka, g metriğini

g =
1

4

n∑
i=1

(
εi

1

z2
du2i + εiz

6dv2i

)
+ εdz2, η = dz,
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şeklinde tanımlayalım. O halde,

φ

(
∂

∂ui

)
= − 1

z4
∂

∂vi
, φ

(
∂

∂vi

)
= z4

∂

∂ui
, φ(ξ) = 0,

olmak üzere, (φ, ξ, η, g) yapısıM bir hemen hemen değme psödo-metrik yapısıdır. Bu-

rada seçilen tüm Φij ler Φii = εig
(
φ
(

∂
∂vi

)
, ∂
∂ui

)
=
z2

4
hariç hepsi özdeş olarak sıfırdır.

Böylece

Φ =
z2

4
εi

n∑
i=1

(dui ∧ dvi),

olduğundan dΦ dı̧s türevi

dΦ =
1

2
z(du ∧ dv ∧ dz)

elde edilir. Bu nedenle, manifold üzerinde α(z) =
1

16z
ile verilen bir α(z) düzgün

fonksiyonu vardır. Burada Nφ sıfırdan farklı olduğundan manifold yapısıbir hemen

hemen yapıdadır.

3.2 BazıEğrilik Şartları

Bu kısımda, hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik manifoldlar için temel eğrilik

özellikleri ayrıntılıbir şekilde incelenmi̧stir. Bu kısımda elde edilen denklemler son iki

kısımın ispatlarında oldukça önemli bir yere sahiptir.

Önerme 3.2.1 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. Bu durumda M üzerinde keyfi X ve Y vektör alanlarıiçin,

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (3.37)

+(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y

ve

R(X, Y )ξ = (∇YA)X − (∇XA)Y (3.38)

eşitlikleri geçerlidir.
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İspat: (3.7) denklemi ve R eğrilik tensörü tanımından

R(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ

= ∇X(−αφ2Y − φhY )−∇Y (−αφ2X − φhX)

− (−αφ2 [X, Y ]− φh [X, Y ])

= −α∇Xφ
2Y −∇XφhY + α∇Y φ

2X +∇Y φhX

+ αφ2 [X, Y ] + φh [X, Y ]

yazılır. Burada ∇X(−αφ2Y − φhY ) kovaryant türev ifadesini açarsak

∇X∇Y ξ = α∇XY − αη(∇XY )ξ − α2εg(X, Y )ξ + αεg(Y, φhX)

−α2Xη(Y ) + αη(Y )φhX − φh(∇XY )−∇XφhY

bulunur. Benzer olarak, ∇Y∇Xξ ifadesi

∇X∇Y ξ = α∇YX − αη(∇YX)ξ − α2εg(Y,X)ξ + αεg(X,φhY )

−α2Y η(X) + αη(X)φhY − φh(∇YX)−∇Y φhX

elde edilir. Ayrıca, ∇[X,Y ]ξ ifadesi de

∇[X,Y ]ξ = α∇XY − α∇YX − φh(∇XY ) + φh(∇YX)

−αεη(∇XY )ξ + αεη(∇YX)ξ

şeklindedir. Burada η(X) = εg(ξ,X) alınmı̧stır. O halde, gerekli düzenlemeler ve

sadeleştirmeler yapıldı̆gında (3.37) eşitliği elde edilir. (3.37) denkleminin bir sonucu

olarak A = −∇ξ olmak üzere, (3.38) denklemine kolayca ulaşılır.

Önerme 3.2.2 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. Bu durumda M üzerinde keyfi X ve Y vektör alanlarıiçin,

R(X, ξ)ξ = α2φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X (3.39)

(∇ξh)X = −φR(X, ξ)ξ − α2φX − 2αhX − φh2X (3.40)

R(X, ξ)ξ − φR(φX, ξ)ξ = 2
[
α2φ2X − h2X

]
(3.41)

eşitlikleri geçerlidir.
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İspat: Hipotez gereğince (3.37) denkleminde Y yerine ξ yazarsak

R(X, ξ)ξ = α2 [η(X)ξ − η(ξ)X]− α [η(X)φhξ − η(ξ)φhX] (3.42)

+(∇ξφh)X − (∇Xφh)ξ

bulunur. Burada (∇ξφh)X ve (∇Xφh)ξ kovaryant türevlerini sırasıyla, hesaplarsak

(∇ξφh)X = φ(∇ξh)X

ve

(∇Xφh)ξ = h2X − φhX

yazılır. Bulunan bu son iki ifade (3.42) denkleminde kullanılırsa (3.39) denklemine

ulaşılır. M üzerinde Jakobi operatörü her keyfiX vektörü için

l(X) = ∇X∇ξξ −∇ξ∇Xξ −∇[X,ξ]ξ

= R(X, ξ)ξ

şeklinde tanımlıdır. l(X) operatörüne soldan φ tensör alanınıtatbik edersek

φl(X) = −α2φX − 2αhX − φh2X − (∇ξh)X + η((∇ξh)X)ξ (3.43)

elde edilir. Bu son eşitlikte

η((∇ξh)X)ξ = εg((∇ξh)X, ξ)

= εg(X, (∇ξh)ξ)

= 0

dır. Böylece (3.43) denkleminden ∇ξh çekilirse (3.40) denklemi aşikardır. Bundan

başka, (3.39) denkleminde X yerine φX seçilirse

R(φX, ξ)ξ = α2φ3X + 2αφhφX − h2φX + φ(∇ξh)φX (3.44)

bulunur. (3.39) ve (3.44) denklemlerinin yardımıyla

lX − φlφX = 2α2φ2X − 2h2X + φ(∇ξh)X + φ3(∇ξh)X

= 2α2φ2X − 2h2X

sonucuna ulaşılır.
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Önerme 3.2.3 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. Bu durumda M üzerinde keyfi X ve Y vektör alanlarıiçin,

S(X, ξ) = −2nα2η(X)− (div(φh))X (3.45)

S(ξ, ξ) = İz(l) = −
[
2nα2 + İz(h2)

]
(3.46)

div ξ = 2αn, div η = −2nαε, (3.47)

önermeleri sağlanır.

İspat: İlk olarak, M üzerinde lokal φ-bazı olarak adlandırılan {E1, · · · , E2n, ξ} =

{e1, · · · , en, φe1, · · · , φen, ξ} cümlesini göz önüne alalım. Ricci eğrilik tensörü yardımıyla

(3.37) denklemi düşünüldüğünde

S(X, ξ) =
2n+1∑
i=1

εig(R(Ei, X)ξ, Ei)

=
n∑
i=1

εig(R(ei, X)ξ, ei) +
n∑
i=1

εi+ng(R(φei, X)ξ, φei)

+ε2n+1g(R(ξ,X)ξ, ξ)

yazılır. Burada yukarıdaki denklemin son ifadesi olan

ε2n+1g(R(ξ,X)ξ, ξ) = 0

dır. O halde,

S(X, ξ) = −2nα2η(X) + αη(X)

[
n∑
i=1

[εig(φhei, ei) + εi+ng(φhφei, φei)]

]

+
n∑
i=1

[εig((∇Xφh)ei, ei) + εi+ng((∇Xφh)φei, φei)]

−
n∑
i=1

[εig((∇eiφh)X, ei) + εi+ng((∇φeiφh)X,φei)]

elde edilir. M üzerinde diverjans operatörü div(φh)

div(φh) =
2n+1∑
i=1

εig((∇Eiφh)X,Ei)
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olmak üzere,

S(X, ξ) = −2nα2η(X)−
2n+1∑
i=1

εig(R(Ei, X)ξ, Ei)

= −2nα2η(X)− (div(φh))X

sonucuna ulaşılır. Burada İz(φh) = 0 olduğundan

n∑
i=1

[εig(φhei, ei) + εi+ng(φhφei, φei)] = 0

dır. Böylece (3.45) denkleminin ispatı tamamlanır. Ayrıca, (3.45) denkleminde X

yerine ξ yazarsak

S(ξ, ξ) = −2nα2 − (div(φh))ξ (3.48)

elde edilir. Burada diverjans tanımından

(div(φh))ξ =
2n+1∑
i=1

εig((∇Eiφh)ξ, Ei)

=
2n+1∑
i=1

[
εig((h2Ei, Ei)− εig(φhEi, Ei)

]
=

2n+1∑
i=1

εig((h2Ei, Ei)

= İz(h2)

olup, (3.48) denklemi

S(ξ, ξ) = −2nα2 − İz(h2)

haline döni̧sür. Burada S(ξ, ξ) = İz(l) olduğu açıktır. Bu ispat ayrıca kesit eğriliğinin

tanımından da verilebilir. M üzerinde tekrardan {e1, · · · , en, φe1, · · · , φen, ξ} ile verilen

φ-bazınıgöz önüne alırsak sırasıyla, {ξ, ei} ve {ξ, φei} dejenere olmayan düzlemlerinde

yatan kesit eğrilikleri

K(ξ, ei) = εεiR(ξ, ei, ξ, ei) = εεig(l(ei), ei)

ile

K(ξ, φei) = εεiR(ξ, φei, ξ, φei) = −εεig(φlφ(ei), ei)
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ile tanımlıdır. Burada tüm indisler i = 1, · · ·n için εi = g(ei, ei) = g(φei, φei) = ±1 dır.

Böylece

lX − φlφX = 2
(
α2φ2X − h2X

)
ve yukarıdaki kesit eğriliği denklemlerinden

S(ξ, ξ) =
n∑
i=1

R(ξ, ei, ξ, ei) +

n∑
i=1

R(ξ, φei, ξ, φei)

= ε

n∑
i=1

εi [K(ξ, ei) +K(ξ, φei)]

=

n∑
i=1

g(l(ei)− φlφ(ei), ei)

= −2nα2 − İz(h2)

bulunur. Bunlara ilaveten,

div η = −İz(∇η) = δη = −
n∑
i=1

{(∇eiη)ei + (∇φeiη)φei}

olduğunu biliyoruz. Öncelikle diverjans tanımından

div ξ = İz(∇ξ) =
n∑
i=1

εi [g(∇eiξ, ei) + g(∇φeiξ, φei)]

= α
n∑
i=1

εi [g(ei − φhei, ei) + g(φei − φhφei, φei)]

= 2αn

yazılır. Son olarak, div η tanımından

div η = −İz(∇η) = −ε div ξ

bulunur. Yukarıdaki eşitlikte div ξ değeri yerine yazılırsa

div η = −2nαε

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanır.

3.3 BazıParalellik Şartları

Bu kısımda üzerinde çalı̧stı̆gımız hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik mani-

foldlar için bazıözel paralel tensör alanlarıaraştırılmı̧stır.
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Önerme 3.3.1 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. O halde, φh tensör alanının eta-paralel olmasıdurumunda keyfi

vektör alanlarıiçin

(∇Xφh)Y = η(X)
[
lY − α2φ2Y − 2αφhY + h2Y

]
(3.49)

−η(Y )
[
αφhX − h2X

]
− εg(Y, αφhX − h2X)ξ

denklemi sağlanır.

İspat: Kabul edelim ki, φh tensör alanıeta-paralel olsun. O zaman her keyfiX vektör

alanıiçin

XT = X − η(X)ξ

olmak üzere, φh tensör alanının eta-paralellik tanımından

g((∇XTφh)Y T , ZT ) = 0

g(
(
∇X−η(X)ξφh

)
(Y − η(Y )ξ), Z − η(Z)ξ) = 0

yazılır. Burada gerekli hesaplamalar yapıldı̆gında

g((∇Xφh)Y, Z)− η(X)g((∇ξφh)Y, Z)− η(Y )g((∇Xφh) ξ, Z)

−η(Z)g((∇Xφh)Y, ξ) + η(X)η(Y )g((∇ξφh) ξ, Z) + η(Y )η(Z)g((∇Xφh) ξ, ξ)

+η(Z)η(X)g((∇ξφh)Y, ξ)− η(X)η(Y )η(Z)g((∇ξφh) ξ, ξ) = 0

bulunur. Bu son denklem sadeleştirildiğinde

g((∇Xφh)Y, φ2Z) = −η(X)g((∇ξφh)Y, Z)− η(Y )g((∇Xφh) ξ, Z)

haline indirgenir. Yukarıdaki denklem (3.7) ve (3.9) denklemleri yardımıyla

(∇Xφh)Y = −η(Y )
[
αφhX − h2X

]
+ η(X) (∇ξφh)Y

+ε [g(hY, hX)ξ + αg(φY, hX)ξ]

yazılır. Burada (∇ξφh)Y = φ(∇ξh)Y eşitliği sağlandı̆gından yukarıdaki denklem düzen-

lenirse (3.49) eşitliğine ulaşılır. Bu da ispatıtamamlar.

Önerme 3.3.2 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. O halde, h tensör alanıeta-paralellik şartınısağlarsa keyfivektör

alanlarıiçin
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(∇Xh)Y = η(X)(∇ξh)Y − η(Y )
[
αhX + φh2X

]
(3.50)

−εg(Y, αhX + φh2X)ξ,

denklemi geçerlidir.

İspat: Farz edelim ki, h tensör alanıeta-paralel olsun. Önerme 3.3.1 de kullanılan

metodoloji ile

g((∇Xh)Y, Z)− η(X)g((∇ξh)Y, Z)− η(Y )g((∇Xh) ξ, Z)

−η(Z)g((∇Xh)Y, ξ) + η(X)η(Y )g((∇ξh) ξ, Z) + η(Y )η(Z)g((∇Xh) ξ, ξ)

+η(Z)η(X)g((∇ξh)Y, ξ)− η(X)η(Y )η(Z)g((∇ξh) ξ, ξ) = 0

bulunur. Buradan

g((∇Xh)Y,−φ2Z)− η(X)g((∇ξh)Y, Z)− η(Y )g((∇Xh) ξ, Z) = 0

yazılır. Bu son ifade Z ye göre çekilirse

(∇Xh)Y = −η(X)
[
φlY + α2φY + 2αhY + φh2Y

]
−η(Y )

[
−αφ2hX + φh2X

]
+ εg((∇Xh)Y, ξ)ξ

elde edilir Yukarıdaki denklem düzenlenirse istenen sonuç olan (3.50) denklemi elde

edilir.

Teorem 3.3.1 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. O halde, φh tensör alanının eta-paralel olmasıdurumunda keyfi

vektör alanlarıiçin

R(X, Y )ξ = η(Y )lX − η(X)lY (3.51)

denklemi geçerlidir.

İspat: Hipotezden dolayı(3.37) denklemi yardımıyla

R(X, Y )ξ = α2η(X)Y − α2η(Y )X − αη(X)φhY + αη(Y )φhX

−η(X) (∇ξφh)Y + η(Y ) [αφhX − h2X] + εg(Y, αφhX − h2X)ξ

+η(Y ) (∇ξφh)X − η(X) [αφhY − h2Y ]− εg(X,αφhY − h2Y )ξ

bulunur. Yukarıdaki denklem düzenlenirse
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R(X, Y )ξ = −η(X)lY + η(Y )lX + η(X)α2φ2Y

−η(Y )α2φ2X + η(X)α2Y − η(Y )α2X

haline dönüşür. Bu da sadeleştirmeyle birlikte istenen sonuçtur.

Teorem 3.3.2 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. O halde, φh tensör alanının eta-paralel olmasıdurumunda M

üzerinde ξ vektör alanıRicci operatörünün bir özvektörüdür.

İspat: {e1, . . . , e2n, ξ} cümlesi tanjant uzayın keyfibir noktasındaki bir ortonormal baz

olsun. Bu durumda (3.51) denkleminin her iki tarafıZ vektör alanıile iç çarpılır ve

X = Z = ei, 1 ≤ i ≤ 2n+ 1 için, (3.51) denklemine kontraksiyon uygulanırsa

2n+1∑
i=1

εig(R(ei, Y )ξ, ei) =
2n+1∑
i=1

εi [η(Y )g(lei, ei)− η(ei)g(lY, ei)]

elde edilir. Burada Y yerine ξ alındı̆gında

S(ξ, ξ) =
2n+1∑
i=1

εig(lei, ei)

bulunur. Q Ricci operatörünün tanımından

Qξ = İz(l)ξ

yazılır. Bu da ispatıtamamlar.

Önerme 3.3.3 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. O zaman M üzerinde τ torsiyon tensör alanı

τX = 2∇Xξ

dır.

İspat: τ tensör alanının tanımı

(Lξg)(X, Y ) = Lξg(X, Y ) + g(LξX, Y )− g(X,LξY )

şeklindedir. Buradan
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(Lξg)(X, Y ) = g(−αφ2X − φhX, Y ) + g(X,−αφ2Y − φhY )

= 2g(−αφ2X − φhX, Y )

yazılır. Böylece her keyfiX vektör alanıiçin τX = −2A = 2∇Xξ elde edilir.

Önerme 3.3.4 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. Bu durumda τ tensör alanıeta-paralel olduğunda

(∇Xφh)Y = η(X) (∇ξφh)Y − η(Y )φh (∇Xξ) + εg ((∇Xφh) ξ, Y ) ξ (3.52)

eşitliği geçerlidir.

İspat: τ tensör alanının eta-paralellik tanımından

g((∇XT τ)Y T , ZT ) = 0

dır. XT = X − η(X)ξ olmak üzere, yukarıdaki eşitlik

(∇Xτ)Y = η(X)(∇ξτ)Y + η(Y )(∇Xτ)ξ + g ((∇Xτ)Y, ξ) ξ (3.53)

şeklinde yazılabilir. Buradan

(∇Xτ)Y = −2αη(Y )∇Xξ − 2αη(Y )g(∇Xξ, Y )ξ − 2 (∇Xφh)Y (3.54)

bulunur. Bu son eşitlikte Y = ξ alınırsa

(∇Xτ)ξ = −2α∇Xξ + 2φh∇Xξ (3.55)

elde edilir. Ayrıca,

(∇ξτ)Y = −2 (∇ξφh)Y (3.56)

dır. Burada (3.55) ve (3.56) eşitlikleri (3.53) ve (3.54) eşitliklerinde yerine yazılır,

bulunan denklemler birbirlerine eşitlenirse (3.52) denklemine ulaşılır. Böylece ispat

tamamlanır.

Teorem 3.3.3 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. O zaman M üzerinde τ tensör alanıeta-paralel olduğunda ξ

vektör alanıRicci operatörünün bir özvektörüdür.
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İspat: İlk olarak, (3.52) denklemini göz önüne alalım. Bu durumda (∇Y φh)X −

(∇Xφh)Y farkı

(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y = η(Y ) (∇ξφh)X − η(X)φh (∇Y ξ) + εg ((∇Y φh) ξ,X) ξ(3.57)

−η(X) (∇ξφh)Y + η(Y )φh (∇Xξ)− εg ((∇Xφh) ξ, Y ) ξ

şeklinde yazılır. (3.57) düzenlenirse

(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y = η(Y ) (∇ξφh)X − η(X)φh∇Y ξ (3.58)

−η(X) (∇ξφh)Y + η(Y )φh∇Xξ

bulunur. (3.37), (3.40) ve (3.58) denklemleri birlikte ele alınırsa

R(X, Y )ξ = (∇Y φh)X − (∇Xφh)Y + α2 [η(X)Y − η(Y )X]

−α [η(X)φhY − η(Y )φhX]

= η(Y )
[
−φ2lX − α2φ2X − 2αφhX − φ2h2X

]
−η(X)

[
−φ2lY − α2φ2Y − 2αφhY − φ2h2Y

]
−η(X)φh(−αφ2Y − φhY ) + η(Y )φh(−αφ2X − φhX)

+α2η(X)Y − α2η(Y )X − αη(X)φhY + αη(Y )φhX

elde edilir. Bu son denklem düzenlenir ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa (3.51) den-

klemine ulaşılır. Burada Q Ricci operatörünün tanımının kullanılmasıyla ispat tamam-

lanır.

Teorem 3.3.4 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. Bu durumda h tensör alanı eta-paralel ve ∇ξh = 0 şartları

birlikte sağlanıyorsa h nın karakteristik değerleri sabittir.

İspat: h nın bir karakteristik birim vektör alanıW ∈ D, h(W ) = µW eşitliğiyle ver-

ilsin. Burada µ fonksiyonu, W vektör alanına kaŗsılık gelen karakteristik bir fonksiy-

onudur. O halde, her W ∈ D için (3.50) denklemi

g((∇Xh)W,W ) = η(X)g((∇ξh)W,W ) (3.59)

= η(X)ξ(µ)

şeklindedir. Ayrıca,
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g((∇Xh)W,W ) = X(µ) (3.60)

dır. Bu son iki denklem birbirine eşitlenirse

X(µ) = η(X)ξ(µ)

bulunur. Buradan herhangi bir vektör alanıiçin

dµ = η ⊗ ξ(µ)

yazılır. Bundan başka, ∇ξh = 0 olduğundan

g((∇ξh)W,W ) = 0 = ξ(µ)

dır. Böylece bu son üç denklemden dolayıdµ = 0 olup, bu sonuç teoremin ispatını

tamamlar.

Teorem 3.3.5 (2n+1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-

metrik manifold olsun. Bu durumda τ tensörü devirli eta-paralel şartınısağladı̆gında ξ

vektör alanıRicci operatörünün bir özvektörüdür.

İspat: Öncelikle devirli eta-paralel şartından dolayıM üzerinde

0 = g((∇XT τ)Y T ,W T ) + g((∇Y T τ)W T , XT ) + g((∇WT τ)XT , Y T )

denklemi geçerlidir. İspatıgerçekleştirmek için yukarıdaki üç ifadeyi hesaplamalıyız.

Burada

g((∇XT τ)Y T ,W T ) = g((∇Xτ)Y,W )− η(X)g((∇ξτ)Y,W ) (3.61)

−η(Y )g((∇Xτ)ξ,W )− η(W )g((∇Xτ)Y, ξ)

yazılır. Ayrıca, (3.53), (3.54), (3.55) ve (3.56) denklemleri ve basit hesaplamalarla elde

edilen

g((∇ξτ)Y, ξ) = 0, g((∇Xτ)ξ, ξ) = 0, g((∇ξτ)ξ, ξ) = 0

denklemler birlikte hesaba katılırsa (3.61) yardımıyla devirli toplam

⊕
X,Y,W

g((∇Xτ)Y,W )− η(X) ⊕
Y,W,ξ

g((∇Y τ)W, ξ)

−η(Y ) ⊕
W,X,ξ

g((∇W τ)X, ξ)− η(W ) ⊕
X,Y,ξ

g((∇Xτ)Y, ξ) = 0
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elde edilir. Burada ⊕
X,Y,Z

, X, Y, Z devirli toplamıgöstermek üzere, yukarıdaki denklem

⊕
X,Y,Z

g((∇Xφh)Y,W )− η(X) [g((∇ξφh)Y,W ) + g((∇Y φh)W, ξ)

−g(φh(∇W ξ), Y )]− η(Y ) [g((∇ξφh)W,X) + g((∇Wφh)X, ξ)

−g(φh(∇Xξ),W )]− η(W ) [g((∇Xφh)Y, ξ) + g((∇ξφh)X, Y )

−g(φh(∇Y ξ), X)] = 0

haline indirgenir. Bu son eşitliğin her iki tarafına Y ve W ya göre kontraksiyon uygu-

lanır ve sadeleştirilirse

η(X)
[
2nα2 + 3İz(h2) + İz(l)

]
− 2(div(φh))X = 0 (3.62)

bulunur. (3.45) denkleminin yardımıyla (3.62) denklemi Q Ricci operatörünün de kul-

lanılmasıyla

Qξ = −3
2

[
İz(h2) + 1

3
İz(l) + 2α2n

]
ξ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

3.4 Hemen Hemen Alfa-Kenmotsu Psödo-Metrik Yapılar

Bu kısım ise hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifoldlara adanmı̧stır. Özel-

likle, lokal simetri şartıaltında bazıbelirleyici sonuçlar elde edilmi̧stir.

Teorem 3.4.1 (2n+ 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-

metrik manifold olsun. O zaman M nin bir alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold

olabilmesi için gerek ve yeter şart her keyfiX veY vektör alanlarıiçin

(∇Xφ)Y, Z) = −α [εg(X,φY )ξ + η(Y )φX] (3.63)

denkleminin sağlamasıdır.

İspat: Hipotez gereğince öncelikle M nin bir alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold

olduğunu varsayalım. Bu durumda (3.16) denklemini ve N (0)(Y, Z) = 0 olduğunu

takiben ispat tamamlanır. Tersine olarak, M nin hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-

metrik manifold olduğunu farz edelim. (3.63) denkleminde Y yerine ξ aldı̆gımızda
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∇Xξ = −αφ2X denklemini verir. O zaman

dη(X, Y ) = εX(g(Y, ξ))− εY (g(X, ξ))− η([X, Y ])

= εg(Y,∇Xξ) + εg(∇XY, ξ)− εg(X,∇Y ξ)− εg(ξ,∇YX)− η([X, Y ])

= εαg(X,φ2Y )− εαg(Y, φ2X)

= 0

elde edilir. Diğer yandan, (3.63) denklemi ve dΦ tanımıbirlikte hesaba katılarak

dΦ(X, Y, Z) = g(∇XφZ, Y )− g(∇Y φZ,X) + g(∇ZφY,X)

+g(∇ZX,φY ) + g([X,Z] , φY )− g([Y, Z] , φX)

= 2αη(Z)g(X,φY ) + 2αη(X)g(Y, φZ)− 2αη(Y )g(X,φZ)

denkleminden

dΦ(X, Y, Z) = 2α (η ∧ Φ) (X, Y, Z)

bulunur. Son olarak, (3.7) denkleminde h∗ = −φh alalım. O halde, (3.7) ve ∇Xξ =

−αφ2X denklemleri birlikte düşünülürse

h∗ = h = 0

elde edilir. Böylece (3.1) ve (3.63) denklemleri kullanılarak

Nφ(X, Y ) = φ2[X, Y ] + [φX, φY ]− φ[φX, Y ]− φ[X,φY ]

= −φ(∇XφY ) + φ2(∇YX) + φ(∇Y φX)− φ2(∇YX)

+∇φXφY − φ(∇φXY ) + φ(∇φYX)−∇φY φX

= −αφ (εg(φX, Y )ξ − η(Y )φX) + αφ (εg(φY,X)ξ − η(X)φY )

−α
(
εg(φ2Y,X)ξ − η(X)φ2Y

)
+ α

(
εg(φ2X, Y )ξ − η(Y )φ2X

)
= 0

sonucuna ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.4.2 (2n+ 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-

metrik manifold ve h = 0 olsun. Bu taktirde, M manifoldu Mξ ×f M̃ olacak şekilde
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lokal bir katlıçarpımla ifade edilir. Burada M̃ bir hemen hemen Kaehler manifold, t

koordinatıile verilen açık aralık Mξ ve bazıc pozitif sabitleri için f = ceαt dir.

İspat: İlk olarak, D sembolü ile ξ vektör alanına dik olan dağılımıgösterelim. Yani,

D = ker η = Imφ

dır. KeyfiX ∈ D için h = 0 olduğunda (3.7) denkleminden

∇Xξ = αX

yazılır. M̃ ve ∇̃ sırasıyla, D değme dağılımının integral manifoldu ve M̃ nin Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman her X, Y ∈ D için M̃ den M ye bir psödo-Riemann

immersiyonunun ikinci temel formu B(X, Y )

η(B(X, Y )) = η(∇XY − ∇̃XY ) = −g(∇Y ξ,X) = −αg(X, Y )

ile tanımlıdır. Böylece M̃ manifolduM nin bir total umbilik altmanifoldu olup ortalama

eğrilik fonksiyonu

H = −αεξ

ile verilir. (3.7) denklemini takiben ∇ξξ = 0 olduğu açıktır. O halde, Mξ ξ vektör

alanının bir integral eğrisi olmak üzere, M manifoldu Mξ ×g M̃ olacak şekilde lokal bir

katlıçarpım uzayıdır. Biliyoruz ki, H ortalama vektör alanı, π izdüşüm fonksiyonu

π : Mξ ×f M̃ →Mξ

bir psödo-Riemann submersiyon olmak üzere, − 1
f

grad f ile ilgili bir π izdüşüm fonksiy-

onudur (Besse 1987). Başka bir deği̧sle,

αεfξ = grad f

dır. Burada lokal olarak t koordinatlıξ = ∂
∂t
ile gösterilsin. Tanım 47 de verilen ifadeden

dolayıg(ξ, ξ) = ε dır (O’neill 1983). Buradan grad(f) = αε∂f
∂t
∂t yazılır. Bu denklemin

çözümünden pozitif sabit c ler için f = ceαt bulunur. Son olarak, D değme dağılımının

φ kısıtlamasında kompleks yapısınıJ ile sembolize edersek basit bir hesabın ardından

(M̃, J) nin bir hemen hemen Kaehler manifoldu olduğunu görebiliriz.
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Önerme 3.4.1 M , D değme dağılımının integral altmanifoldlarıKaehler olacak şek-

ilde bir hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold olsun. O zaman, M nin

alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold olmasıiçin gerek ve yeter şart ∇ξ = −αφ2 den-

kleminin sağlamasıdır.

İspat: Bu ispatın Riemann durumu Pastore ve Dileo tarafından verilmi̧stir (Pastore

and Dileo 2007). Benzer yolla yapılabilir.

Önerme 3.4.2 M, bir lokal simetrik hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-metrik mani-

fold olsun. O halde, ∇ξh = 0 dır.

İspat:Bu ispatın Riemann durumu da aynıyazarlar tarafından ele alınmı̧stır (Pastore

and Dileo 2007). Benzer olarak, psödo-Riemann durumu da gösterilebilir.

Önerme 3.4.3 (2n+ 1)-boyutlu birM manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-

metrik manifold olsun. Bu durumda

(i) D dağılımının integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapıdadır,

(ii) D dağılımının integral altmanifoldunun total umbilik olmasıiçin gerek ve yeter

koşul h = 0 olmasıdır.

İspat:Bu ispatın psödo-Riemann durumu da aynı Riemann durumunun ispatı gibi

yapılabilir (Kim and Pak 2005).

Teorem 3.4.3 (2n+ 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-

metrik manifold olsun. Bu durumda D değme dağılımının integral manifoldları

H = −αεξ ortalama eğrilik vektör alanıile verilen bir hemen hemen Kaehler manifold-

lardır. Ayrıca, D nin integral manifoldlarının total umbilik olmasıiçin gerek ve yeter

şart h = 0 olmasıdır.

İspat: M̃ ve ∇̃ sırasıyla, D değme dağılımının integral manifoldu ve M̃ nin Levi-

Civita konneksiyonu olsun. O zaman M̃ −→ M psödo-Riemann immersiyonunu göz

önüne alalım. M̃ den M ye bir psödo-Riemann immersiyonunun ikinci temel formu

B(X, Y ) olmak üzere,

g(B(X, Y ), ξ) = g(∇XY − ∇̃XY, ξ) = −g(Y, αX − φhX)
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ve

B(X, Y ) = −εg(Y, αX − φhX)ξ

şeklinde tanımlıdır. Böylece M̃ manifoldunun M nin total umbilik bir altmanifoldu

olması için gerek ve yeter koşulun h = 0 olması gerektiğini biliyoruz. Bu nedenle,

B(X, Y ) = −εαg(Y,X)ξ elde edilir. H ortalama eğrilik vektör alanının tanımından

H = −αεξ bulunur.

Teorem 3.4.4 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu lokal simetrik hemen hemen alfa-

Kenmotsu psödo-metrik manifold olsun. O zaman, aşağıdaki önermeler denktir:

(i) M bir alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold,

(ii) h = 0.

Ayrıca, bu şartlardan herhangi biri sağladı̆gında M2n+1 manifoldu K = −α2ε kesit

eğriliğine sahiptir. Bu nedenle, D değme dağılımının integral manifoldu bir Kaehler

manifold ve K = 0 dır.

İspat: (i) ⇒ (ii). M nin bir alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold olduğunu kabul

edelim. O zaman keyfiX vektör alanıiçin (3.63) denkleminden ∇Xξ = −αφ2X yazılır.

Belirtmeliyiz ki,

h∗ = −φh = 0⇔ h = 0

önermesinin sağlandı̆gınıbiliyoruz. Böylece (3.63) denklemi ile ∇Xξ = −αφ2X den-

klemi kaŗsılaştırılırsa h = 0 elde edilir. (ii)⇒ (i). M, h = 0 ile verilen bir hemen hemen

alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold olsun. O halde,

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]

yazılır. Buradan keyfiX, Y,W vektör alanlarıiçin

(∇WR)(X, Y )ξ = (∇WR)(X, Y )ξ −R(∇WX, Y )ξ −R(X,∇WY )ξ −R(X, Y )∇W ξ

= −αR(X, Y )W + α3ε [g(X,W )Y − g(Y,W )X]

bulunur. Hipoteze göreM lokal simerik olduğundan ∇R = 0 olup, yukarıdaki eşitlikten

R(X, Y )W = −α2ε [g(Y,W )X − g(X,W )Y ] (3.64)

olduğu görülür. Burada α 6= 0 olduğu açıktır. Böylece M, K = −α2ε kesit eğriliğine

sahiptir. Bundan başka, M̃ ve ∇̃ sırasıyla, D değme dağılımının integral manifoldu ve M̃
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nin Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere, M̃ −→ M psödo-Riemann immersiyonunu

göz önüne alalım. M̃ den M ye bir psödo-Riemann immersiyonunun ikinci temel formu

B(X, Y )

B(X, Y ) = −εαg(Y,X)ξ

ile tanımlıdır. Başka bir deği̧sle, M̃ nın M üzerinde bir total umbilik altmanifoldu

yukarıdaki denklemi sağlar. R̃ da M̃ nin Riemann eğrilik tensörü olmak üzere, her

X, Y, Z ∈ D için

R(X, Y )W = R̃(X, Y )W − α2ε [g(Y,W )X − g(X,W )Y ] (3.65)

bulunur. (3.64) ve (3.65) denklemlerinden R̃ = 0 elde edilir. Dolayısıyla M̃ flat ve

M̃ nin kesit eğriliği K = 0 dır. Bu ise M̃ nin flat Kaehler manifold olduğu anlamına

gelir. Böylece ∇ξ = −αφ2 ⇔ h = 0 olduğunu hatırlatarak Önerme 3.4.1 göz önüne

alındı̆gındaM bir alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold olur. Bunlara ilaveten, (i) veya

(ii) koşullarıbir M lokal simetrik hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold

için sağlarsa yukarıdaki ifadelerden M nin K = −α2ε kesit eğriliğine sahip olduğunu

söyleyebiliriz. Bu nedenle, D değme dağılımının integral manifoldu K = 0 ile verilen

bir Kaehler manifoldudur.

Önerme 3.4.4 (2n+ 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-

metrik manifold olsun. O zaman, M nin alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold olması

için gerek ve yeter şart D dağılımının integral altmanifoldlarının Kaehler ve h = 0

olmasıdır.

İspat: Benzer yolla, psödo-Riemann anlamındaki ispat, yazarların Riemann anlamı

durumunda öngördüğü şekilde yapılabilir (Kim and Pak 2005).

Teorem 3.4.5 Sabit K kesit eğriliği ile verilen (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen

alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold bir alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifold olup,

K = −α2ε dır.

İspat: M sabit K kesit eğrilikli (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-Kenmotsu

psödo-metrik manifold olsun. Bu ifade M nin lokal simetrik olduğunu gösterir. O
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halde, Önerme 3.4.2 den ∇ξh = 0 dır. Sabit kesit eğriliğinin tanımından

R(X, Y )ξ = εK [η(Y )X − η(X)Y ] (3.66)

denklemi, (3.37) eşitliği ile birlikte düşünülürse

0 = (εK + α2) (η(X)Y − η(Y )X) + αη(X)h∗Y (3.67)

−αη(Y )h∗X − (∇Y h
∗)X + (∇Xh

∗)Y

elde edilir. Burada h∗ = −φh dır. (3.67) denkleminde Y = ξ alırsak

0 = (εK + α2) (η(X)ξ −X)− h2X − 2αh∗X (3.68)

bulunur. Burada (∇ξh
∗)X = 0 dır. X ∈ D, λ özdeğeri ile verilen h nın bir özvektör

alanıolsun. O halde, (3.68) denklemi

0 = (εK + α2 + λ2)X − 2αλφX = 0

yazılır. Ayrıca, X ve φX lineer bağımsız olduğundan

εK + α2 + λ2 = 2αλ = 0, α 6= 0

olur. Buradan λ = 0 ve K = −α2ε elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.4.6 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu lokal simetrik hemen hemen alfa-

Kenmotsu psödo-metrik manifold olsun. O zaman aşağıdaki önermeler geçerlidir:

(i) Eğer Y, µ özdeğeri ile verilen h nın özvektörü ise K(ξ, Y ) = −ε(α2 + µ2),

(ii) Eğer Y, λ özdeğeri ile verilen h∗ ın özvektörü ise K(ξ, Y ) = −ε(α + λ)2,

(iii) D üzerinde h nın tüm özdeğerleri {±ρi : 1 ≤ i ≤ n} olmak üzere,

S(ξ, ξ) = −2
n∑
i=1

(α2 + ρ2i )

dır.

İspat: Önerme 3.4.2 ve (3.39) denkleminden

R(Y, ξ)ξ = α2φ2Y − 2αh∗Y − h2Y (3.69)

yazılır. Böylece

R(Y, ξ, Y, ξ) = −(α2 + µ2)g(X,X)
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bulunur. Burada Y, µ özdeğeri ile verilen h nın özvektörüdür. Buradan kesit eğriliği

tanımından (i) ispatlanır. Benzer olarak, (3.69) denkleminden

R(Y, ξ)ξ = −(α2 − 2αλ+ λ2)X

yazılır. Burada Y, λ özdeğeri ile verilen h∗ ın özvektörü olmak üzere, (ii) şıkkının ispatı

açıktır. Son olarak,M üzerinde hei = ρiei şartınısağlayan bir lokal {e1, · · · , en, φe1, · · · , φen, ξ}

bazınıgöz önüne alalım. O halde,

S(ξ, ξ) = ε
n∑
i=1

(K(ξ, ei) +K(ξ, φei))

= −2

n∑
i=1

(α2 + ρ2i ).

dır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.4.7 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu lokal simetrik hemen hemen alfa-

Kenmotsu psödo-metrik manifold olsun. Eğer φh veya h tensör alanlarıKodazzi şart-

larınısağlıyorsa bu durumda, her X, Y, Z vektör alanlarıiçin D dağılımın integral alt-

manifoldu total umbiliktir.

İspat: φh tensör alanıKodazzi şartınısağladı̆gından

(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y = 0

yazılır. Burada X yerine ξ alınırsa

lY = α
[
αφ2Y + φhY

]
(3.70)

bulunur. O halde, (3.70) denkleminden

−2h2Y = 0

elde edilir. Buradan h = 0 yazılır. Böylece, Önerme 3.4.3 yardımıyla ispat tamamlanır.

Benzer ispat h tensör alanıiçin de yapılabilir.
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4 TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu yüksek lisans tez çalı̧smasında, hemen hemen alfa-kosimplektik psödo-metrik man-

ifoldlar tanıtılarak, bazı paralel tensör alanları ve lokal simetri şartları altında bazı

sonuçlar elde edilmi̧stir. Bu çalı̧smadaki asıl amaç özellikle, lokal simetriyi, kesit eğrili

ğini ve skalar eğriliği kullanarak bu tür manifoldlar için sınıflandırma yapmaktır. Bul-

duğumuz sonuçlar literatüre bu alanla ilgili oldukça güzel sonuçlar katmı̧stır.

İlerideki çabamız, özellikle bu çalı̧smada kullandı̆gımız tensör koşullarına ek olarak,

tüm yarı-simetrik durumlar ve psödo-yarısimetrik durumlar için hemen hemen alfa-

kosimplektik veya hemen hemen alfa-Kenmotsu psödo-metrik manifoldlarıdaha genel

olarak incelemek şeklinde olacaktır. Ayrıca, alfanın düzgün bir fonksiyon olarak alın-

ması da düşünülebilir. Bundan başka, bu tür manifoldları (k, µ, ν)-uzaylarında in-

celemekte açık problemler arasında yer almaktadır. Başka bir deği̧sle, psödo-simetrik

ve psödo yarı-simetrik gibi özel tensör şartlarıaltında hemen hemen alfa-kosimplektik

psödo-metrik yapılar (k, µ, ν)-uzaylarında araştırılabilir.
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