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Bu tez calismasi U¢ bolimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak
genel bir literatiir bilgisine adanmistir. ikinci boliimde, gerekli temel tanimlar ve
kavramlar sunulmustur. Ugiincii boliimde, hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-
metrik manifoldlar incelenmistir. Bu bolim dort kisimdan olusmaktadir. Birinci
kisimda, hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik yapilarin temel Ozellikleri
verilmistir. ikinci kistmda, hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik yapilarin bazi
egrilik ozellikleri arastirilmistir. Ugiincii kisimda, belli bazi paralel tensor alanlarina
sahip hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-metrik yapilarla ilgili baz1 sonuclar elde
edilmistir. Son kisimda, hemen hemen alfa-Kenmotsu psddo-metrik yapilar tizerinde

bazi sonuglar bulunmustur.
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SIMGELER DiZiNi
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1 Giris

Degme metrik yapilar pek ¢ok yazar tarafindan ayrintili bir gekilde ele alinmigtir (Sasaki
and Hatakeyama 1962, Tanno 1968, Blair 1977, Duggal 1990). Bu ¢alisma alaninda elde
edilen en genig ve detayll aragtirmalar Blair (1977) ile baglamistir. 7, degme bir 1-form
ve ¢, bir psddo-Riemann metrigi olmak iizere, (1, g) yapisi bir degme psdédo-metrik
yap1 olarak adlandirilir. Bu yapr degme metrik yapimin dogal bir genellestirilmesidir.
Degme psodo-Riemann yapilarin fizik ile ilgisi Duggal (1990) ile vurgulanmigtir. Psodo-
Riemann metrikli degme yapilar ilk olarak, Sasakian durumuna odaklanarak Takahashi
(1969) tarafindan gahgilmigtir. Bu galigmanin ardindan ortaya konulan c¢aligmalarin
cogu Sasakian psédo-Riemann metrikli konularla ilgilidir (Duggal 1990, 1996). Ozel-
likle, (3,4r) isaretli Sasakian psodo-Riemann metrikler dogal olarak, negatif skalar egri-
likli boyutu 4r > 4 olan bir kuaterniyonik (M, g) Kaehler manifoldu iizerinde SO3-
demeti P(M) ile verilen Sasakian 3-yapilarin bir acgiklamasi anlaminda literatiirde yer
almiglardir (Konishi 1975, Tanno 1996). Diger yandan, genel degme psddo-metrik mani-
foldlar icin heniiz tam anlamiyla sistematik bir ¢aligma ortaya konulmamig durumdadir.
Iste bu ¢aligmanin temel baslagicim Calvaruso ve Perrone (2010) baglatmistir. Bu cahis-
mada h = %(ngb) (1,1)-tipli tensor alanmin rolii oldukga dnemlidir. Ayrica, yazarlar
bu ¢aligmada sabit kesit egrilikli degme psédo-metrik yapilar: siniflandirmiglardir. Bun-
dan bagka, Calvaruso (2011) calismasinda degme Lorentzian manifoldlar1 da ayrin-
tili olarak ele almistir. Uygulamariyla birlikte psodo-Riemann geometrisinin detaylar:

O’neil (1983) de verilmistir. Cogu yazarin ilham kaynagi bu ¢aligma olmustur.

Diger yandan, hemen hemen degme metrik manifoldlarin bir anolojisi olarak goriilen
Kenmotsu (1972) manifoldlarinin ortaya ¢ikmasindan sonra pek ¢ok yazar farkl geomet-
rik sartlar altinda bu tiir manifoldlar1 ¢ahigsmuglardir (Jun et al. 2005, Kim and Pak
2005). Ornek olarak, bu yazarlar Ricci yari-simetrik ve Weyl konformal yari-simetrik
sartlarini saglayan Kenmotsu manifoldlar1 igin bazi sonuglar elde etmigtir (Jun et al.
2005). Ayrica, hemen hemen alfa-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapilar
birlikte diigiiniilerek, hemen hemen degme metrik manifoldlarin bir alt sinifi olan hemen
hemen alfa-kosimplektik manifoldlar tanimlanmgtir (Kim and Pak 2005). Bir (2n+-1)-

boyutlu hemen hemen alfa-kosimplektik yapisi «, herhangi bir reel say1 ve ®, temel
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2-form olmak iizere, dn = 0 ve d® = 2a(n A ®) denklemleriyle verilmistir (Kim and
Pak 2005).

Diger yandan, De vd. (2009) cahgmasimda ¢-rekiirent Kenmotsu manifoldlarimi in-
celemisdir. Iyi bilindigi tizere bir Kenmotsu manifold her zaman bir hemen hemen
Kenmotsu manifold olmasina karsin bu énermenin tersi ille de dogru olmak zorunda
degildir. Son zamanlarda, Dileo ve Pastore (2007, 2009) baz: lokal simetri kogullarini,
eta-paralelligi ve baz1 6zel dagilimlarla verilen hemen hemen Kenmotsu manifoldlarini
caligmiglar ve ortaya ¢ok giizel sonuglar ¢ikarmiglardir. Bundan bagka, Dileo (2011)
hemen hemen Kenmotsu manifoldlarin genellegtirilmis baz klasik sonuglarini hemen
hemen alfa-Kenmotsu manifoldlar iizerinde incelemiglerdir. Ayrica, hemen hemen alfa-
Kenmotsu ve hemen hemen alfa kosimplektik manifoldlar Aktan vd. (2013), Oztiirk
vd. (2010, 2014) ve Oztiirk (2009, 2016) tarafindan da ¢aligilmistir.

Bu calismalarin 1s181nda, hemen hemen Kenmotsu psodo-metrik manifoldlarla ilgili bir
sistematik calisma veya siiflandirma heniiz tam olarak yapilamamig durumdadir. Ilk
sistemli simflandirma anlamindaki calisma Wang ve Liu (2014) tarafindan ele alinmigtir.
Bu ¢aligmada Riemann ve psédo durumlar: arasindaki benzerlikler ve farkliliklar ortaya
konulmustur. Ozellikle, hemen hemen lokal simetrik Kenmotsu psoédo-metrik manifold-

larla ilgili baz1 simflandirici teoremler verilmistir.

Bu yiiksek lisans tez calismasinda, hemen hemen Kenmotsu psodo-metrik manifoldlarin
genellestirilmesiyle elde edilen hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-metrik manifoldlar
tarafindan ortaya cikan geometri aragtirilmistir. Burada alfa fonksiyonu sabit bir reel
say1 olarak alinmigtir. Ayrica, da A n = 0 seklinde diizgiin bir fonksiyon olarak da
secilebilir. Hemen hemen alfa-Kenmotsu ve hemen hemen alfa-kosimplektik pstdo-
metrik manifoldlar incelenerek, Riemann ve psodo durumlar arasindaki farkliliklar ve

benzerlikler bulunmustur. Baz1 6zel durumlar i¢in simiflandirici sonuglar elde edilmigtir.

Ikinci boliimde, manifoldlar teorisi ile baglantili temel tanim ve kavramlar verilmistir.
Bu boliim dort kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, psddo-Riemann durumuyla
ilgili gerekli kavramlar tamtilmistir. Ikinci kisimda, hemen hemen degme yapilarm

temel kavramlar: sunulmustur. Uciincii kissmda, hemen hemen alfa-kosimplektik yapilar
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verilmigtir. Son kisim ise baz paralel tensorlerin tanitilmasina adanmistir. Bu paralel

tensor alanlariyla verilen belli baz1 manifoldlar i¢in baz sonuglar verilmigtir.

Uciincii boliimde, hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik manifoldlar ayrintil
bir gekilde incelenmistir. Bu boliim dort kisimdan olugsmaktadir. Birinci kisimda,
hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik yapilarin temel ozellikleri elde edilerek
Riemann ve psédo durumlar arasindaki farkliliklar ortaya cikarilmis ve aciklayic iki
ornekle izah edilmistir. Ikinci kissmda, hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik
yapilarin temel bazi egrilik 6zellikleri arastirilmistir. Uciincii kisimda, belli bazi paralel
tensor alanlarina sahip hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-metrik yapilar caligilmig
ve bazi sonuclar elde edilmigtir. Son kisim da ise hemen hemen alfa-Kenmotsu psédo-

metrik yapilar ele elinarak bazi siniflayici sonuglar bulunmustur.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamizda kullanacagimiz temel kavramlar verilmistir.

2.1 Psédo-Riemann Manifoldlar

Bu kisimda, pstdo-Riemann manifoldlar i¢in gerekli kavramlar sunulmustur.

Tanmim 2.1.1 Bir V reel vektor uzayi,
g:VxV-—R

doniigiimii yardimiyla her ¢1,co € R ve her v, v,z € V icin

(1) g(u,v) = g(v, u),

(17) g(cru + cav, 2) = c19(u, 2) + c29(v, 2),

g(u, crv + ca2) = c19(u, v) + c2g(u, 2)

sartlarin sagliyorsa g doniigiimiine V' {iizerinde bir simetrik bilineer form adi verilir
(O’neill 1983).
Tanim 2.1.2 Bir V reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer form g olmak {izere,
asagidaki ifadeler gecerlidir:

(1) Her w € V ve u # 0 igin g(u,u) > 0 ise g pozitif tanimhdir,

(77) Her uw € V ve u # 0 igin g(u,u) < 0 ise g negatif tanimhdir,

(17i) Her u € V i¢in g(u,u) > 0 ise g pozitif yari-tamimhdir,

(iv) Her u € V' ve u # 0 igin g(u,u) < 0 ise g negatif yari-tanimlidir
denir (O’neill 1983).
Tanim 2.1.3 V bir reel vektor uzay: ve g de V iizerinde simetrik bilineer form olsun.

O zaman 0 # £ € V olmak iizere, her u € V i¢in

g(u,§) =0

sart1 saglaniyorsa g ye V iizerinde dejenere adi verilir. Aksi halde, g ye dejenere degildir
denir. Basgka bir degisle, g nin dejenere olmamasi igin gerek ve yeter kosul her u € V'
icin

gu,v) =0=0v=0

dnermesinin saglanmasidir (Duggal 1996).



Tanmim 2.1.4 V bir reel vektor uzayi ve g de V iizerinde simetrik bilineer form olsun.
O zaman

G W XW —R

negatif taniml olacak sekilde maksimum boyutlu W altuzayinin boyutuna g nin indeksi

adi verilir ve v ile sembolize edilir (O’neill 1983).

Tanmim 2.1.5 V bir reel vektor uzay: ve g de V iizerinde simetrik bilineer form olsun.
O zaman

(i) j # k icin g(8;, 8;) = 0,

(1) 1 < j < picin g(B;,5;) =1,

(111) p+1 < j < p+wvicin g(B;, 8;) = -1,

(iv) ptv+1<j<n=p+ov+picn g(3;,5;) =0,
sartlarin saglayan V' nin bir {5,,..., 5, } baz1 mevcuttur (Duggal 1996).

Tanim 2.1.6 V reel vektor uzayi iizerinde dejenere olmayan simetrik bilineer forma V'
tizerinde bir psodo-Oklid metrigi veya skalar carpim adi verilir. Buna gére g, V iizerinde
bir ps6do-Oklid metrigi olmak iizere, (V, g) ikilisi de psédo-Oklid uzay1 (skalar carpim
uzay1) olarak adlandirihr. Eger g pozitif tanimli ise bu durumda g bir Oklid metrigidir
ve dolaysiyla (V, g) ikilisi de Oklid uzay1 olarak adlandirilir. Eger g nin indeksi v = 1
ise 0 zaman ¢ ye Lorentz (Minkowski) metrigi ve (V, g) ikilisine de Lorentz (Minkowski)
uzay1l denir. Bundan bagka, ¢ nin dejenere olmasi durumunda V uzayina g ye gore

dejenere (lightlike) vektor uzay: adi verilir (Duggal 1996).

Tamim 2.1.7 M, C* smifindan bir manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant uzay
T, M olmak tizere,

g, TyM xT,M — R
seklinde tanimlh simetrik, bilineer, dejenere olmayan ve sabit indeksli (0, 2)-tipli tensor

alanma M {izerinde bir metrik tensor alani adi verilir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.8 M, C*° smifindan bir manifold olsun. M manifoldu bir g metrik ten-
sor alani ile donatilmis ise M ye psodo-Riemann (yar-Riemann) manifoldu adi verilir

(O'neill 1983).



Tanim 2.1.9 Bir M psodo-Riemann manifoldu iizerinde g metrik tensér alaninin in-
deksine pstdo-Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile sembolize edilir. Eger
indeks v olarak alimirsa 0 < v < boyM dir. Ozel olarak, v = 0 secilirse her p € M icin
metrik tensor T,M iizerinde pozitif tamiml bir i¢ carpim oldugundan M bir Riemann
manifoldu olacaktir. Ayrica, boyM = n > 2 ve v = 1 durumunda ise o zaman M ye bir

Lorentz manifoldu adi verilir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.10 C* simmifindan n-boyutlu bir manifold M olsun. M iizerinde

D: M — T,M
p — D,CT,M
bi¢iminde verilen D doéniigiimiine r-boyutlu bir dagilim ve M iizerindeki tanjant demeti
[(TM) olmak tizere, X € I'(T'M) icin X, € D, oluyorsa X vektor alanina D ye aittir

denir. Eger her p € M i¢in D, tizerinde r tane dif.bilir lineer bagimsiz vektor alam

mevcutsa D ye dif.bilirdir adi verilir (Duggal 1996).

Tanim 2.1.11 C'*° siifindan n-boyutlu bir manifold M olsun. O zaman

p:Rx M" — M"
(t,p) — @:i(P)
doniigtimii
(1) Vt € Rigin, ¢, : P — ¢,(P) diffeomorfizm,
(i) Vt,s € Rve P e M" igin, ¢, J(P) = ¢, (p,(P)),
sartlarinm saglhyorsa ¢ ye M nin dif.bilir bir 1-parametreli grubu denir (Yano and Kon

1984).

Tanim 2.1.12 C*° smifindan n-boyutlu bir manifold M ve M {izerindeki bir vektor
alan1 X olmak ftizere, X ile gerilmis lokal doniistimlii bir 1-parametreli grup ¢, olsun.

O zaman, K bir tensor alani ve p € M icin
1
(LxK), = 1%; [Kp — (0 K),]

seklinde tanimlanan £ x K doniisiimiine X yoniinde K nin Lie tiirevi denir ve Lx K ile

gosterilir (Yano and Kon 1984).



Onerme 2.1.1 C* siufindan n-boyutlu bir manifold M olsun. £, M iizerinde taniml
bir X vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevi olmak tizere,
(1) Lx(Y®2Z)=(LxY)®Z+Y ® (LxZ), (Y ve Z herhangi tensor alanlari)
(16) Lxf = X(f), (f, K cismi tizerinde bir fonksiyon)
(1i1) LxV = [X, V], (V herhangi bir tensor alani)
(i) (Lx)(Y, 2) = X(v(Y, 2)) (X, Y], Z2) =7(Y, [X, Z]), (7, (0, 2)-tipli bir tensor
alani)

onermeleri saglanir (Yano and Kon 1984).

Tanmim 2.1.13 C* smifindan n-boyutlu bir manifold M olsun. M iizerindeki tanjant

demeti I'(T"M) olmak iizere,

YV D(TM) x T(TM) "5 1 (T M)
(X,)Y) — V(X,)Y) =VyY
déniigtimii, V f,g € C°(M™,R),V XY, Z € x(M") i¢in
(1)) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
(11) VixygvZ = f VxZ + g Vy Z,
(iii) Vx(f Y) = f VxY + X(f)Y,
ozellikleri saglaniyorsa V ya M iizerinde bir konneksiyon denir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.14 (M, g) bir psédo-Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir konnek-
siyon olsun. O zaman, V déniisiimii; V X,Y, Z € T'(TM) igin

(1) VxY — Vy X = [X,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon zeligi),

(1) Xg(Y, Z) = g(VxY, Z)+g(Y,VxZ) (Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi),
sartlarini sagliyorsa V konneksiyonuna M nin Levi-Civita konneksiyonu denir. Bu kon-

neksiyon

29(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yg(Z,X)— Zg(X,Y)
—g(X, [Y> Z]) +9(Ya [ZaX]) +g(Z, [X7 Y])

Koszul formiilii ile tek bir sekilde karakterize edilir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.15 (M, g) bir psédo-Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Levi-Civita



konneksiyonu olsun. O zaman,

R:T(TM) x T(TM) x T(TM) — T(TM)
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z

(2.1)

ile tamimlanan (1, 3)-tipli tensér alam R ye M nin Riemann egrilik tensorii denir.

Ayrica, V XY, Z, VW € T'(T'M) olmak iizere, R Riemann egrilik tensorii
(1) g(R(X,Y)Z, V) = —g(R(Y, X)Z, V),
(ir) g(R(X,Y)V, W) = —g(R(X, Y)W, V),
(iti) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,
(iv) g(R(X,Y)V, W) = g(R(V,W)X,Y),
ozelliklerini saglar (O’neill 1983).

Tanim 2.1.16 (M, g) bir sabit k egriligine sahip olan manifold olsun. Bu durumda, M

tizerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlari i¢in
R(X,Y)Z = k[g(Y, 2)X — g(X, 2)Y]
dir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.17 (M, g) bir psddo-Riemann manifoldu olsun. 7, M tanjant uzaymn iki

boyutlu altuzay: II ve V, W € II vektorleri {izerine kurulan paralel kenarin alani
g(V.V)g(W, W) — g(V.W)* £ 0

olmak iizere,
g(R(V. W)W, V)
g(V.V)gW, W) — g(V,W)?

degerine II nin kesit egriligi denir ve K(II) ile gosterilir. Burada eger g, pozitif

KV, W) =

tamml ise paralel kenarin alami pozitif, eger g, negatif tanimh ise paralel kenarm

alani negatiftir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.18 (M, g) bir psédo-Riemann manifoldu ve {ey, ey, ..., €, } , lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak iizere,

S:T,M x T,M — R

n (2.2)
(Xp, Yp) — S(Xp, p) = 2, eig(Rlei Xp)Yy, €3)



seklinde tamiml (0, 2)-tipindeki S tensor alamna M iizerinde Ricci egrilik tensorii ve
S(X,,Y,) degerine de Ricci egriligi denir. Burada ¢; = g(e;, e;) dur.
Ayrica, (0,2)-tipli @ Ricci operatorii
S(Xp, V) = 9(QX,,Y})
esitligi ile tanimhidir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.19 (M, g) bir psddo-Riemann manifoldu ve {ey, es, ..., e, } , lokal ortonormal

vektor alanlari olmak iizere,
n
= E e:S(e;, €;)
i=1

degerine M nin skalar egriligi denir (O’neill 1983).

—

Tanim 2.1.20 (M",g), (M"?, g) psddo-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

O halde, {e1, - ,en}, M™ iizerinde bir lokal ortonormal baz olmak iizere,
H=21%"¢Ble;, e)
i=1

ile verilen H vektor alanma M™ nin ortalama egrilik vektor alani denir. Burada B, M"
nin ikinci temel formudur. Ozel olarak, ikinci temel form o6zdes olarak sifirsa Mn ye
total geodeziktir denir. Eger H = 0 ise M" psodo-Riemann altmanifoldu minimaldir

denir. H mmn normuna M™ nin ortalama egriligi denir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.21 (M"™*?, g) psddo-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M " g) olsun.

O zaman keyfi vektor alanlar: igin
B(X,Y)=g(X,Y)H
sart1 saglaniyorsa Mn ye total umbilik altmanifold denir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.22 (M, g) bir psédo-Riemann manifoldu ve R de M nin egrilik tensor alani
olsun. M nin her noktasinda R 6zdes olarak sifir (R = 0) ise M flattir. Ayrica, VR =0

ise 0 zaman, M ye lokal simetrik uzay denir (O’neill 1983).

Onerme 2.1.2 (M, g) bir psodo-Riemann manifoldu olsun. M nin flat olmas: icin gerek

ve yeter sart kesit egrilik fonksiyonu K nin 6zdes olarak sifir olmasidir (O’neill 1983).
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2.2 Hemen Hemen Degme Yapilar

Bu kisimda, hemen hemen degme yapilar tanitilmigtir.

Tanim 2.2.1 (2n + 1)-boyutlu bir manifold M olsun. ¢,&,n iigliisii de M iizerinde,
sirastyla, (1,1)-tipinde bir tensor alani, bir vektor alani ve 1-form olsunlar. Eger bu

iiclii manifold iizerinde keyfi bir vektor alani X olmak iizere,

n(€) =1, ¢°X = - X +n(X)¢ (2.3)

denklemlerini sagliyorsa (¢, &, n) iicliisiine M iizerinde bir hemen hemen degme yapi
denir. Bu yapi ile birlikte M ye de bir hemen hemen degme manifold adi verilir (Yano

and Kon 1984).

Tanim 2.2.2 (2n+ 1)-boyutlu bir M manifoldu (¢, £, 7) hemen hemen degme yapisi ile

verilsin. M ftizerinde bir ¢ Riemann metrigi

n(X) = g(X, ),
9(¢X,0Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y)

(2.4)

esitliklerini sagliyorsa ¢ metrigine M {izerinde hemen hemen degme metrik ve (¢, &, 7, g)
yapisina da hemen hemen degme metrik yapi denir.ve Bu dortlii ile birlikte M de hemen

hemen degme metrik manifold olarak adlandirilir(Yano and Kon 1984).

Sonug 2.2.1 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu (¢, &, n, g) hemen hemen degme yapisi

ile verilsin. O halde
9(X,9Y) = —g(¢X,Y) (2.5)
esitligi yazilir. Yani, (1, 1)-tipli tensor alani ¢ ters simetriktir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.2.3 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu (¢, £, n, g) hemen hemen degme yapisi

ile verilsin. O zaman

B(X,Y) = g(X,6Y) (2.6)

bi¢iminde tanimli & doniigiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

adi verilir (Yano and Kon 1984).
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Tamim 2.2.4 n-boyutlu (M, g) bir Riemann manifoldu ve z1,xs,...,x, M nin lokal
koordinatlar: olsun. w = +/|g|dx; A dxs A ... A dx, ve g(x) > 0 ise w ye M iizerinde
bir hacim formu denir. Burada dz;, M iizerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g|,

M iizerinde metrik tensoriin determinantidir (Yano and Kon 1984).

Tamim 2.2.5 n-boyutlu (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M {izerinde bir hacim

formu mevcutsa M ye yonlendirilebilirdir denir (Yano and Kon 1984).

Sonug 2.2.2 Tanim 2.1.3 ve temel 2-formu ters simetrik oldugundan n A ®™ # 0 esitligi
saglanir. O halde, Tanim 2.2.5 den dolay1 M hemen hemen degme metrik manifoldu

yonlendirilebilirdir (Chiena and Gonzalez 1990).

Tanmim 2.2.6 M, n-boyutlu bir C'"* manifold olsun. w, 1-form olmak iizere,
2dw(X,Y) = X(w(Y)) - Y(w(X)) — w[X,Y]

seklinde tanimhdir. w, 2-form olarak secilirse

3dw(X,)Y,Z) = X(w(,2))+Yw(ZY))+ Z(w(X,Y))
—w([X,Y],Z)—w([Y,Z],X)—w([Z,X],Y)

bigimindedir. Burada X, Y, Z keyfi vektor alanlaridir (Yano and Kon 1984).

Onerme 2.2.1 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M ve V
da Riemann konneksiyonu olsun. O zaman agagidaki énermeler gecerlidir:

(1) (Vx®)(Y, Z) = g(Y, (Vx0)Z),

(ii) (Vx®)(Y, Z) + (Vx @) (Y, ¢Z) = n(Z)(Vxn)dY —n(Y)(Vxn)oZ,
(i11) (Vxn)Y =g(Y,Vx§) = (Vx®)( ¢Y),

(iv) 2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vyn)X,

(v) 34(X. Y, 2) = @ (Vx®)(Y,Z).

Burada & , XY, Z vektor alanlar iizerinden alinan devirli toplami gostermektedir.
X,Y,Z
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Bundan bagka, M nin acik bir altciimlesi iizerinde tanimlanan bir lokal ortonormal baz

{Xi,0X;,&},1=1,2,...,n olsun. Bu durumda ¢§ operatorii
on = —Z {(Vxn)Xi + (Vex,m) o X}
i=1
bigiminde yazilir (Chiena and Gonzalez 1990).

Tanim 2.2.7 M, n-boyutlu bir C* manifold olsun. Eger M nin her ¢ noktasi igin
J? = —1I olacak sekilde T, M tanjant uzaymn bir J endomorfizmas: varsa, bu durumda
M {izerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yapi denir. Bu yapa ile verilen

M bir hemen hemen kompleks manifold olarak adlandirilir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.2.8 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M olsun. O

halde, M x R iizerinde herhangi bir vektor alani
d
X f—
(X, 1)
seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani; ¢, R nin bir

koordinat1 ve f, M x R iizerinde bir C*° fonksiyondur (Yano and Kon 1984).

Tamim 2.2.9 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M olsun. Bu

durumda M x R {iizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

d

16,15 = (9x = & w0 )

seklinde tanimlanir. Kolayca J? = —T elde edilir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.2.10 M, n-boyutlu bir C* manifold ve M {izerinde (1, 1)-tipli bir tensor alam

G olsun. Keyfi vektor alanlar: icin
No(X,Y) = G*[X, Y]+ [GX,GY] - G[GX,Y] — G[X,GY]

ile verilen Ng tensor alant G tensor alanina gore Nijenhuis tensor alami olarak ad-

landirilir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.2.11 J, n-boyutlu bir M {iizerinde hemen hemen kompleks yap1 olsun. Tanim

2.2.10 dan M fiizerinde J tensor alanina gore Nijenhuis tensor alan
N, X,)Y) = [ X\ Y|+ [JX,JY]| - J[JX,Y] - JX,JY]

bigiminde tanimhidir (Yano and Kon 1984).
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Tanim 2.2.12 (M, J), (2n)-boyutlu bir hemen hemen kompleks manifold olsun. O

zaman, N; = 0 ise J doniigiimiine integrallenebilirdir denir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.2.13 M, (2n)-boyutlu bir C* manifold olsun. Eger M x R {iizerindeki bir .J
hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise 0 zaman hemen hemen degme yapisi

normaldir denir (Yano and Kon 1984).

Onerme 2.2.2 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold M olsun. M

tizerindeki hemen hemen degme yapisinin normal olmasi icin gerek ve yeter kosul
Ny +2dn®&=0

denkleminin saglamasidir. Burada Ny, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis tensor alanmidir

(Yano and Kon 1984).

Tanim 2.2.14 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold M olsun. Bu
durumda

d® = 0 (®, kapalidir), dn =0 (n, kapahdir)

sartlar1 saglaniyorsa M hemen hemen kosimplektik manifold olarak adlandirilir. Eger

M normal ise M ye kosimplektik manifold denir (Blair 2002).

Teorem 2.2.1 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold M olsun.M
nin bir kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart V& ve V7 kovaryant

tiirevlerinin 6zdeg olarak sifir olmasidir (Blair 2002).

2.3 Hemen Hemen Alfa-Kosimplektik Yapilar

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlarin genig bir alt sinifi olan hemen hemen

alfa-kosimplektik yapilarla ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tamim 2.3.1 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold M olsun. Eger

M 1iizerinde keyfi vektor alanlar ve o € R, a # 0 igin

dn =10, d®=2a(nAP) (2.7)
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esitlikleri saglaniyorsa M ye bir hemen hemen alfa-Kenmotsu manifold denir. Ozel

olarak, @ = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirilir (Kenmotsu 1972).

Onerme 2.3.1 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu M olsun. Bu

durumda
1 / 1
T]/:an,g:aé,gzﬁ:(b,g/:@g,oz;éo,aeR (28)
seklinde tanimli homotetik deformasyon yardimiyla M {izerinde bir (¢, &', 7/, ¢') hemen

hemen alfa-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim and Pak 2005).

Teorem 2.3.1 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold M olsun. M

nin bir Kenmotsu manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart keyfi vektor alanlari igin

(V@)Y = g(¢X.Y)E —n(Y)¢X, Vx&=—¢"X
dir (Kenmotsu 1972).

Tanim 2.3.2 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold M olsun. Alfa

keyfi bir reel say1 olmak iizere, M iizerinde
dn =0, d®=2a(nAP) (2.9)

denklemleri aymi anda gercekleniyor ise M ye hemen hemen alfa-kosimplektik manifold
denir. Ozel olarak, a = 0 icin yap: hemen hemen kosimplektik ve o # 0 icin hemen

hemen alfa-Kenmotsudur (Kim and Pak 2005).

Onerme 2.3.2 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.

Bu durumda, keyfi vektor alanlar: igin

hX = L(Led) X, h(E) =0, (2.10)

Vxé = —ap’X — ohX, (poh)X +(ho¢p)X =0 (2.11)
Vel =0, Vep =0, on=—2an, I1z(h) =0, (2.12)
(Vxn)Y = ag(X,Y) = n(X)n(Y)] + g(¢Y, h.X), (2.13)
h=0< V= —ag®, (Veh)od+do(Veh) =0, (2.14)

denklemleri saglanmir (Oztiirk 2009).
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Onerme 2.3.3 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.

Bu durumda

RIX,Y)E = o [p(X)Y —n(Y)X] — a[p(X)ohY —n(Y)ohX] (2.15)
+(Vyoh)X — (Vxoh)Y

egrilik ozelligi saglanir (Oztiirk 2009).

Onerme 2.3.4 (2n + 1)-boyutlu bir lokal simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik
manifold M olsun. O zaman V¢h = 0 denklemi saglanir (Oztiirk 2009).

Onerme 2.3.5 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.
O halde, asagidaki egrilik 6zellikleri gecerlidir:

RIX,Y)E = (Vyoh)X — (Vxoh)Y — a[n(X)ohY — n(Y)ghX]

+ [ + &(a)] D(X)Y —n(Y)X], (2.16)

R(X, 8¢ = [@® + &(a)] ¢°X + 2ahX — h*X + ¢(Veh)X, (2.17)
R(X,€)¢ — 9R(¢X, €€ = 2 [(a” + ()9 X — h*X] (2.18)
(Veh)X = —¢R(X, )¢ — [0 + &(a)] ¢X — 2ahX — ¢h*X, (2.19)
S(X,€) = —2n[a® + &(a)] n(X) — (div(¢h))X, (2.20)
S(6,€) = = [2n(a? + €(a)) + 12(h%)] (2.21)

burada alfa M iizerinde dow A = 0 ile verilen diizgiin bir fonksiyon ve {(«) gosterimi
alfa diizgiin fonksiyonunun ¢ vektor alani yoniindeki V konneksiyonuna gore kovaryant

tiirevidir (Aktan et al. 2013).

Tamim 2.3.3 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.
Her p € M icin
D, = kern, = {X € T,M : n(X,) = 0} (2.22)

ve D = {D,} olmak iizere, boy(D,) = 2n oldugundan D, M nin bir (2n)-boyutlu
dagilimi olur. Diger yandan, M bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold oldugun-
dan dn = 0 olup, D dagihm integrallenebilirdir. Boylece D dagihmima (2n)-boyutlu
integral altmanifoldlar1 kargihk gelir (Kim and Pak 2007).
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Onerme 2.3.6 Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen Kaehler
manifold ile R veya S! nin bir lokal asikar carpimi olmasi icin gerek ve yeter kosul

h = 0 olmasidir (Kim and Pak 2007).

Teorem 2.3.2 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu M ve h = 0
olsun. O zaman, M manifoldu M x 2 N?" olacak sekilde lokal bir kath ¢arpimla ifade
edilir. Burada N?" bir hemen hemen Kaehler manifold, ¢ koordinati ile verilen acik

aralik M’ ve bazi ¢ pozitif sabitleri i¢in f? = ce? dir (Pastore and Dileo 2007).

Onerme 2.3.7 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.
Bu durumda,

(7) D dagihmimin integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapidadir,

(77) @ = 0 durumunda D dagihmimin integral altmanifoldu total geodeziktir,

(7i1) a # 0 durumunda D dagilhiminin integral altmanifoldunun total umbilik olmasi

icin gerek ve yeter sart h = 0 olmasidir (Kim and Pak 2005).

Onerme 2.3.8 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M ol-
sun. O zaman, M nin alfa-kosimplektik manifold olmas: igin gerek ve yeter kosul D

dagihminim integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h = 0 olmasidir (Kim and Pak 2005).

Onerme 2.3.9 D degme dagilmmin integral altmanifoldlar1 Kaehler olan (2n + 1)-
boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldu M olsun. Bu durumda M nin
alfa-kosimplektik manifold olmasi igin gerek ve yeter sart V& = —a¢? olmasidir (Oztiirk

2009).

Onerme 2.3.10 M, 3-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldu

V& = —a¢?® sartin saghyorsa bir alfa-kosimplektik manifoldudur.

2.4 Baz Paralel Tensor Alanlar:

Bu kisimda, bazi paralel tensor alanlari tanitilarak hemen hemen alfa-kosimplektik
manifoldlar iizerinde ¢zellikle h ve ¢h tensor alanlarinin eta-paralelligi ile ilgili bazi

sonugclar hatirlatilmigtir.
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Tanim 2.4.1 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M olsun.
M iizerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli tensor alani 7" olmak iizere, her X,Y,Z € D
olmak iizere,

g(VxT)Y,Z) =0 (2.23)

sartini saglaniyorsa 1" ye eta-paraleldir denir (Boeckx and Cho 2005).

Tanim 2.4.2 (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde herhangi

simetrik (1, 1)-tipli tensor alam 7' olmak {izere, herhangi XY, Z vektor alanlar i¢in
(VxT)Y = (VyT)X (2.24)
ise T' ye Codazzi tensor alani denir (Blair 2002).

Tamim 2.4.3 (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde herhangi

simetrik (1, 1)-tipli tensor alan1 7" olmak iizere, herhangi X, Y, Z vektor alanlar icin
g(VxT)Y, 2) + g(VyT) 2, X) + g(VZT) X,Y) = 0 (2.25)
esitligi saglaniyorsa T ye devirli paralel tensor alani denir (Boeckx and Cho 2006).

Tanim 2.4.4 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M olsun.

Her X,Y,Z € D olmak iizere, M iizerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli 7" tensor alam
g(VxT)Y,Z) + g(VyT)Z, X) + g(VzT)X,Y) =0 (2.26)
esitligi saglaniyorsa 7' ye devirli eta-paralel tensor alani denir (Boeckx and Cho 2006).

Onerme 2.4.1 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.

Eger ¢h tensor alani eta-paralel ise o zaman, keyfi vektor alanlar: igin

(Vxoh)Y = n(X)[lY — (& +£(a)d’Y — 2a¢hY + h*Y] (2.27)
—n(Y) [aphX — W*X] — g(Y, aphX — h*X)¢

denklemi gegerlidir (Aktan et al. 2013). Burada alfa, M?"*! iizerinde da An = 0

seklinde diizgiin bir fonksiyondur.
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Onerme 2.4.2 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.

Eger ¢h tensor alani eta-paralel ise o zaman, keyfi vektor alanlar: igin
R(X,Y), =n(Y)IX —n(X)lY (2.28)

denklemi saglanir (Aktan et al. 2013). Burada alfa, M?"™! iizerinde da A n = 0 ile

verilen diizgiin bir fonksiyondur.

Onerme 2.4.3 (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.

Eger h tensor alani eta-paralel ise o zaman, keyfi vektor alanlari igin

(Vxh)Y = —n(X)[olY + (@ +&(a))9Y + 2aRhY + ¢h*Y] (2.29)
—n(Y) [—ap’hX + ¢h*X] + g(Y, ahX + ¢h*>X)¢

denklemi saglanir (Aktan et al. 2013). Burada [ = R(.,£)¢ ve alfa, M*"*! {izerinde

da A m = 0 ile verilen diizgiin bir fonksiyondur.

Tanim 2.4.5 (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M olsun.

Her XY vektor alanlari igin
91X, Y) = (Leg)(X,Y)
esitligi ile verilen 7 tensor alanina torsiyon tensor alani denir (Boeckx and Cho 2006).

Onerme 2.4.4 (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold M olsun.O

zaman, M manifoldu i¢in 7 torsiyon tensor alani
TX =2Vx€ = —-2AX (2.30)

bigimindedir (Oztiirk 2009).
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3 HEMEN HEMEN ALFA-KOSiMPLEKTIiK PSODO-METRIK
MANIFOLDLAR

Bu boliimde, hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik manifoldlar ayrintili bir sek-

ilde incelenmistir.

3.1 Hemen Hemen Alfa-Kosimplektik Psédo-Metrik Yapilar

Bu kisimda, hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik yapilar icin temel 6zellikler
elde edilmistir. Bu tiir manifoldlar kullanilarak psodo ve Riemann durumlar arasindaki

iligkiler ortaya cikarilmigtir.

Tanim 3.1.1 (2n+ 1)-boyutlu bir M manifoldu (¢, £, ) hemen hemen degme yapisi ile

verilsin. M tizerinde bir g psodo-Riemann metrigi

n(X) = eg(&, X),

(3.1)
9(¢X,9Y) = g(X,Y) —en(X)n(Y)

esitliklerini sagliyorsa g psodo-Riemann metrigine M {iizerinde hemen hemen degme
pstdo-Riemann metrik adi verilir. Bu metrikle verilen (¢,&,n,g) dortlii yapisina da
hemen hemen psédo-metrik yapi ve bu dortliiyle birlikte verilen M ye de hemen hemen
psodo degme metrik manifold denir. Burada ¢(£,£) = €, ¢ = £1 olarak alinmigtir

(Wang and Liu 2014).

Tamim 3.1.2 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen pstdo degme metrik

manifold olsun. O zaman M iizerinde
dn =0, d®=2a(nAP) (3.2)

denklemleri saglaniyorsa M ye hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik manifold

denir. Burada alfa reel sabittir.

Hatirlatma 3.1.1 Iyi bilindigi izere hemen hemen degme yapilarin normallik sart1 ¢
tensor alanina gore Nijenhuis tensor alaninin 6zdes olarak sifir olmasidir. Boylece a # 0

i¢in bir alfa-Kenmotsu manifoldu bir normal hemen hemen alfa-Kenmotsu pstdo-metrik
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manifold olur. Burada ¢ = 1 ve M nin metrigi Riemann metrigidir. Benzer olarak,
a = 0 icin bir alfa-kosimplektik manifoldu bir normal hemen hemen alfa-kosimplektik
psodo metrik manifolddur. Ozel olarak o = 1 olmak iizere, bir Kenmotsu manifoldu
bir normal hemen hemen Kenmotsu psodo-metrik manifoldudur. a # 0 durumunda bir
hemen hemen alfa-Kenmotsu pstdo-metrik manifold M bir normal hemen hemen degme
yapiya sahip oldugunda artik M manifoldu bir alfa-Kenmotsu pstdo-metrik manifold
olarak adlandirilir. Bu tez galigmasi boyunca V ve T'(T'M) sirasiyla, g psddo-Riemann
metriginin Levi-Civita konneksiyonu ve M iizerindeki tiim tanjant vektorlerinin Lie

cebiri olsun. Dolayisiyla, Koszul formiiliinii hesaplamalarimizda kullanabiliriz.

Yardimc: Teorem 3.1.1 (¢,&,n,) bir hemen hemen degme yap1 ve g de (2n + 1)-
boyutlu bir M manifoldu iizerinde bir psédo-Riemann metrik olsun. O zaman her
XY, Z e (TM) igin
29((Vx0)Y,Z) = 3d0(X,¢Y,¢Z) — 3d®(X,Y, Z) (3.3)
+g(NO(Y, 2), 6X) + eND(Y, Z)n(X)

+2edn(9Y, X)n(Z) = 2edn(6Z, X)n(Y')
dir. Burada N N tensor alanlari, sirasiyla,
NOX)Y) = Ny(X,Y) +2dn(X,Y)E (3.4)
NYXY) = (Loxn)Y — (Loym)X (3.5)

dir. Ayrica, Lx de X vektor alam yoniindeki Lie tiirevidir (Calvaruso and Perrone

2010).

Onerme 3.1.1 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-
metrik manifold olsun. O halde, her XY, Z € T'(T'M) igin

hX =5(Led)X, h(§) =0 (3.6)
Vxé=—ap’X — ohX (3.7)
Ve€ =0, Vep=0 (3.8)
(poh)X + (hod)X =0 (3.9)
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(Vxn)Y = aleg(X,Y) —n(X)n(Y)] + eg(oY, hX) (3.10)
I2(h) =0, h=0& V¢ = —ag? (3.11)

esitlikleri saglanir.

Ispat: Oncelikle (3.3) Koszul formiiliinii géz 6niine alalm. Bu taktirde
2(Vx@)Y,Z) = 3dB(X,4Y,6Z) — 3d(X, Y, Z) (3.12)

+g(NO(Y, 2), 0X) + eNW(Y, Z)n(X)

bulunur. Onerme 2.2.1 in (i), (i4) ve (v) sartlar1 kullamlarak Y yerine ¢ vektor alam

secilirse
20((Vx9)&, Z) = 29(0Z, X) + g(NO(E, Z),X) + eNV (&, Z)n(X) (3.13)

elde edilir. Buradan N© ve N tensor alanlar: hesaba katilarak

NO¢ 7)== (¢, 2] + (¢, Z))¢, NV, Z) = n([¢Z,€)) (3.14)

yazilir. Boylece (3.14) denklemleri (3.13) de yerine yazilirsa

29((Vx9)€,2) = 29(02,X) — g((Le¢) 2, X) +n(X)e (n[€, 9Z] + (€, 92])
= —29(¢X, Z) — g((Led) Z, X)
haline indirgenir. Burada ozel olarak, h simetrik (1,1)-tipli tensor alam her keyfi Z

vektor alani igin

hZ =L (Lep) Z
seklinde secilirse
9(Vx9)§, Z) = —g(apX, Z) — g(hZ, X) (3.15)
elde edilir. Buradan
9((Vx9)§, Z) = g(—apX — hX, Z)

ve

(Vx9)§ = —apX — hX
bulunur. Son esitlik diizenlenirse
Vxé =—ad’X — phX
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sonucuna ulagihir. Bu son esitlikte X yerine £ vektor alani secilirse V£ = 0 elde edilir.
Burada h(§) = 0 oldugu tanimmindan agiktir. Bundan bagka, (3.12) denkleminde X

yerine ¢ vektor alani segilirse
20((Ved)Y. Z) = —29(#Y, Z) = 29(Y, 0Z) + eNW (Y, Z)
yazilir. Buradan
20((Ved)Y, Z) = eND(Y, Z) = 0

bulunur ki burada Z vektor alan sifirdan farkli oldugundan V¢¢ = 0 sonucu elde edilir.
Simdi, (¢ o h) ve (h o ¢) toplamini elde etmeye ¢aligahm. O halde, her keyfi X ve YV

vektor alanlar igin

d(hX) +h(¢X) = L(o[¢, 0X]—¢* &, X] + [€,¢°X] — o[£, X))
L(=n(VeX)E +n(VxEE +eVeg(X, €)E)
= W(fo)ﬁ

dir. Buradan (¢ o h) ve (ho ¢) toplami 6zdes olarak sifirdir. Bunlara ilaveten, Onerme
2.2.1 in (7i7) sartin1 goz oniine alahm. Bu durumda keyfi X ve Y vektor alanlar igin
(Vxn)Y = eg(Y,Vx¢)
= eg(Y,—a¢’X — ¢phX)
— cag(9Y, 6X) — eg(V, 6hX)
= cag(X,Y) = 2an(X)n(Y) — eg(Y, ohX)
yazilir. Burada €2 = 1 oldugu asikardir. Boylece istenen sonug elde edilir. (3.6) ve
(3.7) esitliklerinden (3.11) esitlikleri kolayca elde edilir. Burada h simetrik tensorii
self-adjoint olup, h¢ = —o¢h, h* = —¢h olmak iizere, h*¢ = —¢h*, h? = h*? ve hé =
Iz(h) =0 dur.
Onerme 3.1.2 (2n+41)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-
metrik manifold olsun. O halde, her XY, Z € I'(T'M) igin
20((Vx9)Y,Z) = —2ga(eg(X,oY)E+n(Y)oX,Z) (3.16)
+g(NO(Y, 2), ¢X)

denklemi gecerlidir.
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Ispat: N tensor alanimm tanimindan

NO(Y,Z) = (Loyn)Z — (Lozn)Y

= (Y)(n(Z2)) = (oY, Z]) = (62)(n(Y)) + n([¢Z,Y])
= 2dn(¢Y, Z) — 2dn(¢Z,Y)

yazilir. Biliyoruz ki, M iizerinde n kapalidir. Dolayisiyla Yardimc:r Teorem 3.1.1 goz

oniine alindiginda

29((Vxo)Y,Z) = 3d®(X,pY,07) —3d®(X,Y, 7) (3.17)
+9(NO(Y, Z),¢X)

bulunur. Burada Onerme 2.2.1 in (i) ve (i) sartlar1 kullanilarak gerekli sadelestirmeler

yapildiginda (3.16) denklemine ulagilir.

Yardimci Teorem 3.1.2 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifold olsun.

O zaman, her keyfi vektor alanlar i¢in
(Veh)op+¢o(Veh) =0
denklemi saglanir (Blair 2002).

Onerme 3.1.3 (2n+41)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psado-
metrik manifold olsun. O halde, her XY € I'(T'M) i¢in

(Vx@)Y + (Vox )oY = —a[n(Y)oX —2e9(¢ X, Y)E] — n(Y)hX, (3.18)

ve

?(Vox9)Y — (Vx@)V =2an(Y)9X — e (g(adX + hX,Y)E) (3.19)

denklemleri gecerlidir.

Ispat: Hipotezdeki denklemler geregince ispata ulagmak icin (3.3) denklemiyle verilen

Koszul formiiliinii ele elalim. O zaman
29(Vx0)Y,Z) = 2(X)2(¢Y,¢Z) —2[n(X)2(Y, Z2) + n(Y)2(Z, X)
+n(2)®(X,Y)] + g(NO(Y, Z), ¢ X) (3.20)
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yazilir. Bu son esitlikte X ve Y sirasiyla, ¢ X ve ¢Y alinirsa
20((Vox®)oY, Z) = =20(Z)2(0X,0Y) + (N (¢Y. ). ¢°X)  (3.21)
elde edilir. (3.20) ve (3.21) taraf tarafa toplanirsa

2(VxO)Y +(Voxd)o¥. 2) = 2{n(X)0(6Y,62) ~ n(X)B(Y, Z) ~ n(Y)2(Z, X)
S Z)B(X, V)~ n(Z)B(6X, 6V ) (3.22)
~g(NO (g, 2) + GNO(Y, 2), X) + Zn(X)n(NO (6, 2)

bulunur. Burada N©(¢Y, Z) + ¢ N©O (Y, Z) toplami tanimlar1 yardimiyla hesaplanirsa

NO(¢Y,Z)+ oNO(Y,2) = —¢[V,Z] - ¢*[¢Y, Z] — ¢’ [V, ¢Z]

+¢° (Y, Z] + [¢°Y, 0Z] — ¢ [¢%Y, Z]
denklemi kullanilarak

NO(Y,Z) + oNO(Y,Z) = —e[g(dY, V2E)E + g(Y, VyzE)E — g(8Y, V 7€)E
—9(0Z, Vy&)§E] +n(Y) [V 2 — Vyz¢]

elde edilir. Bu son esitlik sadelegtirilirse
NO(pY, Z) + 6NO(Y, Z) = 20(Y)hZ (3.23)
denklemine indirgenir. Buna ilaveten,
n(NO(6Y, 2)) = eg(N (Y, 2),€)
esitligi acilir ve diizenlenirse
n(NO(oY, 2)) = £ [g(6Z, V€)= 9(Y. Vz8)]
yazilir. Buradan
n(NO(9Y, Z)) = —a [9(62,6"Y) + 9(Y. 62)] + g(Y. hZ) + g(Z,¢*hY )

dir. Yani,
n(NO(¢Y, Z)) =0 (3.24)
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dir. (3.23) ve (3.24) denklemleri (3.22) esitliginde yerine yazilirsa

20((Vx9)Y + (Vex @)oY, Z) = —2an(Y)g(¢X, Z) — 2n(Y)g(hX, Z)
Hean(Z)g(¢X,Y) (3.25)

bulunur. (3.25) esitliginden (3.18) denklemi elde edilir. Simdi, (3.19) egitligini de (3.18)
esitliginin bir sonucu olarak ispatlamaya ¢aligalim. M iizerinde X, Y € I'(T'M) igin

(Voxd)oY = Vyx¢Y — ¢ (Vox oY)
denklemi agilir, her iki tarafina (Vx¢)Y ilave edilirse ve (3.18) esitligi yardimiyla
(Vx9)Y = od(Vex9)Y = =2an(Y)oX + eg(ag X, Y)E +eg(hX, V)¢
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 3.1.4 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-

metrik manifold olsun. Bu durumda her keyfi vektor alanlar: icin

9(RexY, Z) — g(Rex 9Y, 0Z) + g(RepxY, 0Z) + g(Repx 9Y, Z)  (3.26)
= 2(Vix®)(Y, Z) +2°n(Y)g(X, Z) — 20°n(Z)g(X,Y)
—2an(Y)g(¢hX, Z) + 2an(Z2)g(¢hX,Y)

esitligi saglanir. Burada g(RexY, Z) = R(¢, X, Y, Z) = g(X, Ryz£) dir.

Ispat: Oncelikle Tamm 2.1.15 de verilen Riemann egrilik tensor 6zelliklerinin bu is-
patin hesaplamalarinda kullanilacagini hatirlatalim. Bundan sonraki kisimda ispatini

verecegimiz

R(X,Y)¢ = o [n(X)Y —n(Y)X] — a[n(X)phY —n(Y)ohX]
+(Vyoh)X — (Vxoh)Y

egrilik sartin1 goz 6niine alalim. R Riemann egrilik tensor alanininozelliklerini ve yukari-

daki egrilik sartim1 hesaba katarak (3.26) esitliginin sol tarafi

20°n(Y)g(X, Z) — 2°0(Z)g(X,Y) + K(X,Y, Z) — K(X, Z,Y) (3.27)
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denklemine indirgenir. Burada K(X,Y, Z)
K(X,%,Z) = g(X,~(Vyoh)Z + 6(Vyoh)oZ)) (3.28)

+9(X, (Voy¢h)oZ) — g(¢X, (Vv oh)Z)

olarak alinmigtir. Diger yandan,

9(Veyoh)9Z, X) + g(X, d(Vey oh)Z)
ifadesi
9(0X, 0(Voyoh)dZ) +n(X)g(§, (Veyoh)dZ) — (Veydh)Z (3.29)

onermesine denktir. Ayrica,

o(Vyoh)oZ — (Vyoh)Z
ifadesinin egiti
hWVy¢)Z — (Vy¢)hZ (3.30)

dir. Bundan bagka,

9(&, (Voyoh)oZ) = e [g(hY, hZ) — g(hZ, $Y')] (3.31)
yazilir. (3.29), (3.30), (3.31), (3.18) ve (3.19) ifadeleri (3.28) esitliginde yerine yazilirsa

K(X,Y,Z) = —an(X)g(¢Y,hZ) — an(X)g(hZ,hY) +29(hX, (Vy¢)Z) (3.32)
+2an(Z)g(¢Y, hX) — an(X)eg(hZ, ¢Y) + an(X)eg(hZ, hY)

bulunur. Boylece (3.32) denkleminin yardimiyla (3.27) diizenlenir ve d® = 2a (n A @)
ve

3d®(Y,Z,hX) = (Vy®)(Z,hX) + (VzP)(hX,Y) + (Vix®)(Y, Z)
denklemleri hesaba katilarak (3.32) denklemi (3.27) ifadesinde Y ve Z vektor alanlariim

yer degistirilerek yerine yazilirsa ispat tamamlanmig olur.

Onerme 3.1.5 (2n+41)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psado-
metrik manifold olsun. M iizerinde (1, 1)-tipli A ve h tensor alanlari, sirasiyla, A = —V¢

ve h =1 (L) ile verilsin. O zaman keyfi vektor alanlar igin
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A ve h simetriktir, A¢p + ¢A = —2a¢ (3.33)

noA=0,noh=0, h=Aoc¢p+ a¢p (3.34)
hA + Ah = —2ah (3.35)
. 2n .
I2(A) = —ad e, Iz(pA) =10 (3.36)
i=1

ozellikleri gecerlidir.
Ispat: M iizerinde keyfi vektor alanlari icin A = —V¢ = ¢* + ¢h olmak iizere,

g(X,AY) = g(X,¢*Y + ohY)
= g(X,=Y +n(Y)E + ohY)
= —g9(X,Y) +nY)n(X) — g(¢X,hY)

ve

g(AX,Y) = g(¢°X + ¢hX,Y)
= g(—=X +n(X)E+ ohX,Y)
= —9(X,Y) +n(X)n(Y) + g(6hX,Y)
= —g9(X,Y) +n(X)n(Y) - g(he X,Y)
= —g9(X,)Y) +n(X)n(Y) — g(¢X, 1Y)

oldugundan

g(X, AY) = g(AX,Y)

dir. Boylece A simetriktir. Benzer olarak, h tensér alanimn tanim b = § (L¢¢) kul-

lanilarak

9(5 (Lep) X, Y) = g(X,5(Led)Y)
ghX,Y) = g(X,hY)
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elde edilir. Burada ¢, (1,1)-tipli bir tensor alam olmasaydi yukaridaki esitligi yaza-
mazdik. O halde, h simetriktir. Ayrica, Ap = (ag® + ¢h)p ve ¢pA = ¢(ad® + dh)

egitlikleri taraf tarafa toplanirsa

Ap+ dpA = 20 + oho + ¢*h
= —2a0¢

bulunur. A tensoriiniin tanimi geregince

(noA)X = n(AX)
= e9(AX,§)
= 59(X7A§)

ve

(noh)X = n(hX)
= 5g(hX7§)

= eg(X, hg)
= 0

dir. Burada A¢ = h¢ = 0 oldugu agiktir. Bundan bagka, AX tensor alaninda X yerine
¢ X yazilirsa
ApX = ad®X + ophoX
= —apX +hX

yazilir. Burada h tensor alani gekilirse her X vektor alani igin A¢p X + a¢pX = hX elde

edilir. Simdi, AX tensor alanina h y1 uygulayalim. Bu durumda

hAX = ah¢*X + hohX
= a¢’hX — oph’X
= —ahX — ¢h’X
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ve yerlerini degigtirerek

AhX = a¢’hX + oh*X

= —ahX + ¢h*X

bulunur. Buradan hAX ve AhX taraf tarafa toplanirsa istenen sonuca ulagilir. Son

olarak, A tensoriiniin izi

. 2n+1 2n+1
I12(A) = ; eig(AE; E;) = ; €i9(04¢2Ez‘ + ¢ohE;, E;)
2n+1 2n+1
= agig(9*Ei, By) + Y cig(ohE;, E;)
i=1 i=1
2n+1

= —a . g(oE;, ¢E;) + e z(¢h), Iz(¢ph) =0
=1

— oY #€=0
=1

seklinde bulunur. Ayrica, ¢A tensoriiniin izi

. 2n+-1 2n+1

[2(pA) = Y eg(¢AE;, E;) = Y £i9(ad’E; + ¢*hE;, Ey)
=1 =1
2n+1

= Z 5z'9(—04¢Ei — hi;, Ez)
i—1

2n+1

= —a ; eil9(0F;, ;) — g(hEy, Ey)],  Tz(h) =0
= 0

dir.

Ornek 3.1.1 R? uzaymn standart koordinat sistemi (u, v, z) olmak iizere, 3-boyutlu
M C R} manifoldu,

M = {(u,v,2) €R}: 2z #0}.
ciimlesiyle tanimlansin. Ayrica, M nin bir bazi

222 g
ou

2228 a
-, 63:_

ov 0z

€1 =¢€ , €2 = €

olsun. Ayrica, asagidaki denklemlerin varligini kabul edelim:

9= "1z (51du? + agdv2) +edz?, n=dz,
e 4
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¢2X = —X +n(X)es, n(X) =¢eg(es, X), nles) = gles, e3) =€

9(6X, V) = g(X,Y) = en(X)n(Y), & = glees), i = 1,2,3
Bu durumda M {izerinde bir hemen hemen degme psédo-metrik yapisi saglanir. Boylece
yapinin hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik oldugunu ispatlamak icin dn =0

ve d® = 2a(n A ®) denklemlerinin varhgim gostermeliyiz. Burada dn = 0 oldugu

acitktir. Diger yandan, ® (e, e3) = —¢; ve bu durumun digindaki tiim @;; ler ¢ < j icin

®;; = 0 dir. Bu nedenle,
o 0 1
® (a—u a_) =

1

ve

dir. Buradan

1
d® = ¢,82—(du A dv A dz)

6422

dir. O halde, n = dz ve son esitlik goz 6niine alinirsa
dd = -8z (n N D)

olup

o= —4z
seklinde diizgiin bir fonksiyondur. Bundan bagka, bu yap1 N, = 0 denklemini sagladigin-
dan iizerinde ¢aligilan manifold alfa-kosimplektik psédo-metriktir.
Ornek 3.1.2 R (g, ... U, V1, . . ., Un, 2) standart koordinat sistemi ve M C R2**1,

M = {(ul,...,un,vl,...,vn,z) e R 27&0}

ile verilen (2n + 1)-boyutlu bir psddo-metrik manifold olsun. Ayrica, M nin bir global

bazini

2 0 0
52&7

ou; 23 0u]

ile tamimlayalim. Bundan bagka, g metrigini

i=1,2,...,n

1< 1
g= ZZ <5i—2du? + €i26d’Uz‘2) +edz®, n=dz
z
=1
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seklinde tanimlayalim. O halde,

o0y__109 o\ 40 B
¢<aui)__z4avi7 gb(@vi)_z ou;’ ¢(&) =0,

olmak iizere, (¢,&,n, g) yapist M bir hemen hemen degme psédo-metrik yapisidir. Bu-
2

rada secilen tiim ®;; ler ®;; = €;9 (gb (%) , %) = ZZ harig hepsi 6zdeg olarak sifirdir.

Boylece

n
22

b = Z&“Z;(duz N d'l)l'),

oldugundan d® dig tiirevi

1
d® = éz(du Adv A dz)

1

elde edilir. Bu nedenle, manifold itizerinde «(z) = 16 ile verilen bir a(z) diizgiin
z

fonksiyonu vardir. Burada N, sifirdan farkh oldugundan manifold yapisi bir hemen

hemen yapidadir.

3.2 Baz Egrilik Sartlar:

Bu kisimda, hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik manifoldlar i¢in temel egrilik
ozellikleri ayrintili bir gsekilde incelenmistir. Bu kisimda elde edilen denklemler son iki

kisimin ispatlarinda oldukca 6nemli bir yere sahiptir.

Onerme 3.2.1 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik pssdo-

metrik manifold olsun. Bu durumda M iizerinde keyfi X ve Y vektor alanlar: icin,

R(X,Y)¢ = o [(X)Y —n(Y)X] — a[n(X)phY —n(Y)ohX] (3.37)
+(Vyoh)X — (Vxoh)Y

ve

R(X,Y)¢ = (VyA)X — (VxA)Y (3.38)

esitlikleri gecerlidir.
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Ispat: (3.7) denklemi ve R egrilik tensrii tanimmdan

R(X,)Y){ = VxVy{—VyVx{—Vixy
= Vx(—a¢®Y — ¢hY) — Vy(—a¢’X — ¢ohX)
— (—a¢® [X,Y] - ¢h [X,Y])
= —aVx¢®Y — VxohY +aVy¢®X + VyohX
+a¢® [X,Y] + ¢h[X,Y]

yazilir. Burada Vx(—a¢®Y — ¢hY’) kovaryant tiirev ifadesini acarsak

VxVyé = aVxY —an(VxY)¢ — a’eg(X,Y)E + asg(Y, ohX)
—a?Xn(Y) + an(Y)ohX — ¢h(VxY) — VxohY

bulunur. Benzer olarak, Vy V x¢ ifadesi

VxVyé = aVyX —an(VyX)E — a’eg(Y, X)E +agg(X, phY)
—a?Yn(X) + an(X)ohY — ¢h(Vy X) — VyohX

elde edilir. Ayrica, Vix y)§ ifadesi de

Vixyil = aVxY —aVyX — oh(VxY) + oh(Vy X)
—aen(VxY)E + aen(Vy X)E
seklindedir. Burada n(X) = eg(§, X) alimmigtir. O halde, gerekli diizenlemeler ve

sadelestirmeler yapildiginda (3.37) esitligi elde edilir. (3.37) denkleminin bir sonucu
olarak A = —V¢ olmak iizere, (3.38) denklemine kolayca ulagilir.

Onerme 3.2.2 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-

metrik manifold olsun. Bu durumda M iizerinde keyfi X ve Y vektor alanlar: igin,

R(X,8)¢ = a?¢*X + 2a0phX — h2X + ¢(Veh) X (3.39)
(Veh)X = —¢R(X,€)¢ — a®¢X — 2ahX — ¢ph*X (3.40)
R(X, €& — oR(¢X, €€ =2 [0?¢°X — h*X] (3.41)

esitlikleri gegerlidir.
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Ispat: Hipotez geregince (3.37) denkleminde Y yerine ¢ yazarsak

R(X,8)¢ = o’ [n(X)§ —n(§)X] — a[n(X)hg — (&) phX] (3.42)
+(Veoh) X — (Vxoh)g

bulunur. Burada (Veph)X ve (Vx¢h)é kovaryant tiirevlerini sirasiyla, hesaplarsak
(Vedh)X = ¢(Veh) X

ve

(Vxoh)E = h2X — ohX

yazilir. Bulunan bu son iki ifade (3.42) denkleminde kullanihirsa (3.39) denklemine

ulagilir. M iizerinde Jakobi operatorii her keyfi X vektorii icin
UX) = VxVel—VeVx{ = Vixgl
= R(X,§)¢
seklinde tanimhdir. [(X) operatoriine soldan ¢ tensor alanini tatbik edersek
Pl(X) = —a?¢pX — 2ahX — ¢h*X — (Veh) X + n((Veh) X)E (3.43)
elde edilir. Bu son egitlikte

n((Veh)X)e = eg((Veh)X,€)
= e9(X, (Veh)§)
= 0

dir. Boylece (3.43) denkleminden V¢h cekilirse (3.40) denklemi asikardir. Bundan
bagka, (3.39) denkleminde X yerine ¢X secilirse

R(¢X,€)¢ = > X + 2a0hp X — h?¢X + ¢(Veh)pX (3.44)
bulunur. (3.39) ve (3.44) denklemlerinin yardimiyla

IX — 9loX = 20°¢°X — 212X + ¢(Veh) X + ¢*(Veh) X
= 20°¢*°X — 212X

sonucuna ulagilir.
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Onerme 3.2.3 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-

metrik manifold olsun. Bu durumda M iizerinde keyfi X ve Y vektor alanlar: igin,

S(X,€) = —2na’n(X) — (div(eh)) X (3.45)
S(E,€) = I2(1) = — [2na2 + f'z(h?)] (3.46)
div¢ = 2an, divn = —2nae, (3.47)

onermeleri saglanir.

Ispat: TIlk olarak, M iizerinde lokal ¢-baz1 olarak adlandirilan {Ey, -, Foy, &} =
{e1, -+ ,en, e, , Pe,, &} ciimlesini gz 6niine alalim. Ricci egrilik tensorii yardimiyla

(3.37) denklemi diisiiniildiigiinde

2n+1

S(X,8) = Zszg (Ei, X)¢,E)

= Zgig(R(el, 5 € +Z€z+n9 925617 )§7¢61)
=1
+€2n+lg( <€7X)€7£>

yazilir. Burada yukaridaki denklemin son ifadesi olan

an+19(R(§, X)§,§) =0

dir. O halde,
S0 = —2nen(0)-+n(X) |3 ea(ohes )+ cng(ohion o)
+§; [eig((Vxodh)es, ;) + eiang(Vxoh)des, de;)]
_Zn; [£i9((Ve,0h) X, €3) + €i1ng((Vge, 0h) X, d€;)]

elde edilir. M fiizerinde diverjans operatorii div(¢h)

2n+1

div(gh) = Y _eig(Ve,0h) X, E;)

=1
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olmak iizere,
2n+1

S(X,€) = —2na2n<X>—Zag(R(Ei,X)&,Ei)

— —2na277(X) — (div(ph)) X

sonucuna ulagilir. Burada Iz(¢h) = 0 oldugundan

n

> [eig(hes, e) + eipng(dhoes, de;)] = 0

i=1
dir. Boylece (3.45) denkleminin ispati tamamlamr. Ayrica, (3.45) denkleminde X

yerine £ yazarsak
S(&,€) = —2na® — (div(¢h))¢ (3.48)

elde edilir. Burada diverjans tanimindan
2n+1

(div(ph))§ = Z eig((Ve,oh)¢, E;)

2n+1

= > [e9((WE;i, Ei) — eig(6hEy, E;)]
i1
2n+1

= ) ag((WE;, E)
i=1
= Iz(h?)
olup, (3.48) denklemi
S(£,€) = —2na® — Iz(h?)

haline donisiir. Burada S(€,€) = Iz(l) oldugu aciktir. Bu ispat ayrica kesit egriliginin
tamimindan da verilebilir. M iizerinde tekrardan {ej, - - , e, ey, - , pe,, &} ile verilen
¢-bazin1 gvz oniine alirsak sirasiyla, {, e;} ve {£, ¢e;} dejenere olmayan diizlemlerinde

yatan kesit egrilikleri

K(& e) = e R(§, e5,6,e5) = egig(l(ei), €)
ile

K(fa ¢€i> = 551'3(57 ve;, &, ¢€i) = —5519(¢l¢<€i)7 ei)
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ile tamimhidir. Burada tiim indisler i = 1,---n icin ; = g(e;, €;) = g(de;, pe;) = £1 dur.
Boylece
IX — glogX =2 (a®¢’X — h*X)

ve yukaridaki kesit egriligi denklemlerinden

n

S(E& = ZR(faei,fvei)+ZR<57¢61‘7§7¢€@')
i=1

=1

= gZEZ (& e) + K(&, ¢e;)]

= Zg ¢;) — olo(e:), )
= —2na — Iz(h?)
bulunur. Bunlara ilaveten,
divi = ~F2(Va) = iy = =3 (e + (Tausm)os}
i=1
oldugunu biliyoruz. Oncelikle diverjans tanimindan

divg = Za (Veibses) + (Ve &, des)]
= azz’:‘i l9(e; — dhei, e;) + g(de; — dhoe;, de;)]
~ 2an
yazilir. Son olarak, div 7 tanimindan
divy = —12(Vn) = —edivé
bulunur. Yukaridaki esitlikte div £ degeri yerine yazilirsa
divn = —2nae

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

3.3 Baz Paralellik Sartlar:

Bu kisimda iizerinde ¢alistigimiz hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik mani-

foldlar icin baz 6zel paralel tensor alanlar1 aragtirilmigtir.

36



Onerme 3.3.1 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-
metrik manifold olsun. O halde, ¢h tensér alaninin eta-paralel olmasi durumunda keyfi

vektor alanlar igin

(Vxoh)Y = n(X)[lY —a’¢’Y — 2a¢hY + h*Y ] (3.49)
—n(Y) [aphX — K*X]| —eg(Y, aphX — h*X)¢

denklemi saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki, ¢h tensor alam eta-paralel olsun. O zaman her keyfi X vektor
alani i¢in
XT=X —n(X)¢

olmak {izere, ¢h tensor alaninin eta-paralellik tanimindan

9(Vxroh) YT, Z7) =0

9(Vxnxiedh) (Y = n(Y)€), Z = n(Z)¢) =0
yazilir. Burada gerekli hesaplamalar yapildiginda

9(Vxoh)Y, Z) —=n(X)g((Veoh) Y, Z) = n(Y)g((Vxoh) §

—n(2)g((Vxoh) Y, &) +n(X)n(Y)g((Veph) &, Z) + n(Y)n(Z)g((Vxoh) &, )
+(Z)n(X)g((Vedh) Y, &) —n(X)In(Y)n(Z)g((Veph) €, 6) =0

bulunur. Bu son denklem sadelestirildiginde

Z)
)

9(Vxoh)Y.¢*Z) = —n(X)g((Vedh) Y, Z) = n(Y)g((Vxoh) €, Z)
haline indirgenir. Yukaridaki denklem (3.7) ve (3.9) denklemleri yardimiyla

(Vxoh)Y = —n(Y)[agphX — B*X] +n(X) (Veoh) Y
+e [g(hY, hX)¢ + ag(oY, hX)E]

yazilir. Burada (Veoh)Y = ¢(Vh)Y esitligi saglandigindan yukaridaki denklem diizen-

lenirse (3.49) egitligine ulagilir. Bu da ispati tamamlar.

Onerme 3.3.2 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-
metrik manifold olsun. O halde, h tensor alani eta-paralellik sartini saglarsa keyfi vektor

alanlar1 icin
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(Vxh)Y = p(X)(Veh)Y — (V) [ahX + ¢h2X] (3.50)
—eg(Y, ahX + ¢ph* X )¢,

denklemi gecerlidir.

Ispat: Farz edelim ki, h tensor alam eta-paralel olsun. Onerme 3.3.1 de kullamlan

metodoloji ile
9(Vxh)Y, Z) =n(X)g((Veh) Y, Z) = n(Y)g((Vxh) €, Z)
—1(Z)g(Vxh) Y, &) +n(X)n(Y)g((Veh) & Z) +n(Y )n(Z)g(Vxh) €, €)
+1(Z)n(X)g((Veh) Y, &) = n(X)n(Y)n(Z)g((Veh) €,€) =0

bulunur. Buradan

)
(

g(Vxh) Y, =¢"Z) = n(X)g((Veh) Y, Z) = n(Y)g((Vxh) € Z) = 0
yazihr. Bu son ifade Z ye gore cekilirse
(Vxh)Y = —n(X)[¢lY + a?¢Y + 2ahY + ¢h*Y ]
—(Y) [~ag®hX + ¢oh*X] + eg((Vxh)Y, €)€

elde edilir Yukaridaki denklem diizenlenirse istenen sonug olan (3.50) denklemi elde

edilir.

Teorem 3.3.1 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-
metrik manifold olsun. O halde, ¢h tensor alaninin eta-paralel olmasi durumunda keyfi

vektor alanlar igin

R(X,Y)¢ = n(Y)IX — n(X)IY (3.51)

denklemi gecerlidir.

Ispat: Hipotezden dolay: (3.37) denklemi yardimiyla

R(X,Y)¢ = a?n(X)Y — o®n(Y)X — an(X)ohY + an(Y)phX
—n(X) (Veph) Y +n(Y) [aphX — R2X] + eg(Y, aphX — h2X)E
+n(Y) (Veph) X — n(X) [aphY — h?Y | — eg(X, aphY — h?Y)E

bulunur. Yukaridaki denklem diizenlenirse
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R(X,Y)¢ = —n(X)IY +n(V)IX +n(X)a?p*Y

—n(Y)a?¢*X +n(X)a®Y —n(Y)a?X
haline doniigiir. Bu da sadelegtirmeyle birlikte istenen sonugtur.

Teorem 3.3.2 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-
metrik manifold olsun. O halde, ¢h tensor alaninin eta-paralel olmasi durumunda M

iizerinde ¢ vektor alanmi Ricci operatoriiniin bir dzvektoriidiir.

ispat: {e1, ..., e, &} ciimlesi tanjant uzayn keyfi bir noktasindaki bir ortonormal baz
olsun. Bu durumda (3.51) denkleminin her iki tarafi Z vektor alani ile i¢ ¢arpilir ve
X =7 =¢;1<i<2n+1icin, (3.51) denklemine kontraksiyon uygulanirsa

2n+1 2n+1

2, eig(Rlen )& e) = 2, & n(Y)g(les, e:) — n(ei)g(lY i)

i=1
elde edilir. Burada Y yerine ¢ alindiginda

2n+1

S8 =) aiglles,e)
i=1
bulunur. ¢ Ricci operatoriiniin tanimindan
Q€ = 12(1)¢
yazilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 3.3.3 (2n+41)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-

metrik manifold olsun. O zaman M iizerinde 7 torsiyon tensor alani
T7X =2V
dur.
ispat: 7 tensor alaninin tanimi
(Leg)(X,Y) = Leg(X,Y) 4+ g(LeX,Y) — g(X, LeY)
seklindedir. Buradan
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(Leg)(X,Y) = g(—a¢®X — ohX,Y) + g(X, —a¢’Y — ¢hY)

= 29(—a¢’X — ohX,Y)

yazilir. Boylece her keyfi X vektor alani i¢in 7.X = —2A4 = 2V x¢ elde edilir.

Onerme 3.3.4 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psédo-

metrik manifold olsun. Bu durumda 7 tensor alani eta-paralel oldugunda

(Vxoh)Y =n(X) (Veoh) Y —n(Y)oh (VxE) +eg (Vxoh) € Y)E

esitligi gecerlidir.
Ispat: 7 tensor alanmin eta-paralellik tanimimdan
g(Vxrr) YT, Z") =0
dir. X7 = X — n(X)¢ olmak tizere, yukaridaki esitlik
(Vx7)Y = n(X)(Ver)Y +n(Y)(Vx7)E+ 9 (VxT) Y, )€

seklinde yazilabilir. Buradan

(VxT)Y = =2an(Y)Vx& = 2an(Y)g(VxE,Y)E = 2(Vxoh) Y

bulunur. Bu son esitlikte Y = £ alinirsa
(VXT)f = —2aVX€ + Q(bthg

elde edilir. Ayrica,
(Ver)Y = —=2(Veoh) Y

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

dir. Burada (3.55) ve (3.56) esitlikleri (3.53) ve (3.54) esitliklerinde yerine yazilr,

bulunan denklemler birbirlerine esitlenirse (3.52) denklemine ulagilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 3.3.3 (2n+1)-boyutlu bir A manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psdo-

metrik manifold olsun. O zaman M iizerinde 7 tensor alani eta-paralel oldugunda &

vektor alanm1 Ricci operatoriiniin bir 6zvektoriidiir.
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Ispat: Ilk olarak, (3.52) denklemini géz oniine alalm. Bu durumda (Vy¢h)X —
(Vxoh)Y fark

(Vyoh)X — (Vxoh)Y = n(Y) (Veoh) X —n(X)oh (VyE) +eg ((Vyoh) §, X(%57)
—n(X) (Veoh) Y +1(Y)oh (VxE) —eg (Vxoh)§,Y) €

seklinde yazilir. (3.57) diizenlenirse

(Vyoh)X — (Vxoh)Y = n(Y)(Vedh) X —n(X)phVyE (3.58)
—n(X) (Vedh) Y +n(Y)phV x§

bulunur. (3.37), (3.40) ve (3.58) denklemleri birlikte ele alinirsa

R(X,Y)¢ = (Vyoh)X — (Vxoh)Y +a’ [n(X)Y —n(Y)X]
—a[n(X)ohY — n(Y)ohX]
= n(Y) [-¢*IX — ’¢*X — 2a9hX — $°h*X]
—n(X) [-¢°lY — &*¢’Y — 2a9hY — ¢°h*Y]
—n(X)Ph(—ag®Y — ohY) +n(Y)ph(—a¢?X — ohX)
+a?n(X)Y — a*n(Y)X — an(X)ohY + an(Y)phX
elde edilir. Bu son denklem diizenlenir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa (3.51) den-

klemine ulagilir. Burada @) Ricci operatoriiniin taniminin kullanilmasiyla ispat tamam-

lanir.

Teorem 3.3.4 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik pstdo-
metrik manifold olsun. Bu durumda h tensor alan eta-paralel ve V¢h = 0 sartlar

birlikte saglaniyorsa A nin karakteristik degerleri sabittir.

Ispat: h mn bir karakteristik birim vektor alan1 W € D, h(W) = ulV esitligiyle ver-
ilsin. Burada p fonksiyonu, W vektor alanina karsilik gelen karakteristik bir fonksiy-

onudur. O halde, her W € D i¢in (3.50) denklemi
g(Vxh) W W) = n(X)g((Veh) W, W) (3.59)
= n(X)Ek)

seklindedir. Ayrica,
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g(Vxh) W, W) = X(p) (3.60)

dir. Bu son iki denklem birbirine esitlenirse

bulunur. Buradan herhangi bir vektor alani icin

dp =1 ® &)
yazilir. Bundan bagka, V¢h = 0 oldugundan
g(Veh)W, W) =0 = {(u)

dir. Boylece bu son ii¢ denklemden dolayr du = 0 olup, bu sonu¢ teoremin ispatini

tamamlar.

Teorem 3.3.5 (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-
metrik manifold olsun. Bu durumda 7 tensorii devirli eta-paralel sartin1 sagladiginda &

vektor alan1 Ricci operatoriiniin bir 6zvektoriidiir.

Ispat: Oncelikle devirli eta-paralel sartindan dolay1 M iizerinde
0=g((Vxrm) YY", W) + g(Vyr )W, XT) + g(Vipr7) X7, YY)

denklemi gecerlidir. Ispat: gerceklestirmek icin yukaridaki ii¢ ifadeyi hesaplamaliyiz.

Burada
g(Vxrr) YT WD) = g((Vxr)Y, W) = n(X)g((Ver)Y, W) (3.61)
—n(Y)g(Vx7)E,W) = n(W)g((VxT)Y,§)

yazilir. Ayrica, (3.53), (3.54), (3.55) ve (3.56) denklemleri ve basit hesaplamalarla elde

edilen
g((Ver)Y,€) =0, g((Vx7)E, ) =0, g((Ver)E,§) =0

denklemler birlikte hesaba katilirsa (3.61) yardimiyla devirli toplam

2, 9(VxnY. ) = n(X) & g((Vyr)W.)

—n(Y) e 9(VwT)X, &) =n(W) & 9(Vx7)Y,§) =0
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elde edilir. Burada & , XY, Z devirli toplam1 gostermek iizere, yukaridaki denklem
XY, 2

I(Vxoh)Y, W) =n(X) [g((Veoh)Y, W) + g(Vy oh) W, £)
g(cbh(Vwﬁ) V) =n(Y) [9((Vee)W, X) + g((Vwoh) X, §)
—g(h(VxE), W) = n(W) [g(Vxoh)Y, €) + g((Veph) X, Y)
—9(oh(Vy§), X)] =0

haline indirgenir. Bu son esitligin her iki tarafina Y ve W ya gore kontraksiyon uygu-

lanir ve sadelegtirilirse
n(X) [271&2 +302(h?) + fz(l)} — 2(div(¢h))X =0 (3.62)

bulunur. (3.45) denkleminin yardimiyla (3.62) denklemi @ Ricci operatoriiniin de kul-

lanilmasiyla
Qc =13 [jz(h2) +1ia() + 2a2n] ¢

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

3.4 Hemen Hemen Alfa-Kenmotsu Psédo-Metrik Yapilar

Bu kisim ise hemen hemen alfa-Kenmotsu psédo-metrik manifoldlara adanmistir. Ozel-

likle, lokal simetri sart1 altinda bazi belirleyici sonuclar elde edilmigtir.

Teorem 3.4.1 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu pstdo-
metrik manifold olsun. O zaman M nin bir alfa-Kenmotsu psddo-metrik manifold

olabilmesi icin gerek ve yeter sart her keyfi X veY vektor alanlar icin
(Vx9)Y, Z) = —aleg(X, ¢Y)E + n(Y)pX] (3.63)
denkleminin saglamasidir.

Ispat: Hipotez geregince oncelikle M nin bir alfa-Kenmotsu psodo-metrik manifold
oldugunu varsayalim. Bu durumda (3.16) denklemini ve N©(Y;Z) = 0 oldugunu
takiben ispat tamamlanir. Tersine olarak, M nin hemen hemen alfa-Kenmotsu psédo-

metrik manifold oldugunu farz edelim. (3.63) denkleminde Y yerine ¢ aldigimizda
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Vxé = —a¢?X denklemini verir. O zaman

dn(X,Y) = eX(g(Y.€)) —eY(9(X,€)) — n([X,Y])
= e9(Y,Vx&) +e9(VxY &) —eg(X, Vy€) —eg(§, Vy X) —n([X,Y])
- e’:‘Oég(X, ¢2Y) - &TOég(Y, ¢2X)

=0
elde edilir. Diger yandan, (3.63) denklemi ve d® tanimi birlikte hesaba katilarak

de(X,Y,Z2) = g(Vx¢Z)Y)—g(VyoZ, X)+ g(Vz¢Y, X)
= 2an(2)g9(X, ¢Y) + 2an(X)g(Y, ¢Z) — 2an(Y)g(X, ¢Z)
denkleminden
dd(X,Y, 7)) =2a(n AN®) (X,Y,Z)

bulunur. Son olarak, (3.7) denkleminde h* = —¢h alalim. O halde, (3.7) ve Vx¢ =

—a¢*X denklemleri birlikte diistiniiliirse
h*=h=0
elde edilir. Boylece (3.1) ve (3.63) denklemleri kullanilarak

Ny(X,Y) = @*[X,Y]+[0X,0Y] — ¢[0X, Y] — ¢[X, ¢Y]
= —¢(Vx0Y) + ¢*(VyX) + 6(Vy9X) — ¢*(Vy X)
+Vox oY — d(VexY) + ¢(Vay X) — Vgy o X
= —a¢(eg(eX,Y)E —n(Y)oX) + ad (eg(Y, X)§ — n(X)oY)
—a (eg(¢%Y, X)E = n(X)P?Y) + a (eg(¢° X, Y)E — n(Y)9*X)
=0

sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.2 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu psédo-

metrik manifold ve & = 0 olsun. Bu taktirde, M manifoldu M, X M olacak sekilde

44



lokal bir kathi carpimla ifade edilir. Burada M bir hemen hemen Kachler manifold, ¢

koordinatu ile verilen agik aralik M, ve bazi ¢ pozitif sabitleri i¢in f = ce® dir.
Ispat: Ilk olarak, D sembolii ile ¢ vektdr alanma dik olan dagihim gosterelim. Yani,
D =kern=Im¢o
dir. Keyfi X € D i¢in h = 0 oldugunda (3.7) denkleminden
Vxé=aX

yazilir. M veV sirasiyla, D degme dagiliminin integral manifoldu ve M nin Levi-Civita
konneksiyonu olsun. O zaman her XY € D icin M den M ye bir pstdo-Riemann

immersiyonunun ikinci temel formu B(X,Y)
(B(X,Y)) =n(VxY = VxY) = —g(Vy& X) = —ag(X.Y)

ile tanmimhdir. Boylece M manifoldu M nin bir total umbilik altmanifoldu olup ortalama
egrilik fonksiyonu

H = —ag

ile verilir. (3.7) denklemini takiben V£ = 0 oldugu agiktir. O halde, M, & vektor
alaninin bir integral egrisi olmak tizere, M manifoldu M, X, M olacak sekilde lokal bir

kath carpim uzayidir. Biliyoruz ki, H ortalama vektor alani, 7 izdiigiim fonksiyonu
VI Mg X ]/\\4/ — Mg

bir psodo-Riemann submersiyon olmak {izere, —% grad f ile ilgili bir 7 izdiigiim fonksiy-

onudur (Besse 1987). Bagka bir degisle,

acfé = grad f

dir. Burada lokal olarak ¢ koordinath & = % ile gosterilsin. Tanim 47 de verilen ifadeden
dolay1 g(&,€) = e dir (O’neill 1983). Buradan grad(f) = az—:%@t yazilir. Bu denklemin
¢oziimiinden pozitif sabit ¢ ler icin f = ce®® bulunur. Son olarak, D degme dagiliminin
¢ kisitlamasinda kompleks yapisin J ile sembolize edersek basit bir hesabin ardindan

(M ,J) nin bir hemen hemen Kaehler manifoldu oldugunu gorebiliriz.

45



Onerme 3.4.1 M, D degme dagiliminin integral altmanifoldlar1 Kaehler olacak sek-
ilde bir hemen hemen alfa-Kenmotsu psddo-metrik manifold olsun. O zaman, M nin
alfa-Kenmotsu psodo-metrik manifold olmasi icin gerek ve yeter sart V€ = —a¢? den-

kleminin saglamasidir.

Ispat: Bu ispatin Riemann durumu Pastore ve Dileo tarafindan verilmistir (Pastore

and Dileo 2007). Benzer yolla yapilabilir.

Onerme 3.4.2 M, bir lokal simetrik hemen hemen alfa-Kenmotsu psodo-metrik mani-

fold olsun. O halde, V b = 0 dir.

Ispat:Bu ispatin Riemann durumu da ayni yazarlar tarafindan ele almmstir (Pastore

and Dileo 2007). Benzer olarak, psédo-Riemann durumu da gosterilebilir.

Onerme 3.4.3 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu psddo-
metrik manifold olsun. Bu durumda

(7) D dagihmimin integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapidadir,

(77) D dagilminin integral altmanifoldunun total umbilik olmas i¢in gerek ve yeter

kogul h = 0 olmasidir.

Ispat:Bu ispatin psédo-Riemann durumu da aym Riemann durumunun ispati gibi

yapilabilir (Kim and Pak 2005).

Teorem 3.4.3 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu psodo-
metrik manifold olsun. Bu durumda D degme dagiliminin integral manifoldlar:

H = —ae€ ortalama egrilik vektor alani ile verilen bir hemen hemen Kaehler manifold-
lardir. Ayrica, D nin integral manifoldlarinin total umbilik olmasi i¢in gerek ve yeter

sart h = 0 olmasidir.

Ispat: M ve V sirasiyla, D degme dagiliminin integral manifoldu ve M nin Levi-
Civita konneksiyonu olsun. O zaman M — M psodo-Riemann immersiyonunu goz

oniine alahm. M den M ye bir psodo-Riemann immersiyonunun ikinci temel formu

B(X,Y) olmak iizere,
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ve

B(X,Y) = —eg(Y,aX — ¢hX)E

seklinde tanimlidir. Boylece M manifoldunun M nin total umbilik bir altmanifoldu
olmas igin gerek ve yeter kosulun A = 0 olmasi1 gerektigini biliyoruz. Bu nedenle,
B(X,Y) = —eag(Y, X)¢ elde edilir. H ortalama egrilik vektor alanimin tanimimdan

H = —ae bulunur.

Teorem 3.4.4 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu lokal simetrik hemen hemen alfa-
Kenmotsu psédo-metrik manifold olsun. O zaman, agagidaki 6nermeler denktir:

(1) M bir alfa-Kenmotsu psddo-metrik manifold,

(ii) h = 0.
Ayrica, bu sartlardan herhangi biri sagladiginda M?"*! manifoldu K = —a?c kesit
egriligine sahiptir. Bu nedenle, D degme dagiliminin integral manifoldu bir Kaehler

manifold ve K = 0 dir.

Ispat: (i) = (ii). M nin bir alfa-Kenmotsu psédo-metrik manifold oldugunu kabul
edelim. O zaman keyfi X vektor alani icin (3.63) denkleminden Vx¢ = —a¢*X yazilr.
Belirtmeliyiz ki,

h=—-¢h=0&h=0

onermesinin saglandigini biliyoruz. Boylece (3.63) denklemi ile Vx¢& = —a¢®X den-
klemi kargilagtirihirsa h = 0 elde edilir. (i4) = (7). M, h = 0 ile verilen bir hemen hemen

alfa-Kenmotsu psodo-metrik manifold olsun. O halde,
R(X,Y)§ = o [n(X)Y —n(Y)X]
yazilir. Buradan keyfi X, Y, W vektor alanlari igin
(VwR)(X,Y)E = (VwR)(X,Y){ - R(VwX,Y){ — R(X, VwY){ — R(X,Y) V¢
= —aR(X, Y)W + a3 [g(X, W)Y — g(Y,W)X]
bulunur. Hipoteze gore M lokal simerik oldugundan VR = 0 olup, yukaridaki esitlikten

R(X, Y)W = —a?c[g(Y, W)X — g(X,W)Y] (3.64)

oldugu goriiliir. Burada o # 0 oldugu aciktir. Boylece M, K = —a?c kesit egriligine

sahiptir. Bundan bagka, MveV sirasiyla, D degme dagiliminin integral manifoldu ve M
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nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere, M— M psodo-Riemann immersiyonunu
goz Oniine alalim. M den M ye bir pstdo-Riemann immersiyonunun ikinci temel formu
B(X,Y)

B(X,Y) = —cag(Y, X)¢

ile tanimhidir. Bagka bir degisle, M nm M iizerinde bir total umbilik altmanifoldu
yukaridaki denklemi saglar. R da M nin Riemann egrilik tensorii olmak tizere, her

X,Y,Z €D icgin
R(X, Y)W = R(X, Y)W — o’ [g(Y, W)X — g(X,W)Y] (3.65)

bulunur. (3.64) ve (3.65) denklemlerinden R = 0 elde edilir. Dolayisiyla M flat ve
M nin kesit egriligi K = 0 dir. Bu ise M nin flat Kaehler manifold oldugu anlamina
gelir. Boylece V€ = —a¢? & h = 0 oldugunu hatirlatarak Onerme 3.4.1 goz Sniine
alimdiginda M bir alfa-Kenmotsu pstdo-metrik manifold olur. Bunlara ilaveten, (i) veya
(17) kogullar1 bir M lokal simetrik hemen hemen alfa-Kenmotsu pstdo-metrik manifold
icin saglarsa yukaridaki ifadelerden M nin K = —a?e kesit egriligine sahip oldugunu
soyleyebiliriz. Bu nedenle, D degme dagiliminin integral manifoldu K = 0 ile verilen

bir Kaehler manifoldudur.

Onerme 3.4.4 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu hemen hemen alfa-Kenmotsu psédo-
metrik manifold olsun. O zaman, M nin alfa-Kenmotsu psddo-metrik manifold olmasi
icin gerek ve yeter sart D dagiliminin integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h = 0

olmasidir.

Ispat: Benzer yolla, psédo-Riemann anlamindaki ispat, yazarlarin Riemann anlami

durumunda 6ngordiigii sekilde yapilabilir (Kim and Pak 2005).

Teorem 3.4.5 Sabit K kesit egriligi ile verilen (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen
alfa-Kenmotsu psddo-metrik manifold bir alfa-Kenmotsu psédo-metrik manifold olup,

K = —a?e dir.

Ispat: M sabit K kesit egrilikli (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa-Kenmotsu

psddo-metrik manifold olsun. Bu ifade M nin lokal simetrik oldugunu gosterir. O
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halde, Onerme 3.4.2 den V¢h = 0 dir. Sabit kesit egriliginin tanimindan
R(X,Y)E = <K [n(Y)X — n(X)Y] (3.66)
denklemi, (3.37) esitligi ile birlikte diigiiniiliirse

0 = (eK+a*)(n(X)Y —n(Y)X) +an(X)h'Y (3.67)
—an(Y)h*'X — (Vyh*)X + (Vxh*)Y

elde edilir. Burada h* = —¢h dir. (3.67) denkleminde Y = £ alirsak
0=(cK +a*) (n(X)¢ - X) — h2X — 2ah*X (3.68)

bulunur. Burada (V¢h*)X = 0 dir. X € D, A 6zdegeri ile verilen h nin bir dzvektor
alani olsun. O halde, (3.68) denklemi

0= (eK +a?+ X)X — 2a1pX =0
yazilir. Ayrica, X ve ¢X lineer bagimsiz oldugundan
eK+a?+ X =2a0=0, a #0
olur. Buradan A = 0 ve K = —a?¢c elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.6 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu lokal simetrik hemen hemen alfa-
Kenmotsu psodo-metrik manifold olsun. O zaman agagidaki énermeler gegerlidir:

(i) Eger Y, p 6zdegeri ile verilen h min 6zvektorii ise K (€,Y) = —e(a? + u?),

(i1) Eger Y, \ ozdegeri ile verilen h* m 6zvektorii ise K(£,Y) = —e(a + \)?,

(7i1) D tizerinde h nmin tiim 6zdegerleri {£p, : 1 < i < n} olmak iizere,

(€8 = =2 (a*+p})

dir.
Ispat: Onerme 3.4.2 ve (3.39) denkleminden

R(Y,€)¢ = a?¢*Y — 2ah*Y — h?Y (3.69)

yazilir. Boylece

R(Y,£,Y, &) = —(a® + p?)g(X, X)
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bulunur. Burada Y, pu 6zdegeri ile verilen A nin 6zvektoriidiir. Buradan kesit egriligi

tanimindan () ispatlanir. Benzer olarak, (3.69) denkleminden
R(Y,6)€ = —(a® —2aX + A\ X

yazilir. Burada Y, \ 6zdegeri ile verilen h* i 6zvektorii olmak tizere, (i7) sikkinin ispati
agiktir. Son olarak, M iizerinde he; = p;e; sartini saglayan bir lokal {ey, - - , e, peq, -+, pen, &}

bazini goz 6niine alalim. O halde,

n

S(faf) = €Z<K<€,€l)+K(€,¢€Z))

i=1

= —2) (&’ +p)).
=il

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.7 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu lokal simetrik hemen hemen alfa-
Kenmotsu psédo-metrik manifold olsun. Eger ¢h veya h tensor alanlar1 Kodazzi sart-
larini saghyorsa bu durumda, her XY, Z vektor alanlar: icin D dagilimin integral alt-

manifoldu total umbiliktir.
Ispat: ¢h tensor alam Kodazzi sartim sagladigindan
(Vyoh) X — (Vxoh)Y =0
yazilir. Burada X yerine £ alinirsa
Y = a[ad®Y + ¢hY] (3.70)
bulunur. O halde, (3.70) denkleminden
—2R%*Y =0

elde edilir. Buradan h = 0 yazilir. Béylece, Onerme 3.4.3 yardimiyla ispat tamamlanir.

Benzer ispat h tensor alani i¢in de yapilabilir.
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4  TARTISMA ve SONUC

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda, hemen hemen alfa-kosimplektik psodo-metrik man-
ifoldlar tanitilarak, baz1 paralel tensor alanlar1 ve lokal simetri sartlar1 altinda bazi
sonuclar elde edilmigtir. Bu calismadaki asil amag ozellikle, lokal simetriyi, kesit egrili
gini ve skalar egriligi kullanarak bu tiir manifoldlar i¢in sitmflandirma yapmaktir. Bul-

dugumuz sonuglar literatiire bu alanla ilgili oldukca giizel sonuclar katmistir.

Ilerideki cabamiz, 6zellikle bu calismada kullandigimiz tensor kosullarmma ek olarak,
tiim yari-simetrik durumlar ve psédo-yar1 simetrik durumlar i¢cin hemen hemen alfa-
kosimplektik veya hemen hemen alfa-Kenmotsu pstdo-metrik manifoldlar1 daha genel
olarak incelemek seklinde olacaktir. Ayrica, alfanin diizgiin bir fonksiyon olarak alin-
mas1 da diigiiniilebilir. Bundan bagka, bu tiir manifoldlar (k, u, v)-uzaylarinda in-
celemekte acik problemler arasinda yer almaktadir. Baska bir degisle, ps6do-simetrik
ve psodo yari-simetrik gibi tzel tensor sartlar: altinda hemen hemen alfa-kosimplektik

psodo-metrik yapilar (k, p1, v)-uzaylarinda aragtirilabilir.
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