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Bu tezin ilk bölümünde fen ve mühendislik gibi uygulamalı bilimlerde ortaya çıkan 

diferansiyel denklemlere kısaca değinilmiş ve çözümlerin azalması ile ilgili temel 

bilgiler verilmiştir. 

İkinci bölümde çözümlerin azalması ile ilgili günümüze kadar yapılan çalışmalar tarihi 

gelişimiyle ele alınmıştır. 

Üçüncü bölümde tez boyunca kullanılacak olan temel tanım, lemma, teorem ve 

eşitsizlikler verilmiştir. 

Dördüncü bölüm iki kısımdan oluşmuştur. İlk kısımda zayıf damping terimli Petrovsky 

denkleminin lokal varlığı, global varlığı ve asimptotik davranışı çalışılmıştır. İkinci 

kısımda ise güçlü damping terimli Petrovsky denkleminin çözümlerinin enerji azalması 

ve sonsuzdaki patlaması çalışılmıştır. 
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In the first chapter of this thesis, differential equations emerging in applied sciences, 

such as engineering and science, are briefly dealt with, and the basic information 

regarding energy decay of solutions is given. 

 

In the second chapter, the historical developments of the decay of solutions are 

investigated. 

 

In the third chapter, basic definitions, lemma, theorems, inequalities that will be used 

throughout the thesis are given 

 

In the fourth chapter is composed of two sections. In the first section local and global 

existence and asymptotic behavior of solutions are for a Petrovsky equation with weak 

damping term are studied. In the second section, decay energy and blow up for a 

Petrovsky equation with strong damping  term are studied. 
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Zeynep ÇALIŞIR

1. G·IR·IŞ

K¬smi diferansiyel denklemler bilinmeyen bir fonksiyon ve onun k¬smi türevleri

aras¬ndaki ili̧ski olarak tan¬mlan¬r. Bu denklemler �zik ve mühendisli¼gin hemen

hemen tüm alanlar¬nda ortaya ç¬kar. Ayr¬ca biyoloji, kimya, bilgisayar ve ekonomi

gibi birçok alanda k¬smi diferansiyel denklemler kullan¬lmaktad¬r. Asl¬nda ba¼g¬ms¬z

de¼gi̧skenler aras¬ndaki etkileşimin oldu¼gu her alanda k¬smi diferansiyel denklemler

ortaya ç¬kmaktad¬r.

Genel olarak, bilinmeyen fonksiyonlar¬n belirli bir noktadaki de¼geri, yaln¬zca bu

noktan¬n komşulu¼gundaki noktalar¬n de¼gerlerine ba¼gl¬ oluyorsa k¬smi diferansiyel

denklemleri elde ederiz. Bir u(x1; x2; : : : ; xn) fonksiyonu için k¬smi diferansiyel den-

klemin genel formu,

F (x1; x2; : : : ; xn; u; ux1 ; ux2 ; : : : ; uxn ; : : :) = 0

şeklindedir. Burada x1; x2; : : : ; xn ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenler, u bilinmeyen fonksiyon ve

uxi ;
@u
@xi
n¬n k¬smi türevini göstermektedir. Genel olarak denklem, başlang¬ç ve s¬n¬r

koşullar¬gibi ek koşullarla birlikte verilir.

K¬smi diferansiyel denklemlerin �zi¼gin farkl¬ dallar¬ndaki muazzam önemi ne-

deniyle, yeni bir k¬smi diferansiyel denklem s¬n¬f¬n¬n çözümünü mümkün k¬lan her

matematiksel geli̧smeye, �zikteki önemli geli̧smeler katk¬sa¼glam¬̧st¬r. Bu nedenle,

Hamilton taraf¬ndan bulunan karakteristikler metodu, optik ve analitik mekanikte

büyük geli̧smelere yol açm¬̧st¬r. Fourier yöntemi, ¬s¬transferi ve dalga yay¬l¬m¬n¬n

çözümüne olanak sa¼glad¬ve Green metodu, elektromanyetizma teorisinin geli̧stir-

ilmesinde etkili oldu. K¬smi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin analizi pek çok

özelli¼gi bar¬nd¬rmaktad¬r. 19. yüzy¬lda egemen olan klasik yaklaş¬m aç¬k çözümleri

bulmak için çeşitli metodlar¬geli̧stirmekti.

K¬smi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin pek çok özelli¼gi vard¬r. Teknik iler-

lemeleri, çözümün yap¬s¬n¬anlamay¬amaçlayan teorik geli̧smeler takip eder. Amaç,

i̧slem yapmadan hatta aç¬k çözüm bulmadan çözümün baz¬özelliklerini bulmakt¬r.

K¬smi diferansiyel denklemlerin teorik incelenmesi sadece akademik amaçla de¼gildir,

ayn¬zamanda bir çok uygulamas¬vard¬r. ·Ileri teknolojik araçlarla bile çözülemeyen

karmaş¬k denklemler vard¬r. Bu durumda yapabilece¼gimiz tek şey, çözüm hakk¬nda
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1. G·IR·IŞ

nitel (qualitative) bilgi edinmeye çal¬̧smakt¬r. Genel olarak denklem mühendislik ve

�ziksel problemin modellenmesiyle oluşur. K¬smi difernasiyel denklemleri çözmek

için bir kaç yol vard¬r. Her yol belirli bir denklem türüne uygulanabilir. Bu yüzden

denklemi çözerken ve çözmeden önce denklemin tam olarak analiz edilmesi önem-

lidir. Temel teorik soru denklemi ve ilgili yan koşullar¬n¬oluşturan problemin iyi

konulmuş olup olmad¬¼g¬d¬r.

Frans¬z matematikçi Jacques Hadamarda (1865-1963) göre bir problem aşa¼g¬daki

koşullar¬sa¼glarsa iyi konulmuştur.

I) Varl¬k: problem bir çözüme sahip olmal¬,

II) Teklik: problemin çözümü tek olmal¬,

III) Kararl¬l¬k: başlang¬ç ve/veya s¬n¬r koşullar¬ndaki küçük bir de¼gi̧siklik çözümde

küçük bir de¼gi̧sikli¼ge sebep olmal¬d¬r.

E¼ger yukar¬daki koşullar¬n bir ya da daha fazlas¬yoksa problemin kötü konumlu

oldu¼gunu söyleyebiliriz.

Şimdi basit bir örnek verelim:

Örnek:

ut + uxx = 0

denkleminin

u1(x; 0) = 0

başlang¬ç koşulunu sa¼glayan tek çözümü

u1(x; t) = 0

d¬r. Başlang¬ç koşulu

u2(x; 0) =
sin (nx)

1050

olarak al¬n¬rsa, çözüm

u2(x; t) =
en

2t sin(nx)

1050

elde edilir. Yukar¬da görüldü¼gü üzere başlang¬ç verilerinde küçük

ju1(x; 0)� u2(x; 0)j =
sin(nx)

1050

2



Zeynep ÇALIŞIR

bir de¼gi̧siklik yap¬ld¬¼g¬nda, çözümde

ju1(x; t)� u2(x; t)j =
�����en

2t sin(nx)

1050

�����
n �!1 için

�����en
2t sin(nx)

1050

����� �!1

büyük de¼gi̧sikli¼ge yol açmaktad¬r. Dolay¬s¬yla verilen problem iyi konulmuş de¼gildir.

Matematiksel problemlerin ço¼gunun iyi konumlu oldu¼gu aç¬kça söylenebilir. Günümüz

ileri teknoloji sistemlerindeki geli̧smeler matematiksel modellemelerden ayr¬düşünüle-

mez. Yani matematik bilimi başta mühendislik olmak üzere birçok alanda kaŗs¬laş¬lan

problemlere yönelik matematiksel yöntemler sunarak sorunlar¬n daha anlaş¬l¬r olup

gerçek dünyaya uygulanabilir olmas¬na olanak sa¼glar.

Esasen matematik bilimi için do¼gada kaŗs¬laş¬lan her olay matematiksel olarak

bir problem olabilmektedir. Ve problemlere yönelik matematiksel modellemeler oluş-

turmak yads¬namaz derecede bilimin geli̧smesine katk¬sa¼glayacakt¬r.

Bu modellemeler öncelikli olarak kaŗs¬laş¬lan problemi matematiksel ifadelerle

formülüze eder. Sonras¬nda ise bu probleme yönelik yaklaş¬k bir çözüm bulur. Veya

çözümün davran¬̧s¬yla ilgili bir �kre sahip olmam¬z¬sa¼glar. Denklemleri başlang¬ç ve

s¬n¬r koşullar¬yla s¬n¬rland¬rarak iyi tan¬ml¬bir çözüm bulmak için öncelikli olarak

çözümün varl¬¼g¬n¬, çözüm varsa e¼ger çözümün tekli¼gini ve başlang¬ç verilerine ba¼g¬m-

l¬l¬¼g¬n¬araşt¬r¬lm¬̧s olur.

Yap¬lan çal¬̧smalar gösteriyor ki lineer olmayan diferansiyel denklemler lineer

olan denklemlere oranla gerçek dünyayla daha çok ba¼glant¬l¬oldu¼gu için elde edilen

matematiksel modellemelerin ço¼gu lineer olmayan diferansiyel denklemlerle olur

(Pinchover ve Rubinstenin 2005).

Bu çal¬̧smam¬zda enerji azalmas¬na yo¼gunlaşaca¼g¬m¬zdan dolay¬, enerji azalmas¬

ile ilgili basit bir örnek verelim:

E(t) denklemimizin enerji fonksiyoneli olmak üzere; 8t > 0 ve c1; c2; �; � > 0

için

I) E(t) � c1e�c2t oluyorsa üstel enerji azalmas¬,

II) E(t) � �t�� oluyorsa polinomal enerji azalmas¬vard¬r denir.

3
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Şimdi çözümlerin enerji azalmas¬na adi diferansiyel denklemler için bir örnek

verelim; �
u0(t) = �up(t);
u(0) = 1

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

�
p = 1 ise u(t) = e�t

p = 2 ise u(t) = (1 + t)�1

dir. Görüldü¼gü gibi her iki durumda da t ! 1 iken u ! 0 olur.Burada p = 1 için

üstel azalma, p = 2 için polinomal azalma vard¬r.

4
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Bu tezde amac¬m¬z aşa¼g¬daki

utt +�
2u+�2ut = u ln juj2

denkleminin çözümlerinin üstel ve polinomal olarak azalmas¬n¬incelemektir. Şimdi

bu denklem ile ilgili temel çal¬̧smalar¬verelim:

2.1. Logaritmik Kaynak Terim ·Içeren Denklemler

Kaynak terimi logaritmik olan denklemler nükleer �zik, optik, süpersimetri ve

geo�zik gibi alanlarda ortaya ç¬kmaktad¬r (Birula ve Mycielski 1976).

Birula ve Mycielski (1976)

utt � uxx + u = "u lnu2

denkemini çal¬̧st¬lar. Cazenave ve Haraux 1980 y¬l¬nda

utt ��u = u ln jujk

denkleminin varl¬k ve tekli¼gini inceledi.

Hiramatsu, Kawasaki ve Takahashi (2010) teorik �zikte Q-ball dinami¼gini çal¬̧s¬rken

utt � uxx + u+ ut + u juj2 = u lnu

denklemi elde etti. Han 2013 y¬l¬nda elde edilen denklemin R3 te global varl¬¼g¬n¬

çal¬̧st¬. Hu, Zhang ve Liu (2019)

utt ��u+ u+ ut = u ln jujk

denkleminin asimptotik davran¬̧s¬n¬çal¬̧st¬lar. Ma ve Fang (2018) güçlü damping

terimli

utt ��u��ut = u ln juj2

denkleminin çözümlerinin global varl¬¼g¬n¬, asimptotik davran¬̧s¬n¬ve sonsuz zamanda

5



2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

patlamas¬n¬çal¬̧st¬lar. Al-Gharabli ve Messaoudi (2017, 2018)

utt +�
2u+ u+ ut = u ln jujk

denkleminin çözümlerinin lokal ve global varl¬¼g¬n¬, asimptotik davran¬̧s¬n¬çal¬̧st¬lar.

2.2. Petrovsky Denklemi

Dördüncü mertebeden terim (�2u) içeren denklemler Petrovsky denklemi olarak

adland¬r¬l¬r.

utt +�
2u+ jutjp�1 ut = jujq�1 u

Petrovsky denkleminin varl¬k-teklik ve patlamas¬Messaoudi (2002) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Daha sonra farkl¬yöntemler kullan¬larak patlamas¬ve enerji azalmas¬Wu ve Tsai

(2009), Chen ve Zhou (2009), Li, Sun ve Liu (2012), Pi̧skin ve Polat (2014) taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n dördüncü bölümünün ikinci k¬sm¬nda beşinci mertebeden

damping (�2ut) ve logaritmik kaynak terim
�
u: ln juj2

�
içeren

utt +�
2u+�2ut = u: ln juj2

Petrovsky denkleminin çözümlerinin üstel ve polinomal azalmas¬için yeter koşullar

elde edilmi̧stir.

6
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, diferansiyel denklemler ve fonksiyonel analiz ile ilgili baz¬ temel

kavramlar verilecektir. Daha sonra Lebesgue uzay¬, Sobolev uzay¬, baz¬önemli eşit-

lik ve eşitsizlikler ve çözümlerin patlamas¬ile ilgili baz¬lemmalara yer verilecektir.

[Adams ve Fournier 2003, Brezis 2011, Evans 1998, Kesavan 1989, Polat 2005, Pi̧skin

2013, Pi̧skin 2017, Pi̧skin 2018].

3.1. Normlu Uzay, ·Iç Çarp¬m ve Hilbert Uzay¬

Tan¬m 3.1.1. Boş olmayan bir X kümesi ve X �X den R ye tan¬mlanan bir d

fonsiyonu

(x; y) �! d(x; y)

verilsin. d fonksiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa d yeX üzerinde bir metrik , (X; d)

ikilisinede metrik uzay denir.

8x; y; z 2 X için

I) d(x; y) � 0

II) d(x; y) = 0, x = y

III) d(x; y) = d(y; x)

IV) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y)

Burada (IV) e üçgen eşitsizli¼gi denir. (IV) şart¬tekrar tekrar uygulan¬rsa 8 x;

y; z1:::; zn için

d(x; y) � d(x; z) + d(z; y)

� d(x; z1) + d(z2; z3) + d(z3; y)

:::

� d(x; z1) + d(z2; z3) + :::+ d(zn; y)

şeklindeki ifadeye genelleştirilmi̧s üçgen eşitsizli¼gi denir.

7



3. MATERYAL VE METOT

Tan¬m 3.1.2. X bir reel (veya kompleks) vektör uzay¬olmak üzere x ! kxk

dönüşümünü sa¼glayan

k:k : X ! R

fonksiyonuna X üzerinde bir norm denir. Ve 8 �!x ;�!y 2 X ve 8a 2 R için

I) k�!x k � 0; k�!x k = 0, �!x = 0;

II) ka�!x k = jaj k�!x k;

III) k�!x +�!y k � k�!x k+ k�!y k (üçgen eşitsizli¼gi)

X uzay¬I), II), III) özelliklerini sa¼gl¬yorsa X üzerinde normdur denir. Ve bu

durumda (X, k:k) ikilisine bir normlu uzay denir. kxk say¬s¬nada x 2 X eleman¬n¬n

normu denir.

Tan¬m 3.1.3. (xn), (X, k:k ) normlu uzay¬nda bir dizi olsun. 8" > 0 için

n;m � N oldu¼gunda

kxn � xmk ! "

olacak şekide bir n do¼gal say¬s¬varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 3.1.4. (xn), (X, k:k) normlu uzay¬nda bir dizi olmak üzere,

lim
n!1

kxn � xk = 0

eşitli¼gini sa¼glayan bir x 2 X varsa (xn) dizisine yak¬nsakt¬r denir. Ve bu yak¬nsama

xn ! x şeklinde gösterilir.

Tan¬m 3.1.5. Bir X normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi X uzay¬n¬n bir ela-

man¬na yak¬ns¬yorsa bu uzaya tam uzay denir. (X, k:k) uzay¬ tam ise bu uzaya

Banach uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.6. K cismi üzerinde tan¬mlanan bir X vektör uzay¬verildi¼ginde,

X �X uzay¬üzerinde tan¬ml¬ K de¼gerli

(:; :) : X �X ! K

bir fonksiyonun 8 x, y 2 X ve a,b 2 C için aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa bu fonksiyona

iç çarp¬m denir;

8
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I) (x,x) � 0; (x,x) = 0, x = 0,

II) (x,y) = (y,x) (burada c, c 2 C nin karmaş¬k eşleni¼gini belirtir),

III) (ax+ by; z) = a (x; z) + b (y; z).

K = R durumunda (x; y) = (y; x) oldu¼gu hemen görülür.

Bir iç çarp¬m ile

kxk = (x; y)
1
2

tan¬mlanan k:k : X ! R fonksiyonunun norm oldu¼gunu görmek oldukça kolayd¬r.

Normu yukar¬da oldu¼gu gibi bir iç çarp¬m taraf¬ndan tan¬mlanan uzaya iç çarp¬m

uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.7. Bir iç çarp¬m uzay¬ndaki her Caushy dizisinin bu uzay¬n bir

ö¼gesine yak¬nsak olmas¬halinde bu uzaya Hilbert uzay¬denir. Başka bir deyi̧sle

normlu bir uzay olan bir iç çarp¬m uzay¬ bir Banach uzay¬ ise bu uzaya Hilbert

Uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.8. (xn), X normlu uzay¬na ait bir dizi olsun.

lim
n!1

kxn � xkX = 0

olacak şekide bir x 2 X varsa (xn) dizisine güçlü yak¬nsak dizi denir. Bu yak¬nsama

xn �! x şeklinde gösterilir.

Tan¬m 3.1.9. X normlu uzay¬nda bir dizi (xn) olsun. 8 f 2 X 0 için

lim
n!1

f(xn) �! f(x)

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine zay¬f yak¬nsak dizi denir. Bu yak¬nsama

xn �! x veya xn z�! x şeklinde gösterilir.

Tan¬m 3.1.10. (a) (fn), X normlu uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬lineer fonksiyonellerin

bir dizisi olsun. Bu durumda

kfn � fk �! 0

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine güçlü yak¬nsakt¬r denir. fn ! f şeklinde

9
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yaz¬l¬r.

(b) 8 x 2 X için

fn(x) �! f(x)

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine zay¬f* yak¬nsakt¬r denir. fn
z�! f

şeklinde yaz¬l¬r.

3.2. Lebesgue uzay¬
�
LP (
)

�
Tan¬m 3.2.1. 
, Rn de bir bölge ve 1 � p <1 olmak üzere 
 da tan¬ml¬tüm

ölçülebilir u fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬aşa¼g¬daki koşullar alt¬nda

Z



ju(x)jp dx <1

Lp (
) uzay¬olarak adland¬r¬l¬r. Bu uzay bir vektör uzay¬d¬r. 1 � p < 1 olmak

üzere bu uzay

kukLP (
) =
�Z




ju (x)jp dx
� 1

p

normu ile Banach uzay¬dr.

Tan¬m 3.2.2. X ve Y iki normlu uzay olsun. E¼ger;

I) X in tüm elemanlar¬Y de ise (X � Y ) ve

II) u dan ba¼g¬ms¬z bir c sabiti ve 8u 2 X için

kukY � c kukX

oluyorsa X uzay¬Y uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y şeklinde gösterilir.

3.3. Sobolev Uzay¬

Tan¬m 3.3.1. 
; Rn de bir bölge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay¬ve

1 � p � 1 olmak üzere

Wm;p (
) = fu 2 Lp(
) : D�u 2 Lp(
); 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬denir. Bu uzay

10
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1 � p <1 için

kukWm;p(
) =

0@ X
0�j�j�m

kD�ukpLP (
)

1A 1
p

ve p =1 için

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
)

normlar¬ile Banach uzay¬d¬r.

Burada aç¬kt¬r ki W 0;p (
) = Lp(
) d¬r ve C10 (
) uzay¬L
p(
) uzay¬nda yo¼gun

oldu¼gundan W 0;P
0 (
) = Lp (
) d¬r. Herhangi bir m pozitif tamsay¬s¬için

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p (
) ,! Lp (
)

gömülmeleri geçerlidir.

Tan¬m 3.3.2. p = 2 için Wm;2 (
) = Hm(
), Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) olur. H
m(
)

uzay¬ndaki norm ise

kukHm(
) =

0@ X
0�j�j�m

kD�uk2L2(
)

1A1=2

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.3.3. Hm (
) uzay¬

(u; v)Hm(
) =
X

0�j�j�m

(D�u;D�v)

iç çarp¬m L2 (
) uzay¬ndaki iç çarp¬m¬ifade etmektedir. Ve burada tan¬mlanan iç

çarp¬m bir Hilbert uzay¬d¬r.

H1
0 (
) uzay¬ndaki iç çarp¬m ise

(u; v)H1
0 (
)

=

Z



rurvdx

11
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eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Ve H1
0 (
) uzay¬ndaki norm

kukH1
0 (
)

�Z



(ru)2 dx
�1=2

eşitli¼giyle verilir.

Tan¬m 3.3.4. (Sobolev Gömülme Teoremi). 
, Rn de koni özelli¼gine sahip

aç¬k bir bölge, m � 1 ve j � 0 şartlar¬alt¬ndaki tamsay¬lar ve 1 � p < 1 olacak

şekilde;

I) mp > n ise W j+m;p(
) ,! CjB(
)

II) mp = n ise W j+m;p(
) ,! W j;q(
), p � q <1

veya

W j+m;p ,! Lq(
), p � q <1

gömülmesi elde edilir.Burada p = 1 al¬n¬rsa

W j+m;1(
) ,! CjB(
)

elde edilir.

III) mp < n ise

W j+m;p(
) ,! W j;q(
), p � q � p�

ya da

W j+m;p(
) ,! Lq(
), p � q � p�

d¬r. Burada

p� =
� np
n�mp , n > mp
+1, n � mp

d¬r. Wm;p yerineWm;p
0 uzay¬al¬n¬rsa, 
 bölgesinde herhangi bir k¬s¬tlama yap¬lmak-

s¬z¬n gömülmeler yine geçerli olacakt¬r.

3.4. Baz¬Önemli Eşitlik ve Eşitsizlikler

Lemma 3.4.1. (Young Eşitsizli¼gi). E¼ger " > 0, a, b 2 R, p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1

ise

jabj � jajp

p
+
jbjq

q

12
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eşitsizli¼gi ya da

jabj � "ap + C (") bq

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Burada p = q = 2 seçilirse

jabj � "a2 + 1

4"
b2

yaz¬labilir.

Lemma 3.4.2. (Cauchy-Schwarz Eşitsizli¼gi). a1; a2; :::an; b1; b2; :::bn 2 R

için

(a1b1 + a2b2 + :::+ anbn)
2 �

�
a21 + a

2
2 + :::a

2
n

� �
b21 + b

2
2 + :::b

2
n

�
d¬r.

Lemma 3.4.3. (Logaritmik Sobolev Eşitsizli¼gi). [Chen, Luo, Liu 2015;

Gross 1975] u 2 H1
0 (
) ve � > 0 herhangi bir say¬olmak üzereZ




u2 ln juj dx � 1

2
kuk22 ln kuk

2
2 +

�2

2�
kruk22 � (1 + ln�) kuk

2
2

d¬r.

Sonuç 3.4.1. u 2 H2
0 (
) ve � herhangi bir pozitif say¬olmak üzereZ




u2 ln juj dx � 1

2
kuk22 ln kuk

2
2 +

cp�
2

2�
k�uk22 � (1 + ln�) kuk

2
2

d¬r.

Lemma 3.4.4. (Logaritmik Gronwall Eşitsizli¼gi) [Cazenave, Haraux 1980].

w : [0; T ]! [1;1) bir fonksiyon, c > 0 ve 
 2 L1(0; T ;R+) için

w(t) � c
�
1 +

Z t

0


(s)w(s) lnw(s)ds

�
; 0 � t � T;

13



3. MATERYAL VE METOT

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa

w(t) � c exp
�
c

Z t

0


(s)ds

�
; 0 � t � T

d¬r.

Lemma 3.4.5. (Green Özdeşli¼gi).

Z



v�udx =

Z
@


v
@u

@n
ds�

Z



rvrudx

d¬r. Burada n d¬̧sa do¼gru yönlendirilmi̧s birim vektör ve @u
@n
= nru d¬r.

·Ispat. Tek boyutta

(vux)x = vxux + vxuxx

tir. Ayn¬durum yüksek boyutlara uygulan¬rsa;

r (vru) = rvru+ v�u,

v�u = r (vru)�rvru

d¬r. Eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n integrali al¬n¬rsa

Z



v�udx =

Z



r (vru) dx�
Z



rvrudx

olur. Burada Z Z Z
:::dxdydz =

Z



:::dx

olarak gösterilmi̧stir. Diverjans teoreminden
R


rFdx =

R
@

Fnds oldu¼gundan

Z



v�udx =

Z



r (vru) dx�
Z



rvrudx,Z



v�udx =

Z
@


v
@u

@n
ds�

Z



rvrudx

olur.
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3.5. Konkavl¬k Metodu

Lemma 3.5.1. t > 0, � > 0 sabitleri için, G(t) iki kez diferansiyellenebilen ve

G00(t)G(t)� (1 + �) [G0(t)]2 � 0 (3.1)

eşitsizli¼gni sa¼glayan pozitif bir fonsiyon olmak üzere e¼ger; G(t) > 0 ve G0(t) > 0

ise bu durumda öyle bir T � � G(t)
�G0(t) zaman¬vard¬r ki limt!T �

G(t) = 1 olur. (Levine

1974)

·Ispat. �(t) = G��(t) olsun. � nin birinci ve ikinci türevleri s¬ras¬yla,

�0(t) =
�
G��(t)

�0
(3.2)

= ��G���1(t)G0(t)

ve

�00(t) =
�
��G���1(t)G0(t)

�0
= ��(��� 1)G���2(t) [G0(t)]2 � �G���1(t)G00(t)

= ��G���2(t)
�
G00(t)G(t)� (1 + �)G0(t)2

�
(3.3)

olur. (3.1) eşitsizli¼ginden

G00(t)G(t)� (1 + �) [G0(t)]2 � 0

kabulünü göz önünde bulundurulsa

�00(t) � 0 (3.4)

olur.Yani �(t) = G��(t) konkav fonksiyondur.

(3.2.) eşitli¼ginde �0(t) fonksiyonu negatiftir, dolay¬s¬yla �(t) azalan bir fonsiyon-

dur.

15
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�(t) fonksiyonunun (0; �(0)) noktas¬ndaki te¼get do¼grusunun denklemi

�(t)� �(0) = �0(0)(t� 0)

ise

�(t) = �(0) + �0(0)(t� 0)

= G��(0)� �G���1(0)G0(0)t (3.5)

olur.Bu te¼get do¼grusunun t eksenini kesti¼gi nokta (T �; 0) ise

0 = G��(0)� �G���1(0)G0(0)T �

d¬r. Buradan T � = G(0)
�G0(0) olarak bulunur.

(3.5) den

G��(t) = G��(0)� �G���1(0)G0(0)t,
1

G�(t)
=

1

G�(0)
� �G0(0)t

G�+1(0)
,

G�(t) =
G�+1(0)

G(0)� �G0(0)t

d¬r. Burada t! T�c iken �(t)! 0 olur. Böylece lim
t!T�C

G(t) =1 olarak bulunur.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1. Zay¬f Damping Terimli Petrovsky Denkleminin Çözüm-

lerinin Varl¬¼g¬ve Asimptotik Davran¬̧s¬

Bu k¬s¬mda Al-Gharabli ve Messaoudi (2017) nin çal¬̧smas¬detayl¬bir şekilde ele

al¬nacakt¬r. Bu çal¬̧smada8>>><>>>:
utt +�

2u+ u+ ut = ku ln juj , x 2 
, t > 0;

u (x; t) = @u(x;t)
@v

= 0 t � 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 


(4.1)

zay¬f damping terimli logaritmik Petrovsky denklemi incelenecektir. Burada 
, R2

de @
 düzgün s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬bir bölge ve k pozitif reel say¬dr.

4.1.1. Giri̧s

k aşa¼g¬daki şart¬sa¼glas¬n:

(A) cp say¬s¬

kruk2 � cp k�uk2 , 8u 2 H2
0 (
) ;

eşitsizli¼gini sa¼glayan en küçük pozitif reel say¬olmak üzere (4.1) denklemindeki k

pozitif reel say¬s¬ s
2�

k0cp
= e

�3
2
� 1
k0 (4.2)

şart¬n¬sa¼glayan k0 reel say¬s¬için 0 < k < k0 aral¬¼g¬ndad¬r.

Not 4.1.1.1. (0;1) aral¬¼g¬nda sürekli ve azalan

f(s) =

s
2�

cps
� e� 3

2
� 1
s

fonksiyonu için

lim
s!0+

f(s) =1 ve lim
s!1

f(s) = �e� 3
2

d¬r. Bu durumda f(k0) = 0 olacak şekilde k0 > 0 vard¬r. Ayr¬ca 8s 2 (0; k0) için

e
�3
2
� 1
s <

s
2�

cps
(4.3)
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d¬r. (4.1) probleminin Enerji fonksiyoneli

E(t) =
1

2

�
kutk2 + k�uk2 + kuk22 �

Z



u2 ln jujk dx
�
+
k

4
kuk2 (4.4)

d¬r. Ayr¬ca

E 0(t) = �kutk2 (4.5)

d¬r.

4.1.2. Lokal Varl¬k

Bu k¬s¬mda (4.1) probleminin lokal varl¬¼g¬ispatlanacakt¬r.

Tan¬m 4.1.2.1.

C
�
[0; T ] ; H2

0 (
)
�
\ C1

�
[0; T ] ; L2 (
)

�
\ C2

�
[0; T ] ; H�2 (
)

�
uzay¬ndaki u fonksiyonu 8w(x) 2 H2

0 (
)8>>><>>>:
R


utt(x; t)w(x)dx+

R


�u(x; t)�w(x)dx+

R


u(x; t)w(x)dx

+
R


ut(x; t)w(x)dx =

R


u(x; t)w(x) ln ju (x; t)jk dx;

u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x)

(4.6)

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa (4.1) probleminin zay¬f çözümü olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 4.1.2.2. (u0, u1) 2 H2
0 (
)� L2(
) olsun. Bu durumda (4.1) problem-

inin lokal zay¬f çözümü

u 2 C
�
[0; T ] ; H2

0 (
)
�
\ C1

�
[0; T ] ; L2 (
)

�
\ C2 [0; T ] ; H�2(
)) (4.7)

d¬r.

·Ispat. ·Ispat¬standart Faedo-Galerkin methodu yard¬m¬yla yapaca¼g¬z. fwjg1j=1 ;

L2 (
) de ortonormal olan ayr¬labilir H2
0 (
) uzay¬nda ortogonal bir taban¬olsun

Vm = span fw1; w2; :::; wng
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ve Vm uzay¬n¬n sonlu boyutlu alt uzay¬nda başlang¬ç verilerinin projeksiyonlar¬

um0 (x) =
mX
j=1

ajwj(x); u
m
1 (x) =

mX
j=1

bjwj(x)

olsun. Burada m!1 için8<: um0 ! u0; H
2
0(
) uzay¬nda,

um1 ! u1; L
2(
) uzay¬nda

(4.8)

d¬r. Vm de8>>>>>><>>>>>>:

R



(umttw +�u
m�w + umw + umt w) dx =

R



wum ln jumjk dx; w 2 Vm

um(0) = um0 =
mP
j=1

(u0; wj)wj

umt (0) = u
m
1 =

mP
j=1

(u1; wj)wj

(4.9)

probleminin

um(x; t) =
mX
j=1

hmj (t)wj(x)

şeklinde bir yaklaş¬k çözümünü bulmaya çal¬̧saca¼g¬z. Bu ise bilinmeyen hmj (t) fonksiy-

onu için bir adi diferansiyel denklem sistemi oluşturur. Adi diferansiyel denklem-

lerdeki standart çözümlerin varl¬k teorisinden (Lions 1969), tm 2 (0; T ] için [0; tm)

maksimum aral¬¼g¬nda (4.9) denklemini sa¼glayan

hj : [0; tm)! R; j = 1; 2; :::;m;

fonsiyonu elde edilir. Şimdi tm = T oldu¼gunu ve lokal çözümün m ve t den ba¼g¬ms¬z

olarak düzgün s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterece¼giz. Bu amaçla (4.9) daki w n¬n yerine umt

yazarsak ve integrallersek
dEm(t)

dt
� 0 (4.10)

olur. Burada

Em(t) =
1

2

0@kumt k22 + k�umk22 + k + 22 kumk � 1
2

Z



jumj2 ln jumjk dx

1A (4.11)
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d¬r. (4.10) dan

Em(t) � Em(0)

elde edilir. Yukar¬daki son eşitsizlik ve Logaritmik Sobolev Eşitsizli¼ginden

kumt k
2 +

�
1� k�

2cp
2�

�
k�umk2

+

�
k + 2

2
+ k (1 + ln�)

�
kumk2

� C +
k

2
kumk2 ln kumk2 (4.12)

yaz¬labilir. Burada C = 2Em(0) d¬r. (A) koşulundan

1� k�
2cp
2�

> 0 ve
k + 2

2
+ k (1 + ln�) > 0

seçilebilir. Buradan

e�
3
2
� 1
k < � <

s
2�

kcp
(4.13)

olur. Böylece

kumt k
2 + k�umk2 + kumk2 � c

�
1 + kumk2 ln kumk2

�
(4.14)

elde ederiz.

um(:; t) = um(:; 0) +

tZ
0

@um

@s
ds

ifadesinin normu al¬n¬p, Cauchy-Schwarz Eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

kum(t)k2 � 2 kum(0)k2 + 2








tZ
0

@um

@s
(s)ds








2

� 2 kum(0)k2 + 2T
tZ
0

kumt (s)k
2 ds (4.15)
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elde edilir. (4.14) eşitsizli¼ginden

kumk2 � 2 kum(0)k2 + 2cT

0@1 + tZ
0

kumk2 ln kumk2 ds

1A (4.16)

yaz¬labilir.

E¼ger, C1 = max
�
cT; kum(0)k2

	
al¬rsak (4.16) dan

kumk2 � 2C1

0@1 + tZ
0

kumk2 ln kumk2 ds

1A
olur. Genelli¼gi kaybetmeden C1 � 1 al¬n¬rsa

kumk2 � 2C1

0@1 + tZ
0

�
C1 + kumk2

�
ln
�
C1 + kumk2

�
ds

1A
elde edilir. Burada Logaritmik Gronwall eşitisizli¼gi uygulan¬rsa

kumk2 � 2C1e2C1T = C2

kestirimini elde ederiz. (4.14) deki eşitsizlikten

kumt k
2 + k�umk2 + kumk2 � c (1 + C2 lnC2) = C3

d¬r. Burada C3, m ve t den ba¼g¬ms¬z pozitif bir sabittir. Bu durumda

sup
t2(0;tm)

kumt k
2 + sup

t2(0;tm)
k�umk2 + sup

t2(0;tm)
kumk2 � 3C3 (4.17)

sa¼glan¬r. Böylece, yaklaş¬k çözümm ve t den ba¼g¬ms¬z olarak düzgün s¬n¬rl¬d¬r. Yani

tm yi T ye geni̧sletebiliriz. Ayr¬ca (4.17) den

�
um, L1 (0; T ;H2

0 (
)) da düzgün s¬n¬rl¬d¬r.
umt , L1 (0; T ;L20 (
)) da düzgün s¬n¬rl¬d¬r.

(4.18)
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elde ederiz. Buradan um nin8>>>>>><>>>>>>:

um ! u, L1 (0; T ;H2
0 (
)) uzay¬nda zay¬f� yak¬nsak,

umt ! ut, L1 (0; T ;L20 (
)) uzay¬nda zay¬f� yak¬nsak,

um ! u, L2 (0; T ;H2
0 (
)) uzay¬nda zay¬f yak¬nsak,

umt ! ut, L2 (0; T ;L20 (
)) uzay¬nda zay¬f yak¬nsak

(4.19)

olacak şekilde alt dizisi vard¬r (bu alt dizileride yine um olarak gösteriyoruz).

Aubin-Lions�¬n teoremi kullan¬l¬rsa s¬ras¬yla

um ! u; L2
�
0; T ;L2 (
)

�
uzay¬nda güçlü yak¬nsak

ve

um ! u; 
� (0; T ) da hemen hemen her yerde

olacak şekilde alt dizilerini buluruz.

R de s! s ln jsjk dönüşümü sürekli oldu¼gundan

um ln jumjk ! u ln jujk ; 
� (0; T ) daki hemen hemen her yerde

yak¬nsamas¬n¬ elde ederiz. 
 � R2 oldu¼gundan L1 (
) ,! H2
0 (
) gömülmesini

kullan¬rsak L1 (
� (0; T )) uzay¬nda um ln jumjk n¬n s¬n¬rl¬oldu¼gu aç¬kt¬r. Lebesgue

s¬n¬rl¬yak¬nsama teoremi dikkate al¬narak (
 s¬n¬rl¬d¬r)

um ln jumjk ! u ln jujk ; L2
�
0; T ;L2 (
)

�
uzay¬nda güçlü yak¬nsak (4.20)

elde edilir. Şimdi 8 w 2 Vm için (4.9) u (0; t) aral¬¼g¬nda integrallersek

Z



umt wdx�
Z



um1 wdx+

tZ
0

Z



�um(s)�wdxds+

tZ
0

Z



um(s)wdxds

=

Z



tZ
0

wum(s) ln jum(s)jk dsdx (4.21)
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olur. m!1 iken (4.21) in limiti al¬n¬rsa 8 w 2 Vm ve m � 1 için

Z



utwdx =

Z



u1wdx�
tZ
0

Z



�u(s)�wdxds

�
tZ
0

Z



u(s)wdxds+

Z



tZ
0

u(s)w ln ju(s)jk dsdx (4.22)

elde edilir. (4.22) eşitli¼gi 8w 2 H2
0 (
) için sa¼glan¬r. (4.22) nin sa¼g taraf¬ndaki

terimler (0; t) aral¬¼g¬nda mutlak süreklidir. Böylece t 2 (0; T ) ve 8w 2 H2
0 (
) için

(4.22) i diferansiyellersek

Z



utt(x; t)w(x)dx+

Z



�u(x; t)�w(x)dx+

Z



u(x; t)w(x)dx

=

Z



w(x)u(x; t) ln ju(x; t)jk dx: (4.23)

elde ederiz. Başlang¬ç koşullar¬göz önüne al¬n¬rsa

8<: um ! u; L2 (0; T ;H2
0 (
)) uzay¬nda zay¬f yak¬nsak,

umt ! ut; L
2 (0; T ;L2 (
)) uzay¬nda zay¬f yak¬nsak

(4.24)

olur. Böylece Lions�un Lemmas¬n¬(Lions 2002) kullanarak

um ! u; C
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
uzay¬nda (4.25)

elde ederiz. Bundan dolay¬

um(x; 0)! u(x; 0); L2(
) uzay¬nda

d¬r. Ayr¬ca

um(x; 0) = um0 (x)! u0(x); H
2
0 (
) uzay¬nda

d¬r. Böylece

u(x; 0) = u0(x):
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olur. Şimdi w 2 Vm için (4.9) u � 2 C10 (0; T ) ile çarp¬p (0; T ) üzerinde integrallersek

�
TZ
0

Z



umt (t)w�
0(t)dxdt = �

TZ
0

Z



�um(t)�w�(t)dxdt

�
TZ
0

Z



umw�(t)dxdt

�
TZ
0

Z



umt w�(t)dxdt

+

TZ
0

Z



wum ln jumjk �(t)dxdt (4.26)

elde ederiz. m! +1 iken w 2 H2
0 (
) ve � 2 C10 ((0; T )) için

�
TZ
0

Z



ut(t)w�
0(t)dxdt = �

TZ
0

Z



�u(t)�w�(t)dxdt

�
TZ
0

Z



uw�(t)dxdt

�
TZ
0

Z



utw�(t)dxdt

+

TZ
0

Z



w�(t)u ln jujk dxdt (4.27)

elde ederiz. Yani (Therese ve Sonrier 1998) den

utt 2 L2
�
[0; T ) ; H�2(
)

�
olur. ut 2 L2 ((0; T ) ; L2 (
)) oldu¼gundan

ut 2 C
�
[0; T ) ; H�2(
)

�
elde ederiz. Böylece

umt (x; 0)! ut(x; 0); H
�2(
) uzay¬nda
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d¬r. Fakat

umt (x; 0)! um1 (x)! u1(x); L
2(
) uzay¬nda

oldu¼gundan

ut(x; 0) = u1(x)

d¬r.

4.1.3. Global Varl¬k

Aşa¼g¬daki fonksiyonlar¬tan¬mlayal¬m

J (u) = J (u(t)) =
1

2

0@k�uk2 + kuk2 � Z



u2 ln jujk dx

1A+ k
4
kuk2 ; (4.28)

I(u) = I(u(t)) = k�uk2 + kuk2 �
Z



u2 ln jujk dx: (4.29)

Not 4.1.3.1.

i. Yukar¬daki tan¬mlardan

J (u) =
1

2
I(u) +

k

4
kuk2 ; (4.30)

E(t) =
1

2
kutk2 + J(u) (4.31)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

ii. Logaritmik Sobolev eşitsizli¼gine göre J (u) ve I(u) iyi tan¬ml¬d¬r.

Potansiyel derinlik metodundan

0 < d = inf
u

�
sup
��0

J(�u) : u 2 H2
0 (
); k�uk

2 6= 0
�

(4.32)

şeklinde tan¬mlan¬r. Nehari manifoldu

N =
�
u : u 2 H2

0 : I(u) = 0; k�uk2 6= 0
	

(4.33)

d¬r. (Chen ve Liu 2012; Liu 2006; Payne ve Sattinger 1975) elde edilen sonuçlara
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benzer olarak

0 < d = inf
u2N

J(u) (4.34)

yaz¬labilir. Ayr¬ca

W =
�
u : u 2 H2

0 : I(u) > 0; J(u) < d
	
[ fog

olsun.

Lemma 4.1.3.2. 8 u 2 H2
0 ; kuk

2
2 6= 0 için g(�) = J(�u) olsun. Bu durumda

I(�u) = �g0(�)

8>>><>>>:
> 0; 0 � � < ��;

= 0; � = ��;

< 0; �� < � < +1

d¬r. Burada

�� = exp

0B@k�uk
2 + kuk2 �

R



u2 ln jujk dx

k kuk2

1CA
d¬r.

·Ispat. kuk2 6= 0 d¬¼g¬için, g(0) = 0, g(+1) = �1 ve

g(�) = J(�u)

=
1

2
�2 k�uk2 � 1

2
�2
Z



u2 ln jujk dx+ �2
�
k + 2

4
� k
2
ln j�j

�
kuk2

oldu¼gundan

I(�u) = �
dJ(�u)

d�

= �g0(�)

= �2 k�uk2 � �2
Z



u2 ln jujk dx+ �2(1� k ln�)
Z



u2dx

elde edilir.
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Lemma 4.1.3.3. (4.32) daki d sabiti

d � �

k
e2+

2
k

eşitsizli¼gini sa¼glar.

·Ispat. 8 � > 0 için Logaritmik Sobolev eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

I(u) = k�uk2 + kuk2 �
Z



u2 ln jujk dx

�
�
1� k�

2cp
2�

�
k�uk2 + kuk22

+k(1 + ln�) kuk2 � k
2
kuk2 ln kuk2 (4.35)

olur. � =
q

2�
kcp
al¬n¬rsa

I(u) �
 
1 + k

 
1 + ln

s
2�

kcp

!
� k
2
ln kuk2

!
kuk2 (4.36)

elde edilir. Buradan

d = inf
u

�
sup
��0

J(u); u 2 H2
0 (
); k�uk

2 6= 0
�

(4.37)

ve

sup
��0

J(�u) = J(��u) =
1

2
I(��u) +

1

2
(��)2 kuk2 = 1

2
(��)2 kuk2 (4.38)

yaz¬labilir. (4.36) dan ve Lemma 4.1.3.2 den

0 = I(��u) � 1 + k
"
1 + k

 
1 + ln

s
2�

kcp

!
� k
2
ln k��uk2

#
k��uk2

olur. Buradan

�� kuk �
�
2�

k

� 1
2

e1+
1
k (4.39)

elde edilir. Böylece (4.37) ve (4.39) dan

d � �

k
e2+

2
k
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olur.

Lemma 4.1.3.4.

(u0; u1) 2 H2
0 (
)� L2 (
)

ve

0 < E (0) < d; I(u0) > 0

olsun. Bu durumda (4.1 ) probleminin çözümü u 2 W dir.

·Ispat. u nun zay¬f çözümünün maksimal zaman¬T olsun. (4.31) ve (4.11) dan

1

2
kutk2 + J(u) �

1

2
ku1k2 + J(u0) < d; 8 t 2 [0; T ) (4.40)

dir. 8t 2 [0; T ) için u(t) 2 W oldu¼gunu göstermek istiyoruz. Aksi halde, öyle bir

t0 2 (0; T ) vard¬r ki u(t0) 2 @W d¬r, bundan dolay¬ya I (u (t0)) = 0, k�u(t0)k2 6= 0

veya J (u(t0)) = d dir.

(4.40) dan J (u(t0)) < d dir. Böylece I (u (t0)) = 0 ve k�u(t0)k2 6= 0 d¬r. Oysa ki

(4.34) den J (u(t0)) � d d¬r, bu (4.40) daki ifadeyle çeli̧sir. Bu durumda 8t 2 [0; T )

için u(t) 2 W dir.

4.1.4. Asimptotik Davran¬̧s

Bu bölümde (4.1) probleminin çözümlerinin azalmas¬n¬ele alaca¼g¬z.

Lemma 4.1.4.1.

L(t) = E(t) + "

Z



uutdx+
"

2

Z



u2dx

fonksiyoneli için

L0(t) � � (1� ") kutk2 � " k�uk2 � " kuk22 + "
Z



u2 ln jujk dx

ve

L � E (4.41)
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d¬r.

·Ispat. L(t) yi diferansiyelleyerek (4.1) ve (4.5) i kullan¬rsak

L0(t) � � (1� ") kutk2 � " k�uk2 � " kuk22 + "
Z



u2 ln jujk dx (4.42)

elde ederiz. Di¼ger bir ifadeyle " u yeteri kadar küçük seçersek L � E olur.

Teorem 4.1.4.2. u0 2 W , u1 2 L2(
) ve 0 < E(0) < �` < d olsun. Burada

` =
��
k

�
e2+

2
k ve 0 <

r
2

k
e
1
k�

1
2 < 1

d¬r. Bu durumda c1; c2 iki tane pozitif sabittir, öyle ki t � 0

0 < E(t) � c1e�c2t (4.43)

d¬r.

·Ispat. E(t) nin tan¬m¬n¬kullanarak ve herhangi bir m pozitif sabiti için

L0(t) � �m"E(t) +
�m"
2
+ "� 1

�
kutk2 + "

�m
2
� 1
�
k�uk2

+"
�m
2
� 1
�
kuk2 + "

�
1� m

2

�Z



u2 ln jujk dx (4.44)

d¬r. Logaritmik Sobolev eşitsizli¼ginden

L0(t) � �m"E(t) +
�m"
2
+ "� 1

�
kutk2

+"
�m
2
� 1
�
k�uk2 + "

�
1� m

2

� k�2cp
2�

k�uk2

+"

�
m(k + 2)

4
� 1
�
kuk2 + "k

2

�
1� m

2

�
kuk2 ln kuk2

�"k
�
1� m

2

�
(1 + ln�) kuk2

= �m"E(t) +
�m"
2
+ "� 1

�
kutk2 � "

�
1� m

2

��
1� k�

2cp
2�

�
k�uk2

+"

�
m(k + 2)

4
� 1 + k

�
1� m

2

��1
2
ln kuk2 � (1 + ln�)

��
kuk2 (4.45)
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elde ederiz. (4.4), (4.5) ifadeleri ve u 2 W oldu¼gundan

ln kuk2 < ln

�
4

k
E(t)

�
< ln

�
4

k
E(0)

�
< ln

�
4

k
�`

�
= ln

�
4�

k2
�e2+

2
k

�
(4.46)

elde edilir. Buradan

0 < m <
4

k + 2

ve

2

p
�

k
e
1
k�

1
2 < � <

r
2�

k

seçersek
m(k + 2)

4
� 1 < 0

ve �
1� m

2

��1
2
ln kuk2 � (1 + ln�)

�
< 0;

elde ederiz. Böylece

L0(t) � �m"E(t) +
�m"
2
+ "� 1

�
kutk2 (4.47)

d¬r. Şimdi " > 0 yeterince küçük say¬s¬için

m"

2
+ "� 1 < 0

olur. Böylece (4.47) eşitsizli¼gi

L0(t) � �m"E(t) (4.48)

olur. (4.48) ifadesi (0; t) aral¬¼g¬ndaki integrallenir ve (4.41) göz önünde bulunduru-

lursa (4.43) ispatlanm¬̧s olur.
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4.2. Güçlü Damping Terimli Logaritmik Petrovsky Denklemi

Bu bölümde do¼grusal olmayan, logaritmik kaynak terim ve güçlü damping terim

içeren 8>>><>>>:
utt +�

2u+�2ut = u ln juj2 , x 2 
, t > 0;

u (x; t) = @u(x;t)
@v

= 0 t � 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 
,

(4.49)

başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada 
, Rn (n � 1) de @
 düzgün

s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬bir bölgedir.

4.2.1. Giri̧s

Önce denklemimize ait enerji fonksiyonelini bulal¬m:

(4.49) denklemini ut ile çarp¬p, 
 bölgesi üzerinde integrallersek

Z



uttut| {z } dx
A1

+

Z



�2uut| {z } dx
A2

+

Z



�2utut| {z }
A3

dx =

Z



u ln juj2 ut| {z } dx
A4

(4.50)

olur. Şimdi terimleri ayr¬ayr¬hesaplayal¬m:

A1 terimi Z



uttut dx =
1

2

d

dt

Z



jutj2 dx

=
1

2

d

dt
kutk2

olur. A2 terimine Green özdeşli¼gi uygulan¬rsa ve u(x; t) = @
@v
u(x; t) = 0 s¬n¬r

koşullar¬n¬göz önüne bulundurursak

Z



�2uutdx =

Z



�u�utdx

=
1

2

d

dt
k�uk2

olur. A3 terimi Z



�2ututdx =

Z



j�utj2 dx

= k�utk
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d¬r. A4 terimi için

(u2 lnu2)0 = 2uut lnu
2 +

u2

u2
2u:ut

oldu¼gundan, bu ifadeyi integrallersek

1

2

d

dt

Z



u2 lnu2dx� 1
2

d

dt

Z



juj2 dx =
Z



uut lnu
2dx;

Z



uut lnu
2dx =

1

2

d

dt

Z



u2 lnu2dx� 1
2

d

dt
kuk2

elde edilir. Buldu¼gumuz A1; A2; A3 ve A4 ifadelerini (4.1.2) de yazarsak

1

2

d

dt
kutk2 +

1

2

d

dt
k�uk2 + k�utk2 =

1

2

d

dt

Z



u2 lnu2dx� 1
2

d

dt
kuk2 ;

d

dt
E(t) = �k�utk2 ;

E 0(t) = �k�utk2 � 0 (4.51)

olur. Burada

E(t) =
1

2
kutk2 +

1

2
kuk2 + 1

2
k�uk2 � 1

2

Z



u2 lnu2dx (4.52)

d¬r. Şimdi

J(u) =
1

2
kuk2 + 1

2
k�uk2 � 1

2

Z



u2 lnu2dx; (4.53)

I(u) = k�uk2 �
Z



u2 lnu2dx (4.54)

olarak tan¬mlayal¬m. Burada

J(u) =
1

2
I(u) +

1

2
kuk2 (4.55)

yaz¬labilir.

Nehari manifoldu ve potansiyel derinlik s¬ras¬yla

@ =
�
u 2 H2

0 (
) : I(u) = 0;

Z



j�uj2 dx 6= 0
�

(4.56)
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ve

d = inf

�
sup
��0
J(�u) : u 2 H2

0 (
);

Z



j�uj2 dx 6= 0
�

(4.57)

olarak tan¬mlan¬r. Kararl¬W ve karars¬z V kümelerini tan¬mlayal¬m

W =
�
u 2 H2

0 (
) I(u) > 0; J(u) < d
	
[ f0g ;

V =
�
u 2 H2

0 (
) I(u) < 0; J(u) < d
	
:

Benzer şekilde � > 0 için

J�(u) =
�

2

Z



j�uj2 dx� 1
2

Z



u2 lnu2dx+
1

2

Z



u2dx;

I�(u) = �

Z



j�uj2 dx�
Z



u2 lnu2dx;

@� =

�
u 2 H2

0 (
) : I�(u) = 0;

Z



j�uj2 dx 6= 0
�
;

d(�) = inf
u2@�

J(u) (4.58)

ve

W� =
�
u 2 H2

0 (
) : I(u) > 0; J(u) < d(�)
	
[ f0g

V� =
�
u 2 H2

0 (
) : I(u) < 0; J(u) < d(�)
	

olsun. Ayr¬ca

@W� =
�
u 2 H2

0 (
) : I(u) = 0; kruk 6= 0
	
[
�
u 2 H2

0 (
)=J(u) = d(�)
	

@V� =
�
u 2 H2

0 (
) : I�(u) = 0
	
[
�
u 2 H2

0 (
)=J(u) = d(�)
	

şeklinde tan¬mlayal¬m.

Lemma 4.2.1.1. r(�) = (��)
n
4 e

n
2 olmak üzere, e¼ger 0 < kuk < r(�) ise I�(u) > 0

d¬r.

·Ispat.

I�(u) = �

Z



j�uj2 dx�
Z



u2 lnu2dx
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ifadesine
Z



u2 ln kuk2 dx terimini ekleyip ç¬kart¬rsak

I�(u) = �

Z



j�uj2 dx�
Z



u2 ln kuk2 dx+
Z



u2 ln kuk2 dx�
Z



u2 lnu2dx (4.59)

elde ederiz. Buradan

I�(u) = �

Z



j�uj2 dx�
Z



u2 ln kuk2 �
Z



u2 ln
u2

kuk2
dx

= �

Z



j�uj2 dx� 2
Z



u2
�
ln

u

kuk + ln kuk
�
dx

olur. Logaritmik Sobolev eşitsizli¼gini uygularsak � > 0 olmak üzere

I�(u) � �

Z



j�uj2 dx� �
2

�

Z



j�uj2 dx+ n (1 + ln�) kuk2 �
Z



juj2 ln kuk2 dx

�
�
� � �

2

�

�Z



j�uj2 dx+ n (1 + ln�) kuk2 � 2 kuk2 ln kuk

olur. � =
p
�� seçilirse

I�(u) �
�
n
�
1 + ln

p
��
�
� 2 ln kuk

�
kuk2 (4.60)

olur.

kuk2 < (��)
n
4 e

n
2

d¬r. Bu ifade (4.61) de göz önünde bulundurulursa I�(u) > 0 olur. Böylece ispat¬m¬z

tamamlanm¬̧s olur.

Lemma 4.2.1.2. u0 (x) 2 H2
0 (
) ; kuk 6= 0 ve g (�) = J (�u) olsun. Bu durumda

I (�u) = �g0 (�)

8>>><>>>:
> 0; 0 < � < ��;

= 0; � = �� ,

< 0; �� < � <1
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d¬r. Burada

�� = exp

2666664
k�uk2 �

Z



juj2 ln juj2 dx

2 kuk2

3777775
d¬r.

·Ispat. J(u) nun tan¬m¬ndan

J(u) =
1

2
kuk2 + 1

2
k�uk2 � 1

2

Z



u2 lnu2dx

oldu¼gunu biliyoruz. Burada 1
2

R



juj2 ln�2dx terimi ekleyip ç¬kart¬l¬rsa

J(u) =
1

2

Z



�
j�uj2 � u2 lnu2 + u2

�
dx+

1

2

Z



juj2 ln�2dx� 1
2

Z



juj2 ln�2dx

ve u nun yerine �u yaz¬l¬rsa

J(�u) =
1

2

Z



�
j��uj2 � (�u)2 ln(�u)2 + (�u)2

�
dx

+
1

2

Z



j�uj2 ln�2dx� 1
2

Z



j�uj2 ln�2dx

olur. Buradan

g (�) = J(�u)

=
�2

2

Z



j�uj2 dx� �
2

2

Z



juj2 ln(�u)2dx+ �
2

2

Z



juj2 dx

+
�2

2

Z



juj2 ln (�)2 dx� �
2

2

Z



juj2 ln�2dx

=
�2

2

Z



j�uj2 dx+ �
2

2

Z



juj2 dx

��
2

2

Z



juj2
�
ln (�u)2 � ln�2

�
dx� �

2

2

Z



juj2 ln�2dx

=
�2

2

Z



j�uj2 dx+ �
2

2

Z



juj2 dx

��
2

2

Z



juj2 ln juj2 dx� �
2

2
ln�2

Z



juj2 dx (4.61)

olur. kuk 6= 0; lim
�!0
g(�) = 0 ve lim

�!+1
g(�) = �1 oldu¼gundan I(u) nun tan¬m¬göz
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önünde bulundurulursa

I(�u) = �g0(�)

= �2
Z



j�uj2 dx� �2
Z



juj2 ln juj2 dx� 2�2 ln�
Z



juj2 dx; (4.62)

oldu¼gu görülür. (4.63) ifadesinden

�� = exp

k�uk2 �
Z



juj2 ln juj2 dx

2 kuk2

için I(��u) = 0 olur. Böylece i̧saret tablosundan

I (�u) = �g0 (�)

8>>><>>>:
> 0; 0 < � < ��

= 0; � = ��

< 0; �� < � <1

yaz¬labilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Lemma 4.2.1.3. (4.57) de tan¬mlanm¬̧s olan potansiyel derinlik d için

d �M =
�
n
2 en

2

d¬r.

·Ispat. Lemma 4.2.1.2 den

sup
�>0
J(�u) = J(��u)

=
1

2
I(��u) +

1

2
(��)2 kuk2

� 1

2
(��)2 kuk2 (4.63)

d¬r. (4.61) den

I�(u) = (n(1 + ln
p
��)� 2 ln kuk) kuk2

=

�
n (2 + ln �)

2
� 2 ln kuk

�
kuk2
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d¬r. Burada � = 1 al¬n¬r, ve türevden

0 = I(��u)

�
�
n (2 + ln �)

2
� 2 ln k��uk

�
k��uk2 (4.64)

yaz¬labilir. Buradan

�� kuk � en2 � n
4 (4.65)

olur. Sonuç olarak (4.57), (4.64) ve (4.66) dan

d �M =
1

2
�
n
2 en

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

4.2.2. Enerji Azalmas¬

Teorem 4.2.2.1. u0 2 H2
0 (
) ; u1 2 L2 (
) ; E (0) � M ve I (u0) � 0 olsun.

Bu durumda (4.49) denkleminin

u; ut 2 C
�
0;1; H2

0 (
)
�

uzay¬nda bir tek zay¬f çözümü vard¬r. Bu durumda t 2 [0;+1) ve c0; c1; c2 pozitif

sabitleri için

1. Durum:

E (t) � c0
1 + t

(4.66)

polinomal enerji azalmas¬ve

2. Durum: 0 < & < 1 için E (0) � &M ise

E (t) � c1e�c2t (4.67)

üstel enerji azalmas¬vard¬r.

·Ispat.

1. Durum: E(0) � M ve I(u0) � 0 kabülümüzden ve E (t) ; I (u) nun tan¬m-
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lar¬ndan

E 0(t) = �
Z



j�utj2 dx

ifadesinin (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa

E(t)� E(0) = �
tZ
0

Z



j�u� j2 dxd� ;

E(0) = E(t) +

tZ
0

Z



j�utj2 dxd� ;

=
1

2
kutk2 +

1

2
kuk2 + 1

2
k�uk2

�1
2

Z



u2 lnu2dx+

tZ
0

Z



j�u� j2 dxd� (4.68)

olur. I(u0) = k�u0k2 �
Z



u20 lnu
2
0dx � 0 oldu¼gundan

E(0) � 1

2

Z



juj2 dx+ 1
2

Z



jutj2 dx+
tZ
0

Z



j�utj2 dxdt (4.69)

olur. E(0) �M ve kuk2 � �1 k�uk2 gömülmesinden

tZ
0

Z



ju� j2 dxd� �
1

�1

tZ
0

Z



j�u� j2 dxd� �
M

�1
(4.70)

d¬r. Burada �1 özde¼gerdir. (4.49) denklemini u ile çarp¬p 
 � (0; t) bölgesinde

integralleyelim

tZ
0

Z



uuttdxdt| {z }
B1

+

tZ
0

Z



u�2udxdt

| {z }
B2

+

tZ
0

Z



u�2utdxdt| {z }
B3

=

tZ
0

Z



u2 ln juj2 dxdt: (4.71)

Şimdi B1; B2; B3 ifadelerini hesaplayal¬m.
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B1 ifadesine k¬smi integrasyon uygulan¬rsaZ t

0

Z



uuttdxdt =

Z



uutdx�
Z



u0u1dx�
Z t

0

Z



jutj2 dxdt

olur. B2 ifadesine Green özdeşli¼gi uygulan¬rsaZ t

0

Z



u�2udxdt =

Z t

0

Z



j�uj2 dxdt

olur. B3 ifadesine Green özdeşli¼gi uygulan¬rsa

Z t

0

Z



u�2utdxdt =

Z t

0

Z



�ut�udxdt

=
1

2

d

dt

Z t

0

Z



j�uj2 dxdt

=
1

2

Z



j�uj2 dxdt� 1
2

Z



j�u0j2 dxdt

olur. Bu ifadeler (4.72) de yaz¬l¬rsa

Z



uutdx�
Z



u0u1dx�
Z t

0

Z



jutj2 dxdt

+

Z t

0

Z



j�uj2 dxdt+ 1
2

Z



j�uj2 dxdt� 1
2

Z



j�u0j2 dxdt

=

tZ
0

Z



u2 ln juj2 dxdt:

Z t

0

Z



�
j�uj2 � u2 lnu2

�
dxdt = �

Z



uutdx+

Z



u0u1dx

+

Z t

0

Z



jutj2 dxdt+
1

2

Z



j�0uj2 dxdt

�1
2

Z



j�uj2 dxdt;
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Z t

0

I(u)dt = �
Z



uutdx+

Z



u0u1dx+

Z t

0

Z



ju� j2 dxdt

+
1

2

Z



j�0uj2 dx�
1

2

Z



j�uj2 dx (4.72)

elde edilir. u 2 L1 (0;1; H2
0 (
)) oldu¼gundan

Z t

0

I(u (�))d� < c (4.73)

yaz¬labilir.
d

dt
[(1 + t)E(t) ] = (1 + t)E 0(t) + E(t) � E(t) (4.74)

ifadesinin (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa

Z t

0

d

dt
[(1 + t)E(t) ] dt �

Z t

0

E(t)dt

(1 + t)E(t)� E(0) �
Z t

0

E(t)dt;

(1 + t)E(t) � E(0) + 1
2

Z t

0

I(u (�))d� +
1

2

Z t

0

ku�k2 d� +
1

2

Z t

0

kuk2 d� (4.75)

elde edilir. E(0) �M , (4.73) ve u 2 L1 (0;1; H2
0 (
)) oldu¼gundan

E(t) � c0
1 + t

(4.76)

olur.

2. Durum:

L(t) = E(t) + "(u; ut)L2(
)

= E(t) + "

Z



uutdx (4.77)
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olsun. Burada " pozitif bir sabittir. Young eşitsizli¼ginden����Z



uutdx

���� � Z



juutj dx �
1

2
kuk2 + 1

2
kutk2

olur. �1 ve �2 iki pozitif sabit olmak üzere, 8t 2 [0;1) için

�1E(t) � L(t) � �2E(t) (4.78)

d¬r. Yani L(t) ve E(t) denktir.

Şimdi

L(t) = E(t) + "

Z



uutdx

ifadesinin türevi al¬n¬p, (4.49) denklemi göz önünde bulundurulursa

L0(t) = E 0(t) + "

Z



ututdx+ "

Z



uuttdx

= �
Z



j�utj2 dx+ "
Z



jutj2 dx+ "
Z



u2 ln juj2 dx

�"
Z



u�2udx� "
Z



u�2utdx

= "

Z



jutj2 dx� "
Z



j�uj2 dx+ "
Z



u2 ln juj2 dx

�"
Z



�u�utdx�
Z



j�utj2 dx (4.79)

elde edilir. Young eşitsizli¼ginden

L0(t) � "

Z



jutj2 dx� "
Z



j�uj2 dx+ "
Z



u2 ln juj2 dx

+"�

Z



j�uj2 dx+ "

4�

Z



j�utj2 dx�
Z



j�utj2 dx

= "

Z



jutj2 dx+ "(� � 1)
Z



j�uj2 dx

+"

Z



u2 ln juj2 dx+
� "
4�
� 1
�Z




j�utj2 dx; (4.80)

olur. Burada � pozitif bir sabittir. (4.80) ifadesinin sa¼g taraf¬na B"E(t) ifadesini

41



4. BULGULAR VE TARTIŞMA

ekleyip ç¬kar¬rsak

L0(t) � �B"E(t) + "
Z



jutj2 dx+ "(� � 1)
Z



j�uj2 dx

+"

Z



u2 ln juj2 dx+
� "
4�
� 1
�Z




j�utj2 dx

+
B"

2

Z



jutj2 dx+
B"

2

Z



j�uj2 dx

�B"
2

Z



u2 ln juj2 dx+ B"
2

Z



juj2 dx (4.81)

olur. kutk2 � c k�utk2 gömülmesi uygulan¬rsa

L0(t) � �B"E(t) + "c
Z



j�utj2 dx+ "(� � 1)
Z



j�uj2 dx

+"

Z



u2 ln juj2 dx+
� "
4�
� 1
�Z




j�utj2 dx

+
B"c

2

Z



j�utj2 dx+
B"

2

Z



j�uj2 dx

�B"
2

Z



u2 ln juj2 dx+ B"
2

Z



juj2 dx

� �B"E(t) +
�
"c+

"

4�
� 1 + B"c

2

�Z



j�utj2 dx

+

�
"(� � 1) + B"

2

�Z



j�uj2 dx

+

�
"� B"

2

�Z



u2 ln juj2 dx+ B"
2

Z



juj2 dx (4.82)
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elde edilir. Baştan 4. terime Logaritmik Sobolev eşitsizli¼gini uygularsak

L0(t) � �B"E(t) +
�
B"c

2
+ "c+

"

4�
� 1
�Z




j�utj dx

+

�
B"

2
+ "(� � 1)

� Z



j�uj2 dx+ B"
2

Z



juj2 dx

+

�
"� B"

2

��
�2

�

Z



j�uj2 dx+ u2 ln kuk2 � n (1 + ln�) kuk2
�

= �B"E(t) +
�
B"

2
+ "(� � 1)

� Z



j�uj2 dx

+
B"

2

Z



juj2 dx+
�
B"c

2
+ "c+

"

4�
� 1
�Z




j�utj2 dx

+

�
"� B"

2

�
�2

�

Z



j�uj2 dx+
�
"� B"

2

�Z



u2 ln kuk2 dx

�
�
"� B"

2

�
n (1 + ln�) kuk2

= �B"E(t) +
�
B"c

2
+ "c+

"

4�
� 1
�Z




j�utj2 dx

+"

�
B

2
+ (� � 1) +

�
1� B

2

�
�2

�

� Z



j�uj2 dx

+"

�
B

2
�
�
1� B

2

�
n (1 + ln�) +

�
1� B

2

�
ln kuk2

�
kuk2 (4.83)

olur. I(u) � 0 ve E(t) � E(0) � &M oldu¼gundan

ln kuk2 � ln (2J (u))

� ln (2E(t))

� ln (2E(0))

� ln (2&M) (4.84)

yaz¬labilir. &
1
n� < � < �

1
2 ; 0 < B < 1 şeklinde seçilirse, yeterince küçük � > 0; " > 0

say¬lar¬için

B

2
�
�
1� B

2

�
n (1 + ln�) ln (2&M) +

�
1� B

2

�
ln (2&M) < 0;

B"c

2
+ "c+

"

4�
� 1 < 0;

B"

2
+ "(� � 1) + "

�
1� B

2

�
�2

�
< 0
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yaz¬labilir. Böylece L(t) � E(t) oldu¼gundan

L0(t) � ��"E(t) � ��"
�2
L(t);

olur. Eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n integrali al¬n¬rsa

Z t

0

L0(t)

L(t)
dt �

Z t

0

� �"
�2
dt;

ln
L(t)

L(0)
� ��"

�2
t;

L (t) � L (0) e�
�"
�2
t

olur. Burada c1 = L(0) ve c2 =
�"
�2
al¬n¬rsa, 8t 2 [0;1) için

E(t) � c1e�c2t

olur. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

4.2.3. Sonsuzdaki Patlama

Teorem 4.2.3.1. u0 2 H2
0 (
) ; u1 2 L2 (
) ; E (0) � 0 ve I (u0) < 0 olsun. Bu

durumda (4.49) denkleminin u zay¬f çözümü sonsuzda patlar (blow up) olur. Yani

lim
t!1

k�u (:; t)k =1 (4.85)

d¬r.

·Ispat. 0 � t < T için

G(t) = ku(t)k2 +
Z t

0

k�u(�)k2 d� + (T � t) k�u0k2

=

Z



ju (t)j2 dx+
Z t

0

Z



j�u(�)j2 dxd� + (T � t)
Z



j�u0j2 dx (4.86)

olsun. G(t) nin birinci ve ikinci mertebeden türevlerini hesaplayal¬m

G0(t) = 2

Z



utudx+ 2

Z t

0

Z



�u(�)�u� (�)dxd� � k�u0k2 (4.87)
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ve

G00(t) = 2

Z



(uttu+ jutj2)dx+ 2
Z



�u�u�dxd�

olur. Burada (4.49) denklemi kullan¬l¬rsa

G00(t) = 2

Z



��
u ln juj2 ��2u��2ut

�
u+ jutj2

�
dx+ 2

Z



�u�utdx

= 2

Z



u2 ln juj2 dx� 2
Z



u�2udx� 2
Z



u�2utdx

+2

Z



jutj2 dx+ 2
Z



�u�u�dx

= 2

Z



u2 ln juj2 dx� 2
Z



j�uj2 dx+ 2
Z



jutj2 dx (4.88)

olur.

I(u) =

Z



j�uj2 � u2 lnu2dx

oldu¼gundan

G00(t) = �2I(u) + 2
Z



jutj2 dx (4.89)

yaz¬labilir. Böylece

G00(t)G(t)� (G0(t))2

= 2G(t)

�Z



jutj2 dx�
Z



j�uj2 dx+
Z



u2 ln juj2 dx
�

+4
�
�(t)�

�
G(t)� (T � t) k�u0k2

�
:

�
kut (t)k2 +

Z t

0

k�u� (�)k2 d�
��

(4.90)

olur. Burada

�(t) =

�
kuk2 +

Z t

0

k�u� (�)k2 d�
�
:

�
kutk2 +

Z t

0



�u� (�)2

 d��
�
�Z




uutdx+

Z t

0

Z



�u�u�dxd�

�2
d¬r.

(ab+ cd)2 �
�
a2 + c2

�
:
�
b2 + d2

�

45



4. BULGULAR VE TARTIŞMA

formundaki Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

�Z



uutdx+

Z t

0

Z



�u�u�dxd�

�2
�

�
kuk2 +

Z t

0

k�u� (�)k2 d�
��

kutk2 +
Z t

0

k�u� (�)k2 d�
�

oldu¼gundan 0 � t � T için �(t) � 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu durumda

G00(t)G(t)� (G0(t))2 � G(t)� (t) (4.91)

yaz¬labilir. Burada

� (t) = �2
Z t

0

jutj2 dx� 2
Z



j�uj2 dx

+2

Z



juj2 ln juj2 dx� 4
Z t

0

k�u� (�)k2 d�

= �4E(t) + 2
Z



juj2 dx� 4
Z t

0

k�u� (�)k2 d�

� �4E(0) + 2
Z



juj2 dx (4.92)

d¬r. E(0) � 0 ve I(u0) � 0 oldu¼gundan � (t) � 0 oldu¼gundan

G00(t)G(t)� (G0(t))2 � 0 (4.93)

elde edilir. Böylece Konkavl¬k metodu gere¼gince teorem ispatlanm¬̧s olur.
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5. SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada logaritmik kaynak terim içeren

utt +�
2u+�2ut = u ln juj2

Petrovsky denkleminin çözümlerinin enerji azalmas¬s¬n¬rl¬bir 
 bölgesinde başlang¬ç

ve s¬n¬r koşullar¬ile çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Ele al¬nan denklemin çözümlerinin enerji azalmas¬farkl¬şartlar alt¬nda ve/veya

farkl¬metotlar ile çal¬̧s¬labilir. Ayr¬ca denklemin çözümlerinin farkl¬matematiksel

davran¬̧slar¬s¬n¬rl¬veya s¬n¬rs¬z bölgede çal¬̧s¬labilir.
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