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OZET

LOGARITMIK PETROVSKY DENKLEMININ COZUMLERININ AZALMASI

YUKSEK LISANS TEZI
Zeynep CALISIR

DICLE UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2019

Bu tezin ilk boliimiinde fen ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan
diferansiyel denklemlere kisaca deginilmis ve ¢oOziimlerin azalmasi ile ilgili temel
bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde ¢dziimlerin azalmasi ile ilgili giiniimiize kadar yapilan calismalar tarihi
gelisimiyle ele alinmistir.

Uciincii boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanim, lemma, teorem ve
esitsizlikler verilmistir.

Dérdiincii boliim iki kisimdan olusmustur. Ik kisimda zayif damping terimli Petrovsky
denkleminin lokal varligi, global varligi ve asimptotik davramsi galisilmustir. Ikinci
kisimda ise giiglii damping terimli Petrovsky denkleminin ¢ézlimlerinin enerji azalmasi
ve sonsuzdaki patlamasi ¢alisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Petrovsky denklemi, Damping terim, Patlama, Enerji azalmas1



ABSTRACT
DECAY OF SOLUTIONS OF LOGARITHMIC PETROVSKY EQUATION

MASTER THESIS
Zeynep CALISIR

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2019

In the first chapter of this thesis, differential equations emerging in applied sciences,
such as engineering and science, are briefly dealt with, and the basic information
regarding energy decay of solutions is given.

In the second chapter, the historical developments of the decay of solutions are
investigated.

In the third chapter, basic definitions, lemma, theorems, inequalities that will be used
throughout the thesis are given

In the fourth chapter is composed of two sections. In the first section local and global
existence and asymptotic behavior of solutions are for a Petrovsky equation with weak
damping term are studied. In the second section, decay energy and blow up for a
Petrovsky equation with strong damping term are studied.

Keywords: Petrovsky equation, Damping term, Blowup, Energydecay
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KISALTMA VE SIMGELER

: n-boyutlu Euclid Uzay1
: R" de sinirh bir bolge
: Q bolgesinin sinir1

: Stirekli Fonksiyonlar Uzay1
: p. mertebeden Lebesgue Integrallenebilir Fonksiyonlar Uzay1
: Sobolev Uzay1

: Hilbert Uzay1
- Nabla operatorii (Gradiyent)

: Laplace operatorii
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1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemler bilinmeyen bir fonksiyon ve onun kismi tiirevleri
arasindaki iligki olarak tanimlanir. Bu denklemler fizik ve miihendisligin hemen
hemen tiim alanlarinda ortaya cikar. Ayrica biyoloji, kimya, bilgisayar ve ekonomi
gibi bir¢ok alanda kismi diferansiyel denklemler kullanilmaktadir. Ashinda bagimsiz
degiskenler arasindaki etkilegsimin oldugu her alanda kismi diferansiyel denklemler
ortaya ¢ikmaktadir.

Genel olarak, bilinmeyen fonksiyonlarin belirli bir noktadaki degeri, yalnizca bu
noktanin komsulugundaki noktalarin degerlerine bagh oluyorsa kismi diferansiyel
denklemleri elde ederiz. Bir u(zy, s, ..., x,) fonksiyonu icin kismi diferansiyel den-

klemin genel formu,
F(1,20, .« Ty Uy Uy s Ugyy -+ vy Uy s o) = 0

seklindedir. Burada xq, s, ..., %, bagimsiz degigkenler, u bilinmeyen fonksiyon ve
Ug, g—;: nin kismi tiirevini gostermektedir. Genel olarak denklem, baglangic ve sinir
kosullar1 gibi ek kosullarla birlikte verilir.

Kismi diferansiyel denklemlerin fizigin farkli dallarindaki muazzam ¢nemi ne-
deniyle, yeni bir kismi diferansiyel denklem siifinin ¢oziimiinii miimkiin kilan her
matematiksel gelismeye, fizikteki 6nemli gelismeler katki saglamigtir. Bu nedenle,
Hamilton tarafindan bulunan karakteristikler metodu, optik ve analitik mekanikte
biiyiik gelismelere yol agmistir. Fourier yontemi, 1s1 transferi ve dalga yayiliminin
¢oziimiine olanak sagladi ve Green metodu, elektromanyetizma teorisinin geligtir-
ilmesinde etkili oldu. Kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin analizi pek ¢ok
ozelligi barimndirmaktadir. 19. yiizyilda egemen olan klasik yaklagim acik coziimleri
bulmak icin gesitli metodlar1 gelistirmekti.

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin pek ¢ok 6zelligi vardir. Teknik iler-
lemeleri, ¢oziimiin yapisini anlamay1 amaglayan teorik gelismeler takip eder. Amag,
islem yapmadan hatta acik ¢oziim bulmadan ¢oziimiin baz1 6zelliklerini bulmaktir.
Kismi diferansiyel denklemlerin teorik incelenmesi sadece akademik amacla degildir,
ayni zamanda bir ¢cok uygulamasi vardir. Ileri teknolojik araclarla bile ¢oziilemeyen

karmagik denklemler vardir. Bu durumda yapabilecegimiz tek sey, ¢coziim hakkinda

1
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nitel (qualitative) bilgi edinmeye galismaktir. Genel olarak denklem miihendislik ve
fiziksel problemin modellenmesiyle olugur. Kismi difernasiyel denklemleri ¢ozmek
icin bir kag yol vardir. Her yol belirli bir denklem tiiriine uygulanabilir. Bu yiizden
denklemi cozerken ve ¢ozmeden 6nce denklemin tam olarak analiz edilmesi 6nem-
lidir. Temel teorik soru denklemi ve ilgili yan kogullarini olugturan problemin iyi
konulmus olup olmadigidir.

Fransiz matematikgi Jacques Hadamarda (1865-1963) gore bir problem agagidaki
kogullar1 saglarsa iyi konulmustur.

I) Varlik: problem bir ¢oziime sahip olmall,

IT) Teklik: problemin ¢oziimii tek olmal,

I1T) Kararhilik: baglangig ve/veya siir kogullarindaki kiigiik bir degisiklik ¢ziimde
kiiciik bir degisiklige sebep olmalidir.

Eger yukaridaki kosullarin bir ya da daha fazlasi yoksa problemin kotii konumlu
oldugunu soyleyebiliriz.

Simdi basit bir érnek verelim:

Ornek:

ut+um:0

denkleminin

u1(z,0) =0

baglangi¢c kosulunu saglayan tek ¢oziimii

uy(z,t) =0
dir. Baslangi¢ kosulu
sin (nz)
UQ(I, 0) = W

olarak alinirsa, ¢coziim
2 .
e" tsin(nx)

UQ(ZE: t) = 1050

elde edilir. Yukarida goriildiigii tizere baglangic verilerinde kiigiik

sin(nx)
u1(z,0) — uz(z,0)| = BT
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bir degisiklik yapildiginda, ¢oziimde

e sin(nz)

|U1([E,t)—U2<{L’,t>| = 1050

" sin(nax)

n — 00 igin 1050

biiyiik degisiklige yol agmaktadir. Dolayisiyla verilen problem iyi konulmusg degildir.

Matematiksel problemlerin cogunun iyi konumlu oldugu agikca séylenebilir. Giiniimiiz
ileri teknoloji sistemlerindeki gelismeler matematiksel modellemelerden ayr diisiiniile-
mez. Yani matematik bilimi basta miihendislik olmak iizere bircok alanda karsilagilan
problemlere yonelik matematiksel yontemler sunarak sorunlarin daha anlasilir olup
gercek diinyaya uygulanabilir olmasina olanak saglar.

Esasen matematik bilimi i¢in dogada karsilagilan her olay matematiksel olarak
bir problem olabilmektedir. Ve problemlere yonelik matematiksel modellemeler olug-
turmak yadsinamaz derecede bilimin geligmesine katk: saglayacaktir.

Bu modellemeler 6ncelikli olarak karsilagilan problemi matematiksel ifadelerle
formiiliize eder. Sonrasinda ise bu probleme yo6nelik yaklagik bir ¢oziim bulur. Veya
¢oziimiin davramigiyla ilgili bir fikre sahip olmamiz saglar. Denklemleri baslangic ve
sinir kosullariyla sinirlandirarak iyi tanimli bir ¢6ziim bulmak icin 6ncelikli olarak
¢Oziimiin varhigini, ¢éziim varsa eger ¢coziimiin tekligini ve baglangi¢ verilerine bagim-
lilhigimi aragtirilmig olur.

Yapilan caligmalar gosteriyor ki lineer olmayan diferansiyel denklemler lineer
olan denklemlere oranla gercek diinyayla daha ¢ok baglantili oldugu igin elde edilen
matematiksel modellemelerin cogu lineer olmayan diferansiyel denklemlerle olur

(Pinchover ve Rubinstenin 2005).

Bu calismamizda enerji azalmasina yogunlasacagimizdan dolayi, enerji azalmasi
ile ilgili basit bir ¢rnek verelim:

E(t) denklemimizin enerji fonksiyoneli olmak iizere; V¢t > 0 ve ¢y, 2, a, § > 0
icin

I) E(t) < cre” ! oluyorsa iistel enerji azalmasi,

IT) E(t) < St~ oluyorsa polinomal enerji azalmasi vardir denir.
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Simdi ¢oziimlerin enerji azalmasina adi diferansiyel denklemler i¢in bir 6rnek

verelim;

{u'(t) = —u”(t),
u(0) =1

baglangi¢c deger probleminin ¢oziimii

{p =liseu(t)=e€""
p=2iseu(t)=(1+t)"

dir. Goriildiigii gibi her iki durumda da t — oo iken u — 0 olur.Burada p = 1 i¢in

iistel azalma, p = 2 i¢in polinomal azalma vardir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu tezde amacimiz agagidaki
gy + A%+ A%y = uln |u|2

denkleminin ¢ziimlerinin iistel ve polinomal olarak azalmasini incelemektir. Simdi

bu denklem ile ilgili temel caligmalar: verelim:
2.1. Logaritmik Kaynak Terim Igceren Denklemler

Kaynak terimi logaritmik olan denklemler niikleer fizik, optik, siipersimetri ve
geofizik gibi alanlarda ortaya gikmaktadir (Birula ve Mycielski 1976).
Birula ve Mycielski (1976)

Ugt — Uge + U = euln u?
denkemini caligtilar. Cazenave ve Haraux 1980 yilinda
k
uy — Au = uln |u|

denkleminin varlik ve tekligini inceledi.

Hiramatsu, Kawasaki ve Takahashi (2010) teorik fizikte Q-ball dinamigini ¢aligirken
Upp — Ugy + U + Uy +u!u|2 =ulnu

denklemi elde etti. Han 2013 yilinda elde edilen denklemin R? te global varhigim
galigti. Hu, Zhang ve Liu (2019)

utt—Au+u+ut:uln|u|k

denkleminin asimptotik davramiginmi ¢ahigtilar. Ma ve Fang (2018) giiglii damping
terimli

Uy — Au — Auy = uln \u]Q

denkleminin ¢oziimlerinin global varligini, asimptotik davranigini ve sonsuz zamanda
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patlamasini gahgtilar. Al-Gharabli ve Messaoudi (2017, 2018)
gy + A%+ 1w+ uy = uln |ul”

denkleminin ¢oziimlerinin lokal ve global varhigini, asimptotik davranigim calistilar.
2.2. Petrovsky Denklemi

Dérdiincii mertebeden terim (A2u) igeren denklemler Petrovsky denklemi olarak
adlandirilir.

g+ A% A+ |ug|P oy = Ju)

Petrovsky denkleminin varlik-teklik ve patlamasi Messaoudi (2002) tarafindan ¢aligilmigtar.
Daha sonra farkli yontemler kullanilarak patlamasi ve enerji azalmasit Wu ve Tsai
(2009), Chen ve Zhou (2009), Li, Sun ve Liu (2012), Pigkin ve Polat (2014) tarafin-
dan ¢alisilmigtir.

Bu tez ¢alismasinin dordiincii boliimiiniin ikinci kisminda beginci mertebeden

damping (A%u;) ve logaritmik kaynak terim (u.In |u|2) iceren
g + A%+ A%y = u.ln |u|2

Petrovsky denkleminin ¢oziimlerinin tistel ve polinomal azalmasi i¢in yeter kogullar

elde edilmistir.
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3. MATERYAL VE METOT
Bu boéliimde, diferansiyel denklemler ve fonksiyonel analiz ile ilgili baz1 temel
kavramlar verilecektir. Daha sonra Lebesgue uzayi, Sobolev uzayi, baz1 énemli egit-

lik ve esitsizlikler ve ¢oziimlerin patlamasi ile ilgili baz1 lemmalara yer verilecektir.
[Adams ve Fournier 2003, Brezis 2011, Evans 1998, Kesavan 1989, Polat 2005, Pigkin
2013, Pigkin 2017, Pigkin 2018|.

3.1. Normlu Uzay, i¢ Carpim ve Hilbert Uzay:

Tanim 3.1.1. Bos olmayan bir X kiimesi ve X X X den R ye tanimlanan bir d

fonsiyonu

(z,y) — d(z,y)

verilsin. d fonksiyonu agagidaki sartlari saglyorsa d ye X iizerinde bir metrik , (X, d)
ikilisinede metrik uzay denir.

Vr,y,z € X igin

I) d(xz,y) >0

) d(z,y) =0 x=y
I0I) d(z,y) = d(y, x)
IV) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y)

Burada (IV) e ii¢gen egitsizligi denir. (IV) sart1 tekrar tekrar uygulanirsa V x,

Y, 21.-., Zp 1IN

d(z,y) < d(x,2)+d(z,y)

< d(x, z1)+d(ze, 23) +d(z3, y)

IN

d(x, z1) +d(ze, 23) + ... + d(2p, V)

seklindeki ifadeye genellegtirilmis iicgen esitsizligi denir.
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Tanim 3.1.2. X bir reel (veya kompleks) vektor uzayi olmak tizere z — ||z|
doniisimiinii saglayan

.l : X = R

fonksiyonuna X tizerinde bir norm denir. VeV 7', 3 € X ve Va € R icin

D7 >0 |7 =0 7 =0

) [l @ = ol |7

) |7 + 71 < 7]+ 17 (ggen esitsiclig)

X uzay1 1), II), III) ozelliklerini saghyorsa X iizerinde normdur denir. Ve bu
durumda (X, ||.||) ikilisine bir normlu uzay denir. ||z|| sayisinada € X elemaninin

normu denir.

Tamim 3.1.3. (z,), (X, ||.|| ) normlu uzayinda bir dizi olsun. Ve > 0 igin
n,m > N oldugunda

|Zn — Tm| — €

olacak gekide bir n dogal sayis1 varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.1.4. (z,), (X, [|.||) normlu uzaymmda bir dizi olmak iizere,
lim ||z, —z|| =0

esitligini saglayan bir x € X varsa (x,,) dizisine yakinsaktir denir. Ve bu yakinsama

x, — x seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.5. Bir X normlu uzayinda her Cauchy dizisi X uzaymnin bir ela-
manina yakinsiyorsa bu uzaya tam uzay denir. (X, ||.||) uzay: tam ise bu uzaya

Banach uzay1 denir.

Tanim 3.1.6. K cismi iizerinde tamimlanan bir X vektor uzay: verildiginde,

X x X uzay tizerinde tanimli K degerli

(L) XxX oK

bir fonksiyonun V x, y € X ve a,b € C icin agagidaki 6zellikleri saglarsa bu fonksiyona

i¢ carpim denir;
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I) (z,) >0; (z,2) =0« 2 =0,
II) (z,y) = (y,2) (burada ¢, ¢ € C nin karmagik eglenigini belirtir),
III) (az +by,z) =a(x,z)+b(y, 2).

K = R durumunda (z,y) = (y, z) oldugu hemen goriiliir.

Bir i¢ carpim ile

1
2]l = (z,)*

tammlanan ||.|| : X — R fonksiyonunun norm oldugunu gérmek oldukga kolaydir.
Normu yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢arpim tarafindan tanimlanan uzaya i¢ ¢arpim

uzay1 denir.

Tanim 3.1.7. Bir i¢ carpim uzayindaki her Caushy dizisinin bu uzaym bir
ogesine yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert uzay1 denir. Bagka bir deyisle
normlu bir uzay olan bir i¢ ¢arpim uzay: bir Banach uzay: ise bu uzaya Hilbert

Uzay1 denir.

Tanim 3.1.8. (z,), X normlu uzayma ait bir dizi olsun.
lim ||z, — x|y =0

olacak sekide bir x € X varsa (x,,) dizisine giiclii yakinsak dizi denir. Bu yakinsama

rn, — x seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.9. X normlu uzayinda bir dizi (z,) olsun. V f € X’ i¢in

n—oo

olacak sekilde bir z € X varsa (x,,) dizisine zayif yakinsak dizi denir. Bu yakinsama

T, — x veya &, z x seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.10. (a) (f,), X normlu uzay: iizerinde simirh lineer fonksiyonellerin

bir dizisi olsun. Bu durumda

[fo = fIl —0

olacak sekilde bir f € X’ varsa (f,,) dizisine giiclii yakinsaktir denir. f,, — f seklinde
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yazilir.
(b) V2 € X icin
ful@) — [f(x)

olacak sekilde bir f € X' varsa (f,) dizisine zayif* yakinsaktir denir. f, 2 f
seklinde yazilir.

3.2. Lebesgue uzay:1 (L”(Q))

Tanim 3.2.1. ), R" de bir bolge ve 1 < p < oo olmak iizere (2 da tanimh tiim

olciilebilir v fonksiyonlarinin siifi agagidaki kosullar altinda

/Q]u(x)|p dr < oo

LP () uzay: olarak adlandirilir. Bu uzay bir vektor uzayidir. 1 < p < oo olmak

lollr = [ @ dx);’

iizere bu uzay

normu ile Banach uzayidr.

Tanim 3.2.2. X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger;
I) X in tiim elemanlar1 Y de ise (X C Y) ve

IT) u dan bagimsiz bir ¢ sabiti ve Yu € X igin

lully < ellullx

oluyorsa X uzay1 Y uzayma gomiilir denir ve X — Y geklinde gosterilir.
3.3. Sobolev Uzay1

Tanmim 3.3.1. 2, R" de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve

1 < p < oo olmak iizere

WmP(Q) ={ue LP(Q): Du € LP(Q), 0 < |a] < m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. Bu uzay

10
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1<p<ooigin

3 =

lallymniy = | D I1D%ull} 0
0<|a|<m
ve p = 00 i¢in
_ «@
||UHWW°°(Q) = Ogﬁj‘gm |1D U||Loo(Q)

normlari ile Banach uzayidir.
Burada agiktir ki WO? () = LP(Q) dir ve C5° () uzayr LP(2) uzayinda yogun
oldugundan W(? Q) = L? (Q) dir. Herhangi bir m pozitif tamsayis: icin

Wo* () = W™ (Q) — L ()

gomiilmeleri gecerlidir.

Tanim 3.3.2. p = 2 icin W2 (Q) = H™(Q), Wy (Q) = Hy(Q) olur. H™()

uzayindaki norm ise

1/2

« 2
||U||Hm(9) = Z |1D u||L2(Q)

0<]al<m

seklinde tanimlanir.

Tamim 3.3.3. H™ (Q)) uzay1

(U, 0) gy = Z (D%, D)

0<|r|<m

i¢ carpim L? (Q) uzaymndaki i¢ carpimu ifade etmektedir. Ve burada tanimlanan ig
carpim bir Hilbert uzayidir.
H}(Q) uzaymdaki i¢ garpim ise

(u,v)H&(Q) :/Vqudx
Q

11



3. MATERYAL VE METOT

esitligiyle tammlanmir. Ve H}(Q) uzaymdaki norm

1/2
2
el ([ (7 )

esitligiyle verilir.

Tamim 3.3.4. (Sobolev Gomiilme Teoremi). 2, R" de koni 6zelligine sahip
acik bir bolge, m > 1 ve j > 0 sartlar1 altindaki tamsayilar ve 1 < p < oo olacak
sekilde;

I) mp > n ise WiTmP(Q) — C%(Q)

IT) mp = n ise W/HP(Q) — W71(Q), p<qg<oo

veya

W7tmP — L9(Q), p<q<oo

gomiilmesi elde edilir.Burada p = 1 alinirsa
WITmH(Q) — Cp(Q)

elde edilir.
IIT) mp < n ise
W (Q) = W), p < g <

ya da
WItmP(Q) — L1(Q), p<q<p’

dir. Burada

e = nffnp,n>mp
+oo, n < mp

dir. W™P yerine W"" uzay1 alnirsa, ) bolgesinde herhangi bir kisitlama yapilmak-

sizin gomiilmeler yine gecerli olacaktir.
3.4. Baz1 Onemli Esitlik ve Esitsizlikler

Lemma 3.4.1. (Young Esitsizligi). Egere¢ > 0,a,b€ R, p > 1ve ]1) + % =1

ise
P bl4
labl < ﬂ—i— Jol”
p q

12
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esitsizligi ya da
lab| < ea? + C' (g) b

esitsizligi gecerlidir.
Burada p = ¢ = 2 segilirse

1
lab| < ea® + —b*
4e

yazilabilir.

Lemma 3.4.2. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi). ai,as,...an, b1,bo,...b, € R
icin

(a1by + asby + ... + anby)? < (a? + a2 + ...a?) (b + 03 + ..02)

dir.

Lemma 3.4.3. (Logaritmik Sobolev Esitsizligi). [Chen, Luo, Liu 2015;
Gross 1975] u € H} () ve @ > 0 herhangi bir say1 olmak tizere

1 2 2, o 2 2
e mlulds < 5 ullnful} + 5 19l - 1+ na) ful?
Q

dir.

Sonug 3.4.1. u € HZ(Q) ve a herhangi bir pozitif say1 olmak iizere

CpQ

2
2 2
20 Auf} — (1+Ina) full

1
e mluldo < 5 fullnal +
Q

dir.

Lemma 3.4.4. (Logaritmik Gronwall Esitsizligi) [Cazenave, Haraux 1980].
w : [0,T] — [1,00) bir fonksiyon, ¢ > 0 ve v € L'(0,T;R") i¢in

w <c(1+ [Auomuis). o<

13
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esitsizligi saglaniyorsa

t
w(t) < cexp (c/ v(s)ds) , 0<t<T
0
dir.

Lemma 3.4.5. (Green Ozdesligi).

/vAudx:/ v@ds—/VUVuda:
Q on Q

dir. Burada n digsa dogru yonlendirilmis birim vektor ve 5% = nVu dir.

d

Ispat. Tek boyutta

(Uul“)x = VUgUg + VpUgy

tir. Ayni durum yiiksek boyutlara uygulanirsa;

V (vVu) = VoVu+ vAu,
vAu = V (vVu) — VoVu

dir. Esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa

/vAudm:/V(vVu) dm—/VvVudx
Q Q Q

[ [ [ dsvs = [ o

olarak gosterilmigtir. Diverjans teoreminden fﬂ VFdr = |, a0 F'nds oldugundan

olur. Burada

vAudr = /V(UVU) dx—/VvVudm,
Q

vAudr = / v—ds—/VvVudm
a0 8TL

S—S5—

olur.

14
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3.5. Konkavlik Metodu

Lemma 3.5.1. ¢t > 0, a > 0 sabitleri i¢in, G(t) iki kez diferansiyellenebilen ve
G"(t)G(t) — (1+a) [G'()* >0 (3.1)

esitsizligni saglayan pozitif bir fonsiyon olmak iizere eger; G(t) > 0 ve G'(t) > 0

ise bu durumda dyle bir T* < <9 zamam vardir ki tlir%l* G(t) = oo olur. (Levine

aG'(t)
1974)

Ispat. ¢(t) = G~°(t) olsun. ¢ nin birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla,

d1) = (G @) (3.2)
= —aG ()G (1)

ve

o"(t) = (—aG I BG'(®)
= —a(—a—-1G W) [G'1) — aG ()G (1)
= —aG (1) [G"(H)G() — (1 + a)G'(t)?] (3.3)

olur. (3.1) esitsizliginden
G"GE) — (1+a) [G'®)]> >0
kabuliinii géz 6niinde bulundurulsa
¢"(t) <0 (3-4)

olur.Yani ¢(t) = G~*(t) konkav fonksiyondur.

(3.2.) esitliginde ¢'(t) fonksiyonu negatiftir, dolayisiyla ¢(¢) azalan bir fonsiyon-

dur.

15



3. MATERYAL VE METOT

¢(t) fonksiyonunun (0, ¢(0)) noktasindaki teget dogrusunun denklemi
¢(t) — ¢(0) = ¢'(0)(t — 0)
ise

o(t) = ¢(0)+¢'(0)(t—0)
= G*0) — aG*H0)G'(0)t

olur.Bu teget dogrusunun t eksenini kestigi nokta (7, 0) ise
0=G *0) — aG > 0)G'(0)T*

dir. Buradan 7% = -9 olarak bulunur.

aG'(0)
(3.5) den

G(t) = G~(0) — aG—"L(0)G" (0t

1 r 1 aG'(0)t
Go(t) ~ Go(0) Geti(0)
G (1) G ()

G(0) — aG'(0)t

dir. Burada t — T iken ¢(t) — 0 olur. Boylece ,"™_ G(t) = oo olarak bulunur.

t—>T5

16
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Zayif Damping Terimli Petrovsky Denkleminin Co6ziim-

lerinin Varlig1 ve Asimptotik Davranisi

Bu kisimda Al-Gharabli ve Messaoudi (2017) nin galigmasi detayli bir sekilde ele

alinacaktir. Bu calismada

g + A%u+u+u = kuln|ul, z€Q,t>0,
_ Ou(zt)
u(,t) = 220 _ i, (11)

u(x,0) =ug (), u (2,0) =wuy(x), x€Q

zay1f damping terimli logaritmik Petrovsky denklemi incelenecektir. Burada Q, R?

de 0f) diizgiin siirina sahip siirh bir bolge ve k pozitif reel sayidr.

4.1.1. Giris
k asagidaki sart1 saglasin:
(A) ¢, sayis
IVull® < ¢ | Aull*, Yu € Hf (),

esitsizligini saglayan en kiigiik pozitif reel say1 olmak iizere (4.1) denklemindeki k

pozitif reel sayisi

— =e? ko (4.2)
sartini saglayan kg reel sayisi icin 0 < k < ko araligindadir.

Not 4.1.1.1. (0,00) araliginda siirekli ve azalan

fonksiyonu i¢in

[N

lim f(s) =00 ve lim f(s) = —e

s—0t 5—00

dir. Bu durumda f(kg) = 0 olacak sekilde ko > 0 vardir. Ayrica Vs € (0, ko) igin

-3 1 21
€2 s < 4 —

(4.3)

CpS
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dir. (4.1) probleminin Enerji fonksiyoneli

1 k
B0 = (lod® + 180 + Jul} - [l de) + {1l (@

dir. Ayrica
E'(t) = — [lu® (4.5)

dir.

4.1.2. Lokal Varlik

Bu kisimda (4.1) probleminin lokal varlig) ispatlanacaktir.

Tanim 4.1.2.1.
€ (0,71, H3(@)) 0 C* (0,71, 22 (@) N € ([0,7], B (2))

uzaymdaki v fonksiyonu Vw(z) € HZ(Q)

Jo w (@, yw(x)de + [ Au(z, t)Aw(z)ds + [ u(z, t)w(z)de
+ [que(z, thw(z)de = [, u(z, t)w(z)In|u(z, )" da, (4.6)
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x)

sartim saghiyorsa (4.1) probleminin zayif ¢dziimii olarak adlandirilir.

Teorem 4.1.2.2. (ug, u1) € H(Q) x L*(Q) olsun. Bu durumda (4.1) problem-

inin lokal zayif ¢oziimii
uwe C([0,T],H;(Q)NC* ([0,T],L*(Q)) NC*[0,T], H*(Q)) (4.7)

dir.

o

Ispat. Ispati standart Faedo-Galerkin methodu yardimiyla yapacagiz. {w; }j:1 ,

L% (Q) de ortonormal olan ayrilabilir H2(§2) uzaymda ortogonal bir tabani olsun

Vin = span {wy, wa, ..., w, }

18
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ve V,,, uzaymin sonlu boyutlu alt uzayinda baslangic verilerinin projeksiyonlar:
ug'(w) =Y agw(x), ul(x) = bjw;(x)
j=1 j=1

olsun. Burada m — oo i¢in

ul® — ug, H 2(Q) uzaynda,

(4.8)
u* — uy, L*(Q) uzayinda
dir. V,, de
(
[ (ww + AumAw + umw + wfw) de = [wum n|um|F de, w eV,
o Q
u™(0) = ul' = Zl(um w;)w; (4.9)
iz
up(0) = uy" = - (ua, wy)w;
\ ]:1
probleminin
u™(x,t) =Y h(t)w; (@)
j=1

seklinde bir yaklagik ¢oziimiinii bulmaya cahsacagiz. Bu ise bilinmeyen A" (t) fonksiy-
onu i¢in bir adi diferansiyel denklem sistemi olusturur. Adi diferansiyel denklem-
lerdeki standart ¢oziimlerin varlik teorisinden (Lions 1969), t,, € (0,7T] i¢in [0, ,,)

maksimum araliginda (4.9) denklemini saglayan
h; :[0,t,) = R, j=1,2,...,m,

fonsiyonu elde edilir. Simdi ¢,,, = T oldugunu ve lokal ¢oziimiin m ve ¢ den bagimsiz
olarak diizgiin siirh oldugunu gosterecegiz. Bu amagla (4.9) daki w nin yerine "

yazarsak ve integrallersek
dE™(t)

< .
<0 (4.10)

olur. Burada

e [ L R P S U e I RS)
Q
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dir. (4.10) dan

E™(t) < E™(0)

elde edilir. Yukaridaki son esitsizlik ve Logaritmik Sobolev Esitsizliginden

ka?c
o+ (1 55 ) e

k+2
+ {T +k(1+In Oé):| HumH2

k
< C+- HumH In [|u™)|? (4.12)

yazilabilir. Burada C' = 2E™(0) dir. (A) kogulundan

ka? k+2
1- 2% 5 g ve +k(1+1na)>0
2m
secilebilir. Buradan
1 2
et <a< = (4.13)
ke,
olur. Boylece
g 17+ 1A |* 4 u™|* < e (14 [Ja™]* In [Ju™ %) (4.14)

elde ederiz.

u™(,t) =um(.,0) + / %ds
0

ifadesinin normu alinip, Cauchy-Schwarz Esitsizligi uygulanirsa

m ou
@2 < 2 )] +2 /a—
0

IN

2 [|um (0) —|—2T/||ut 9| ds (4.15)
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elde edilir. (4.14) esitsizliginden
¢
Ju™]|* < 2 ||u™(0)|]” +2¢T | 1+ / ™ |)* In [|u™ || ds (4.16)
0

yazilabilir.

Eger, C; = max {cT, ]|um(0)||2} alirsak (4.16) dan
t
i <260 (1 [ P ds
0

olur. Genelligi kaybetmeden C > 1 alinirsa

t
i ? < 2C4 1+/(01+||um||2) In (Cy + lu™||?) ds

0

elde edilir. Burada Logaritmik Gronwall esitisizligi uygulanirsa
lu™|® < 20,27 = O,
kestirimini elde ederiz. (4.14) deki esitsizlikten
" |I* + [1Auw™* + [[u™]* < ¢ (1+ CoIn Cp) = Cy
dir. Burada ('3, m ve t den bagimsiz pozitif bir sabittir. Bu durumda

sup |[u|]®+ sup [|Au"|]P+ sup |u™|? < 3Cs (4.17)
te(0,tm) te(0,tm) te(0,tm)

saglanir. Boylece, yaklagik ¢oziim m ve ¢ den bagimsiz olarak diizgiin sinirhdir. Yani

tm yi T ye genigletebiliriz. Ayrica (4.17) den

{um, L>(0,T; H2(Q)) da diizgiin sirhdar. (4.18)

u, L (0,T; L2 (Q)) da diizgiin sinirhdar.
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elde ederiz. Buradan «™ nin

(

u™ — u, L®(0,T;HZ(Q)) uzayinda zayif* yakinsak,

)
u™ — ug, L™ (0,T;L3(Q)) uzaymda zayif* yakinsak, (4.19)
) .

u™ — u, L?(0,T;HZ(Q)) uzaymnda zayif yakinsak,

u™ — uy, L2(0,T; L2 (9Q)) uzaymnda zayif yakinsak

\

olacak gekilde alt dizisi vardir (bu alt dizileride yine u™ olarak gosteriyoruz).

Aubin-Lions’in teoremi kullanilirsa sirasiyla
u™ —u, L*(0,T;L*(Q)) uzaymda giiclii yakinsak

ve

u™ — u, Q x (0,7) da hemen hemen her yerde

olacak sekilde alt dizilerini buluruz.

Rdes— sln |s|k dontistimii siirekli oldugundan
u™In [u™* — uln|u|®, Qx (0,T) daki hemen hemen her yerde

yakinsamasim elde ederiz. Q C R? oldugundan L* () — HZ (Q) gomiilmesini
kullanirsak L (Q x (0,7")) uzayinda v In |um]k nin siirh oldugu agiktir. Lebesgue

siirli yakinsama teoremi dikkate alinarak (€2 sinirhdir)
" In ju™f — wln|u|®, L? (0,7 L* () uzaymda giiglii yakinsak (4.20)

elde edilir. Simdi ¥V w € V,,, igin (4.9) u (0,¢) araliginda integrallersek

t t
/u?wdm - /u’f‘wd:er//Aum(s)Awdxder//um(s)wdmds
0 Q 0 Q

Q Q

_ / /t wu™(s) In [ (s)|* dsda (4.21)
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olur. m — oo iken (4.21) in limiti almirsa V w € V,,, ve m > 1 i¢gin

t
/utwd:c = /ulwdx—//Au(s)Awda:ds
Q 0 Q

_/t/u(s)wdxds—{—//tu(s)wln|u(s)\kdsdm (4.22)

elde edilir. (4.22) esitligi Vw € HZ(Q) igin saglamir. (4.22) nin sag tarafindaki
terimler (0,¢) arahginda mutlak siireklidir. Boylece t € (0,T) ve Yw € HZ(Q) igin
(4.22) i diferansiyellersek

/ (2, )w(z)dz + / Au(z, ) Aw(z)dx + / u(z, tyw(z)dz

Q Q

Q
/w w(z, t)In |u(z, t)|" d. (4.23)
Q

elde ederiz. Baslangic kosullar1 g6z 6niine alinirsa

u™ —u, L*(0,T;HZ(Q)) uzaymda zayif yakinsak,

(4.24)
u — uy, L*(0,T;L*(Q)) uzaymda zayf yakinsak
olur. Boylece Lions’un Lemmasini (Lions 2002) kullanarak
u™ —u, C([0,T], L*()) uzaymda (4.25)

elde ederiz. Bundan dolay:
u™(x,0) — u(x,0), L*(Q) uzaymmda

dir. Ayrica
u™(z,0) = ug'(z) — uo(x), HZ(Q) uzaymda

dir. Boylece
u(z,0) = ug(x).
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olur. Simdi w € V,, igin (4.9) u ¢ € C3°(0,T) ile garpip (0, T) tizerinde integrallersek

T

/T / tydzdt = — / / Au™(t) Awe(t)dxdt

0
T

/ Q/ M we(t)dzdt

0

- / / W wo(t)dadt

Q
T

+ / / Wi In [un[F $(t)dzdt (4.6

0 Q

S

[e=]

elde ederiz. m — +oo iken w € HF(Q) ve ¢ € C§° ((0,7T)) igin

/T / dvdt = - / [ Autt)sws(tydsar

—//qub(t)dxdt

0
T
//utw¢ t)dxdt
0
T
—|—//w¢ tyuln |ul® dedt (4.27)
0 Q
elde ederiz. Yani (Therese ve Sonrier 1998) den
Uy € L2 ([0, T) s Hﬁz(Q))
olur. u; € L*((0,T), L* (22)) oldugundan
u € C([0,T), H?())
elde ederiz. Boylece
u(x,0) — u(x,0), H *(Q) uzaymnda
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dir. Fakat
w(x,0) — u(z) — ui(x), L*(Q) uzaymda
oldugundan
ut<x7 0) = u1<£U)
dir.

4.1.3. Global Varlik

Asagidaki fonksiyonlar: tanimlayalim

1 k
J(w) = J (u(t)) = 5 | [ Aull” + [Jul* - /u2 In [ul® dz | + 7l
Q

I(u) = I(u(t)) = | Aul)? + [Ju]* - /u2 In [ul* da.
Q
Not 4.1.3.1.
i. Yukaridaki tanimlardan
1 k
O (R

) = 3l + I

oldugu agiktir.

ii. Logaritmik Sobolev egitsizligine gore J (u) ve I(u) iyi tamimhdir.

Potansiyel derinlik metodundan

0 <d=inf {sup JOw) : ue HXQ), |Au)® #0 }

w A>0

seklinde tanimlanir. Nehari manifoldu

N={u:ueHj : I(u)=0, ||Au||27é0}

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

dir. (Chen ve Liu 2012; Liu 2006; Payne ve Sattinger 1975) elde edilen sonuglara
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benzer olarak

0 <d=inf J(u) (4.34)

ueN

yazilabilir. Ayrica
W={u:ueH; : I(u) >0, J(u) <d}U{o}

olsun.

Lemma 4.1.3.2. V u € H?, ||u||§ # 0 i¢in g(A) = J(Au) olsun. Bu durumda

>0, 0 <A<\,
I(Au) = \g'(N) =0, A= \",
<0, "< A< +o0

dir. Burada
1A+ [Ju))* = [u?In]ul* do
Q

AN =ex
P AR

dir.

Ispat. [|ul|, # 0 dig1 igin, g(0) = 0, g(+00) = —o0 ve

9(A) = J(Au)
1, 5 1 2/ ) K o (E+2 Kk 9
= 2>\ | Aull 2)\ w”In|ul” dz + A 1 21n])\] [|u|
Q
oldugundan
dJ(Au)
I =
(Au) A )
= Ag'(A)

= M| Aul* - AZ/zﬂ In|u|® dz 4+ A}(1 — kIn ) /u2dx
Q Q

elde edilir.
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Lemma 4.1.3.3. (4.32) daki d sabiti

esitsizligini saglar.

Ispat. V o > 0 icin Logaritmik Sobolev esitsizligi kullanilirsa

Iw) = [Aul?+ Jul - / ol do
Q

kale
(1 - ) JAul + [lul?

2

k
[l I e (4.35)

+h(1+na) [lul* - 7 |

olur. a =,/ ]3—” alinirsa
Cp

I(u)

v

2T k 2 2
<1+k <1—|—1n1/k—cp) = EIHHUH ) ||l (4.36)

elde edilir. Buradan

d = inf {Sup J(u), ue HZ(Q), ||Au|®# o} (4.37)
u A>0
ve
1 1 1
sup J(Au) = J(\'u) = SI(\u) + 5 (A )l = 5@*)2 [l (4.38)
A>0

yazilabilir. (4.36) dan ve Lemma 4.1.3.2 den

/2 k
1+k <1+1n l) — —1n\|A*u||2] [\ |2
ke, 2

2T

1
A <?) (4.39)

elde edilir. Boylece (4.37) ve (4.39) dan

0=1I(\u)>1+k

olur. Buradan

s 2
d > —€2+E
—k
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olur.

Lemma 4.1.3.4.
(Uo,ul) € Hg (Q) X L2 (Q)

ve

0< E(0)<d, I(up) >0

olsun. Bu durumda (4.1 ) probleminin ¢tziimii « € W dir.

Ispat. u nun zayif ¢oziimiiniin maksimal zamani 7" olsun. (4.31) ve (4.11) dan
L2 1 2
el () < P+ o) < d, V£ € 0.7) (4.40)

dir. Vt € [0,7T) igin u(t) € W oldugunu gostermek istiyoruz. Aksi halde, 6yle bir
to € (0,T) vardur ki u(ty) € W dir, bundan dolayr ya I (u(t)) =0, ||Au(to)|* # 0
veya J (u(tp)) = d dir.

(4.40) dan J (u(ty)) < d dir. Boylece I (u (tg)) = 0 ve ||Au(to)||* # 0 dir. Oysa ki
(4.34) den J (u(to)) > d dir, bu (4.40) daki ifadeyle geligir. Bu durumda V¢ € [0,7))
icin u(t) € W dir.

4.1.4. Asimptotik Davranig

Bu boliimde (4.1) probleminin ¢dziimlerinin azalmasini ele alacagiz.

Lemma 4.1.4.1.

fonksiyoneli i¢in

U@%S—ﬂ—€NWW—fHAW2—dWE+€/ﬁ“MM“M
Q

ve

L~E (4.41)
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dir.
Ispat. L(t) yi diferansiyelleyerek (4.1) ve (4.5) i kullamrsak

L'(t) < = (1 —e) [l — e Aul® — e ull; + S/UQ In ful* dz (4.42)

Q

elde ederiz. Diger bir ifadeyle € u yeteri kadar kiiciik secersek L ~ F olur.

Teorem 4.1.4.2. ug € W, u; € L*(Q) ve 0 < E(0) < af < d olsun. Burada

2
(= (%) e2i ve 0< \/;eflcozé <1
dir. Bu durumda ¢y, ¢ iki tane pozitif sabittir, 6yle ki ¢ > 0

0< E(t) <cre™® (4.43)

dar.

Ispat. E (t) nin tammim kullanarak ve herhangi bir m pozitif sabiti i¢in

/ me 2 m 2
< = - _ -
L'(t) < —meE(t)+ ( 5 +€ 1) llug||” + € < 5 1) | Al

e (B ) P+ (1- ) /u2 In Jul* dz (4.44)
Q

dir. Logaritmik Sobolev esitsizliginden

L'ty < —meE(t)+ (% +e— 1) g ||
we (1) Al e (1— 1) B
(PEEZ 1)l e (1= ) bl ol
ek (1 - g) (1+Ina) ful?
— —meE(t) + (% te— 1) ug|® — (1 - %) (1 - k;‘jfp) 1Ay
P k(12 (Gl - 0w | (0s)
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elde ederiz. (4.4), (4.5) ifadeleri ve u € W oldugundan

Inful> < In (%E(t))

4
< In{=FE(0
(o)
4
< hl (Ea€>
4 2
= In <k—72ra62+k) (4.46)
elde edilir. Buradan
0 <m< m
ve
2
2%611045 <a< %
secersek
2
m(k + 2) _d-0
4
ve

(1 - %) B In [lu))? - (1 +lnoz)} <0,

elde ederiz. Boylece

L(t) < —meE(t) + (%5 +e—1) ful? (4.47)

dir. Simdi € > 0 yeterince kiigiik sayisi i¢in
M L e—1<0
2
olur. Boylece (4.47) esitsizligi

L'(t) < —meE(t) (4.48)

olur. (4.48) ifadesi (0,¢) araligindaki integrallenir ve (4.41) goz 6niinde bulunduru-

lursa (4.43) ispatlanmig olur.
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4.2. Giglii Damping Terimli Logaritmik Petrovsky Denklemi

Bu boliimde dogrusal olmayan, logaritmik kaynak terim ve giiglii damping terim
iceren
w4+ A%u + A2y = uln |ul?, x €N t>0,
u(z,t) = 2480 — t>0, (4.49)
u(x,0) =uo (), u (2,0) =wuy(x), z€l,
baslangig ve sinir deger problemi ele alinmigtir. Burada Q, R™ (n > 1) de 0X2 diizgiin

sinirina sahip sinirh bir bolgedir.

4.2.1. Giris

Once denklemimize ait enerji fonksiyonelini bulalim:

(4.49) denklemini u; ile ¢arpip, 2 bolgesi iizerinde integrallersek

/uttut dx + /A2uut dx + /A2ututdx = /uln |u|2ut dx (4.50)
Al A2 A3 A4

olur. Simdi terimleri ayr1 ayr1 hesaplayalim:

A; terimi
1d
/uttut dr = ——/ |ut|2dm
5
= ——|u
2dt "
olur. A, terimine Green ozdesligi uygulamrsa ve u(z,t) = Zu(z,t) = 0 s

kogullarini goz oniine bulundurursak

/A2uutdm = /AuAutdx
Q Q
1d 9
T odt | Aul|

olur. As terimi

/AQUtutdm = /|Aut|2dm
Q Q

= [[Awl
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dir. A4 terimi i¢in
2

(v Inu?) = 2uu, Inu® + %Zu.ut

oldugundan, bu ifadeyi integrallersek

1d 1d
55/91/? In u?dr — 55/9 lul? dz = /Quutlnu2d:v,

1d 1d
/uut Inulde = =— [ w?Inulde — =— ||ju))?
o 2dt J, 2 dt

elde edilir. Buldugumuz A;, Ay, Az ve A4 ifadelerini (4.1.2) de yazarsak

1d s 1d 9 5 1 d/ 91 o 1d 9
—— ——[|A A =—-— Inude — ——
5 Il + 5 18l 18w = 55 | e — S .
d
EE) =~ 1w *,
E'(t) = — |Au|” <0 (4.51)
olur. Burada
1 1 1 1
B(t) = 5l + 5l + 5 1Al - §/Qu2 Inu2d (4.52)
dir. Simdi
1 s 1 5 1 9. 9
J(w) = =|ull”+ = [|Au|]” = = [ v" Inude, (4.53)
2 2 2 Jq
I(u) = ||Au||2—/u21nu2dx (4.54)
Q
olarak tanimlayalim. Burada
1 1 9
J(u) = §I(u) + 3 [lu|| (4.55)
yazilabilir.
Nehari manifoldu ve potansiyel derinlik sirasiyla
N = {u € H2(Q): I(u)=0, / |Aul® dz # o} (4.56)
Q
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ve

d = inf {supJ(uu) cu € HY(Q), / |Au|? da # O} (4.57)
0

pu=>0

olarak tamimlanir. Kararlh W ve kararsiz V' kiimelerini tanimlayalim

W = {ueHjQ) I(u)>0, J(u) <d}uU{o},
V o= {ue Hj(Q) I(u) <0, J(u)<d}.

Benzer gekilde 6 > 0 igin

1 1
Js(u) = é/ |Au|® dz — —/u2 In u?dx + —/u2dx,
2Ja 2Ja 2Ja
Is(u) = 6/ ]Au\2dx—/u2lnu2da:,
Q 0

Ny = {u € H3(Q) : I5(u) =0, /Q|Au|2dx £ 0},

(o) = ulélzf(](u) (4.58)
Ws = {ue HjQ): I(u) >0, J(u (6)} u{o}

Vs = {ue HJ(Q): I(u) <0, J(u) < d(5)}
olsun. Ayrica

OWs = {ueHFQ): I(u) =0, |Vu|| #£0} U {ue HJ(Q)/J(u) =d(6)}
Vs = {ueHiQ): Is(u)=0}U{ue HJ(Q)/J(u) =d(6)}

seklinde tanimlayalim.

n

Lemma 4.2.1.1. 7(§) = (76)7e? olmak iizere, eger 0 < |lu| < 7(8) ise I5(u) > 0
dur.
ispat.

u) = 5/ |Aul? dz — /u2 In u?dx
Q Q
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ifadesine / u?1n ||u)|® dz terimini ekleyip cikartirsak
Q

u) = u €T — uoIn |[(u I‘F u I ||\u T — u mu T .
) 6/!A 24 /21 lul?d /21 Jul?d /21 *dr (4.59)
Q Q Q Q

elde ederiz. Buradan

2
Is(u) = /|Au| dx—/u 111Hu||2—/u21n “ sdx
o ull
_ /|Au| da:—2/ (nm+1n||u||> iz

olur. Logaritmik Sobolev esitsizligini uygularsak o > 0 olmak iizere

2
Is(u) > 5/ |Au|2d9§—a—/ |Au|?dz 4+ n (1 + Ina) ||u||2—/|u|2ln|]u]|2dx
Q T Ja Q

2
> (5 - %) / |Aul?dz +n (1 +Ina) ||ul]> — 2 ||ul/?1n |
Q
olur. a = v md secilirse
I5(u) > (n (1 +In \/7r5> - zlnHuH) Mk (4.60)

olur.

n

lul* < (w6)7 2

dir. Bu ifade (4.61) de goz 6niinde bulundurulursa /5(u) > 0 olur. Boylece ispatimiz

tamamlanmig olur.

Lemma 4.2.1.2. ug (z) € HZ (), ||ul] # 0ve g (1) = J (pu) olsun. Bu durumda

> 0, 0<p<pr,
I (pu) = pg' (n) § =0, p=p

<0, p<p<oo
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dir. Burada ) )
||Au||2—/|u|21n|u|2dx
,U* = exp Q 5
2 [Jul|
dar.

Ispat. J(u) nun tanimmdan
1 1 1
J(u) = 3 lJul® + 5 | Al — i/qu Inu?dx
oldugunu biliyoruz. Burada 3 [ lu? In p2dz terimi ekleyip cikartilirsa
Q

1

1 1
J(u) = —/ (|Au|2 —u’Inv® +u?) dz + —/ |u|* In p2da — —/ |u|® In p2dx
2Ja 2/ 2/

ve u nun yerine pu yazilirsa

Ta) = 5 [ 1 = G e+ ] da
1

1
+—/ |uu|21nu2d:v——/ |\ ) In g2 d
2Ja 2Jq

olur. Buradan

g(u) = J(pu)
2 2 2
= ,u_/ |Aul? dz — M—/ |u|? In(pu)2da + ,u_/ u|® da
2 /g 2 /g 2 /g
2 2
—i—“—/ lu*In (p)? do — ,u_/ u|® In p2dx
2 Ja 2 Jo
2 2
- “—/\Auy2dx+”—/ luf? do
2 Ja 2 Ja
p2 2 2 2 p? 2 2
—— [ |u]" (In (pu)” —Inp?) dz — = [ |u|"Inp’dz
2 Ja 2 Ja
2 2
= ,u_/ |Aul? da + M—/ lul? da
2 Ja 2 Ja
2 2
—#—/ ul* In ) dz — 'u—ln,u2/ |u|® dz (4.61)
2 Ja 2 Q
olur. [Jul| # 0, lin%g(u) =0 ve liIJIrl g(p) = —oo oldugundan 7(u) nun tanimi goz
p— p—Foo
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oniinde bulundurulursa

I(pu) = pg'(p)
= ,u2/ |Aul? do — ,u2/ Jul> In |u|® dz — 242 ln,u/ |ul? dz,
Q Q Q

oldugu goriiliir. (4.63) ifadesinden

HAUW-/}thquﬁdx
Q

*

ji* = exp

2
2 |Jul

icin I(p*u) = 0 olur. Boylece isaret tablosundan

> 0, 0<pu<p”
I (pu) = pg' (0) ¢ =0, o=yt
<0, p<pu<oo

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Lemma 4.2.1.3. (4.57) de tanimlanmis olan potansiyel derinlik d igin

d>M =

dir.
Ispat. Lemma 4.2.1.2 den

supJ (pu) = J(p'u)

u>0

dir. (4.61) den

Is(u) = (n(1+nVrs) —21nlful) |l
n (24 Inn)

= | =5 2 ull| flul’?

36
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dir. Burada 6 = 1 alinir, ve tiirevden

0 = I(Wu)
n(2+Inm . .
> [P2ERT o a| fau? (4.64)
yazilabilir. Buradan
ol > exd (4.65)

olur. Sonug olarak (4.57), (4.64) ve (4.66) dan
|
d>M = —-m2¢e"
2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
4.2.2. Enerji Azalmasi

Teorem 4.2.2.1. uy € H2(Q), vy € L*(Q), E(0) < M ve I (up) > 0 olsun.
Bu durumda (4.49) denkleminin

u,u € C(0,00; Hg (Q))

uzaymda bir tek zayif ¢oziimii vardir. Bu durumda t € [0, +00) ve ¢g, ¢, ¢z pozitif

sabitleri icin

1. Durum:
Co
E(t) < 4.66
0 < -2 (4.66)
polinomal enerji azalmasi ve
2. Durum: 0 < ¢ < 1igin F(0) < ¢M ise
E(t) < cle @ (4.67)

iistel enerji azalmasi vardir.
ispat.
1. Durum: E(0) < M ve I(up) > 0 kabiiliimiizden ve E (), I (u) nun tanim-
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larindan
— / | Aw|* da
Q

ifadesinin (0,¢) araliginda integrali alimirsa

E(t) - B(0) = —/t/ A, |? dadr,

E(0) = E(t)—l—//mut\gdxdr,

1., 1
= 5 llull +—||UH +—IIAUH

1
—§/u2 1nu2dx+//|AuT|2dxdT (4.68)

Q 0 Q

olur. I(ug) = ||Aug||® — /u% In u2dz > 0 oldugundan
Q

t
1 1
0) > §/|u|2dx—|—§/lut|2dx+//|Aut|2dxdt (4.69)
Q Q 0 Q

olur. E(0) < M ve |[u]|* < M ||Aul|* gomiilmesinden

t t
1 M
//yuTEd;ch < A—l//]AuTdedT <3 (4.70)
0 Q 0 Q

dir. Burada \; 6zdegerdir. (4.49) denklemini u ile garpip © x (0,¢) bolgesinde

integralleyelim

t

¢ ¢
//uuttdxdt+//uA2udxdt—l—//UAQUtdxdt: //u2 In |u|? dzdt. (4.71)
00 00 0 Q

0

J/ J/ J/
-~ -~ -~

B1 B> Bs

Simdi B;, Bs, Bj ifadelerini hesaplayalim.
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B, ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa

t t
//uuttd:vdt = /uutdx - /uouldx - / / |u,5|2 dxdt
0Jo Q Q 0Jo

olur. B, ifadesine Green 6zdegligi uygulanirsa

t t
//UAQdedt: / / |Aul? dadt
0 Ja 0 Ja

olur. Bj ifadesine Green 6zdegligi uygulanirsa

t t
//UAQutda:dt = //AutAudxdt
0JQ 0Ja

1 t

= —i//|Au|2dxdt
2dt Jy Jq
1 2 1 2

= —/ | Al da:dt——/\Auo\ dxdt
2 /o 2 /o

olur. Bu ifadeler (4.72) de yazilirsa

t
/uutd:c—/uouldx—//wt\Q dxdt
Q Q 0Ja

t 1 1
+/ / |Au|? dzdt + —/ |Au)? dzdt — —/ | Auo|? dadt
0 Jo 2Jq 2Jq

¢
= //u21n|u|2dxdt.
0 Q

¢
//(|Au|2—u21nu2 ) dxdt = —/uutdx+/u0u1dx
0 Ja Q Q
t 1 )
+//\ut]2dxdt+—/ |Aqul” drdt
0 Ja 2Ja

1
——/ | Aul? dadt,
2Ja
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¢
/[(u)dt = /uutdx+/u0u1dx+//|u7| dxdt
0

/]Agu] dx——/\Au| dx

elde edilir. u € L™ (0,00; HZ (2)) oldugundan

AGWU»M<C

yazilabilir.

L1 DB | = (L+0E W + BlY) < B()

ifadesinin (0,t) araliginda integrali alimirsa

f$m+wmnﬁ§AE@ﬁ

(1+t)E(t) — E(0) < /tE(t)dt,

(1+t)E(t) < E(0) + / ))dr + = /||uT|| dr + = /||u|| dr

elde edilir. F(0) < M, (4.73) ve u € L™ (0,00; H (Q)) oldugundan

Co
1+t

E(t) <

olur.

2. Durum:

E(t) + e(u, u)2()
= E(t) +5/uutda7
Q
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olsun. Burada ¢ porzitif bir sabittir. Young esitsizliginden

/ uudx
Q

olur. a; ve ap iki pozitif sabit olmak tizere, Vt € [0, 00) i¢in

1 1
< [ fuldz < 3 JulP + 5
Q

a1 E(t) < L(t) < oz E(t) (4.78)

dir. Yani L(t) ve E(t) denktir.
Simdi
L(t) = E(t) + e/uutdx
Q

ifadesinin tiirevi alinip, (4.49) denklemi g6z oniinde bulundurulursa

L'(t)y = FE(t)+ 6/ututdx + E/uuttdx
Q Q

— —/ | A |* dm+€/ |ut|2d93+5/u2 In |ul® dz
0 Q Q
—5/uA2ud:c - 5/uA2utdx
0 0

= 5/ |ut|2dx—s/ |Au|2dx+5/u21n|u|2dx
Q Q Q

—5/AuAutdx —/ | A |* da (4.79)
Q Q

elde edilir. Young esitsizliginden

/\ut] dw—e/ | Aul? dx—i—e/u In |u)? dz
—1—50/ | Aul® dm+—/|Aut| da:—/]Aut| dx
= 5/ |y dx+5(a—1)/ |Aul? dx

Q Q

+8/u2 In |u|? dz + (i — 1) / | Awy|? de, (4.80)
Q 4o Q

L'(t)

IN

olur. Burada o pozitif bir sabittir. (4.80) ifadesinin sag tarafina BeE(t) ifadesini
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ekleyip cikarirsak

L'(t) <

—BeE(t)—l—s/ |ut|2dx+5(a—1)/ |Aul? da
—i—a/u In |ul? dx+(4——1 /|Aut| dx
—/ |uy)? dm—l——/|Au| dx

u? In |ul? dac—}——/ u|® dz (4.81)
2 Q

olur. |lu|® < ¢||Aug||* gomiilmesi uygulamrsa

) <

IN

—BeE(t) + 80/ | Ay dx + (o — 1)/ |Aul? dz
0 Q

+E/u21n|u|2dx—{— <4i — 1 /|Aut|2d£ﬂ

B
56/ | Ay | da:—l——/ |Aul? da

B
2= 21n |ul? dx—i——/ |u|® dz

Q

B
—BeE(t) + (56 t- 1+ ﬁ) / | Ay dz

+ <6(0 1)+ —5) / |Aul? dz
2 Q
B B
+ (E — —5) /u2 1n|u|2 dx + —6/ |u|2d$ (4.82)
2 Q 2 Jo

42



Zeynep CALISIR

elde edilir. Bastan 4. terime Logaritmik Sobolev esitsizligini uygularsak

B
L'(t) < —BeE(t)+ (% +ec+ f - 1) / | Auy| dx
o Q

B B
+ [—8 +e(o — 1)} / |Aul? dz + —5/ Jul® da
2 Q 2 Ja
B 2
e (== 20) (% im0 e )
2 ™ Jo
Be 2
= —BEE(t) + 7 +8(U — 1) ‘AU’ dx
Q
Be Bec €
+7/ |ul? da + <—2 tect - 1> / |Aw|* da
B
+<a——) /|Au| dx+(5—7€> /U I [fu|* dar
Q

B
_ (5 . 75) n(1l+a)ul?

Bec
= —BeE(t) + (T + EC—I- o — 1) |Aut|2 dx

+e [§+(a—1) (k—)i]/ﬁ!ﬁwwx

+5{§ (1_5) (1+ma)+ <1—§)ln”u”2} WP (4.83)

olur. I(u) > 0 ve E(t) < E(0) < ¢M oldugundan

IN

In (2 (u))
In (2E(t))
In (2E(0))
In (26 M) (4.84)

2
In[lull

IN A

IA

yazilabilir. G < < W%, 0 < B < 1 seklinde segilirse, yeterince kiiciik 0 > 0, € > 0

sayilar icin

B B B
5—<1—5)n(1+1na)1n(2§M)+(I—E)ln(ZgM)<0,
Bec
— ——1
5 +€c+40 <0,
Be B\ o?
e 1 1—=2 )=
2+6(0 )—l—s( 2)7r<0
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yazilabilir. Boylece L(t) ~ E(t) oldugundan

L(t) < —6eB(1) <~ L(1),

olur. Esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa

[30 < [ 2

In 2 < ——t
"0 S

_ﬁst

L(t)<L(0)e =2

olur. Burada ¢; = L(0) ve ¢; = ﬂ = alinirsa, V¢ € [0, 00) igin
E(t) < cie™

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
4.2.3. Sonsuzdaki Patlama

Teorem 4.2.3.1. ug € HZ (), u; € L*(Q), E(0) <0 ve I (ug) < 0 olsun. Bu

durumda (4.49) denkleminin u zayif ¢6ziimii sonsuzda patlar (blow up) olur. Yani

thm |Au (., )| = o0 (4.85)
dur.
Ispat. 0 <t < T icin
2 ! 2 2
Gt) = [u@) +/0 [Au(r)["dr + (T =) || Auol|

_ /Q|u(t)|2dx+/Ot/ﬂ\Au(7)|2da:d7+(T—t)/Q|Au0]2dm (4.86)

olsun. G/(t) nin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerini hesaplayalim

t
Q) =2 / wudz + 2 / / Au(r)Au, (7)dzdr — || Aug? (4.87)
Q 0JQ
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ve

G"(t) = 2/ (ug + |ug|*)da + 2/ AuAu,dzdr
Q Q

olur. Burada (4.49) denklemi kullanilirsa

G"(t) = 2/ [(uln|u)® — A%u — A%u) u + |u|* | do + Z/AuAutda:
Q Q
= 2/u2 ln|u|2d:c — 2/uA2uda: — 2/uA2utdx
Q Q Q
—|—2/ |ut|2dx + 2/AuAqux
Q Q

= 2/u2 In |ul? dz — 2/ |Aul? do + 2/ |uy| d: (4.88)
Q Q Q

olur.

I(u) = / |Aul? — u? Inu?dx
Q
oldugundan

G (t) = —21(u) +2 /Q g2 da (4.89)

yazilabilir. Boylece

G"(HG(t) - (G'(1))’

= 2G(t) (/ |ut|2dx—/ |Au|2d:lr—|—/u21n|u|2da:)
Q Q 0

Fanlt) — (G — (T — 1) | Auo )
| (nut WOF+ [ 180 <T>||2df)] (4.90)

olur. Burada

o = (P [ A, ol ar). (l+ | A, (7 ar)
— (/Quutdx + /Ot/QAuAquxdT)z

(ab+cd)* < (a® + %) . (b + d°)

dar.
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formundaki Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

t 2
(/uutdx —|—/ /AuAqumm')
Q 0 JQ
t t
< (||u||2+ / ||Au7<f>||2df) (||ut||2+ / ||Au7<f>||2df)

oldugundan 0 < ¢ < T igin 7(¢t) > 0 oldugu agiktir. Bu durumda
G"(H)G(t) = (G'(1)" = G(1)E (¢) (4.91)

yazilabilir. Burada

t
E(t) = —2/ |ut|2dx—2/ |Aul? dx
0 Q
t
+2/ |u\21n|u|2dm—4/ | A, (7)1 dr
Q 0

t
= —4E(t)+2/ ]u\2dx—4/ | Aw, (7)||* dr
Q 0

—4E(0) + 2/Q |u|® da (4.92)

IN

dir. E(0) <0 ve I(up) <0 oldugundan & (t) > 0 oldugundan
G"(H)G(t) = (@'(1)" = 0 (4.93)

elde edilir. Boylece Konkavlik metodu geregince teorem ispatlanmig olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada logaritmik kaynak terim iceren
gy + A%+ A%y = uln |u|2

Petrovsky denkleminin ¢oziimlerinin enerji azalmasi sinirli bir €2 bolgesinde baglangig
ve sinir kogullar: ile calisilmigtir.

Ele alinan denklemin ¢oziimlerinin enerji azalmasi farkh sartlar altinda ve/veya
farkli metotlar ile ¢gahgilabilir. Ayrica denklemin ¢oziimlerinin farkli matematiksel

davraniglar: sinirh veya sinirsiz bolgede caligilabilir.
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