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OZET

Sonlu eleman metodu, ézellikie fizik ve mithendislikte karsilagilan diferansiyel denklemlerin ¢ozitmilnde
kullgmilan niimerik bir iglemdir. Sonlu eleman metodunda temel kavramy; siwcakik, basing veya yer
degistirme gibi herhangi bir sirekli bayikligiin, sonlu sayidaki alt bolgeler iizerinde tanimlanan pargal
sirekli fonksiyonlardan olugan, diskrit bir model yardinuyla tahmin edilmesidir.

Sonlu eleman metodunun gitniimzdeki uygulama alawm: oldukca genistir ve diferansiyel denklemle ifade
edilebilen, fiziksel problemlerin tamamum igerir.



ABSTRACT

The finite element method is niimerical procedure for solving the differential equations of physics and
engineering. The fundamental concept of the finite element method is that any continuous quantity, such as
temperature, pressure, or displacements, can be approximated by a discrete model composed of set of
piecewise continuous defined over a finite number of subdomains.

The present-day application of the finite element method is very extensive and it includes all the
physical problems that are governed by differential equations.



I
GIRIS
Sonlu cleman metodu, fizik ve mithendislikteki diferansiyel denklemlerin ¢oziiminde kullanilan
imerik bir islemdir. Metodun dogusu, 1950 yivun baginda endistride obmustur ve ilk olarak 1956’ da
Turner, Clough, Martin ve Topp' un yaywlarinde gorillmigtir. Bu yayinlar bagka aragtrmecilarca da
esvik edilmiy ve teknikle ilgili bir gok yaymmda metodun mekanikieki wygulamalar: tartisinngtr. Teorik
anlamda dnemli bir adum , 1963' te Melosh'un sonlu eleman metodunun, ashinda iyi bilinen Raleigh-Ritz

islerninin bir varyasyonu oldufunu gdstermesiyle atmugtir. Yapusal problemlerde metod, sistemin
otansiyel enerjisini minimize ederek lineer denge denlemlerinin bir kilmesini iiretir.

Sonlu eleman metodu ile minimizasyon iglemi arasindaki ilighi, metodun mithendisligin  diger
alanlarinde kullamimasuvn da mimkin Ililar. Metod , Laplace veya Poisson denklemleriyle ifade
edilebilen problemlere uygulandi. Ciinkii; bu denklemler, bir fonksiyonelin minimizasyonu ile yakindan
ilgilidir. Ik yaywlar (Zienkiewicz ve Cheung, 1965), (Visser, 1965) ve (Vilson ve Nickel, 1965), sonlu
eleman metodunun iletim 1s1 transferine uygulamgim gosterdi. Ardindan aligkaniar mekanigine uygulande.

Diger arastrmacilar (Szabo ve Lee, 1969), (Zienkiewicz, 1971), yapisal mekanik, 151 transferi ve
alagkanlar mekanigi ile ilgili eleman denklemlerinin aym zamanda, Galerkin metodu veya en kilgitk
kareler yakiasum gibi bir agwrhklh kalan iglemi kullanarak da gikardabildigini gosterdiklerinde, sonly
eleman metodunun uygulama alam geniglemistir. Bu bilgi,sonlu eleman metodunun herhangi bir
diferansiyel denkleme uygulanabilmesini mimiin kddig icin, teoriye dnemli bir katludw. Daha genel
teorik bir ilke, fiziksel problemin fonksiyonel formilasyonunun gerekliligini ortadan kaldirer.

Sonlu eleman metodu, yapisal problemieri ¢ozen niimerik bir iglemken, 15 yillik bir zaman igersinde,
bir diferansiyel denklemi veya diferansiyel denklemler sistemini ¢ozen genel bir nilmerik iglem olmugtur.
Bu ilerleme, yitksek hizh dijital bilgisayarlarin gelismesiyle basardnugtir. Dijital bilgisayarlar, gereken bir
cok hesaplamalarn 'huzls bir sekilde yapimaswa saglad. Uzay kegfi, temel araghrmalar icin para saglad
ve gok amach bilgisayar programiaruun geligmesini tegfik etti. Ugaklar, fiizeler, uzay kapsiilleri ve
benzerlerinin dizaynieri, teori igir uygulama alar olugsturdu.

1.1 SONLU ELEMAN METODUNDA TEMEL KAVRAMLAR

Sonlu eleman metodunda temel kavramy; isi, basing veya yerdefigtirme gibi herhangi bir sirekli
biiytikiiigitn, soniu sayidaki alt bolgeler iizerinde tamumlannug parcal sirekli fomksiyowlarin bir
kiimesinden ibaret olan diskrit bir model yardinuyla tahmin edilebilmesidir. Pargali sirekli fonksiyonlar,
kendi bélgelerindeki noktalar iizerinde sitrekli biyakligin aldif deferleri kullanarak tavumlarriar.

Genellikle siirekli biyaklikler bilinmez ve bdlge icindeki belli noktalarda bu biyiklitkierin alacaft
degerleri belirlemek isteriz. Bu, genel bir durumdur. Bolge icindeki her noktada blydkidgin nfimerik
degerlerini bildigimizi varsaparsak, diskrit modelin yapisi ¢ok kolay acgikianabilir. Diskrit model agagida
agikianan yapidadir:

1. Bolge iginde, digiim ade verilen sonlu sayida nokia tanuminnnugtr.

2. Her bir diigitm noktasinda siirekli biyiklagin alacag deger, daha sonra belirlenecek bir degighken
olarak tanunlaner.

3. Bolge, elemanlar olarak adlandirilan sonlu sayidaki ait balgelere boliniir.Bu emanlar ortakdiigiim
nokzalariyla birbirlerine bagidsr.

4. Sarekli biyakligin digim degerlerini kullanarak her eleman igin, ayr: bir polinom tammlanir ve
bu polinom yardusyla herbir eleman fizerinde siirekii bityiiklitk tahmin edilir. Ancak eleman
polinomlart, eleman surlar: boyunca siireklilik sarts koranacak  gekilde segilmelidir.

Sonlu eleman metoduna ait temel kavram, iki ve ii¢ boyutlu bolgelere de uygulanabilir. Iki boyutin
bilgede elemanlar x ve y' nin fonksiyonlardur ve genellikle ya di¢gen yada dorigen geklindedirier. Eleman
JSonksiyonu, bir dizlem (sekil 1.5) veya bir egrisel yizey (sekil 1.6) olur. Diizlem, eleman digitmlerinin
minimum saysiyla { dggen igin fi¢ ve dortgen igin dort ) ile iligkilidir.

Dagiimlerin minimum sayisindan fozlase kullansidifn zaman, eleman fonksiyonu egrisel bir yizey
olabilir. Diaginderin sapisindaki bir fazlalik, elemanlarn egrisel sunirlara sahip olmasun milmkiin kilar.
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ki boyutiu sitrekli (])(x,y) Sonksiyenuna son yaklagim, her biri bir eleman iizerinde, (b(x,y) ‘nin
diigiim noktelarinda aldigt degerleri kullanarak tavemlanan yilzeylerin pargal siirekli bir toplulugudur.
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§€k. 1.5 Uggensel veya dortgensel elemanlar kullanarak,iki boyutlu

skaler bir fonksiyonun modellenmesi.

Fa

Sek. 1.6 Kuadratik iicgensel bir eleman kullanarak, iki boyutlu skaler
. bir fonksiyonun modellenmesi.

Eleman fonksivonunun tanumna uygun olarak, elemanlar toplulugunden tipik bir elemanin
ayrilabilirligi, sonlu eleman metodunun dnemli bir yonildir. Bu dzellik, eleman fonksiyonunun baglantil
modelde, clemamn son konumundan ve diger eleman fonksiyonlarmndan bafimsiz oldugunu
gosterir.Diigibm degerlerin keyfi bir kilmesi ve koordinat yerlerinin keyfi bir kilimesi cinsinden,eleman
Jonksiyonunun formilasyonu, eleman enterpolasyon fonksiyonunun orjinal geometripe yaklagmn
yapulanmasinda istenildigi kadar stk kullaniimasue: miimkiin kdar.

1.2 FAALIYET ALANI

Buradaki amag, sonlu eleman metodunun, ézellikle 1si transferi gibi mihendisligin yapisal olmayan
alanlarindaki problemlerin ¢éziimleriyle ilgili olan yonlerini tartigmaktir. Esas amag, fiziksel bir problem
igin nilmerik bir ¢ozitm elde etimek oldugundan, temel teori kadar, bilgisayar uygulamas: da dnemlidir,
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Metodur temel kavramsal dzellikleri, agagdaki gibidir:
1. Blgenin parcalanmast; elemaniarn ve digim noktalarin tanimlanmas:.

2. Her bir eleman igin, eleman fonksiyonunun tanunlanmas.
3. Bolgenin timi igin pargal: siivekli bir fonksiyonun eldesinde, eleman fonksiyonlarinin birlegtirilmesi.

4. Fiziksel problemlierle ilgili bir fonksiyonelin minimizasyonunu kullanarak, denklemler sisteminin

hesaplanmast.
3. Dagiim degerler i¢in denklemler sisteminin ¢ozimil.

6. Eleman sonugclarinin hesaplanmase.



I
BOLGENIN PARCALANMASI

Bolgenin alt bolgelere parcalanmasi, bir problem ¢ozilirken yapilmas: gereken iglerin baginda gelir.
bu 5z2l adim teorik bir temele sahip degildir. Ba, daha ¢ok bir sanattir ve mahendisiik bilgilerinin
flamruna baghdir. Sonraki adimlarin tdma titizdikle gegilse de, bu bilgilerin dogru kullamilmadig bir
gulama, katals sonuclar dretecektir.

Balgenin pargalanmase, kullamiacak alt bolgelerin sayiss, sekilleri ve boyutiar: gibi karariart igerir.
Gkendisler, elemanlar kullaniabilir sonuglar verecek kadar kigik ve hesap iglemlerini mamkiin
ldugunca azaltacak kadar biyik secmenin hassas dengesi ile karg: karsiyadirlar. Sowug degerler
1akianda, gemel bir fikre sahip olmalyiz ki, arzu edilen sonucun nispetern sabit oldugu bélgelerde,

tlemarun boyutunu baysiitebilelim ve istenen somucun oldufga hizls degisebildigi bolgelerds, clemarnin
soyutunu kiciltebilelim.

Bir bolgenin dogru sekilde parcalammasi, tecribe ile olur. Bununla birlikte, birka¢ genel kural
leneyimsiz olanlara klavuzluk edebilir. Bu kurallar ve pargalamamn fiziksel yonayle ilgili bau genel
igitler, bu bélimde verilmigtir.

2.1 SONLU ELEMANLARIN TIPLERI

Sonlu eleman metodunda, farkh elemanlar kullamilmwugdir. Daha yaygin olanlardan bazlarm, bu
sélidmde tartigilmugtr,

2.1.1 Bir Boyutiu Elemanlar

Ik ve en basit sumfs, bir boyutlu elemanlardir. Kargilagilan problemlerin cogu, sabit bir alana sahip
siacakiarsa da uzunluk boyunca, alan kesiti degigebilir. Bu elemamin en yaygm knllamibig, bir boyutlu st
‘ransfer problemleri ve iki kuvvet bilesenini igeren problem yapilanndadsy.

En basit bir boyutlu eleman, herbiri bir ucta olmak dzere iki digamlidir. Daha yiksek dereceden
elemanlarin en yaygin olanlary, d¢ digimii (quadratik) ve dore dagamia (kibik) elemanlar, Sek. 2.1b ve
c'de gosterilmiglerdir. Bir boyutiu eleman aym zamanda, yay uzuniugunun, eleman denklemlerini formiile
etmest igin kullanidmnug olmasi sartiyla, egik bir cizei olabilir (Sek. 2.1c).
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Sek 2.1 Bir boyutly soniu clemaniara drnekier.



1.2 [ki Boyutlu Elemaniar

Iki boyutlu bilge modelinde kullamlan, iki genel eleman ailesi vardir. Bunlar iggen ve dbrigendir. Her
ir ailedekd lineer elemanlar dogrusal kenarlara sahiptirler { Sek. 2.2a), fakat kuadratik ve kiabik gibi daha
iksek dereceden elemanlar, ya dogrusal ya egrisel ya da her ikisine birden sahiptirler, (Sek. 2.2b). Egrisel
mrlarm modellenmesi, kenar ortalarina digamler ilave edilmesiyle milmkindilr. Elemanlarin heriki
i, her ikisinin bir kenar boyunca, egit sayida diigime sakip olmalar: koguluyia, ayme bdlge icinde
llardabilir (Sek. 2.2¢). Eleman stk ya sabittir ya da koordinatiarin bir fonksiyonudur.

- - - — > W

—— e S S e
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Sek. 2.2 Iki boyutlu sonlsu elemaniarn baplart.

2.1.3 Uc¢ Boyutiu Elemaniar

En yaygws i¢ boyutly elemanlar, tetrahedron ve parallelepiped (Sek. 2.3a ve b) gibi iki boyutin
elemnanlarin varyasyonlarndsr. Daka yiksek dereceden elemanlar, kemariar yerine, egrilmsiy yilzeylere sakip
olabilirken, herikisinde lincer elemaniar, dizgin dogrularla seurlammuglardsr. Ug boyutls bolge
parcalanmak istendiginde bu elemaniarin gozde canlandirilabilmesi zordur, bu yizden, parallelepiped , bu
iki tipten en gok tercik edilendir.

Silindirik sekiller iceren problemierde yararl olan &g boyutlu clemanlorin bagka bir grubu, Sek. 2.3¢'
de gosterilmigtir. Bu elemaniar, d¢incid koordinat boyutunda bilinmeyen biyikidg¢in bir varyasyonung
izin vermeleri diginda, iki boystiu dggene bengerler.

Eksene simetrik problemilerde kullamlan popiler bir cleman, Sek. 2.4'de gosterilmigtir. Bu eleman, bir

degen 360 derece dondiridlerek elde edilmigtir. Benzer bir cleman, bir dirigen dondiiriilerek elde
edilebilir.



Sek. 2.4  Eksene simetrik bir soniu eleman.

2.2 BOLGENIN ELEMANLARA BOLUNMESI

Asd pargalama iglemni, iki genel bolame ayrilabilir ; Bolgenin clemarniara bilanmesi, elemaniars ve
diagamlerin ctiketlenmesi. [kincisi oldukca basit goranar, fakat bizim hesaplama etkinlifini arttuma
istegimizden dolayr, karmagik bir hal aler.

Bu bélimde iki boyutlu béigenin, lineer d¢gen elemanlara bolinmesi gosterilmigtie. ki boyutlu bolge,
yaiansamay: gostermek icin secilmigtir, ancaek burada verilen kavramiar, d¢ boyutluy bolge igin de
genellenehbilir. Bir boyutiu bélgenin parcalanmas:t sadece, bir dogru pargasiun daha lasa dogrs
pargalaring boldnmesini igereceginden snemsiz oldugu soylenilebilir.

Analitik olarak, iki boyutiu elemanlarin er basiti oldugu icin, iki boyutly bdlgenin lineer dggenlere
parcalammase dzerinde durulmugtur. Elemanin basitlegtirilmesi, bir bolgenin modelint kurmak igin, ¢ok
sayida  cleman kullamsimasim  gereltirir. Bu  ydzden, bir bdigenin, linecer dcgemlere boldma
Inllanilabilecek en son ait bolima gosterebilir.
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Herhangi bir ili boyutly bdlgenin clemaniara boldnmesi iglemine, bolgenin dorigern ve dggen
lara bolinmesiyle baglanmal, sonra bu bélgeler tekrar dcgenlere boldnmelidiv. Uygulanan yikte
@ meteryal ozelliklerde veyahut da her ikisinde birden olmak lzere, geometride bir degisiklik oldugu

lerde bdlgeler arasina alf boldmler veya alt bolgeler yerlegtirilmelidir.

Uggensel bir bolge, herbir kenar boyunca egit sayida diigidm belirlenerek, uygun dagimier dogrularla
lestirilerek ve digamler kesisim noktalartna yerlestirilerek, kolayca eclemanlara bolinebilir. Sek
Sa’da gosterilen dggen bolge, bir kenar iizerine dort diagim yerlegtirilerek, dokuz elemana béliinmistir.
dgdmier bir kenar boyunca, egit arahklr olmak zorumda degildir. Uzapda bir varpasyon, elemarniarin

Sek. 2.5 Uggen bir bolgenin lineer iiggen elemanlara bolinmesi.

Eger iiggensel bolgenin egrisel bir kenar varsa, simir boyunca elemaniar, dizgan dogru par¢alar
wllanilarak egrifik modellenir. Bir egrisel d¢gen bolgenin lineer degen elemaniara boldnmesi, Sek. 2.5' te
rosterilmigtir. Kesikli ¢izgi, orjinal sekli gésterir ve sirekli ¢izgi, elemanlar: gésterir,

Bir kenar fizerinde ki ddgiimlerin sayist n olmak fdzere, figgen bir bolgede (n—1)* adet, d¢gen bolge
rapdir.

Dortgen bdlge, kargukl: kenarlar dzerindeki digimieri baglamak suretiyie kolayhikla clemanlara
ioldnebilir, (Sek. 2.6a). Ig dorigenler elemaniar olarak kalabilir veya, herbir ig dortgenin igine, en kisa
liyagonali cizilerek, dggen elemanlara bolinebilir, (Sek. 2.6b). Eskenara benzeyen elemanlar, uzun ve dar
icgenlerden deha dogru sonuclar Arettikleri icin, en kisa diyagonali kullanarak yapilan bolme tercih
sdilir.

Sek. 2.6 Dérigen bir bdlgenin lineer figgen clemanlara bolinmest.

Komgu kenmariar boyunca, digimlierin sayist aymi olmak zorunda degildir, fokat kar; kemariar
dzerindeki digdmlerin sayws, wgara incelfilmedigi silrece egit obmaldir. Sunr digdmler arasindaki
uzakik, farkh boyutia elemaniar dretmek icin degisik olabilir. n ve m komsu kenariay dzervinde ki
digiimierin sayiar: obmak lzere, bir dorigen dzerinde ki clemanlarse sayis, 2(n-1)(ms-1) olacakter.
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Ucgen ve dorigen bolgeler, ortak bir stmur: paylagabilirler. Bu kenar idzerindeki digimler, sayica egit ve
zisyon olarak da aym konumda olmalidir. Bu dzellik, elemamin suint boyunca, sirekliligi saglamak igin
ekiidir.

Bdigenin parcalanmasiyla ilgili kavramlarnin uygulamast, Sek. 2.7° de gosterilmistir. Ddgim aralig,
isel suvmrlanin civarinda daha kiigik clemanlara sahip olmak icin, dortgenin kemarlar: boyunca

S ek. 2.7 Bolgenin dggensel ve dortgensel bolgelere boliinmesi ve sonra da d¢genlere
boliinmest.

Ayme boyut ve gekle sahip elemaniardan olusan, dizgin bir ag, bolge iginde degigen, basing
ogunluklar:, st gradyenleri, v.b.‘'den dolayt genellikle pratik degildirler. Eleman boyutunun
legistirilebilmesi, sonlu eleman metodunun énemli bir avantajidir. Eleman boyutunda biyilk bir degigiklik
rapmamin en kolay yolu, kargthkh iki kenar dzerinde ki digimlerin sayst egit olan, dorigen bir bolge
tullanmakar. Iyi bir kombinasyon, karsi kemar dzerindeki her ¢ diagam igin, bir kemar dzerine iki
i3giaman yerlegtirilmesidir. Boyle bir bdlge, Sek. 2.8'de gisterilmigir.

Katr mekanik problemierinde, yerdegistirmeleri belirleyen bu dagimierin dizayms, bir gerekliliktir.
Baglantt pimi, sabit diigimler olarak gosterilmigtir (Sek. 2.9a).

Sek. 2.8 Aqik bir bolgenin, lineer iiggen elemaniara bolima.

Digiam, sadece bir bilegenin dogrultusunda hareket edebildigi zaman, silindir kullantyr. Sek.2.9b deki
silindirler, sadece dikey dogrultudalki hareketi mimbiin knlariar. Bu dégim kogullarimn gerpek
uygulamas:, didgim degerier igin ¢izillen, denklenier sistemi degigtirilerek elde edilir.
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Fiziksel problemlerin gofn, kolaylikla tammlanan swarlara sahip degildir. Ortam, kaldinsun altindaki
jonsuz uzakik icin® geligir ve i1 kablolarwnn yeri, tanunlanmanug birkag azakhk icin, saga ve sola
enigler. Bir veya daha fazla dogrultuda sonsuza genisleyen bolgelerin modellenmesi, miihendisiere bilyitk
orluklar ciharw, giinkil bunu sonlu modelle yapmak zorundadirlar.

N AR

‘ AN
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(k)

Sek. 2.9 Sabitlenmis dagiimler.

Amag, sumrlar boyunca hesaplanan degerierin bunlarla uyustugn, fiziksel problemlerde var olan yeteri
kadar biiyiik bir bdlge secmelktir. Kaldirinun igine gimiilen 1se kablolary icin, bunun anlamm, ayn: degere
sahip 1s: kablosundan uzaklagmug dilgiim degerleri olan yeteri kadar derin bir bilge secmektir.

Tecriibe arti benzer sensuz bilgelerin nasd modellendigi konusundaki bir aragtirma, en iyi klavuzdur.
2

2.3 DUGUMLERIN ETIKETLENMESI |

Digam saydary, bir ¢éziim elde etmeyle birlikte, hesaplama etkinligini, etkilemezse, diiglimlerin
etiketlenmesi (bir sayt atama), dnemsiz bir islem olacakiir. Sonlu eleman metodu, kullancdldig zaman,
ortaya cikan, lineer denklemlerin kiimesi, ¢ok sayida stfir olan katsayia sahiptir. Denklemlerin bir listesi,
sifirdan farkl biitiin degerlerin ve sifir olan baz: degerlerin, ana diyagonale parallel kurulabilen, iki
dogrunun arasma diiger (Sek. 2.10). Dipagonalden dogruya olan uzakltk, bandwith olarak adlandirdir.
Bandwithin disindaki bittiin katsayilar sifirdir ve saklanmak zorunda degildirler. Uygun bilgisayar
program, sadece bandwith igindeki katsayiar: kullamr, Bandwivhdeki bir azaltma, hem hesaplama
zamaminda hem de bilgisayar hafizasinda tasarruf saglar. B bandwithi,

B=(B+1) NDOF 2.0
cccocCcooo0 0]
ccccceccooo
Cccccocceoo
o ccccccco
ccocCccCccCccoc
0o cccccccc
0o 0 CCCCCCoO
000 COCCTCEC
|0 000CCOCC,

S ek. 2.10 Denklemler sistemi bandwith. C, stfirdan farkl katsayilar: gosieriyor.
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llamlarak hesaplanmugtiy. Burade R, bir tek elemandaki dilgiirm sayiar arasendali em biayik fark
tidn elemanlar, determinaniinda diginitimigtir) ve NDOF, herbir dagiimdeld bilimmeyenlerin sayisidr
'DOF, serbestlik derecesi). B'nin minimizasyonu, bolgenin em kiigak boyutuna kars:, dagimlierin
iketlenmesiyle usmen bagarilabilen R'nin minimizasyonuna baghdwr. Bir bolge igindeki dagimlerin iki
rkly bigimde ctiketiemmesi, Sek. 2.11a ve b'de gosterilmigtir. Sek. 2.11a ve b'deki birinci eleman, R'nin
erleri straswyla 7 ve 21°dir. Elemanlar toplulugunun tamam icin R'nin en bayidk degerleri, 9 ve 21'dir.
ndwithlerin herbiri, efer her bir diigitmde bir bilinmeyen varsa, 1o ve 22'dir ve eger her bir didgimde
i bilinmeyen varsa, 20 ve 44'dlr. Bu ornekte diigdmlerin uygun bir sekilde etiketlenmesi, bilgisayar
inde %50'der fazla tasarruf saglar.

I Elemanlarin etiketlenmesi, kolay bir iglemdir. Eleman numaralar, burada, digdm numaralaryla
arngtkligs engellemek igin, paranter igine alummgtir. Bir nolu cleman, 1,2 ve 8 dagim numaralarina

shiptir (Sek. 2.11a). Elernanlarin numaralanmasinin, problemin hesaplanmasinda bir etkisi yoktur.

Sek. 2.11 iki boyutiu bir bolgede dagimlerin etiketlenmesini gosteren iki ornek.

2.4 OZET

Soniu cleman metodunu kullanarak, problemieri ¢oumek igim, farklh clemanlarn birkagine
kullarinustr. Daha dnemli olanlarnn baziar, parcalama iglemsi sidreciple birliktz bu bélitmde verilmigtir.
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Burada daha cok simpleks elemanlarla ilgilenilmigtir. Bu gruplama, lineer iki dagamld dogrusal

an ve lineer dort digitmli tetrahedronu igerir. Bu elemanlar, bir gok sebep icin vurgulanirlar. Onlar

orik olarak basittirler, uygulamalarimin daha kolay gosterilmesini saglayan, bir karakteristiktirler. Uggen

dortydzlit elemanlar, diizensiz stmirlara yaklagmak igin kullandabilirler, ¢inks onlar istenildigi gibi

drnlendirilebilirler. Bir bagka dnemli sebep, mevcut bilgisayar programlaruvun gofunun bu clemanlart
Uanmasidir.

Daha yitksek dereceden elemanlarin uygulamast, onlarin uygulamalarim daha karigtk yapan, nidmerik

egrasyonu igerir.



I
LINEER ENTERPOLASYON POLINOMLARI

Sonlu eleman metodw; elemantar clarak adlandirilan alt bélgeler dzerinde tarimlanan, par¢el sirekii
fonksiyonlarin bir kimesinden olusan diskrit bir model vasitasiyla, bir sirekli fonksiyon yaklasim:
kavram lzerine dayandiriinugiir. Eleman fonksiyonlarimn en popiler formu, polinomiardsr. Polinurmun
mertebesi, her bir eleman digiminde sirekii fonksiyon igin, bilinen olaylarin sayisina baglider.

Sonlu elemanlar, elemanin derecesine gore ¢ gruba ayrbiwriar. Bunlar, simpleks, kompleks ve
| multipleks'dir, (Oden, 1972). Simpleks elemanlar, sabit terim arti lineer terimleri iceren bir yaklagim
polingmuna sahiptir. Polinomdaki katsayilarin sayist, koordinat uzay: arty bire egittir.

O = 0up + 0l2x + O3y (3.1)

polinomu, iki boyutlu dg¢gen eleman igin, simpleks fonksiyondur. Polinom, x ve y'ye gore lineerdir ve
@iggen ¢ dagamin oldugundan, ig katsay: igerir.

Kompleks elemanlar, sabit ve lineer terimler art ikinci, d¢inci ve gerktigi kadar yiksek dereceden
terimleri iceren bir polinom fonksiyonu kullansr. Kompleks elemaniar, simpleks elmanlarla aym gekillere
sahip olabilirler, fakat kompleks elemanlar ilave olarak, svur digimierine sahiptirler ve aym zamanda i
ditgiamliere de sahip olabilirler. Simpleks ve kompleks elemaniar arasindald asil farkliik, bir kompleks
elemandaki digam sayisimn, bir artt koordinat uzayimn boyutundan biyik olmasudiwr. Iki boyutlu
kompleks iggen eleman igin enterpolasyon polinomu;

= 01 + Olrx + 03 -I-OL4JC2 + 0sx +0c6y2 3.2)
34 34

seklindedir. Bu denklem, alt: katsayiya sahiptir bu yiizden, eleman alp digimlil olmak zorundadir ve aym
zamanda ikinci dereceden agilinun bitin terimlerini igerir.

Multipleks elemanlar sa, daha yiksek dereceden terimleri iceren polinomlar: da kullamir fakat,
elemanlar aras: sdrekliligi saglamak icin, eleman swurlart koordinat cksenlerine paralel olmak
zorundadir. Simpleks ve kompleks elemanlarin eleman simirlam, bu kiswtlamaya dahil degildir. Sek.
3.1'deki dikdirigen eleman, multipleks eleman icin, mikemmel bir Grnelkdtir.

Sek. 3.1 Dikdorigen, iki boyutlu multipleks eleman.

Burada simpleks elemanlar goz onine alinmagnr. Kompleks ve multipleks elemanlarsa, agaghdaki
uyguiamalar boliinuinde, isoparametrik elemaniarla birlilde tartiglacakir.

3.1 BIR BOYUTLU SIMPLEKS ELEMAN

Bir boyutlu simpleks eleman, herbiri bir ucunda olmak Azere, iki digimi olan, L uzunlugunda bir
dogru parcasidir, (§ek. 3.2). Digimler i ve j ile tammlamirken, digim degerier de ®; ve @) ile
gosterilmistir. Koordinat sisteminin orjini, elemamn digindadir. Skaler bir biydiklik icin, ¢ polinomal
Jornksiyonu,
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ﬁx
$
6"' ¢= ok, 4 &2“
?\? @‘r
: i :
i ;
L 2
-4 T O s
t 3 z
k——x; :;-’ L
%

Sek. 3.2 Bir boyutiu simpleks elemar.
O =0 +0hx 3.3
seklindedir. a, ve a, katsayilart,
X=X, iin foF,
ve
=X, icin f°F,
ditgitm kogullarin: kullanarak belirlenebilir. Bu digiim kogullary,

_ DD
L
ve
O, —D;
Oy = —7 (3.4 a,b)
igin gozitlebilen,

D; =0y + 02X
D; =0ty + 00X

denklem cifti cozildikien sonra, ortaya gikar. a, ve a, degerleri, (3.3) 'de yerlerine konulursa ;

D~ DD,
o ()2

elde edilir, By, tekrar diizenlenirse ;

q) = (%:f)(bl -+ (f'%)(bj (3.5)

oldugu goriidr.

(3.5) ifadesinde yer alan x'in lineer fonksiyonlar, sekil fonksiyonlar: veya enterpolasyon fonksiyoniar
olarak adlandinlir. Bu jekil fonksiyonlar, N ile gosterilir. Her bir sekil fonksiyonu, ilgili oldugu dagimi
gosteren bir indise sahip olmalidir. Ng, keyfi bir sekil fonksiyonunu gosteriyor olsun. (3.5) 'deki sekil
Jonksiyoniary
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dsteren bir indise sahip olmaldir. Ny, keyfi bir gekil fonksiyonunu géosteriyor olsun. (3.5) 'deki sekil
‘onksiyonlariy;

y o X~
Ni=" ve Nj==

i

o }, bir situn matris olmak idzere; (3.5) denklendi,
7

dir. [N] = [N,-Nf], bir satir matris ve {0} = {

& =N;D; + Nj®; = [N|{D} (3.6)

()
seklinde matris notasyoniart kullamilarak da yaplabilir. (3.5) ifadesi incelendiginde,]\[ i==7 'nin, j
dagaminde sifir degerini ve i digaminde de bir degerini aldigr goralir. Benzer sekilde N; 'nin de, i
diigiimiinde sifir ve j diigiamiinde bir degerine sahip olacagr actktir. Bu degerler, sekil fonksiyonlarinin
karakteristigidir ve digimierden sadece bir tanesinde bir degerini alirken, diger digiamlierin her birinde

sifir degerine egittir,
Ornek Problem.

7. Bir Sin igindeki w1 dagilvmini tahmin etmek igin, bir boyutlu simpleks bir eleman kullaminugtr.
Cozim, i ve j digimlerindeki tsimn sirasiyia, 120° C ve 90° C oldugunu gésterir. Elemamin igindeki
gradyeni ve orjinden 4 cm uzakhiaaki bir noktadaki 1siy: belirleyelim. i ve j diigiimleri orjinden 1.5 ve 6 cm
uzakliga yerlegtirilmiglerdir.

3
T
T = 10°C
\q,‘} = o0°C
Lo I —

¥ = 15em Xz= 6 em %

Problem 7

Eleman igindeki t sicalagh,

()
ile verilmigtir. Eldeki eleman verileri,

Xi=15em T;=120°C

¥ =60cm T;=90°C

x=40cem L=yj—%i=45cm



dir. Bu degerler yerierine yazihirsa;

6.0-4.0 4-1.5
t= ( S )120+ (‘#)9

t=103.33°C

elde edilir. Is: gradyeni ise,

dt _ 1 L 1
4~ T+17=3(1-7))

dt _ 90-120 _ —6.67°C

dx 4.5 cm
ile verilmigtir.
3.2 IKI BOYUTLU SIMPLEKS ELEMAN

Sek. 3.3'de gésterilen figgen, iki boyutlu simpleks bir elemandir. Bu eleman dogru kenarlara ve herbiri
bir kdsesinde olmak dzere, ii¢ digiame sahiptir. Dagimlerin uygun sekilde etiketlenmesi gereklidir ve
genellikie etiketleme, keyfi olarak segilen bir i digiaminden itibaren, saat yelkovamnin tersi yoninde

hareket edilerek yaptlzr.(D skaler bayikldginin digim degerleri ; ®;, CD}- ve @, ile gosterilirken, Ag
dagiaman koordinat ¢iftleri de (X, Y:), (X, Y}) ve (Xk, Yi) ile ifade edilmigtir.

f=ct+ AR Lol

(X’ X )

Sek. 3.3 Iki boyutlu simpleks eleman.
Digim koguilar,

x=X;, y=Y: igin o=@

x=X;,y=Y;, ign ¢=1,
ve

x=Xe,y=Yr igin $=Dy
olmak dzere; enterpolasyon polinoma,

¢ =0l + 0ax + O3y 3.7)

seklindedir. Bu kogullar (3.7) ifadesinde yerlerine yazlirsa;
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®; =0 + 00X +03Y;
D; =01 + 002X+ 03 3.9
Dy =0 00X+ 037

denklemler sistemi elde edilir. Bu denklemler sistemi ise;

X;Yi —Xij)CD,- + (XY — X YD, + (X,-Y,- —X,-Y,-)d)k}
Yj—Yk)(Di-l-(Yk—Yi)d)j-i-(yi—yj')q)k}

s = 4] (K= @i+ 0~ X0+ (X, ) |

degerlerini verecektir. Burada A, figgenin alamdir ve determinant;

1 X; ¥;
1 X ¥ |=24
1 Xy Y

geklindedir.

01, Oy ve O3 denklemleri, (3.7) ifadesinde yerlerine yauhir ve tekrar dilzenlenirse, (3.6) ifadesine
benzeyen bir denklem elde edilecektir.

a;i =X;Yr—XiY;
N,-zﬁ[a,-+b,-x+c,-y:| ve bi=Yi—Y;
ci =Xk — X

a; =X ¥ i — XY

]\/}-z—zlz[aj+bjx+cjy] ve bi=Yp-Y;

¢;=Xi— Xk
ar=X;Y;-X;Y
Ne=slar+bix+cy] ve bi=Yi-Y;
=X —Xi
olmak iizere;
0 =N;®; + N;®; + N; D, 3.10)

ile ifade edilen eleman denklendi, her bir digim icin bir tane olinak fizere, iig gekil fonksiyonuna sahiptir.

i dagimiinde N 'nin hesaplanmasi;

_ 1
N;= -Z—A-(a,- +bix+ ciy)
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= —Z%(XIYI‘ —XkY}-}- YJX, -V X+ XY -/YjYi)

seklinde yapilir. Parantez igindeki terimler, (3.9) 'daki determinantin degerini verir ve bundan dolay: da i
diagimiinde,

N;=5:24)=1

dir. Ikinci ve dgincii diagimde ve bu digimlerden gegen dogru Azerindeki bitiin noktalarda ise, [N, i
sifirdr.

O skaler biyakingi, x'e ve y'ye gore lineer olan gekil fonksiyonlar: kiimesinin bir fonksiyonudur. Bu
ise, ya x'in yada y'nin dogrultusundaki gradyenin sabit olacagr anlamuna gelir. x dogrultusundaki
gradyen,

do _N; Ny Ny
e —dxcbi+dxcbj+dx(bk .11
Sfakaz,
dNg _ bp .
&~ P=hik
oldugundan,

g% = Ei'i(biq)i +b;0,+ bk(bk) (3.12)

dir. b;, b;, by birer sabit ve §;, §; ve O, uzay koordinatlarindan bagimsiz olduklar: icin tirev, sabit bir
degere sahiptir. Herhangi bir eleman icindeki sabit bir gradyen, ¢ 'nin degerindeki ani bir degigikligin
tahmininde pek ¢ok kiicitk elemamn kullanddign gésterir.

Ornek Problem.

8. Dagim degerieri, P, =40 N / cm?, P;=34 N/ cm?® ve P, =46 N/ cm? olarak verildigine gire,
eleman denklemini kurunuz ve A noktasindaki basincin degerini hesaplayimz. B noktasi, (2,1.5)'va

yerlegtirilmigtir.

QR 46

e G e wn e e a s ef)

Problem 8_
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N;= —zlz(a,-+b,-x+ c,-y), Nj=ﬁ(aj+bjx+cjy)
ve
Ny = Elz(ak + bkx + cky)
olmak iizere, p basincy;

| p=N,‘Pi+]Vij+NkPk

|

ile verilir. (3.10) ifadesinde, koordinat degerleri yerlerine yaulirsa;
a; = X;Yi - XaY; = 4(5) - 2@ =19
a;= XV = XY =2(0) - 0(5) =0
ax=X8;- X%, =0(1 | ~40) =0

bi=Y;-Yir=5-5=-45

bj=Yi—Yi=5-0=5
bk:‘Yi_Yj:O—%'Z—%
ci:Xk“)(}=2—4:—2

G =Xi—-Xp=0-2=-2

xr 7 A n A



19

Ornek Problem.

9. Problem 8'de kullamilan iiggen eleman igin,esyitkselti cizgisini 42 Nicm? olarak belirleyin.

42 Nlcm? igin basing dizey ¢izgisi, ik ve kj kenarlarim keser. Basing, bu kenarlarin her biri boyunca
lineer olarak degistiginde, koordinat degerlerini elde etmek igin basit oranlar kuranz.. jk kenare icing

46—42 _ 2—x 4 _2x
46-34 — -2 ¥ 127 2
x=2.67cm
' ve
46-42 _ 57y a
2634 — 3505 e y=35¢

dir. ik kenart icin benzer oranlar;

i jn

2 =
x=3cm wve y=35Cm

degerlerini verir. Eg yikselti ¢izgisi, asagida gosterilmigtir.
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D, =0, + 0. +O£3Y,-+0(4Z,'
D; =0 + 00X+ 03 Y+0sZ; (3.14)
D, =0 + X+ 03 Y+ 0047,

@, =0 +Oth1+OL3Y1+O£4Z1

Sek. 3.4 U¢ boyutlu simpleks eleman.

(3.14)'de ifade edilen denklemler sistemi, Cramer kuralt kullandarak ¢ozilebilir. Bu islem, hesaplanmase
gereken beg tane determinant dretecektir.Fakat hesaplamalar icin bilgisayar kullanmak daha kolay bir
yaklagimdir. (3.14) ile baglamir ve bu denklemler matris formunda yaznlirsa,

{®} =[®,D,D, P ]

{Oﬂ}T = [0 02003 04 ] (3.16)
ve
1 X v Z ]
L X ¥z
= 3.1
[C] L X Y. Z4 (3.17)
1 X Y Z
olmak izere,
{®} =[Cl{a} (3.15)
elde edilir.
Ornek Problem.

10. Bir doriyizli elemarin koordinat nokialart gisterildi. Matris inversiyonu iglemini kullanarak sekil
Jonksivonlarim belirleyiniz. Katsay: matrisi;



1 Xi ¥i Z; 112
1 X; ¥, Z; 100
Cl= VNS R
el 1 Xi Ye Zi 120
1z | [110
fnversi,
(06 0 0 |
- 0 -3 3 0
Cl'=1
L] 5 3 -1 -1 -1
0 -1 -1 2 |
o
Problem 10
ve enterpolasyon polinomu,
¢=[1xy:]ICI"{®}
dir. Fakat, & = [N]{®} oldugundan sekil fonksiyonlarinin,
IM=[1xy=z]C]"
seklinde carpum olarak verildigi agikivr. Bu carpmay: yapildiginda,
0 6 0 O
! 0 -3 3 0
==lxyz
0 -1 -1 2

veya

V] = [’,_i, é(G -3x —y—:),é—(Bx—y—-z),—é—(—y+2:)

WO O =

1
]
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Bu elemanlar igir sekil fonksiyonlary

Y

Ni '—‘-E
6—3x—y—z

I¥T e

3x—y—z

N = 6

o
N = S

seklindedir.
3.4 VEKTOREL BUYUKLUKLER ICIN ENTERPOLASYON

Onceki bolimlerdeki enterpolasyon denklemleri, skaler bir bityakiagin ifadesiyle ilgiliydi. Veltorel bir
bayiaklik, ornegin yerdegistirme, hem biyiklik hem de dogrultuya sahiptir. Bu yizden bir digimde,
genellikle birden fazia bilinmeyen (serbestlik derecesi) vardir. Gemel islem, vektordn bilegenlerine karar
veribmesi ve bu bilegenlerin bilinmeyen bayiklikler clarak isleinden gecirilmesidir. Diigim, problemin
bir, iki veya ¢ boyutlu oluguna bagh olarak, bir, iki veya d¢ bilinmeyene sahiptir.

Burada kullanilan vekitér bilesenlerinin niteligi, Sek. 3.5°'te gosterilmigtir. Batin bilegenler aym
sembolle, U harfiyle gosterilirier. Bir indis, sadece bir bileseni gostermek icin kullanslir. Indisler, x
chseninden baglayarak, bir x, y, z dizisinde stwralanmuglardir. Pozitif bir bilesen pozitif koordinat
dogrultusundadir. u,v ve w kigik harfleri, x, y ve 1 dogrultusundaki yer degigtirmelere ait genel
denklemlerin gosterilmesinde kullanmiiir.

Her bir dagitmde sadece bir bilinmeyen oldugu icin, bir boyutlu bir problemin veltérel bityiklik olarak
ifadesi, skaler bir iligkiye ézdegtir. u, elemana paralel bir yerdegigtirme olmak dzere;

u=NU;+N;U; =[ N:N;] g" (3.20)
/

dir. Burada huilamian gekil fonksiyonlars, (3.5) ifadesindekilerle aymdir.

i Yz

@)

S@k. 3.5 Simpleks elemanlar igin digim vektorieri. (a) Bir boyutiu.
(8) ik boyutlu. (c) Ug boyutia.
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ullamilarak yaklagimastr. Bu iki denklem, verilen tim digdm degerler cinsinden agagidaki gekilde
azlabilir:

u=N;Uzi_1 +0U +]\7J-U2j_1 +0U2j+NkUzk_1 + 0Ny
y= 0U2,:.1 +N;Us + 0U2j_1 +]V,-U2j+OU2k_1 + N Uy

Matris notasyonlar: kullanilirsa,
‘ <
[ Uz
Ui
u | _ Ni 6 NN 0 N O ) Uj-1 { 329
1% 0 N; 0 Nj 0 N Uy
Uzt
. Uzk P

olarak ifade edilir. (3.23) deki gelil fonksiyonlar:, (3.10)'da verilenlerle ayrmdir.
Bu iglem dg boytitlu icin yapiirsa, (3.24)'de verilen denklemler sistemi elde edilir.

- 3

Usiz
Usii
Us;
Usj
$ Uz ¢ (3.24)
Us;
Usp2
U3k
| Use

<
Il
o o =2
o =2 o
2 o o
o o=
o= o
X oo
o o
o2 o
X oo

3.5 YEREL KOORDINAT SISTEMLERI

Diigitm degerler igin denklemler sisteminin belirlenmesi, sekil fonksiyonlarunn eleman dzerinde
integrasyonunu veya tirevierini veyahut da her iki iglemi birden icerir, Enterpolasyon denkiemi, bir
eleman koordinat sistemi (¢ Elemarn swurlar: igine veya dzerine bir koordirat sistemi yerlegtirilir.)
cinsinden yazldiginda, bu integrasyon daha kolay hesaplanir.Bu koordinat sistemine, yerel bir koordinat
sistemi olarak stk stk bagvurulur.

Enterpolasyon denklemleri, kiiresel koordinat sisteminde tiretilen denklemlerin doniigtiiriilmesiyle
yerel koordinat sistemi cinsinden yazlabilirler. (3.10) ifadesinde tanumlanan sekil fonksiyonlart ve

¢ = N;D; +]\/jq)j+Nk(Dk
seklindeli figgen elemam goz Ondine alalum. Lokal koordinat sistemini, Sek. 3.6'da gosterildigi gibi
elemanin merkezine yerlegtirelim. X ve Y;

X i-hXj-l-X k
3
YitYi+Yy
3

X

Il

Y

(3.26)
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Xi+X+X),
3
?:Yﬁn+n
3
ile verilem merkezi koordinatiar olmak dzere, koordinat dondsdm denklemleri;

X=

x=X+s
y=Y+¢
jeklindedir.

g

Sek.3.6 Ucgen eleman igin, yerel koordinat sistemi.

N sekil fonlsiyonunun kiiresel koordinatiardaki ifadesi;
N; = 51;(0,' +bhix+ c,-y)
seklindedir. x ve y'nin, s ve t cinsinden degerleri yerlerine yazslirsa;
N;= i—[ai + b,-(7(+s) + c,-(7+ t)}
veya

N;= i—{(a,- +b: X+ cif’) + b,-s+c,-t}

(3.26)

(3.25)

(3.27)

elde edilir. b; ve c; terimleri degigmeden kalir ve yine koordinat degiskenleriyle carpuir. Q; sabit terimi
degistirilir. (3.10)'dan, Q;, b; ve C;'nin tammu hatirlanarak, bunlar (3.26)'da yerlerine yazlirsa,

(a i+ bix+ci y) ifadesi, 2A/3 'e sadelegir. Eleman koordinat sisterninde sekil fonksiyons,

N;= i{%ﬁ + (Yj - Yk)s+ (Xk —X,)t}
olur. Benzer iglemlerle,
Ny =5 5+ (Ye=Yi)s + (X — Xt |

ve

(3.28
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Nkzz;f[%+(Yi—I’j)s+()(f—X,-)t} (3.29
olarak diger sekil fonlsiyonlar: elde edilir. Global koordinat sisteminde, bir fonksiyonun integrali,
[of G pydxdy = [, f[x(s, 0, ¥(s,8) ]|/ | dsdt 3.30

iligkisi kullanilarak, lokal koordinat sisteminde hesaplanabilir. Burada R, eski bélge; R, yeni bélge ve

|J|, donagiim determinantimin mutlak degeridir ve fiziksel olarak, iki koordinat sisteminde alaniarin
A wlAs oramm gosterir. Sistemlerin her ikisi de dikdsrtgensel oldugundan, |J| = 1 'dir. Elemarn gekli
degistirilmediginden, aym: zamanda R = R” ''dir. (3.30) integrasyon bagintisi,

ij (x, y)dxdy = fRuf [x(s, 1), ¥(s,?) dsdt (3.31)

ifadesine indirgenir. Eger (3.31)'in sol tarafindaki f(x,y) fonksiyonu, kiresel koordinat sisteminde
eleman sekil fonksivonu ise, bu takdirde f[x(s,1),)(s,8)] yerel koordinat sisteminde eleman sekil
fonksiyonudur.(3.32) denklemi, kiiresel bir sekil fonksiyonunun, kiiresel keordinatiordaki integralinin,
yerel koordinatlarda yerel sekil fonksiyonunun integrali ile aynt oldugunu ifade eder. (3.31) denklemi
sonradan kullanacagimuz, lokal koordinat sistemlerini saglar. ‘

3.5.1 Bir Boyutlu Eleman

Bir boyutlu eleman digandlddgiande, bu elemanin enterpolasyon denklemi kolay integrasyonu
sagladigindan, bir lokal koordinat sistemine fazla ihtiyacinuz olmaz. Integrasyon, eleman koordinat
sistemi i diig@mine yerlegtirilerek, biraz daha basitlegtirilebilir, (Sek. 3.7). Koordinat doniigimil;

x=X;i+s
dir ve bu, sekil fonksiyonlarin: ifade eden (3.3) 'de yerine yaulirsa;
X~Xi—=s y
Ni=Z5—=1-7 (3.32)
ve
_ Xi+s—=X; — 5
Ni==—7F—=7 (3.33)

elde edilir. Bu elemamn denklemi,

o= (1 - %)d),- + ({—)fbj (3.3

olur.

Sek. 3.7 Bir boyutly eleman igin yerel koordinat sistemi.



26

3.5.2 Alan Koordinatlar:

Ucgen eleman igin popiiler bir koordinat sistemi, $ek. 3.8a'da gosterilen L, L, ve L3 gibi ag
koordinat oramum tanumlayarak elde edilen, dogal koordinat sistemidir. Her bir koordinat, bir kenardan
&k uzakhk olan s'nin, yine aymi kenarin yiksekligi olan h'a oramdir. Bu, Sek. 3.8b'de gosterilmigtir.
tin, 0 S L <1 geklinde, 0 ile 1 arasinda degisen bir uzuniuk oram: oldugu aciktir. Aym sey Ly ve L3 igin
de gegerlidir. L\ sabitinin dogrusu, $ek.3.8c'de gosterilmigtir. Bu dogrularin herbiri, L1 'in kendisinden
olgialen kenara paraleldir.

Ly, L2 ve L3 koordinatlarimin degerleri, alt i¢genlerin alanlarnimin, toplam alana orammn verdigi igin,
alan koordinati olarak isimlendirilirler. Sek.3.8b'deki B noktasim, Sek.3.9'da gisterildigi gibi dilgiinelim.

Galgelendirilmis (B.j,k) di¢geninin alam olan A,

A =% (3.36)
iken, (i, j, k) dggeninin alam olan A,
bh
Ai== (3.35)
ile verilir. A1/A; oramint olustururulursa,
Ay _ s _
Ar  h =L
olur. L| alan koordinati,
=4
L= 1, 3.37)

ifadesinden de gorildiaga gibi, Sek. 3.9'daki golgeli alanin toplam alana oramdir. Benzer denklemler, L,
ve L3 igin de

Ar A3
L, = = ve L;= P (3.38)

seklinde yanlabilir. A\ + A2 + A3 = A, oldugundan, L\ + L2+ L3 =1 'dir.

k §

(3}

\ L, = 075

<)

Sek. 3.8 Bir acgen icin alan koordinat sistemi.
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Sek. 3.9 Bir acgen icindeki bir noktayla iliskili i¢ alan.
(3.39) denklemi, it¢ koordinat degeri arasindaki iliskiyi verir. Bu id¢ koordinat bagimsiz oldugundan, bu
tip bir denklemin beklenmesi gerekir. Herhangi bir noltamn konwumu, bu hoordinatlarin sadece ikisi
kullanilarak tam olarak belirlenebilir. (3.39) ile beraber Ly, Ly ve L3 'an ozelliklerinin bir incelemesi,

oldukga ilging sonuglar verir. Kordinat degiskenieri olan, L1, L, ve L3 aym zamanda bu simpleks lineer
eleman igin,

Ni=Li, N;j=Ly, Ni=L; (3.40)
denklem formuyla ifade edebilecegimiz, sekil fonksiyonlariudir. Sek.3.8a'dan,
1 i dugimi igin

L=

‘ { 0 jk dugimleri igin

oldugu agiktir ve benzer dzellikler Ly ve L3 icin de gegerlidir. llaveten (3.39) denklemi bize, herhangi bir
nokia icin gekil fonksiyonlarvnn toplamumn bir‘e egit oldugunu gosterir ve bu yizden yaklasim icin, bu
boliimde sonra tartisilacak olan kriter saglanir. Gergelte, eger agafidaki iligkiler ile baglanr

X = LVY,' +L2)(j+L3Xk
y=LiYi+L>Y;+L3Y; (3.41)
1=L, +L2 +L3

ve bu ilskiler Ly, Ly ve L3 igin cozildrse, (3.30)'a dzdes denkiemler elde edilecektir. (3.41)'deki ilk iki
denklem, dgidm degerlerin bir fonksiyonu olarak x ve y'nin koordinat yerlerini verir. By denklemler, x ve
y uzaklik bilesenleri olduklarindan ve bir velxdrir bilegenlerinin diagim degerlerinin bir fomksiyonu
olarak agiklanabildigini daha dnce gérdigimiizden, gecerlidir.

Bu alan koordinat sistermini kullanmamin avantajt, alan integrallerinin ve wznniugunun
hesaplanmasim:  basitlegtiren  integral demklemlerinin variigidr. Bu integral denklemler agagida
Gzetienmigtir.

al b!
@b+ )1 °
al b! c!

arb e
fA LY L5 L5 dA =m2A (3.43)

L Ly Lg dg = (.42

(3.43) denkleminin kullanums, N; ve N}, x ve y'nin fonksiyonlar: olmak iizere,
[ NiN;dA
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carpinu hesaplanarak goridlebilir. Bu alan integrali,
A Pl 10 g, L1210
[(NiNdA=[,Li Ly L3 dA =Tt
24 _ A

~ 4T 12

dir. Ly ve L, alan koordinatlar:, Sek. 3.8a'da gosterildigi gibi, N;, N; sekil fonksiyonlanna karg gelir.
Ny garpimda olmadigindan, c'yi sifir yapan, L3 'in sifirnct kuvvetini aliriz.

24

(3.42) denklemi, elemanin bir kenart boyunca, uzunlugunun bir fonksiyonu olan integralleri
hesaplamak icin kullawir. Boylece G biyakligi, bahsedilen kenar: tamimlayan iki digimin arasindaki

uzaklikair, (3.42) ve (3.43)'dn gergek uygunlugu, ézel uygulamalar didganialddginde, ortaya grkacaktir.
3.5.3 HACIM KOORDINATLARI

Tetrahedron cleman igin dogal koordinat sistemi, alan koordinatlarimun geligtirilmesinde kullariian
ile hemen hemen aymi yontemle gelistirilir. Her biri bir kenara dik dort uzaklik oran: olan, L1, L;, L3 ve

L4 kenardan dik uzakhga uzakligin, kars tepeye oramdir. Bu sonug koordinatiar, hacim koordinatlar
olarak adlandirilir (3.10) ve

Li+L>+L3+Ls=1 (3.44)
ile iligkilidir. Lineer tetrahedral icin gekil fonksiyonlar, hacim koordinatlaridir veya
Ni=L,, N;=Ly, Ng=L3;, Ni=L4 (3.45)
dir. Hacim koordinatlarim kullanmarnin avantajt,
Vbl
b re rd a. ol ca.
LiLy L5 Ly dV= —6V 3.46,
IV F- (a+b+c+d+3)! (.49)

oldugundan, hacim integrallerinin hesapianmasindaki kolayiiitr.

Sek. 3.10 Dortyazli bir eieman igin, L3 hacim koordinat.
3.6 ENTERPOLASYON POLINOMUNUN OZELLIKLERI

(3.3), (3.7) ve (3.13) polinom denklemleri, eleman igindeki vektorel ve skaler bﬁj}&klﬁklere yakilagim
icin, kullambmglardir.Cnki, cok onemii ozellikiere sahiptirier: Diagim degerier egit oldugunda dogru
sonuclar verirler ve aym zamanda elemaniar arastndaki sarekliligi saglariar.
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Sonlu eleman metodu; digim degerlerin nimerik olarak Szdes olmast haiinde, enterpolasyon
kleminin, elemamin her yerinde sabit bir defer verecek sekilde, elemamn boyutu kiiciltiliirse, dogru
aba yalansayacaktyr. Sabit bir deerin varlig aym zamanda, gradyenin yok olmas: gerektigini gosterir.

Eleman enterpolasyon denklemi, egfer dyle bir deger varsa, sabit bir degerin modelini yapmalidir.Bu
iter, gekil fonksiyonlarina bir kusit koyar. C, r digiime sahip eleman iginde skaler sabit bir deger olmak

ere, eleman digim degerlerinin ®; = ®; =@y =--- =D, = C oldugunu kabul edelim. ¢ icin genel
rim,

O0=ND; +N;®; + Ny D +--- + N, D,
ir bu,
J O=W;+N;+Ni+--- +N,)D;

larak da yaglabilir. Fakat, = C = ©; oldugundan,

r
> Ng=1 (3.47)
B=1
ir. Eleman icindeki her bir noktada, sekil fonksiyonlarumn toplamm, bire esit olmaldir. Eger bu kriter
ikkate aluumazsa, Q 'nin yaklagim polinomu, bdyle bir sart var oldugunda, sabit bir deger vermeyecektir.
Bir boyutlu elemanlar igin (3.35)'te verilen,
Xj—x X=X
N; I—%‘ ve Np=—H
larak ifade edilen sekil fonksiyonlary hatirlanwr ve bunlar toplanirsa,
L L L

lde edilir. Sekil fonksiyonlarun toplanu 1 eder. Iki ve fi¢ boyutlu simpleks elemanlarin bir analizi, bu
lemanlara ait gekil fonksiyoniarinm aym zamanda (3.47) 'yi sagladifim gosterecektir.

Ni+N;=

Bir eleman igindeki ¢ (veya yerdegistirme, vs.) igin sabit bir degerin varhig, herhangi bir dogrultudaki
Fimin, sifir olma zorunluluguny gosterir. x doérultusundaki gradyeni ditgiinelin.

a0
= = -Eq) + .
Iger ©p, C gibi sabit bir degere esitse, o zaman,
—= [qu‘ %] C=0 (3.49)
Wur. C'nin sifir olmas: gerekmediginden, (3.48) sadece
dN, B
Zﬁ”l (3.49

ridugunda saglanir. (3.49)'u acip tekrar dizenlersek,

dNg _ aN; | aN; dN,_d
2o =t L4+ =L Wi+ Nt +Ny)

= ?zx'[zgm' N B]

serir. Bununla birlikte, ZfH Ng =1 oldugundan, x'e gore tirev sifir olacaktr. Efer (3.47)'deki kriter
saglamirsa, gradyen izerindeki kriter otomatik olarak saglanr.
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verir. Bununla birlikte, Zp_y Np = | oldugundan, x'e gore tirev sifir olacaktir. Eger (3.47)'deki kriter
saglarursa, gradyen dzerindeki kriter otomatik olarak saglanr.

3.6.2 Siireklilik

Sirekli fonksiyonumuz icin diskrit model, herbiri tek bir eleman lzerinde tanunlanmuy olan, pargal
sirekli fornksiyonlarin bir kimesinden olugur. Bu parcall sirekli fonksiyenlarnn integre edilebilmesi igin,
elemanlar arasi sireklifik sartimin saglanmast gerekir. Adun adim sirekli bir f(x) fonksiyonunun integrali,

f(x) suurls kaldign siirece tamumlidir (Kaplan, 1952). Integral igin,
d'o
dxn dx

tamumlanmegtir. §, sadece n. mertebeden tirevde sonlu sicrama sireksitlikleri var oldugundan emin

olmak igin, (n-1). dereceye kadar sirekli olmak zorundadir. Konumuz ile bu gerekiilik arasinda ilighki
kurarak suma varmnz: Eger ifade edilen denklem, ikinci mertebeden tirevi (n=2) igerirse, yakiagun
Sonksiyonunun birinci tirevi, elemanlar arasinda sirekli olmak zorundadir. Bu teksteki demklemlerin
hepsi, birinci mertebeden tirevier cinsinden formile edilebilir, dolayisipla da enterpolasyon denklemleri,
elemanlar arasinda sirekli oimahdir, fakat tirevieri de dyle obmak zorunda degildir.

Herhangi iki komgu elemarnin ortak bir digiamit oldugundar, bir boyutlu eleman igin sirekliligin
varligr agikardwr. Bununla birlikte dcgensel eleman daha karigtktir. Sek. 3.11'de gosterilen gibi, merkezi i

digarmiinde olan hkoordinat sistemiyle iki komsu eleman diginelim. Dagim degerleri, ®;, @®;, Oy ve O,
'dir. Ust indis notasyonu elemam tammlamak izere,{ igin yaklasum fonksiyonlars,

o0 = NP@, + NV @y + N @,
0@ = Nﬁz)dD,- + Nf_z)(pj + N](‘Z’(pk (3.50)

seklindedir,

&

=%,

P s e T o T I SN

TR oD gammb are ccom o
1 N

Sek. 3.11 ik dgpen eleman arasindaki ortak bir simirin sdrekliligi.

Eger alan koordinatlarin: kullanirsak, ispat ¢ok daha kolay olur. L(ll) ve L(zz) .alan koordinatlarim:
kullanarak, i dagdminian kargisindaki kenarlardan 6lcilmigtir.Alan koordinatlarms kullanarak, (3.50)'yi

tekrar yazarsak,
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o0 =L V@, + L@ + L @,
o® =LP®; +LY®; + LY@, 3.51)

(2) alarn koordinatlar: ortak surdan slcibmistir, boylece bu sumir boyunca,

elde edileceltir. LV ve
LY =LY =0'ar
2 2
LP+LP =1 v LP+LP=1
oldugundan, (3.51)'deki denklemler,
1
OO =LV, + L@, = LD+ (1 - L)

0@ =[P, +LP®, =LP®;+ (1 - L) 3.5

ifadesine indirgenir.

Ispat, k digamiinden bir s uzakligina yerlestirilmis, ortak suur dzerinde keyfi bir nolta diaginilerek
tamamliarnmgtir (Sek. 3.12). AmMm orami, aynt amanda A(z MT nin degeri olan s/b'dir. Bu oranlarin
her biri, Lm, L(z) kendi alan koordinatlarina egit oldugundan, ortak simir dzerindeki, herhangi bir nokia
igin L'V = L(lz) oldugunu soyleyebiliriz. Bu egitligi (3.52)'de yerine koyarsak, simr boyunca ¢M) = ¢@ elde
edilir.

ALY sh/z s
“Bhjz_ &

Sek. 3.12 Etlemanin bir kenar: dzerindeki bir noktaya ait alan koordinatinin degeri.
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PARCALANMIS BIR BOLGE ICIN ENTERPOLASYON POLINOMLARI

Bir onceki boldmde, simpleks elemanlar icin enterpolasyorn polinomiar: taraglirken dagimsel
koordinatlar kig bir zarman nidmerik olarak belirtilmemigtir. Bu yizden, eleman boyuty ve ydnelimi, eldeki
ihtiyaglar karsilamak igin degisebilir. Bu ozellik, sonlu eleman metodunun dnemli bir avantajidir. Boyut
ve ydnelim secmedeld serbestlik, ¢egitli elemaniar icin, cok genel bilgisayar alt rutinlerinin yazlabilmesini
ve gerektigi kadar stk kullanidabilmesini miamkin kilar. Bu alt rutinler, dilizenli veya diizensiz sumirl
bolgeler izerinde, degigtirilmelcsizin kullarilabilir.

Simdi, bir tek elemam degil, bolgenin tamarmur: temsil eden denklemler kitmesini gz onine alalun.
Daha da ozel olarak, her bir elemamt bdigenin icine alimmas: ve enterpolasyon denklemini global
koordinatlar ve global dagiim degerler cinsinden agiklanmase istenir. Skaler biyikliklerle baglaniur ve

sonra sonuglar vekzdrel biyiklikleri igerecek sekilde genellegtirilir.

4.1 SKALER BUYUKLUKLER

Oncekd boliimde bahsedilen enterpolasyon polinomunun genel formu; e, r digamii keyfi bir elemana
ait indis olmak lizere,

[ @, |
D,
@
0@ = [N]{@} =[N NO NP NOL L} @)
[ ®r

geklindedir. Elemarn bdlgenin icine koyma teknifi, Sek. 4.1'de gosterilen basit beg elemanl gema
kullandlarak gosterilebilir. Dagamler, birden sekize kadar numaralanmugtir. Global serbestlik dereceleri,

Dy, D2, D3, D4, D5 ve Og'ar (Xp,Yp), B=1,2,..,6 dagamsel koordinatlarn bilindigi
varsayiimugtr. Eleman numaralam, parantezler icinde verilmistir.

Y
(@b thsYb)

(3%, %) (§2Ke %)

Sek. 4.1 Upgun sekilde etiketlenmis beg-elemanis bolge.

i, j ve k eleman indisleri, her bir elemanda baglangic digimingn yeri belirlenir belirlenmez, diigim
sayslar ile baglontt kurulabilir. Her bir elemasmir § didgdmi, bir * isaretiyle tamumlannugtw. B digimiln
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cimi tamamen keyfidir, fokat kullame: her defasinda kendini ayn: iligkideki konumda baglarken
lacaktir. j ve k digiimleri, i digimini, saat yelkovanuur tersi yoniinde takip eder. i digiimiinin
zayn, bize, bir eleman igin, agagidaki egitlikleri yagma hakkint verir.

=2, j=3, k=1 (4.2)
lu tip bir kargilastirma, diger elemarnlar icin de agaghdaki sekilde yapiiabilir:

2 nolu eleman igin, =3, =2, k=4

3 nolu eleman igin, =5, j~3, k=4

4 nolu eleman igin, =6, j=3, kK5 (4.2b,c,d,e)

5 nolu eleman igin, =1, j=3, k=6

tu denklemler, elemamnt bolgenin igine koyar, ¢ilnkidl bu egitlikler, bir elemamn i, j, k indisleri ile global
nigam sayilarum ilgkilendirir. Bu iglem, eleman digiamierinin koordinatlarun yerlegtirir.

i, j ve k'min degerleri, agagidaki eleman denklemlerinin kilmesini dreten (4.1) ifadesinde yerine
azilabilir:

00 = NP, + NP @3 + NV @,
0P = NP D3+ N3 @, + N @4
0@ =NP®s + NV @3 + NP @, “.3
0@ = NS Ds + Ny @3 + NS s

o =NP®, + NY D3 + N

(4.3)'de, digiim degerleriple carpilan sekil fonksiyonlar, i, j, k igin niimerik degerleri gekil fonksiyon
lenklemlerinde yerine koyarak hesaplanabilir. i, j, k notasyonlar: ile Nze) gekil fonksiyonu,

g __1 (@ (e) (@)
Nfc “2A<e)[ak +b, ' x+¢, y] (4.4

darak ifade edilebilir. Burada,
@ =X¥;~ XY,

(&) _
b =Y,-7;
; o =X~ X;
lir. Eger beginci elemamn dilgiiniirsek, i=1, j=3 ve k=6'dir (4.2¢). Bu degerler (4.4)'de yerlerine yazibirsa,
S 1 &) (5) &)
N(6) =m[a6 +b¢'x+cg y] (4.5)

lde edilir. Burada,
5
a® =X Y3 - X7,

b =7, - 73
& =x3-Xi

4
fir. (4.3)'deki Nés) ve N(6) sekil fonksiyoniart, A(4), AB) e egit olabilse de tamamen farkl
4
Sispitklisklerdir. N(6 ) rdeki sabitler,

a?) =X3Ys - Xs5Y3



34

bgl) =Y1-7;3 {4.6)
C(64) =X5 —X3

N(4) . N-(5) . ..
. (4.5) ve (4.6)'min kargilagtiriirsa, IN g~ ile N g 'in aym olmadikiar: agikea goraliir.

(4.3) denklemi, asil amacumizi saglar. Ayr clemanlar, tek bir bolge iginde birlegtirilmigtir ve
erpolasyon fonksiyonlar:, 3. bolimde kullawilan i, j, k keyfi degerleri yerine, global koordinatlar ve
bal diigiim degerleri cinsinden yaulnuglardur.

4.3 denkleni, belirli bir elemarna ait global digim dederler cinsinden yaplabilir. 4.3'% olugturan
enklemler, aym zamanda, biitin global digim degerlerin bir fonksiyonu olarak yanlabilir. Biz bunu,
leman denklemlerinin agik formu olarak yazmay: tercih ederiz. (4.3)'dn acik formu,

00 = NV®; + NP @) + N3 @3 + 004 + 0D + 0

0@ = 0@, +N§2)CI)2 +N(32)<I)3 + fo)(m +Nf,2)(I>4 +0®s + 0D

0@ = 00, + 00, + NOD3 + NOBy + NOds + 0 @7
0® =0® +0®; + N3 ®; +0D4 + N§ @5 + Ny @

0O = NYD) + 00, + N5 D3 + 004 +0Ds + NS B

eklindedir. Bu denklemler toplulugu,ayr: zamanda,

r 3 B af
oW NY NP AN 0 0 o @

) 0 N2 NP2 N® 0 o0 22
Loo b=l 0 o0 NO NO N® o | cI)z F “8

¢(4) 0 0 N§4) 0 N§4) .N?) .
09 ) [ %0 0 40 0 o 40 || g |

.

larak da yazlabilir. Metod dijital bilgisayarlar #zerinde wuygulandifhi zaman, enterpolasyon
lenklemlerinin lasaltinug formu kullamibir. Eleman matrislerinin gikarimas: ile ilgili minimizasyon
slemini dagindigamiiz zaman, acik form avantajlhdr.

(4.8)’e bir alternatif olarak, E elemanlarin sayist olmak flizere,

E e
o=2,, 6@ (4.9)

eklinde, sadece cléman denklemlerini toplayarak elde edilen tek bir bolge denklemi icinde, eleman
lenklemlerini birlestirmektir. (4.8)'deki denkiemier topluluguna (4.9) uygularursa,

o=[M0 + N0 Tor + [N+ A9 o,

JHD NP O 80 + N T

N2+ 89 T+ [0 + 9 s

+CN(64) +N§ ](1)6 (4.10)

sdde edilir. (4.10) denklemi, bu tekste kullamlmanustor, Sadece, varlifindan haberdar olunmas: igin, sozi
edifmigtir.

4
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4.2 VEKTOREL BUYUKLUKLER

Vektorel biyiklikler soz konusu oldugu zaman, bir elemamin yerlestirilmesi, skaler bayiklik igin
gosterilenle aymi sonucun bir dogrusunu takip eder. $ek. 4.1'deki bolge igin, uygun gekilde etiketlenmis
diagiamsel yerdegistirmeler, Sek. 4.2'de gdsterilmigtir. (3.23) genel eleman denklemi, kolaylik icin burada
tekrar yazlmugiur.

Sek. 4.2 Yerdegistirme bilegenleri ile gosterilen beg elemanl bélge.

{ Uiz

Uzi
u@ y N ge) 0 Nf-e) 0 N ie) 0 U 2j-1
b ® = 0 Nfe) 0 Nj@ 0 fo) < Uzj > (4.11)
Uit
| Ux
i, j ve k cleman digimleri ile global dagimler arasindali ilighi, aym baglangre ditgdamlerisi

kullanmarz gartiyla (4.5)'dekilerle Szdegtir. i=6, j=3, k=5 olan dort nolu eleman igin, yerlegtirme
denklemieri, agafidald denklemler kitmesini dretir:

~

/

V(4) 0 N(64) 0 N§4) 0 N(54)

4) %) 4)
{u("r)}:[l\é o N o M o } U5r @12

S

(4.12) denklemi, u® ve ul® denkiermierinin kisaltilnug formudur. U Tseee s U 12 déagim

degerlerinin hepsini, agik form kapsawugtir. Sek. 4.2'deki bdlge igin, eleman denkiemierinin acik formu,
{4.13)'de verilmigtir.
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N o M oo NY o 0
o MY o N o NP o0
0 0o N2 o NP o N?
0 0 0 N2 o0 NP O
_ 0 0 o o N 0o N
“ 0 0 o0 o o0 N o
0o 0o o0 o0 N 0o o
oo 0 0o o0 o0 N? o
N o o o0 N 0 0
o M o o o0 N o0

(4.13)
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SINIR DEGER PROBLEMLERI ICIN SONLU ELEMAN
FORMULASYONU

Onceki iki boliimde, tek bir eleman fizerindeli sitrekli bir fonksiyona nasi yaklagilacagim tartigtik.
onra bdlgenin tamanmu fzerinde, bu sirekli fonksiyona yaklagmak igin, parcali sirekli denklem
iimesinin eldesinde, bir ¢ok eleman igin sonuglart nasd birlegtirebilecefimizi diigiindik. Amacimz,
leman denklemleri, bizim icin onemli olan ban fiziksel parametrelere ¢ok yaklagacak sekilde, parcals
iirekli fonksiyonlarin bu kiimesini tanunlayan digimsel biayiklikler igin nitmerik degerler elde

ektir. Sonlu eleman metodunun ilk kullamilmaya baglandigny donemlerde, digam degerleri, bahsedilen
iziksel iglemlerle ilgili bir integral biyikligii minimize ederek, belirlenivordu. Kat: mekanik
roblemlerinde, sistemin potansiyel enerjisi minimize edilmigtir. By, eleman denklemlerini, digimsel yer
degistirmeler icin ¢ozillebilen, cebirsel denge denklemlerinin bir hilmesine donfigtarir. Alan
problemlerinde (st transferi, yeralty sulary, manyetik alanlar, v.b.), bir fonksiyonelin integrali,minimize
edildi. Bu fonksiyonel, onu minimum yapan ve aym zamanda s kogullamnm ve diferansiyel denklem
ifadesini saglayan herhangi bir fonksiyon ozelligine sahiptir. Son zamanlarda, dilgitm denklemleri sistemi,
bir agwrlkly kalan yaklaginn kullandarak gikardmastir.

Bir integral biyiklagin minimizasyonunu kullanarak, sonlu eleman denklemlerinin gikardmass, bu
bolimde aciklonmgstir. Alan problemleri icin digimsel denklemlerin gikardmasin gﬁsteren, kisa bir
oruek digiinerek bashyoruz. Bu drnek, eleman integrallerinin hesaplatimasindan once, mmmzasyon
igleminin bu‘zrdebzlecegmz gostermek icin tekrar calisilmmgnr. Ug boyutlu alan problemleri icin, soniu
eleman denklemlerinin genel olarak cikarimas:, agagidaki drnek problemde verilmigtir. Bolim, kati
elastikiyet problemlerz igin, sonlu eleman denkiemlerinin genel olarak gikardmasiyla sonuclandiriinugtr.

hesaplanabilen hacim ve yiizey integralleri cinsinden birakilnugtor.

Konunun standart terminolojisine ait, nceki baz bilgiler burada da gegerlidir. Onlarin kabul edilen
igaretleri ile birlikte, degisik biyakliklerin birlegimleri, uygulama boliminde taraglnugtir.

5.1 BIR CUBUKTAKI IST ILETIMIYLE ILGILI BIR ORNEK

Minimizasyon isleminin timi, bir ¢oziimde adim adum ilericyerek ve basit bir sema diginilerek, en iyi
sekilde gdsterilebilir. Kisa bir analiz igin kullamlan sema, yalitilnugs bir cubulta bir boyutly 11 akisidir
(Sek. 5.1a). Cubuk bir duvara monte edilmigtir ve belirli bir q 11 girigine sahiptir. Diger ucu sabittir ve bir

k iletim katsapisinag ve ortamn gevresinde 1o °C sicakbgna sahiptir. Cubuk palitilnugtir, bu Yiizden,
dairenin yiizeyinde hic bir 151 kaybi olmaz.

Cubuk icindeki 15t dagihimu icin, diferansiyel denklem ifadesi,

xx dx2 =0 (5.1)
dir. Swmir kosullariysa,
: darl
Kox St = 0, x=0 (5.2)
ve
dr
Kxxa;—i—h(T ~T.)=0, x=1L ;.3

dir. Burada K »., maddenin termal iletkenligidir. Eger 11 ¢ubugun digina dogru hareket ediyorsa, q e
akugs, pozitiftir.
Swerr kogullar ile birlikie 5.1 denkiemi, ifade ettifi problemleri tek sekilde tanmlar ve sonlu fark

teknigi kullanilarak bulunan nidmerik ¢ozimler igin baglangic noktasidw. Varyasyonlarin hesabi, bu st
transfer probleminin formiile edilmesi i¢in alternatif bir metod sagiar.
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(a)

xt R @ 79

g L 3) l ‘f.n J

(&)

Sek. 5.1 Bir findeki 151 transferinin, iki elemanla modellenmest.

2
x= IV%’E(%) dv+ J.S [cﬂ’+ %h(T— Tw) 2}dS 5.4
fonksiyonelinin minimizasyonunu bulmamiza yarayan hesaplamalar,
KaZltq+W(T-To)=0 5.6
strer kosullan saglanmak dzere,
. 2,
= (5.9

diferansiyel denklemine ihtiyag duyar. 5.5 ve 5.6 diferansiyel demklemieri, 5.1, 5.2 ve 5.3 denkiem
Yadelerine ozdegtir. Bundan dolayr.(5.4)'deki x'i bir minimum yapan kerhangi bir 1 daglimi, aym:
zamanda diferansiyel denklem ifadesini sagiar ve bu Yyizden caligilan problem icin bir ¢oz@mdilr. (5.2) ve
(5.3) swner kogullarimin herikisi, (5.4)'deki yiizey integrali, cubugun herbir ucunda birer tane olacal sekilde
iki pargaya ayrimak rorunda oldugundan, (5.6) iginde yer alir.

5.4 denklemi, her bir digamde, sty belirlemek icin baslangie noktasidsr. Her biri tek bir eleman
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7@ =Ngz)T2 +N;2)T3 {5.7)
dir. $ekil fonksiyoniars, (3.5)'te tarumlandig gibidir:

) X ) _x=Xi
Ny = Ny’ =

i — 10 i T Io

Ornegimiz igin fonksiyonel formillasyon, q ve h belirli ve Sy ve S yilzey alaniar olmak fizere, su
sekilde ayrilabilir:

x= jVéKn[dT‘x)] av+[ arwds + [ ATw-1.7d  ev

x'in degeri, 1(x) st degeri yerine yazilarak ve enterpolasyon hesaplanarak elde edilir.

Yiizey integralleri, yilzeyler dilgiim noktalarinda yerlegtirildiklerinden, kolayca hesaplanabilirler. A1,
bir nolu digiimdeki alan olmak fizere, q st alagin igeren integral ile baglanirsa,

I qT(x)dS = qT J dsS =qT14; (5.9
5 Sy

elde edilir. T(x) is1 fonksiyonu, yiizey bir nolu digiimde oldugundan, T 'e indirger. h iletim katsayising
iceren yiizey integrali A3 ve T3, swraswla 3 nolu diigitmdeki, alan ve sicaklik olmak iizere soyledir:

J5, 3070 ~ 1.1 dS =3T3 ~ T.)” j ds

hA T3—Te
= M4 Z Y (T3 2737+ T2) (5.19)
Isvin titrevi, (5.8) hacim integraline dahil edilir. (5. 7) diferansiyellenirse,
arv _
5 L(l) = CT1+13%) (5.11)
ve
dT( )

dx L(z)( T2+T3)

elde ediliv. dT/dx igin denklem, bolgenin timil fizerinde sivekli olmadigindan, hacim integrali, iki
integrale balanmelidir. Ayrilma, yerine koyma ve integrasyon sonucundg,

Ky KSa® K2 A
jV : ( ) ay=524C 1+ Ty B 2 Ty +T5)? 5.1

elde edilir.Alamn sabit bir kesiti, her bir elemanda kabul edildi ve AV = AOdx egitligi, integral
hesaplanirken kullanilds.

Hacim integralinin, bir integral polinomuna ayrilmasinda gereklilik (her bir eleman icin bir tane

olmak fzere), sonlu eleman metodunun dnemii bir karakteristiffini iretir, ki bu karalteristik, meteryal
dzelliklerinin bir elemandan digerine degigtirilmesini mimbkin kilar.

X fonksivonelinin degeri, (5.9), (5.10) ve (5.12) toplanarak elde edilir. Sonug, digiimsel isilarin bir
Jonksiyonu olan bir denklemdir:

(D 2)
x=S—(T% - 2T\ Ty + TS~ (T3 - 212 T3+ 12)

hA
+gAr T+ (15 - 215 T + T2) (.13

Burada C(l) IA(I)K,S:}:)/L(D ve C(z) =A(2)K§c.2x)/L(2) 'dir.



40

T1, T2 ve T3 "iin dogru degerleri, x'i minimum yapar. Buradar,
ay,
2}:‘;= C(I)Tl - C(I)Tz + qu =0
ay,
= —COT; +[CO+CO - COT; =0
oy
= ~COT, +[C® + hA; T3 —hA3T.=0 (5.14)
5.14 denklemi tekrar diizenlenirse,
co W 0 Ty g4,
-CO [ch+C®] —CO T, = 0 (5.15)
0 —c®  [C®+has] || T hAsT..

vepa daha genel olarak, matris formu,

[KH{T}={F} (5.16)

elde edilir. (5.16)'daki (K] katsayilar matrisine genellikie, global katiltk matrisi olarak bas vurulur. Daha
upgun bir isim, 151 transferi problemiyle ilgilendigimizden, global yonetim matrisi olabilirdi. {I} situn
vektori, global kuvvet veitdridilr.

Analizimizdeki son adim, fiziksel karakteristikler icin bazi degerler kabul etmek ve T, T2 ve T3
istlart igin niimerik degerler elde etmektir.

Koo =75 Wl ecm— °C
h=10 W/ cm? - °C
A=ncm? (1 cm gap)
L=75cm
g =—150 W/ cm? (s bilgenin igine dogru hareket ettigi igin, negatif)

ve 1o = 40 °C oldugunu farz edelim. Katsayilar,

75
I R

h4; = 10w
—qA1 =—(=150)t = 1507

ve
hA3T. = 10(n)(40) = 400n
olur. Denklemlerin son hali,

20 =20 O T 150
nl 20 40 -20 T, t=7wy O (5.17)
0 -20 30 T3 400

dir. Bu denklemleri saflayan diigimsel 11 degerleri, T1 =70, T3 =62.5 ve T3 = 55
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.2 ORNEK PROBLEMIN TEKRAR INCELENMESI

5.15 denklemi, minimizasyon isleminin, diigilm degerler igin ¢ozilebilen lineer denklemlerin bir
fimesini drettigini oldukga net olarak gosterir. Bu iglem, bu denkiemieri elde etmek icin kullamldi, fakat
ijital bilgisayar fzerinde uygulanmaya haur degildir. Bu denklemler kiimesinin eldesi icin, alternatif bir
lem vardur. Y integral bilyikligi, ait oldugu elemanin bilesenlerine ayrilir ve bu bilegenler, integraller
esaplanmadan énce, digim degerlere gére minimize edilir. Sonug, elemanlar iizerinde hesaplanabilen ve
onra da toplanabilen integrallerin bir kilmesidir.

X(l), bir nolu eleman icin integrallerin toplam ve X(Z) de, iki nolu eleman icin benzeri bir toplam
olmak dizere, ) 'i,

x=xD+x? (5.18)

sekiinde, iki bilegenin toplaye olarak tekrar gdz Ondine alalm. c =A(1)Kg')/ LY e
C(Z) =A(2)Kg:)/ L(z) olmak iizere,

c
1 = J.Vm EL(—I)(—Tl +T2) i+ J.sa) qThds 19

1® = J.V(Z) 2L(2) (—Tz + Ts)*dx + J-s(z) 5 (I3 - T.)*dS

seklindedir. Burada, biltiin digiim degerlere gire, 'Y 'in her bir bileseninin diferansiyelini alalum. YV ile
bagiayalirmn:

ax®
N j . L(D CO Ty + o) Dydx + jsm qdS
dy c
T, JV(Z) 1D (-T1 + T>)dx (5.20)
dX(l)
dr;
Integraller hesaplandiginda,
dx(l) C(l) —C(l) 0 T1 qu
AT -ch c® ¢ T, t+4 0 (5.2
0 0 O T 0
olarak yazglabilen, denklemler kiimesi elde edilir. Ikinci bilesenin diferansiyeli alinirsa,
dx(Z)
a1y 1
H® c®
= Lo 1 CT2 4 T3

@
= =] C(Z-) (T2 + Ts)(-)dx+ [, W(T3 = T)dS

dTs v L S@
veya
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o |00 0 Ty 0
ﬁ =l 0 C® —C? T, ¢+ 0 (5.22)
0 —C(z) I:C(Z) +hA3] T3 —hA3T°°

Hde edilir.
Dagaim degerlere gire % 'in minimizasyonu,
dy D @

ATt AT} T}

seklindedir. Bu yiizden, eger (5.21) ve (5.22) ifadelerini toplar ve sifira egitlersek, istenen denklemier
sistemini elde ederiz. Bu toplam, (5.15)'deki denklemler sistemine dzdeg olan,

+ 0 (5.23)

c -Cc® 0 T qA1 0
ity [ c 4 C(z)] -C@ Ty ¢+ 0 =320 (5.24)
0 -C®  [CO+hd;3] || T ~hA3T 0
ifadesini verir.

Biraz dnce tartigilan islemde onemli kavram, denklem sisteminin bir defada bir eleman igin
kurulabilmesidir. (5.23)'de gosterilen elemanlar toplamm, ¢ok sistemli bir iglemdir ve dijital bilgisayarlarda

kullanm tercih edilir.
5.3 SONLU ELEMAN DENKLEMLERI: ALAN PROBLEMLERI

Onceki boliimlerde tartigilan bir boyutlu 11 transfer problemi, kismi diferansiyel denklemlere benzer
sekilde ifade edilen bir kag dnemli fiziksel problemden sadece biridir. Svmir kogullary

¢=0p, Si fzerinde (5.26)

ve /veya

d d d
Kma‘px+KW@py+Kzz£pz+q+h(¢— 0)=0, S izerinde (5.27)

olmak lizere, bu fiziksel iglemlerin herbiri icin, diferansiyel denklem ifadesi,
dlp @\, dfp ), dfe % _
dx(Kmdx ) + dy(K”' dy t K = | T 0=0 (5.25)

geklindeki, genel quasi-harmonik denklem tarafindan Fkapsarnhr. St ve Sy 'nin birlesini, srn
tamamum gizer. K. xes Kyy ve K, katsaylar ve g bayaklagi; x, y ve z'nin fonksiyonlary olabilirler,
fakat (I)'m'n bagumsiz oldugu kabul edilmistir. (5.27)'deki Dy, Py ve Pz bitydklikleri, yizeye normal
olan bir vektoriin dogruitu Fkosiinisleridir. 5.25 denklemi, ya isotropik yada amisotropik bélgelere

uygulanabilir. Koordinat eksenleri, bununla birlikte anisotropik bdlgelerde, ana metaryal dogrultulamna
paralel olmak zorundadr.

Swner kosullar: ile birlikte 5.25 denklemi, ii¢ boyutlu is: transferi igin denkiem ifadesidir (Kreith, 1973).
Bu durumda K XXy K y ve K ;2, termal ilethenlerdir. Q , kaynagn ic 1sist veye kaynaktan yayplan s,
yiizeyin bir parcas: iizerindeki 11 alagi ve b da konveksiyon katsayisidur. (]) alar degigkeni, sicaklktir. Bir

i d
ve iki boyutiu su transferi igin dewnklem ifadeleri, "gz’—‘ 0 ve/vepa _d—z_: O oldugu belirtilerek,

dy
(5.25) 'den elde edilebilir. (i) 'nin belirsiz oldugn bir sunr parcas: dizerinde, efer q ve k' her ikisi de sifirsa,
bu takdirde (5.27), sifir 15t transferi (yalitidnug bir sur) icin kogul olan,
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o d¢ o
Knapx + Kwapy + Kzz—;pz =0 (5.28)

fadesine indirgenir.



Vi
KONVEKSIYON VE KONDUKSIYON YOLUYLA ISI TRANSFER]

Bir bolge icindeki 11 dagilun bilgisi, mithendislik problemlerinin gogu icin dnemli bir yer tutar. Bolge
inde yer degistiren veya uzaklagan suun mikiars, ist daglnn bilindiginden hesaplanabilir. Ist dagilum,
nt zamanda basmg dafilvin da ethiler. Termal basinglar, bazi denge durumundan bir st gradyeni
rumuna gegen ve her yonde genlegmeye izin vermeyen, her bolgede meydana gelirler.Bu basinglar, jet
torlare ve buhar jeneratorleri gibi doner aletlerin dizayminda dnemli bir per tutar. Termal basinglarin
esaplanmasinda itk adum, bolge igindeki ist dagilimuun belirienmesidir.

\ Bu boliimdeki amag, iletken bir bolge igindeki st dagrlimumin belirlenmesinde sonlu eleman
netodunun kullandmasin: tartigmakiur.

5.1 ISI TRANSFER DENKLEMLERI

Katilarda 151 iletimi igin kismi diferansiyel denklem ifadesi,

a*T d*T d*T
K 2 +K,y &2 +K 2, 2 +0=0 (6.1)

eklinde olup, burada T, sicaklily K ., K W Koz x5 yver dogrultalarindaki kW/ m-OK cinsinden

erilen iletkenlikler; (), bolge icinde iiretilen ve kW/ m?> olarak ifade edilen sidwr. Isi, bolgenin igine
'Onderilirse (), pozitiftir.

(6.1) ile birlegtirilen suur kogullar, iki farkl: formda ifade edilebilirier. Eger sinirtn bir lusnu boyunca,
st biliniyorsa, bu takdirde,

T'=Tg() (6.2)

lir. Bu ifadede 1'p, s uzunlukln piizeyin bir fonksiponu olabilen sinir 1sisidur. Eger s, sinrda h(T—T..)
ronveksiyondan veya bir q 1st akigindan dolay: artarsa veya digerse, bu takdirde

dar dar
Ey—ly+KzzEz~lz+h(T— T.)+qg=0 (6.3)

Wur. Burada h, kW/ m*-°K olarak konveksiyon katsayisy;

Kl +Ky

T swnir 1sust (bilinmiyor), °K;
T.. alagkan isise (biliniyor), °K;
Ly, 1y vel, dogruitu kosanasieri
ve q, efer i1 bélgenin digina dogru harcket ediyorsa, pozitif olan ve kW/ m? olarak verilen 1t akagidir. g

st alagt ve W(T — Tw) konveksiyon st kayby, aym simir pargas: fizerinde olugmaz. Eger konveksiyon ile st
taybe varsa, bu halde q ile ws1 kaybe veya artisi olinaz, bunur tersi de dogrudur.

6.1 ve 6.3 denklemleri, istenmeyen koordinatiarle birlilite su terimler silinerek basit bir gekilde, bir ve
iki boyutlu problemiere uygulanabilir. Bir boyutly problemin denklem ifadesi,

Kl + (T - T.) +q =0 (6.5)
sineer koguln olmak fizere,
da:T
Ky *d?+Q =0 (6.4)

seklindedir. Eger konveksiyon yoluyla veya sizints yoluyla 151 transferi sifirsa; (6.3) ifadesi,
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dar
=0

esine indirgenir. Bu iletken olmayan, yaltinug sunrlarda var olan koguldur (n, disarya dogru
rinaldir).

(6.1) ile ilgili bir fonksiyonelin minimizasyonu, 5. béliimde taraginugtr. Bir boyutiy st fransferini
ya baglamadan once, bu islemin sonuclarimin dzetlenmesi uygun olur. Eleman kondiksiyon

atrisi,
(k9] = J"W) [B<e>]T [D@][ B ]dV+ j 5 h[N(e)]T [NO]dS (6.6

eklindedir. I:N(e):l matrisi sekil fonksiyonlarindan olugur ve

T =[NO]{T} (6.7)

ir [N (e):|, X, y ve z'e gire diferansiyellendirilerek, I:B €) ] elde edilirken, iletkenlik degerlerinden
tusan | D© | matrisi,

K2 0 0
[D®]=| o K9 o 6.8
0 0 k¥
eklindedir. | B© | ite olan ilshs,
4 i]-. W
dx
dr
{g}=1 & (=[B9KN} (69
dr
\ dz /

arak tanimlany.

{f©} eteman matris denkieminin kolon vekeorai olan kusmm, (5.46)'da
{ro} = _J-V(e) [N(e)]TQd V+ J @ [NO@] quS — j 0 [N@] IT.hdS (619

slarak tammlanngt;r. Burada (, q, T bilinen niimerik degerlerdir.

Biz gimdi, iletim 151 transferi igin elewman matrisierinin hesaplanmasuse dilginmeye hazirz. Bundan
sonra Snemle Ozerinde duracagmuz sey, tek bir eleman dzevindeki denklemier olacaktir. Bu yiizden iki
farkl elemamn belirtmek zorunda oldugumuz durumlar harig, eleman matrislerinin hepsinde bulunan (e)

elt indisini atacagz.
6.2 BIR BOYUTLU ISI TRANSFERI

Bir boyutlu lineer cleman igin enterpolasyon polinomu,
X

Ni=(1-3) v N;=7
olmak iizere,

T=N;T;+N;T; (6.11)
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dir. Bu gsekil fonksiyonlars, Sek. 6.1'de gosterildigi gibi, lokal koordinat sistemine bagli olarak,
tamimlannuglardir. Eleman, bir L uzunluguna sahiptir

|
iQ b

—

Sek. 6.1 Lineer bir boyutlu eleman.

(6.7) ve (6.9) 'daki matrisler,

=[N ]=[(1-5)z]
7}
{g}:%T:—%TﬁIT, - —]{ ’} (6.12)
olur, bu yizden
(51=[4 1] o
dir. [ D] meteryal matrisi,
[D]=[Kx] (6.14)
seklindedir.
(6.6) 'daki integrallerin hesaplanmast, alan kesiti sabit varsaylarak asagidaki sekilde yapiir.
f, [BY(DIBlav =, [ }[Ka][ -+ & Jaax
ARt 1 -1 ], _AKe[ 1 -1
=2 O[ 1 }dx— 7 [_1 ) ] (6.15)

P, perimeter olmak dzere, dS=Pdx oldugundan,

J,, NIV Ids = hP [ ( if') [( _5) {.]dx 616

L

dir. (6.16)'dald integralin carpumast ve hesaplanmasindan sonra,
J,, ANTCN DS =25 2 1 617

ifadesi elde edilir.
Eleman ilethenlik matrisi, (6.15) ve (6.17) 'nin toplanudir veya
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-1 1 12

}larak da ifade edilebilir. h, elemanin swr fizerinde sifir oldugundan, (6.18)'in konveksiyon knsnu ortadan
kalkar.

[k(e)]=AKT“li - ]+£2—Ji[ 21 J (6.18)

(6.10) eleman kuvvet vekidriindeki integrallerin hesaplanmast,

| 1-7 o4L [ 1
J,INT"QdV =04 j’(; . L | e =———2a{ . } (6.19
L
ve
| 1-7 PL
T, iq._ L )1
'[Sx [N qdS = gP jo : dx =5 { , } (6.20)
ifadelerini verir. Uglincil integral, form olarak ikincisine ozdes oldugundan, hemen
J [INI"hT..dS =f'—%1-q—’{ ! } (6.21)
Sz 1

yaulabilir. {f©} icin batin ifade,

oy QAL[ 1] gPL[ 1 | _ATPL| 1
e i e T

dir veya {f©} = Zle {9} ite kutianmak igin pazidginda,

(1} = _(QAL - qu + hT..PL ) { 1 } 629

1

seklindedir.

Bir boyutlu 151 transfer problemi igin ¢ok paygin bir drnek, bir finden 151 kaybudir. Finin bir ucu, e
kaynagina baglanmugtir ve 151 pizey sumrlariea dogru gevreye yayilwrak biter. (6.18) ve (6.23) denklemleri,
konveksiyon ile st kaybumn sadece yiizeyin bir ucundarn degil, yiizeyin tamanunda olustugunu kabul eder.
Bir boyutlu elemanin ucundaki st iransferi ile birlegtirilen cleman denklemlerini goz énine alalum.

Isinin sag ugtaksi (§ digami) yizeyden kayboldufu varsayisin. Isy, konveksiyon yoluyla veya belirki bir g
st alagwyla ya dilser yada artar; Bu yilzden sadece yiizey integralleri goz dniine alinnuglardir. kondiksiyon
matrisindeki yiizey integrali,

[ rTINGS = ] h[ Z; }[ N; N; ]dS

olarak ifade edilir. j digimitndeki yiizeyle ilgilendigimizden, N; = 0, ]V] = 1 'dir ve integral,

[ AINYINIAS = h{ (1) }[ 0 1 Jas=f, h[ g ‘1) ]dS

veya
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01

eklindedir. Atk bir uctan st kaybe oldugu zaman bu matris, (6.18)'e iave edilmelidir. (6.24) deki
konveksiyon hatsayilamnen yidzey perimeteri igin, bundan farkh olabilmesi akia uygundur.

js h[N]T[I\deS=hA[ 00 } (6.24)

{f©} matrisindek yazey integratleri,

J [MThTNds=hT,,A{ (1’ } (6.29
0
Js M1qds =qA{ : } (6.29

olur. (6.18) ve (6.23) ile birlikte (6.24), (6.25) ve (6.26)'runn kullanins, agagrdaki Grnelte gosterilmigtir.
Ornek Problem.
59. Asagda gosterilen fiziksel ozelliklerle birlikte bir boyutlu bir fin icindeki it dagdinumn: hesaplayn.

Te4c  h=joetis

1 4

% Kﬂ#“nm_ﬁk

f— T5cem : L cen
%g w {,2 @ %3 ® 4 @ %g Y %e

T, = 158°%C

Problem 59

Bélge, herbiri 1.5 cm wzuniukiy bey elemana boldinir. I& dbrt elemana ait eleman matrisieri Gzdegtir
ve (6.18) ve (6.23) kullamilarak hesaplanabilir. Bu denklemierde cegitli parametrelerin degerleri agaghdali
gibidir:

AR
5 = 481
hPL _

c = St
hT..PL =1200x
hA=10xw
hT.A =400xr

Bir nolu eleman igin [ k] konditksiyon matrisi,
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AKwx| 1 -1 | APL| 2 1
()] Lox ack
ol==] L

[k(e)] — 48w 48w + 10 5Sm = 58 —43
—48n 48w 5t 10xm —43 58
seklindedir. Iki, ii¢ ve dort nolu elemanlara ait conduction mattrisi, [k(e) ] ‘e zdegtir. (6.23) eleman kuvver
matrisi, g ve Q sifir olduklarindan,

hTwPL 600
fO=—"2= vga {9} ={ . }

6007

veya

ifadesine indirgenir.

Bes nolu eleman igin matrisler, bir nolu eleman arti sag uca dogru kaybedilen st igin hesaplanarn
terimler igin belirlenmis olanlardan ibarettir. [k(e)] conduction matrisiyle baglayalurn, yukarida
hesaplanmng olanlara (6.24)'deki sonuglar ilave etmemiz gerekir. hA=10T oldugundan, toplam matris,

hA00=0 0
01 0 10xm

[k(s)]=[k(1):|+[ 0 0 ]=n[ 58 —43}

0 10x -43 68
geklindedir. Beg nolu eleman igin eleman kuvvet matrisi,

o1

1

ve

veya
{f(5)} — 600w + 0 _ 600n
600n 400w 1000w
seklindedir.
Direkt katilik metodu kullanilarak, elemaen matrisierinin hepsi (*) asagideki denkiemler sistemini dretir:
[ 58 —43 W7} [ 600 ]
—43 116 43 T 1200
43 116 43 J T3 [ _ | 1200 [
—43 116 —43 T4 1200
~43 116 —43 Ts 1200
i —43 068 L Ts ) \ 1000 )

T carpam denklemin her iki tarafinda da oldugu icin kalduhir. [K)'daki yazsiz bogluklar, sifir olan
katsayilar ifade ederler.

T\ 'in degeri, 150 °C olarak bilinir, boylece denklemler sistemi, ¢ozmeden dnce degistirilmistir. Bu
defigiklik, sag taraftaki kolon matrisini

{F}"=[ 8700 7650 1200 1200 1200 1000 |
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line getirir. Cozm,
{1}7=[ 150 826 59 486 442 426 |

ﬁlamk T'yi verir. Teorik degerler (Krieth, 1973, denklem 2-47),

{Trerw}" = 150 89.9 62.8 50.6 452 433 |

eklinde ifade olunur. Sonlu cleman metodunun sonuglar, dizgin bir elemamin alt bolimi kullanimak
uretiyle iyi digamibmagtir. Sonly eleman ¢ozdmi, duvara yakin daka kisa elemanlar kullanilarak
Azeltilebilirdi.

Onceki ornegin alan kesiti sabitti. Bu bir gereklilik degildir. Alan aym zamanda eleman uzunlugunun
bir fonksiyonu olabilir. Eger cleman alami, uzuniukle degigirse, bu takdirde eleman matrisleri de

legistirilmelidir. $imdi bu degisiklii tartigacaghz.

Sek. 6.2'de gisterilen elemam diginelim. Alan kesiti sol ugtaki A; 'den sag uctaki A;'ye kadar degisir.
Tartigrmaruz, lineer varyasyonu kasuwtlayarak, hemen alan igin denklemi,

AzNiAi+M'Aj (6.27)

seklinde yazabiliriz. Burada N; ve N}, sekil fonksiyonlaridr.

Sek. 6.2 Degisken alants, bir boyutlu eleman.

Sonraki adwm, eleman matrislerinin hesaplanmasidw. [ k9] ile baglamwrsa, (6.15)'in ilk kasms
ks llanelarak,

1 -1
-1 1

vanlabilir. (6.28)'deli A bir sabit olmadigindan, faokat x'in bir fonksiyonu oldugundan, A integralden
atilamaz. (6.27), yukaridaki denklemde yerine yazirsa,

k<[ 1 -1 ] tf(, x
_’7{ -1 1 jo[(l"f)Ai+%Af]dx

[ BT DIBIY ="= [ ds (6.28)

veya
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;K_E‘i 1 =1 Ai+Aj
I 11 5 (6.29)

}iz edilir. (A; + A;)/2, ortalama alan oldugundan, (6.29) aym zamanda

KAl 1 -1
jV [B]T[D][B]de—L—[ 0 ] (6.30)

larak da yazilabilirdi. Burada Z » ortalama alandir. 6.30 denklemi, alan teriminin gimdi ortalama bir deger
Immast dignda, (6.15)'e dzdegtir.

Perimeter igeren _;uzzey integralleri, benzer bir yolla ele alinabilirler. Perimeter,

P:NiPi-F]\/}'Pj (6.31)
N?  N:N;

h, [N]T[NJdS:hjﬁ[ NN NZJ }de (6.32)
1 J ]

larak yazlabilir. integral ¢ozilip, N; ve ]VJ yerlerine yazldiktan sonra, (6.32)'deki ilk katsayn,
L L L
£ N2Pdx = [ (N,?P,- +N,?N,-Pj)dx =—1-2-(3Pi+P,~) (6.33)
eklindedir. Yiizey elemanlarina ait biitiin denkiemler,

T _hL{ (BPi+Pj) (Pi+P))
hJs NI INIdS = 12[ (P+P) (Pi+3P;) } (639

KT, [MTdS=f’%°£[ :f ; ]{ ? } (6.35)
J

fir. (6.30) ve (6.34) denklemleri toplandiginda, [ k©) ] olusur. Ortalama perimetermn, gittikge incelen bir
demarin, eleman denklemlerini elde etmek igin, (6.17) veya (6.21)'de yerine konulamayacag, (6.34) ve

'6.35)'den agikga goralir.
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SONUCLAR

Sonlu eleman metodunun giniimizdeki uygulama alam oldukga genigtir ve diferansiyel denklemle
ifade edilebilen, fiziksel problemierin tamamint icerir. Sonlu eleman metodunun gok saydaki avantajly
vzellikleri, onun genis kullanimina katkida bulunmugtur. Bu ozellikleri séyle siralayabiliriz:

- Komgu elemanlarin meteryal dzelliklerinin aym olmas: gerekli deildiv. Bu, bir ¢ok meteryalden olusan
bir bolgeye, metodun uygulunabilmesini miimbiin klar.

- Diizensiz gekilli swurlara, dizgiin kenarlr elemaniar kullawilarak yaklasdabilir veya egrisel stmirl
elemanlar kullamlarak da yaklasilabilir. Bu piizden metod simrlare kolayca tamimlanan gekillerle sinirl
degildir. :

- Elemanlarin boyutlar: degigebilir. Bu dzellik, eleman sikhgimin gereltigi kadar azalfibmasum veya
gogaltilmasing milmbkiln klar.

- Sareksiz ylzeylerin sunr kogullam metod icin zorluk teskil etmez. Kamgik simir kogullar kolaylikla
Eullaniabilir.

- Yukardalki dzellikler bir bilgisayar programu icinde kapsanabilir. Bir problem ¢dzilirken, bilgisayar
hafizasuun kullamilabilirligi ve hesapsal maliyetler, sunrlayicr kogullardur.

Sonlu elewman metodunun asi dezavaniaji, bilgisayar imkanlarimn ve bilgisayar tesisatirn gerekli
olmasidir. Sonlu eleman wmetodunda hesaplamalar, ¢ok kiigik bir problem igin bile, elle yapian
hesaplamalar ¢ok fazladir. Dijital bilgisayar, bir iktiyactr ve genis hafizalr bilgisayariar, ¢ok karmagik
problemlerin ¢oziimii icin gereklidir.

Giiniimilz teknolojisi, bilyitk bilgisayarlarin yapilmasim miimkiin klnug ve gesitli ticari ve idari
organizasyonlar, bilgisayar programlarumn gelismesine sebep olmugtur. Bu geligmeler sonlu eleman
metodunun dnemli sayilan dezavantajiarinin hafiflemesini saglamugar.
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