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OZET

Doktora Tezi

ANALITIK FONKSIYONLAR ICiN YENI UNIVALENTLIK KRITERLERI
VE QUASIKONFORM GENISLEMELER

Murat CAGLAR

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Ana Bilim Dali

Danigsman: Prof. Dr. Halit ORHAN

Bu tezde oncelikle Loewner zincirler metodu kullanilarak kompleks diizlemin degisik alt
bolgelerinde tanimli analitik fonksiyonlarin ve integral operatorlerin {inivalentligi igin
yeter sart problemi ele alinmistir. Buradan elde edilen sartlar dogrultusunda, Becker
teoremi yardimiyla, Loewner zincirleri ve quasikonform genisleme arasindaki iliskiyi

ifade eden quasikonform genigleme kriterleri elde edilmistir.
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In this thesis, firstly, were studied sufficient condition problems for analytic functions
and integral operators defined in different subdomains of complex plane by using
Loewner chains method. Based on the conditions obtained here, with the help of Becker
theory, quasiconformal extension criteria that describes the relationship between Lowner

chains and quasiconformal extension.
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SIMGELER DiZiNi

: U birim diskinde tammli f(z)=z+) " a,z" seklindeki

analitik fonksiyonlarin sinifi

f(z) fonksiyonunun argiimani

: Kompleks diizlem

: ((C u{oo}) Genigsletilmis kompleks diizlem

. Bir fonksiyonun bir z noktasindaki genislemesi

f(z) fonksiyonunun imajiner kismi

. Indis kiimesi

: Subordinasyon (veya Loewner) zinciri
: N={12,...} Dogal sayilar kiimesi

: N, =Nu{0}

: Caratheodory fonksiyonlarinin sinifi

. Reel sayilar kiimesi

. Pozitif reel sayilar kiimesi

f(z) fonksiyonunun reel kismi

;A ya ait linivalent fonksiyonlarin sinifi

f(z) fonksiyonunun Schwarz tiirevi

c {zeC: |Z| <r <1} seklindeki agik disk
: {zeC:|z|<r <1} seklindeki kapal disk
: {zeC:|z| <1} agik birim disk

: {z eC:|z| <1} kapali birim disk
: {zeC:0< |Z| <1} seklindeki delinmis acik birim disk

: {é’ eC: |é’| >l} seklindeki kapali birim diskin dis1

: {C eC: |§| 21} seklindeki agik birim diskin disi



f<g

: U" kiimesinde tanimli f({) =4+ Zaké’ * seklindeki meromorf
k=0

fonksiyonlarin sinifi

: U” kiimesinde tanimli 9(&) =4 + Zbk§ ~ seklindeki meromorf
k1

fonksiyonlarin sinifi

: Schwarz fonksiyonlarin sinifi

. Subordinasyon

f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir

: Bos kiime
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1. GIRIS

Geometrik Fonksiyonlar Teorisi, 19. yiizyilda baslayip ve yeni uygulamalarla siirekli
gelisen kompleks analizin 6nemli bir dalidir. Analitik fonksiyonlarin geometrik
ozellikleriyle ilgilenen bu teori, ilk olarak G. Bernard Riemann’in 1851 yilinda kompleks
diizlemin basit baglantili bir D ¢ C alt bolgesini, D, bélgesi tizerine resmeden bir f

analitik fonksiyonunun varligini gosteren ve literatiirde “Riemann doniisiim teoremi”
olarak bilinen teoremiyle ortaya ¢ikmistir. Fakat bu teorem, 20. yiizyilin baslarina kadar
bazi arastirmacilara gore kullanishi olmadigindan bazi arastirmacilara gore de 6nemi fazla
anlasilamadigindan teoride pek fazla uygulama alani bulamamustir. Oyle ki, 1907 yilinda
Koebe’nin bu teoremi analitik ve tinivalent (yalinkat) fonksiyonlar i¢in vermesi, 1914
yilinda Gronwall’in alan teoremini ispati ve 1916 yilinda Bieberbach’in ortaya koydugu
normalize edilmis fonksiyonlar i¢in katsay1 tahmini ve bu tahminin sonuglari, geometrik
fonksiyonlar teorisine veya diger bir ifade ile inivalent fonksiyonlar teorisine uygulama
alanimn1 baglatmigtir. Bu yillarda {iinivalent fonksiyonlarin yapisi lizerine kurulan

problemler o donemin popiiler arastirma konulari olmustur.

Bieberbach’in f € S fonksiyonu i¢in n=2,3,... olmak tlizere |aﬂ| <n tahmininin ispati

birgok matematikg¢i tarafindan 6nemli bir arastirma konusu olmustur. Alan teoreminin bir

sonucu olarak |a,|<2 esitsizliginin dogrulugu ilk defa 1916 yilinda Bieberbach
tarafindan gosterilmistir. Daha sonra Loewner 1923 yilinda kendi buldugu ve parametrik
metod olarak isimlendirdigi bir metotla |a3| <3 esitsizligini, 1955 yilinda Garabedian ve
Schiffer, Grunsky esitsizliklerini kullanarak |a4| <4 esitsizligini, 1968 yilinda Pederson
(1969 yilinda Ozawa) |a|<6 ve 1972 yilinda da Pederson ve Schiffer |a5|<5

esitsizliklerini ispatlamiglardir. Tahminin genel hali uzun yillar boyunca bircok
matematikgi tarafindan ispatlanmaya calisilmis ve nihayet 1985 yilinda L. De-Branges,
Loewner teorisini kullanarak tim n=2,3,.. i¢in |a,|<n esitsizliginin dogrulugunu
gostermis ve bu probleme son noktay1 koymustur. Problemin ¢oziilmiis olmasi, bu alanda

calisgilacak bir seyin kalmadigi anlamma gelmemis, aksine teoriyi daha da



zenginlestirmistir. Cagimizin 6nde gelen matematikgilerini yetmis yil ugrastiran bu
problemin ¢ozlilmiis olmas1 bir takim yeni problemlerin ortaya ¢ikmasina zemin
olusturmustur. Bu sahada calisan matematik¢iler problemi {iinivalent fonksiyonlarin

degisik alt siniflarina tagimislar ve bu alt siniflar {izerinde ¢alismalarini siirdiirmiislerdir.

Univalent fonksiyonlar teorisi i¢inde ele alman énemli problemlerden birisi verilen bir
fonksiyonun tinivalent olup olmadiginin arastirilmasidir. Dogal olarak burada akla gelen
ilk soru “S sinifi i¢in yeter sart ya da sartlar elde edilebilir mi?”” sorusudur. Bu soruya
giinlimiize kadar bir¢cok arastirmact degisik yontemler kullanarak cevap aramaya
calismigtir. Kullanilan yontemlerin en 6nemlilerinden birisi Loewner zincirler metodu ya

da diger bir ifade ile subordinasyon zincirler metodudur.

1920°1i yillarda gelistirilen bu metot, iinivalent fonksiyonlar teorisinin ¢ok giiglii
tekniklerinden birisidir. Bu teori, elementer yontemlerle ¢oziilemeyen problemleri ¢ozme
imkani sunmaktadir. S. Li’nin diferensiyel denklemlerle ilgili yar1 gruplar iizerine yaptigi
calisma Loewner’e bir ilham kaynagi olmustur. S. Li’nin amaci, keyfi bir fonksiyonu
birim fonksiyondan hareketle S simifinin yogun bir alt kiimesi {izerinde zamana bagli bir
akisin limiti olarak agiklamakti. Bu akis fonksiyonu, Loewner diferensiyel denklemi olan
bir diferensiyel denklemi saglamaktadir. Baglangigta Loewner metodunun temel
uygulamalarindan birisi, Bieberbach tahminini ispatlamakti. Bu metodun L. De-Branges
tarafindan verilen meshur Bieberbach tahmininin ispatinda merkezi bir rol oynamasi hig
de sasirtict olmamustir. Bununla birlikte S simifi i¢in déndiirme teoremi ve yildizillik
yarigap1 gibi ilging geometrik sonuglar Loewner metodu kullanilarak elde edilmistir.
Kuferev ve Goodman’in yani sira 6zellikle Pommerenke 1965 yilinda Loewner zincirler
metodunu tanimlayarak teorinin gelismesine Onemli katkilarda bulunmuslardir.
Pommerenke’nin, ayn1 yil bir analitik fonksiyonun Loewner zinciri olmasi igin yeterli
sartlar1 iceren teoremi vermesiyle teori degisik bir boyut kazanmistir. Onun bu teoremi

verilen bir analitik fonksiyonun tinivalentligi i¢in yeter sart niteligi tasimaktadir.



Pommerenke’nin Loewner zincirleri i¢in vermis oldugu yeter sart niteligindeki bu
teoremin bir uygulamasini ilk defa 1972 yilinda J. Becker vermistir. Becker,
Pommerenke’nin teoremini kullanarak f € A fonksiyonunun U birim diskinde

zf"(2)
f'(z)
esitsizligini saglamasi halinde tinivalent oldugunu ispat etmistir. Daha sonra, Becker’in
bu sonucu, Ahlfors-Becker (1974); Ruscheweyh (1976); Lewandovski (1981) gibi

matematikgiler tarafindan genellestirilmistir. Pascu 1987 yilinda, ayn1 metodu kullanarak

<1

@z

bu sonucu integral operatorler i¢in genellestirmistir.

Nehari (1949) ve Ozaki and Nunokawa (1972) Schwarzian tiirevini ayrica Goluzin (1969)
farkli bir metod kullanarak birim diskte analitik olan bir fonksiyonun {inivalentligi i¢in
yeter sartlar elde etmislerdir. Onlar problemi ¢6zmek i¢in her ne kadar Loewner zincirler
metodunu kullanmamis olsalar da, giiniimiizde bu tiir problemleri Loewner zincirler

metodunu kullanarak kolay bir bigimde ¢6zmek miimkiin olabilmektedir.

Univalentlik kriterlerinde kullanilan metodlarmn yan1 sira bir énemli etken de fonksiyon-
larin tanim kiimeleri olmustur. Tanim kiimesinin birim diskten farkli olarak, kompleks
diizlemin degisik alt bolgeleri (yani, birim diskin dis1 veya kompleks diizlemin {ist yar1
kismi) olmas1 teoriye ayri bir hava katmistir. Birim diskin disinda tanimli meromorf
fonksiyonlar igin tnivalentlik Kriterleri ilk olarak Nehari (1949); Aksent’ev (1958);
Becker (1973) tarafindan ve kompleks diizlemin iist yari bdlgesi igin iinivalentlik
kriterleri ise ilk olarak J. Becker ve Ch. Pommerenke, O. Lehto, Th. Betker ve D.

Raducanu gibi arastirmacilar tarafindan verilmistir.

Elde edilen bir iinivalentlik kriterinin 6nemi, kullanilan metoda, tanim kiimesinin farkl
olusuna ve uygulanabilirligine gore degismektedir. Burada uygulanabilirlikten kasit, elde

edilen tinivalentlik sartin1 saglayan fonksiyonlarin sayisidir. Diger bir ifade ile bir f

analitik fonksiyonu i¢in yukarida bahsi gecen temel {inivalentlik Kriterleri bu fonksiyonun

iinivalentligini 6l¢gmede yetersiz kalabilmektedir. Ornegin; f(z) = Z+% z* fonksiyonu



birim diskte linivalent olmasina ragmen Becker’1n temel kriterini saglamaz. Yani bu kriter
bu fonksiyonun {inivalentligini 6lgmede yeterli degildir. Dolayisiyla, burada dogan bu
eksikligi az da olsa giderebilmek i¢in yeni iinivalentlik kriterleri elde etme ya da mevcut
temel tinivalentlik kriterlerini genisletme ihtiyaci ortaya ¢ikmustir. Keyfi bir analitik
fonksiyonun tinivalentligini test edebilecek genel bir kriter bulma problemi halen agik bir
problem olarak ¢oziim beklemektedir. Bundan dolayr bu alanda c¢alisan birgok
arastirmacinin ilgisini gekmis ve ¢ekmeye devam etmekte olup, bu konu Raducanu (2004,
2007, 2008, 2012); Tudor (2007, 2008, 2012, 2013); Deniz and Orhan (2009-2013) gibi

matematikgiler tarafindan halen aktif olarak ¢aligilmaktadir.

Univalent fonksiyonlar teorisinde énemli problemlerden birisi de C kompleks diizlemde
quasikonform genislemeye sahip iinivalent fonksiyonlari bulma problemidir. Esas
itibariyle quasikonform doniisiimler konform doniisiimlerin bir genellestirilmesidir.
Quasikonform doniisiimlerin 6nemi, ilk olarak 1930’1u yillarda Ahlfors ve Teichmiiller
tarafindan fark edilmistir. Bu terim ilk olarak Ahlfors’un 1935 yilindaki ¢aligmasinda
ifade edilmistir. Ahlfors quasikonform doniistimleri, kendi geometrik metodunda
Nevanlinna’nin deger dagilim teorisi i¢in kullanmistir. Teichmiiller, birbirine denk
olmayan 1ki kompakt Riemann yiizeyleri arasindaki mesafeyi dl¢gmek i¢in quasikonform
dontistimleri kullanmistir. Bu diisince Teichmiiller Teorisinin 6nemini daha da
artirmistir. Univalent fonksiyonlar igin quasikonform genisleme problemi, quasikonform
dontistimler kullanilarak {ist yar1 diizlemde tanimlanan Evrensel Teichmiiller Uzayi ile

direkt olarak baglantilidir.

1962 yilinda, Ahlfors and Weill, Schwarzian tiirevi vasitasiyla birim diskte tanimli bir

tinivalent fonksiyonun quasikonform genislemeye sahip olmasi i¢in
2 2
(1-|z| ) s, () <2k (0<k<1)

yeter sartin1 vermistir. Bugiin bilinen birgok kriter ve {inivalent fonksiyonlarin alt siniflar
ile ilgili tahminler elde etmek icin degisik metodlar gelistirilmistir. 1972 yilinda Becker,
Loewner diferensiyel denklem vasitasiyla quasikonform genisleme i¢in tiiretilen bazi
kriterler, quasikonform genisleme problemi ve Loewner teori arasinda yakin iligkinin

oldugunu gostermis ve asagidaki yeter sart1 vermistir:



zf"(2)
f'(z)
Benzer yeter sart problemleri, Ahlfors (1974); Krzyz (1976); Brown (1984); Tan (1992);
Pfaltzgraff (1993); Sugawa (1999, 2007); Yang and Zhou (2004) gibi matematik¢iler
tarafindan c¢alisilmistir. Son yillarda, Sugawa and Hotta (2010, 2011, 2012); Raducanu
and Tudor (2012); Deniz and Orhan (2011, 2012, 2013) gibi arastirmacilar tarafindan

@-|z) <k (0<k<2).

caligiliyor olmasi bu konunun halen giincel bir konu oldugunu gostermektedir.

Bizi bu tez ¢alismasina yonelten nedenler;

e Mevcut iinivalentlik Kriterlerinin verilen bir analitik fonksiyonun veya integral
operatOriiniin inivalentligini 6l¢mede yetersiz kalmasindan dolay1 burada dogan eksikligi
kismen giderebilmek i¢in yeni {inivalentlik kriterleri elde etme veya mevcut iinivalentlik
Kriterlerini genisletme ihtiyacinin ortaya ¢ikmasi.

e Verilen bir analitik fonksiyon hangi sartlar altinda quasikonform genislemeye sahiptir.

Sunulan bu tez genel olarak bes ana baslik altinda toplanmustir.

Tezin giris kisminda tez konusu ile ilgili gegmisten gilinlimiize yapilan ¢aligmalar tarihi

bir seyir icerisinde sunulmustur.

Kuramsal temeller olarak adlandirilan ikinci bdliimde, tezde gecen temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Materyal ve yontem olarak adlandirilan ti¢lincii bolimde, ilk olarak, single-slit
dontigiimler, bu doniisimlerin parametrik (Loewner) temsili ve bu temsilin Loewner
diferensiyel denklemi ile arasindaki iliskiyi anlatan bazi teoremler verilmesinin yani sira,
tezin temelini olusturan subordinasyon veya Loewner zincirleri metodu iizerinde
durulmus ve bunlarla alakali ¢ok iyi bilinen “Pommerenke Teoremi” verilmistir. ilave
olarak, quasikonform doniisim ve quasikonform genisleme tanimlar1 Orneklerle
geometrik olarak incelenmistir. Son olarak, Loewner zincirleri ve quasikonform

genisleme kriteri arasindaki iligkiyi belirten Becker metodundan bahsedilmistir.



Arastirma bulgular1 olarak adlandirilan dordiincti boliimde, analitik ve meromorf
fonksiyonlar i¢in Loewner zincirler metodu kullanilarak bazi tnivalentlik Kriterleri
verilmistir. Daha sonra elde edilen bu tnivalentlik kriterleri i¢in Becker metodu ile

quasikonform genisleme kriterleri elde edilmistir.

Besinci boliimde ise, calismamizda elde ettigimiz sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde tezde kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tamm 2.1.1 (Komsuluk): z,eC noktasi verilsin. B(z,,r)={zeC:|z—z,|<r]}
kiimesine z, merkezli r yaricaph agik disk veya z, noktasinin r komsulugu denir.
B(z,,r)={zeC:|z—-z,|<r} kiimesine 2z, merkezli r yangaph kapali disk,
0B(z,,1) = {Z eC:l|z—z,|= r} kiimesine z, merkezli r yaricapli g¢ember ve
B(z,,1) = {z eC:0<|z—17)< r} = B(z,,1) —{z,} kiimesine de z, noktasinin delinmis

komsulugu denir.

Tamm 2.1.2 (i¢ nokta ve Kapams noktasi): S < C herhangi bir kiime ve z, € S olsun.
Z, noktasinin bir r komsulugu tamamen S kiimesine ait ise yani B(z,,r) =S olacak
bigimde bir r >0 sayisi varsa z, noktasmna S kiimesinin bir i¢ noktasi denir. Eger her
B(z,,r) =S diski, S kiimesinin bir elemanini ihtiva ediyorsa z,, S kiimesinin bir

kapanis noktasidir.

Tanmm 2.1.3 (Acik ve Kapah kiime): Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye agik kiime,

timleyeni agik olan kiimeye ise kapali kiime denir. I >0 olmak tizere B(z,,r) diski bir

acik kiime ve B(z,,r) kiimesi de kapal1 kiimedir.

Tamm 2.1.4 (Yakinsakhk): (), S cC olmak iizere f,:S — C fonksiyonlarmm bir

dizisi olsun.



(i) Her >0 sayis1 ve her bir zeS igin n>n, oldugunda |f, (z)— f(z)|<e& olacak
bigimde bir n,=n,(g,z) sayis1 bulunabiliyorsa, (f ) dizisi S kiimesinde f

fonksiyonuna noktasal yakinstyor denir ve f, — f veya lim f = f ile gosterilir.

(i) Her £>0 saysive her €S igin n>n, oldugunda |f, (z)— f (z)| < & olacak bigimde

sadece ¢ abagli bir n, =ny(g) sayisi varsa, (f ) dizisi S kiimesinde f fonksiyonuna

diizgiin yakinsiyor denir.

Diizgiin yakinsak her dizi ayn1 zamanda noktasal yakinsaktir. Fakat bunun tersinin her

zaman dogru olmasi gerekmez. Ornegin; genel terimi f,(z) =1/nz olan dizi 0<|z|<1

kiimesinde noktasal yakinsak fakat diizgiin yakinsak degildir.

Tamm 2.1.5 (Baglantihlik): S — C alt kiimesi verilsin. S kiimesi bos olmayan, ayrik
ve agik iki kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa, S kiimesine baglantilidir denir. Yani

ScUUWV, SNV ve SNU =Y, SNUNV = olacak bigcimde U ve V gibi

bos olmayan iki agik kiime bulunamiyor ise S kiimesine baglantili kiime denir.
Baglantili olmayan kiimeye baglantisiz kiime denir. Ornegin; R ve C kiimeleri

baglantili, Q rasyonel sayilar kiimesi baglantisiz kiimelerdir.

Tamm 2.1.6 (Bolge): Kompleks diizlemde agik ve baglantili kiimeye bolge denir. Eger

kiime kapali ise 06zel olarak bu bolgeye kapali bolge denir.

Tamim 2.1.7 (Basit baglantili kiime): B, C de bir bolge olsun. Eger B bolgesindeki her
basit kapali egrinin igi tamamen B de kaliyorsa B bolgesine basit baglantili bolge denir.
Bagka bir ifadeyle tiimleyeni baglantili olan bdlgenin kendisi basit baglantilidir. Basit

baglantili olmayan bolgeye ise ¢ok baglantili bolge ad1 verilir.



Tamim 2.1.8 (Ortii): S < C kiimesi verilsin. S <{G },_, olacak sekilde agik kiimelerin

{G.},, ailesine S kiimesinin bir agik ortiisii denir. Eger I, < | sonluve S< UG, ise

icly

{G;}..,, ailesine S kiimesinin sonlu alt drtiisii denir.

Tanmm 2.1.9 (Kompakthk): S cC kiimesi verilsin. Eger S kiimesinin her agik

ortiistiniin sonlu bir alt 6rtiisii varsa, S kiimesine kompakt kiime denir.

Tanim 2.1.10 (Dizisel kompakthk): S < C kiimesi verilsin. S kiimesindeki her dizi
bu kiimede bir noktaya yakinsayan bir alt diziye sahipse, S kiimesine dizisel kompakt

kiime denir. Eger, S kompakt << S dizisel kompakttir.

Tamm 2.1.11 (Siireklilik): f :S < C — C bir fonksiyon ve z, € S olsun.

(i) Her >0 sayis1 ve |z—2,|< S sartii saglayan her €S igin |f(2)—f(z,)|<e
olacak sekilde 0 = (¢, z,) >0 sayisivarsa, f fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir.
(ii) Her £>0 sayis1 ve |z, —z,| < & sartimi saglayan her 2,2, €S i¢in | f (z)— f(z,)| <&
olacak sekilde sadece & a bagl bir 0=0(¢)>0 sayis1 varsa, f fonksiyonu S

kiimesinde diizgiin siireklidir denir.

(iii) Her r >0 sayis1 igin, f fonksiyonu her B(z,r) — S diskinde diizgiin siirekli ise f

ye S kiimesinde yerel diizgiin siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu z, € S noktasinda siirekli degilse f ye bu noktada siireksizdir denir.
f :S — C fonksiyonunun z;, € S noktasinda siireksiz olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart
V6 >0 igin 3¢ >0 vardir dyle ki |z—2z,| < 5 =|f(z) - f (z,)|= ¢ olacak sekilde Iz €S

olmasidir.

Tanmm 2.1.12 (Lipschitz siireklilik): S < C olmak iizere f:S— C bir fonksiyon

olsun.
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(i) Yw,z €S igin
|f(w)—f(2)|<T|w-2|
olacak bigimde bir T >0 reel sayisi varsa, f ye S kiimesi ilizerinde Lipschitz siireklidir
denir.
(if) Vr >0 sayisti¢in f fonksiyonu B(z,r) — S diskinde Lipschitz siirekli ise f ye S

kiimesinde yerel Lipschitz siireklidir denir.

Tanmm 2.1.13 (Smrhlhk): f:ScC—>C fonksiyonu verilsin. Her ze€S igin

|f(2)| <M olacak sekilde bir M >0 sayisi varsa, f ye sirli fonksiyon denir.

Onerme 2.1.14: S = C olmak iizere f :S —> C fonksiyonu verilsin. f fonksiyonu S
kiimesinde diferensiyellenebilir ve her z €S igin | f'(z)| <K olacak sekilde K >0 sayisi

varsa f fonksiyonu S de Lipschitz siireklidir.

Tanmm 2.1.15 (Mutlak siireklilik): [a,b] c R olmak tizere f :[a,b]—> C fonksiyonu
verilsin. {(x, y,)}, ailesi de [a,b] araliginin ayrik ve acik sonlu bir alt ailesi olsun. Her

£>0 ve (X.,Y,) araliklarinin sonlu her kiimesi i¢in

V=% ]<é
k=1
sart1 saglandiginda
Z| fy)—f (Xk)| <&
k=1

olacak sekilde ¢ >0 sayisi varsa, f fonksiyonuna [a,b] araliginda mutlak streklidir
denir. Eger her r >0 sayis1 ve her x €[a,b] i¢in, f fonksiyonu B(X,r) komsulugunda

mutlak siirekli ise f ye [a,b] araliginda yerel mutlak siireklidir denir (Heil 2007).

Onerme 2.1.16: Mutlak siirekli her fonksiyon siireklidir. Fakat bu 6nermenin tersinin

dogru olmasi gerekmez.
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Ornek 2.1.17:

(i) f(x)=sinx ve f(x)=x+|x| fonksiyonlar sonlu araliklarda mutlak siireklidir.

x=0 ise,
xsin(z/x), x=0 ise

(i) £(x)= {

fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli ve dolayisiyla diizgiin siirekli fakat mutlak siirekli

degildir. Bunu gdstermek i¢in Zxk >1 olmasi kaydiyla x, = Ve y, = 2 alalim.
k=1 4k +1 4k
2 2
4k 4K +1

Z|yk kI—Z

k=1

olmasi i¢in & >0 sayisi ne olursa olsun, & =1/2 segilirse

4k7r_ 2 Sin(4k+1)7r|
4k 2 4k+1 2 |

n 2 n
=> =)'x >1>¢
4k +1

bulunur. Dolayistyla f fonksiyonu [0,1] aralizinda mutlak siirekli degildir.

Onerme 2.1.18: S R olmak iizere f(z,t):TUxS — C fonksiyonu verilsin.

ot (2,1)
ot

(i) Eger her ze U igin her [a,b]c S kiimesinde siirli ise f fonksiyonu S

kiimesinde yerel mutlak siireklidir.

(ii) Eger f fonksiyonu her [a,b] S araliginda siirekli diferensiyellenebilir ise f, S

kiimesinde yerel mutlak stireklidir.

Onerme 2.1.19: Bir f fonksiyonu igin asagidaki gerektirmeler dogrudur;

f — Lipschitz siirekli = f —mutlak stirekli = f —diizgiin siirekli = f — siireklidir.

Tamim 2.1.20 (Egri):

() [a,b]cR olmak tizere, y:[a,b] > C siirekli fonksiyonuna C de bir egri denir.

Burada y(a) ve y(b) noktalarina sirasiyla egrinin baslangic ve bitis noktalar1 adi verilir.
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(ii) Bir y egrisi igin, y(a)=y(b) ise y egrisine kapali egri denir.
(iii) Bir y egrisi sadece t, =t, igin y(t,)=y(t,) oluyorsa basit egridir, denir. Hem basit

hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan egrisi adi verilir. Jordan egrisi,
diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dis1 olmak iizere iki bolgeye ayirir. Jordan egrisinin igine
Jordan bolgesi denmektedir.

(iv) y egrisi [a,b] kapali araliginda tiirevlenebilir bir egri olsun. Bu aralikta »' siirekli

ve sifirdan farkli ise y egrisine diizgiin egri denir.

t, a dan b ye artarken, buna karsilik gelen y(t) degerlerinin y(a) dan y(b) ye dogru
stralanmasi egrinin yoniinii belirtir. Kapali bir egrinin yonii pozitif veya negatiftir. Kapali
olmayan egriler i¢in baslangi¢ noktasindan bitis noktasina dogru siralama yon olarak

alinir.
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve iinivalent fonksiyon kavramlari ile ilgili bazi tanim ve teoremler

verilecektir.

Tanmm 2.2.1 (Diferensiyellenebilme): S < C olmak tizere f :S — C bir fonksiyon ve

Z,, S nin bir i¢ noktas olsun. Eger

lim f(Z)— f(zo)

77, Z-1,

limiti varsa f fonksiyonu z, noktasinda diferensiyellenebilirdir (veya tiirevlenebilirdir)
: e ey df o :
denir. Bu limitin degeri f'(z,) veya E(ZO) ile gosterilir ve buna f fonksiyonunun z,

noktasindaki tirevi adi verilir.

Tamm 2.2.2 (Analitiklik): f fonksiyonu, z, noktasinda ve bu noktanin uygun bir

komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilirse f fonksiyonuna z, noktasinda
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analitiktir denir. Bir f fonksiyonu bir D < C bélgesinin her noktasinda analitik ise f

ye D bolgesinde analitik fonksiyon adi verilir. C kompleks sayilar kiimesinde analitik

olan fonksiyona ise tam fonksiyon denir.

Tanmim 2.2.2 dikkatlice incelenirse, bir noktadaki analitiklik bir noktadaki
diferensiyellenebilirlik ile aymi degildir. Bir noktadaki analitiklik bir komsuluk

ozelligidir; diger bir deyisle analitiklik, bir agik kiime {izerinde tanimlanmis bir 6zelliktir.
Omegin; f(z)=2xy+i(x*+y?) fonksiyonu z=i noktasinda diferensiyellenebildigi
halde bu noktada analitik degildir. Ctinkii f fonksiyonunun diferensiyellenebildigi z =i
noktasinin bir komsulugu yoktur. Buna karsihk f(z)=2z* basit polinomu kompleks

diizlemin her noktasinda diferensiyellenebilirdir, dolayisiyla her yerde analitiktir.

z = x+Iiy olmak tizere f(z)=u(X,y)+iv(X,y) fonksiyonu analitik ise

ou ov ou ov
&(X1 y) ZE(X, y) Ve E(X’ y) =_&(Xv y)

bi¢gimindeki Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tiirev formiilii agagidaki gibidir.

Teorem 2.2.3 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali  egrisi iginde

ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin i¢inde bir nokta ise n=0,1,2... i¢in

I @) dz

n n!
f( )(ZO)= (Z—Z )n+1
0

27i

v

dir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Cauchy-Tirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan birisi f nin analitik oldugu bir
bolgede her mertebeden tiirevinin mevcut olmasi ve bu tiirevlerin de yine ayni1 bolgede

analitik olmasidir. Boylece f analitik fonksiyonu z, noktasinda
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@)=Y a(z-2), a =1"()n! 2.1)

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir.

z=1,, f fonksiyonunun tekil noktasi ise bu durumda f, z, merkezli bir kuvvet serisine
elbette agilamaz. Buna ragmen bir z =z, ¢ikarilmis tekil nokta civarinda f yi z—2z, in

hem pozitif hem de negatif tam say1 kuvvetlerini bulunduran ve Laurent serisi olarak

isimlendirilen bir seri ile gosterebiliriz.

Tanim 2.2.4:

(i) f fonksiyonunun analitik oldugu S(R;R,)={z:R <|z-2|<R,} halka

bolgesindeki

f@)=3 -2 1S (z-z,)

n=1 (Z - Zo)n n=0
serisine, f fonksiyonunun z, noktasi civarindaki Laurent serisi denir.

b . L - : : o
(i) Zﬁ serisine Laurent serisinin esas kismi, Zan (z—1z,)" ifadesine de analitik
=1 4 n=0

kismi denir.

Tanim 2.2.5:

(i) f fonksiyonu z, noktasinda analitik degilse z, noktasina f fonksiyonunun singiiler
noktasi denir.

(i) z,, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z; noktasinin
B(z,,r) delinmis bir komsulugunda analitik oluyorsa z, noktasma f fonksiyonunun

ayrik singiiler noktasi1 denir.

(iii) z,, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasinin
her B(z,,r) delinmis komsulugunda en az bir singiiler noktaya sahipse z, noktasina f

fonksiyonunun ayrik olmayan singiiler noktas1 denir.
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Ayrik singiiler noktalarin uygun bir delinmis komsulugunda fonksiyon analitik olup
Laurent serisine agilabilir. Bu seri goéz Oniine alinarak ayrik singiiler noktalar,
kaldirilabilir singiiler nokta, kutup noktasi ve esas singiiler nokta diye siniflandirilir. Biz

burada sadece kutup noktasindan bahsedecegiz.

Tamm 2.2.6 (Kutup noktasi): z,, f fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktasi olsun. Bu

noktanin uygun bir delinmis komsulugundaki Laurent serisini gz oniine alalim. Bu

serinin esas kisminda sonlu sayida terim varsa z, noktasma f fonksiyonunun kutup

noktasi denir.

Tanmm 2.2.7 (Meromorf fonksiyon): Bir f fonksiyonunun bir B bolgesindeki singiiler
noktalar1 sadece kutup noktalari ise f fonksiyonuna B boélgesinde meromorf fonksiyon

denir.

z

Ornegin; f(z)= £ ve f(z)= >z > fonksiyonlar1 C de meromorf fonksiyonlardir.
Z

1-2)

Teorem 2.2.8 (Maksimum Prensibi): f, S cC bdlgesinde sabit olmayan analitik bir
fonksiyon olsun. Bu durumda |f(z)|, S bolgesinde maksimum deger alamaz

(Ponnusamy and Silverman 2006).

Sonug 2.2.9: S sinirli bir bélge ve sabit olmayan f fonksiyonu da bu bslgenin sinirinda
siirekli ve iginde analitik olsun. Bu durumda |f (z)| maksimum degerini S bdlgesinin

sinirinda alir (Ponnusamy and Silverman 2006).
Maksimum prensibinin dnemli sonuglarindan birisi de Schwarz lemmasidir.

Lemma 2.2.10 (Schwarz lemmast): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda

£/(0)| <1 ve
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|f(z)|<|2| dir. Esitlik sadece §€R olmak iizere f(z)=€"z fonksiyonu ile saglanir

(Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 2.2.11 (Univalent fonksiyon): f, S cC bolgesinde tanimli bir fonksiyon
olsun. Her z,,z, €S icin f(z)= f(z,) olmasi sadece z, =z, olmasini gerektiriyorsa
(veya z, # z, oldugunda f(z,)# f(z,) gergeklesiyorsa) f fonksiyonuna S bolgesinde

tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir (Duren 1983).

Eger f, z, noktasinin bir komgulugunda tinivalent ise f ye yerel iinivalent fonksiyon

denir.

Teorem 2.2.12: Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel tinivalent olmasi i¢in

gerek ve yeterli sart f'(z,) # 0 olmasidir (Duren 1983).

Ayrica f'(z,)#0 sarti f(z) fonksiyonunun iinivalentligi icin gerekli fakat yeterli
degildir. Yani f analitik fonksiyonu iinivalent ise f'(z,) =0 olur. Bu ifadenin tersi her

zaman dogru degildir. Bir kiimede yerel iinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu

kiimede tlinivalent olmas1 gerekmez.

Ornek 2.2.13: f(z)=€" fonksiyonu U birim diskinde |k|> 7 i¢in yerel iinivalent fakat
iinivalent degildir. Gergekten f(z) =€ fonksiyonu, U da analitik ve |k|>7z olmak

iizere her z, € U igin f'(z) =ke" # 0 oldugundan yerel iinivalenttir. Fakat k =27 icin

20

oldugundan f(z)=e" fonksiyonu U diskinde iinivalent degildir.
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Eger S —C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel tinivalent ise bu durumda z €S

noktasinda f'(z), f nin yerel geometrik davranisini belirler.

f'(Z)| uzunluklar igin
yerel biiylime ve arg f'(z) ise yerel donme degerleridir. Buna ilaveten, f :ScC—C

analitik doniisiimiiniin Jacobian determinant1 Jf (z) =|f '(z)|2 ile verilmektedir. Jacobian

determinantinin | f '(z)|2 ifadesine esit oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca

goriiliir. Boylece Teorem 2.2.12 den analitik fonksiyonlar i¢in Jacobian determinantinin

stfirdan farkli olmasi, yerel iinivalentlik i¢in gerek ve yeter sarttir.

Tanim 2.2.14 (Konform déniisiim): Eger bir doniigiim, belli bir z, noktasindan gegen
iki diizgiin egri arasindaki aginin biiyiikliigiinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime z,
noktasinda konformdur denir. Eger bir f fonksiyonu, bir ScC bolgesinin tiim

noktalarinda konform ise f fonksiyonu S boélgesinde konformdur.

Teorem 2.2.15: f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)#0 sarti

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur (Duren 1983).

Dolayistyla bir bolgede analitik ve tinivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli

konform doniisiimlerden biri Mobius doniistimiidiir. Bu doniisiim; a, b, ¢, d kompleks

sabitler olmak tizere

w:f(z):%, ad —bc#0

genisletilmis kompleks diizlemi (((_I =C u{oo}) kendi tizerine konform olarak resmeder.

Tamm 2.2.16 (Normal aile): 7, S —C bolgesinde tanimlanan analitik fonksiyonlarin
bir ailesi olsun. Eger F ailesindeki her (f,) dizisi, S nin her kompakt alt kiimesinde

diizgiin yakinsak bir alt diziye sahipse J ye normal aile denir (Duren 1983).
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F, ScC bolgesinde tanimlanan analitik fonksiyonlarin bir ailesi olsun. i e I olmak
iizere & nin her f; iiyesi ve her z€S igin |f,(z)| <M olacak sekilde ortak bir M >0
sayis1 varsa, F ailesine diizgiin simirhdir denir. Eger >0 olmak tizere JF ailesi her
B(z,r) c S diskinde diizgiin sinirli ise F ye S de yerel diizgiin sinirlidir denir. F yerel
diizgiin smirli ise ayn1 zamanda yerel siirlidir. Ayrica yerel diizgiin siurlt ailelerin
diizgiin simirh olmas: gerekmez. Ornegin; f,(z) =1/ (1—z") fonksiyonlar dizisi |z| <1 de
yerel diizgiin sinirh fakat diizglin sinirli degildir. F ailesi yerel diizgiin sinirh ise
Cauchy-Tiirev formiilii geregince F ={f ™ : f e F} tiirev fonksiyonlarnin ailesi de ayni

zamanda yerel diizgiin sinirlidir. Bu durum 6nemli bir teorem olan Montel teoreminin

ortaya ¢ikmasina sebep olmustur.

Lemma 2.2.17: F, ScC bdlgesinde tanimlanan analitik fonksiyonlarin bir ailesi

olsun. F ailesinin S de yerel diizglin sinirh olmasi igin gerekli ve yeterli sart F nin

S nin her kompakt alt kiimesinde diizgiin sinirli olmasidir (Goodman 1983).

Lemma 2.2.18: Siirli fonksiyonlarin her diizgiin yakinsak dizisi ayn1 zamanda diizgiin
sinirlidir (Rudin 1976).

Teorem 2.2.19 (Montel Teoremi): Analitik fonksiyonlarin her yerel sinirli ailesi
normaldir (Duren 1983).

Ornegin; F={z":z€U, n=1,2..} ve E={z/n:zeC, n=12.} aileleri normaldir.

Montel teoreminin terside dogrudur, yani her normal aile yerel sinirlidir. Normal ailedeki
fonksiyonlar i¢in her kompakt alt kiime {izerinde noktasal yakinsama ayni zamanda

diizgiin yakinsamadir. Bunu ifade eden en 6nemli teorem Vitali teoremidir.

Teorem 2.2.20 (Vitali Teoremi): f, fonksiyonlar1 S < C bdlgesinde analitik ve yerel

sinirli olsunlar. Eger (fn) dizisi S de bir kapanig noktasina sahip bir kiimenin her
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noktasinda yakinsak ise ( fn) dizisi S nin her kompakt alt kiimesinde diizgiin yakinsaktir

(Duren 1983).

Bizi birim diskte ¢alismaya sevk eden ve 1851 yilinda Riemann tarafindan verilen

asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2.2.21 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her

D < C (D # C) basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski tizerine resmedilir.
Ayrica, z, € D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,) >0 sartlarin1 saglayan ve D yi U

birim diski iizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir (Duren 1983).
2.3. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Analitik olarak, bir inivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik olarak
da basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Hem analitik hem de tinivalent fonksiyon ise
basit baglantili bolgeleri basit baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann doniisiim
teoremine gore, C den farkli herhangi iki basit baglantili bolge konform olarak denk

oldugundan keyfi bolgelerde tanimli f analitik fonksiyonu yerine U da tanimli analitik

fonksiyonlarla igslem yapilacaktir. f(0)=0, f’(0)=1 sartlarin1 saglayan

1‘(z)=z+§:anzn (ze) (2.2)

bi¢imindeki fonksiyona normalize edilmis analitik fonksiyon denir.

Univalent fonksiyonlar teorisinde énemli olan ve ¢alismamizda kullanacagimiz bazi

temel fonksiyon siiflar
A:{f :Vz e U iginf —analitik ve f (z) = Z+Zanz“, f(0)= f’(O)—le},
n=2

S={f eA:vzeUicinf —univalent},

Zz{f V¢ el iginf(;):§+iak§‘k meromorffonksiyon}

k=0
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%, :{f V¢ eU igin g(g):§+ibkcj’k meromorf fonksiyon}
k=1

seklinde siralanabilir.

S ve X siniflarina ait bazi fonksiyon ornekleri asagida verilmistir:

(i) w=f(z)=z(1-2)" fonksiyonu U birim diskini {w=u-+iv:Rw>-1/2} kiimesine
resmeder.
(i) f(z)=2z(-2*)" fonksiyonu U birim diskini C—{(-o0,~1/2](1/2,0]} bolgesi

lizerine resmeder.
(iii) f(z)=%logG+—zj fonksiyonu U birim diskini {%< Im(z)<%} sonsuz seridi
—Z

uzerine resmeder.

(iv) f(z)=2z(1-2) Koebe fonksiyonu U birim diskini C—(-o0,—1/4] kiimesi iizerine

2
resmeder. Bu, f(z) = —°— :1(1”j _1 bigiminde yazilarak ve 2% nin U birim
Q-2 4\1-z 4 1

diskini sag yar1 diizlem tizerine konform olarak resmettigi géz 6niinde tutularak

Refz}>0 ¥ C-(-m,0] ¥ C—(-m,-14]

Sekil 2.1. Birim diskin Koebe fonksiyonu altindaki goriintiisii

biciminde geometrik olarak gosterilebilir.

V) h($)=¢-2 +% fonksiyonu U” bolgesini C—[—4,0] kiimesi lizerine resmeder.
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S sinifi toplama islemine gore kapali degildir. Ornegin;

z z
f(z)=— ve f,(2)=——
()= ve R=ry,
fonksiyonlar1 S sinifina ait olmasina ragmen
1 1
f(2)=——= ve f)(2)=———
1(2) 1-2) 2(2) (L+iz)°
tiirevlerinden
2-2(1-i)z

MO ROy Gy

elde edilir. Buradan z=l%leIU noktasinda f(z)+ f,(z) =0 oldugu goriliir. Buda

gosterirki f+g ¢S dir.

Bununla birlikte S simifindaki bir¢ok ozellik bazi dontisiimler altinda korunur. Bu

dontigiimler agsagidaki teoremle ifade edilmistir.

Teorem 2.3.1: f €S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur (Duren 1983):

(i) Eslenik alma: g(z)= f(Z)=z+a,z*+... ise, g e S dir.

(if) Dondiirme (Rotasyon): 8€R olmak tizere

9(2)=e"f(e"z)=z+ iane‘(”’l)‘gz“, (zel)

n=2
fonksiyonu S smifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilation): 0 <r <1 olmak iizere
g(z)=r*f(rz)=z+) ar"'z", (zel)
n=2

fonksiyonu S smifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, € U olmak iizere

Z+7y |
()
|z, F'(z,)

., (zel)

9(2) =

fonksiyonu S smifina aittir.
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(v) Deger bolgesi doniisiimii: y fonksiyonu f(U) da tinivalent ve y(0)=0, y'(0)=1
sartin1 gergekleyen bir fonksiyon ise o f €S dir.

(vi) Cikarilmig deger doniigimii: w¢ f (U) olsun. Bu durumda

__ @ _
g(Z) - 1_ f(Z)/W’ (Z U)

fonksiyonu S smifina aittir.

(vii) n. kok donisiimii: Eger n=2,3,... ise

9(z)=4f(z") =12 +%z”+l +2—r1]2(2na3 —(n-)a2)z""*+.., (zel)

fonksiyonu S smifina aittir.

Tanmm 23.2: U birim diskinde p(0)=1 Rp(z)>0 sartlarim1 saglayan

p(z)=1+ chzn seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory sinifi veya
n=1

P smifi denir (Duren 1983).

Ornegin; p(z)=(+2)/(1-2),z€U fonksiyonu P sinifina ait olup, U birim diskini
sag yari diizlem lizerine resmeden bir konform doniigiimdiir. Ayrica P sinifina ait bir
fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmez. Ornegin; f(z)=1+z" fonksiyonu P sinifina

ait olmasina ragmen n € N, N> 2 i¢in iinivalent degildir.

Tamm 2.3.3: U birim diskinde #(0)=0 ve |¢(z)|<1 sartlari saglayan analitik

fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Schwarz fonksiyonlarinin sinifi denir ve € ile

gosterilir (Graham and Kohr 2003).

Bunlarin yani sira, P smifi ile Schwarz fonksiyonlari arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:

1+4(2)
1-¢(z)°

p(2)eP <= p(2)= #2) Q2
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Simdi {nivalent fonksiyonlar teorisinde onemli bir yere sahip olan subordinasyon

kavramini verelim.

Tamm 2.3.4: f ve g fonksiyonlart U birim diskinde iki analitik fonksiyon olsun.
VzeU igin f(z)=9(w(z)) olacak sekilde bir e Q fonksiyonu varsa, f fonksiyonu
U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir. Eger g tinivalent ise

f<g < f(0)=9(0) ve f(U)<g(U) olmasidir (Duren 1983).

f nin g ye subordinasyonundan anlasilacak sey asagidaki sekille izah edilmistir.

Sekil 2.2. f < g Subordinasyonu

Ormegin; U da analitik olan f(z)=1+z ve g(2) _lvz fonksiyonlarini goz Oniine
-7

alahm. f nin U da g ye subordine olmasi i¢in VzeU igin f(z)=g(@(z)) olacak

sekilde bir w € Q fonksiyonunun varhigini géstermeliyiz. Boylece,

F(2) = g(o(@) =1+ 2= 72D =2
1-w(z) Z+2
bulunur. @(0)=0 ve |a(z)| = _Z < <1 olup weQ dir. Dolayisiyla f < g dir.
z+2| |z+2|

Ayrica @ lnivalent oldugundan f(0)=g(0) ve f(U)< g(U) dur. Bu durum asagidaki
sekilde acik olarak goriilebilir.
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Sekil 2.3. 1+2 < =12

1-z

Teorik olarak subordinasyonun buradaki anlami, &zelliklerini bilmedigimiz bir

fonksiyonu 6zelligi bilinen bir fonksiyon yardimiyla incelemektir.

Subordinasyon prensibi: Eger f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve {inivalent,
g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon ve ayrica g(0)= f(0),
g(U)c f(U) ise bu durumda WU, diskinde her r<1 icgin |g'(0)|<|f'(0)| ve

g(U,) < f(U,) dir (Duren 1983).

Ozellikle, eger f < g ise
max| f (z)| <max|g(z)|, (re(0,1)

|z]<r |z]<r
yazilir. Ayrica

p(z) e P < p(z)<i+—z

ve
#)(2)eQ = @(z) <2

olmasidir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu baslik altinda tezde kullanilan temel kavramlardan bahsedilmistir.
Bunlardan bahsederken Geometrik Fonksiyonlar Teorisine dnemli
katkilart1 olmus matematik¢iler ve onlarin bu katkilarindan soz

etmemek haksizlik olur. Bunlardan, hakkinda ilk s6z edecegimiz

1893-1968 yillar1 arasinda yagsamis Charles Loewner dir.

Loewner 1923 yilinda, diizlemde birim diski bir yayin tiimleyeni iizerine doniistiiren
fonksiyonlardan yola ¢ikarak single-slit doniisiimlerin nemini ortaya ¢ikarmistir. Single-
slit dondstimlerin timii S sinifinda yogun olduklarindan dolay1, Caratheodory
yakinsaklik teoreminin, single-slit doniisiimlerde, 6zellikle bu doniistimlerin parametrik
temsillerinin olusturulmasinda 6nemli bir rolii vardir. Ayrica Loewner’in diger bir onemli
calismasi da biitiin single-slit doniisiimleri iceren S nin yogun bir alt sinifinda bir
parametrik temsil ile verilen fonksiyonlar i¢in bir diferensiyel denklem kurmasi olmustur.
Bu denklem diger yontemlerle kolaylikla elde edilemeyen kesin esitsizlikleri daha kolay
gostermek igin énemli bir aragtir. Ozellikle 1985 yilinda iinlii Bieberbach tahmininin
ispatinda merkezi bir rol oynadigi da bilinen bir gercektir. Kullanilan bu metot literatiirde
Loewner metodu olarak bilinmektedir. Kufarev (1947) Loewner diferensiyel denkleminin
daha genel bir halini ve Pommerenke (1965) Loewner zincirler metodunu tanimlayarak
verilen bir fonksiyonun inivalentliginin incelenmesinde, temel olarak Loewner

diferensiyel denklemini iceren dnemli bir teorem vermistir.

3.1. Caratheodory Yakinsakhk Teoremi

D,, D,,... bolgeleri C kompleks diizlemde orijini igeren C den farkli basit baglantili

bdlgelerin bir dizisi olsun. Ayrica w= f_(z) fonksiyonu f (0)=0 ve f'(0)>0 olacak
bigimde U birim diskini D, iizerine konform olarak donistiirsiin. Carathedory

yakinsaklik teoremi, f, fonksiyon dizilerinin analitik davranisi ile bunlarin D, deger



26

kiimelerinin geometrik davranigi arasinda bir baglant1 kurar. Teorem, D, bdlgelerinin

olusturdugu dizinin yakinsaklig1 ile alakalidir. Burada iki durum vardir. Ilk olarak,

orijinin D, bdlgelerinin arakesitinin bir i¢ noktasi oldugunu kabul edelim. Bu durumda
{D,} dizisinin ¢ekirdegi orijini ihtiva eden en biiyiikk D bolgesidir. Ayrica D nin her
kompakt alt kiimesi D, bolgelerinin sonlu sayidaki bolgesinde olacaktir. Son olarak, eger
orijin D, bolgelerinin bir i¢ noktasi degilse {D,} dizisinin ¢ekirdegi D ={0} dir. {D,}
dizisinin her alt dizisi ayni ¢ekirdege sahipse, bu durumda {D,} dizisi bu dizinin

¢ekirdegi olan D ye yakinsaktir denir.

Teorem 3.1.1 (Caratheodory yakinsaklik teoremi): {D.}, n=12.. igin

0eDcC(D#C) olacak sekilde basit baglantili bolgelerin bir dizisi olsun. f

fonksiyonlar1 da f (0)=0, f.'(0)>0 sartlari aluinda U birim diskini D, {izerine
konform olarak doniistiirsiin. Ayrica D de {D,} dizisinin ¢ekirdegi olsun. Bu durumda
U diskinin her kompakt alt kiimesinde f, — f yakinsamasinin diizgiin olmasi igin gerek
ve yeterli sart D, — D #C olmasidir. Burada yakinsamanin iki farkli durumu vardir.
Eger D={0} ise bu durumda f =0 dir. Eger D=#{0} ise bu durumda da D basit
baglantili bir bolgedir. Ayrica f :TU— D konform bir déniisim ve D nin her kompakt

alt kiimesinde f * — f ' yakinsamasi diizgiindiir (Graham and Kohr 2003).

3.2. Slit Doniisiimlerin Parametrik Temsili

Slit doniisiim, bir bolgeyi Jordan yaylarimin bir kiimesi ¢ikarilmis kompleks diizlem
tizerine konform olarak resmeden bir dontisiimdiir. Single-slit doniisiim ise goriintii
kiimesi bir Jordan yayinin tiimleyeni olan bir slit doniisiimdiir. Burada temel olarak U
birim diski iizerinde tanimlanmig single-slit doniisiimlerle ilgilenilecektir. Loewner
yontemi single-slit doniisiimlerin S siifinda yogun olma diisiincesine dayanmaktadir.

Bagka bir ifadeyle S smifindaki her fonksiyon, single-slit doniisiimlerle U diskinin
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kompakt alt kiimeleri iizerinde f €S fonksiyonuna diizgiin olarak yaklastirilabilir.

Asagidaki teorem bu diisiinceyi tam olarak ifade eder.

Teorem 3.2.1: Her f € S fonksiyonu i¢in U nun her kompakt alt kiimesinde f, — f

diizgiin yakinsayan f, € S single-slit doniisiimlerin bir dizisi vardir (Duren 1983).

Loewner teoride 6nemli bir yere sahip olan single-slit doniisiimlerin Loewner (yada

parametrik) temsili asagidaki gibidir.

f €S fonksiyonu U birim diskini sonlu bir w, noktasindan sonsuzluga uzanan T’
Jordan yaymin tiimleyeni olan D bolgesi tizerine doniistiirsiin. 0<t<T olmak tizere
w = (t) fonksiyonu, s =t i¢cin w(0) =w, ve w(S) # w(t) sartlartile T" egrisinin siirekli
bir parametrik temsili olsun. T',, T’ nin w/(t) den o a kadar olan kismi ve D, de I', nin

timleyeni olsun. Bu takdirde eger s<t ise D, c D, ve D, =D olur.

Sekil 3.1. I, Jordan yay1

Diger bir taraftan

9(z.t) =AM {z+b,(t)2° +b, ()2 +...},
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g(0,t)=0 ve g'(0,t)=p(t) >0 sartlarim saglayan ve U birim diskini D, fiizerine
konform olarak doéniistiiren bir fonksiyon olsun. g fonksiyonunun Taylor katsayilarinin

timi, Cauchy formiilii ve Caratheodory yakinsama teoreminde gosterildigi gibi t nin

siirekli fonksiyonlaridir. Ozellikle A(t) siirekli bir fonksiyondur. Ayrica g(z,0) = f(2)
oldugundan f(0)=1 olacagi agiktir. Schwarz teoreminin degisik bir yorumu olan
subordinasyon prensibinden /(t) nin kesin olarak artan oldugu goriiliir. Ciinkii s <t ise
D,cD, (D,#D,) oldugundan subordinasyonun tammindan her zeU igin
0(z,5)=9g(¢(2),t) olacak sekilde bir ¢(0)=0 ve |p(z)|<1 sartlarmi saglayan
¢:U—->U fonksiyonu vardir. Burada ¢ bir Schwarz fonksiyonu oldugundan
subordinasyon prensibinden |¢'(0)| <1 ve |¢(z)|<|z| (burada kesin esitsizliginin
olmasiin sebebi D, # D, olmasindan dolayidir) esitsizlikleri saglanir. Boylece
B(s)=9'(0,5) =¢'(0)9'(¢(0).t) =¢'(0)g'(0,1) < g'(0.1) = (1)

elde edilir. Burada ¢'(0) <1 oldugu kullanildi. Ciinkii g'(0,s) = A(S) >0 oldugundan
#¢'(0) >0 dir. Sonug olarak A(t) nin kesin olarak artan oldugu goriiliir. Béylece T’
egrisinin parametrik temsili 0<t<T olmak iizere S(t)=€' olarak yeniden segilebilir.
Bunu gormek icin W=7 (S)=w(o(s)) ifadesi ' nin yeni bir parametrizasyonu,
(s) = B(o(s)) verilen bir bas katsayis1 olsun. Bu takdirde eger o(s)=4"(e*) olarak
secilirse S(s)=e® olur. Parametrik temsilin bu secimi ile son nokta olan T sonsuz

olmalidir. Bu durum, asagidaki ifadeden daha kolay bir bigimde anlasilabilir. M pozitif
bir say1 olsun. Bu takdirde T, yeteri kadar T ye yakin tiim t degerleri i¢in [wj=M

¢emberinin tamamiyla disinda kalir. Maksimum modiil teoreminden

1
<—, (zeU
—. (eD)

z
9(z.1)
esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Ozellikle T ye yeteri kadar yakin tiim t degerleri icin

M <|g’(0,t)| =€

yazilir. M keyfi oldugundan t —>T iken €' — oo oldugunu gosterir. Boylece T = oo

olur.
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Ozet olarak, ¢ikarilmis T yay1 icin W= (t) parametrik temsili

g(z,t):e‘{z+ibn(t)z”}, (0<t <) (3.1)

bigiminde se¢ilir. Buna I’ nin standart parametrizasyonu denir. Burada her b, (t)

katsayist t nin  siirekli  bir fonksiyonudur. Simdi U  birim diskini,

IU—{IU nun smirindan uzanan bir yay} kiimesine konform olarak doniistiiren

L(z,t)=g7'(f(2),t)=¢™ {z +ian(t)z”}, (0<t<w) (3.2)

fonksiyonunu g6z oniine alalim. Ayrica L(z,0) =z bir 6zdeslik fonksiyonudur. Her bir
a,(t) katsayisi, b,(t),...,b,(t) nin bir polinom fonksiyonudur. Boylece a,(t) de sirekli
bir fonksiyondur. Dolayisiyla t — oo iken

e'L(z,t) > f(2)=z+a,2° +a,2° +...
yakinsamasimin U birim diskinin kompakt her alt kiimesi tizerinde diizgiin oldugu ve

bunun da a,(t) — a, olmasini gerektirecegi goriilebilir.

Simdi S simifindaki single-slit doniisiimler i¢in yapisal bir formiil saglayan Loewner

yontemi i¢in temel olusturan asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2.2: LeS ve I' Jordan yayir ¢ikarilmis bir single-slit donilisiim olsun.

0 <t <ooolmak lizere W=/(t), ' nin standart parametrizasyonu ve L(z,t) de (3.2) deki

gibi tanmimlanmis olsun. Bu takdirde L(z,t) fonksiyonu
1+xL(z,t)

oL(z,t) _
B S RS WPy (33)

diferensiyel denklemini saglar. Burada x=x(t), 0<t<oo olmak iizere |x(t)=1

esitligini saglayan kompleks degerli siirekli bir fonksiyondur. Ayrica, U birim diskinin

kompakt her alt kiimesi iizerinde

!Lrg e'L(z,t)= f(2) (3.4)

yakinsamasi diizgiindiir (Duren 1983).
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Yukarida verilen (3.3) diferensiyel denklemi Loewner adi diferensiyel denklemi olarak
bilinmektedir. Daha sonra Kufarev (1943), (3.3) denklemini daha genel olarak p e P

olmak lizere

5'—((;’0 =-L(z,t)p(L(z,1),t)

bi¢giminde vermistir.
3.3. Subordinasyon ve Loewner Zincirleri

Bu boliimde ilk olarak Loewner zincirlerini diger bir ifadeyle tinivalent subordinasyon
zincirlerini tanimlayarak, bunlarin bazi1 6zelliklerini verecegiz. Bu konuda ilk calisma

1965 yilinda Pommerenke tarafindan verilmistir.

Kompleks analizde onemli c¢aligmalariyla tanman Christian
Pommerenke, 17 Aralik 1933 yilinda Copenhagen da dogmustur.
1954-1958 yillarinda Goéttingen  Universitesinde ~ dgrenim
gormils, 1957 yilinda doktorasini tamamlamistir. 1958-1964
yillart arasinda asistan, 1961-1962 yillar1 arasinda Michigan

Universitesinde yardimci dogent, 1962-1963 yillar1 arasinda
Harvard Universitesinde misafir gretim iiyesi, 1967 yilindan itibaren ise Berlin Teknik

Universitesinde profesdr olarak gdrev yapmustir.

Loewner zincirler teorisinde, eger L fonksiyonu U da analitik ve ayn1 zamanda baska

L(z
bir degiskene de (reel) bagh bir fonksiyon ise Z €U olmak iizere % kismi tiirevi

kisalik olmasi agisindan L'(z,t) olarak gosterilir. Bu tezde de yukaridaki kismi tiirev

gosterimi yerine L'(z,t) gosterimi tercih edilmistir.

Tamm 3.3.1: L:TUx[0,00) > C fonksiyonu verilsin. Eger, L(z,t) fonksiyonu i¢in

(i) L(z,t) fonksiyonu U da analitik,
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(i) Her t>0 icin L'(0,t) (L'(0,t)=0) siirekli bir fonksiyon,

L'(0,t)| kesin artan ve
t — oo iken L'(0,t) — oo,

(ili) Her zeU ve 0<s<t<w igin L(z,s) < L(z,t)

sartlar1 saglaniyorsa L(z,t) fonksiyonuna subordinasyon zinciri denir (Graham and Kohr

2003).

Burada, L(z,s) < L(z,t), 0<s<t<oo subordinasyonunun anlami sudur:
L(z,s)=L(v(z,s,1),t), (zeU, 0<s<t<m) (3.5)
olacak sekilde v=0v(z,s,t) Schwarz fonksiyonlarinin bir ailesinin var olmasidir.
Buradaki v =uv(z,s,t) fonksiyonuna subordinasyon zinciri igin gegis fonksiyonu denir.
Eger her t>0 i¢in L(z,t) fonksiyonu U da iinivalent ise bu durumda L(z,t)
subordinasyon zincirine Loewner zinciri (iinivalent subordinasyon zinciri) denir. Burada
L(0,t)=0, L'(0,t)=¢", t=>0 sartlarina L(z,1) subordinasyon  zincirinin
normallestirme sartlar1 denir. Tamim 3.3.1 den acgiktir ki L(z,t) fonksiyonu,

subordinasyon zinciri olmasi durumunda t>0 i¢in U da,
L(z.t) =D a,(t)z" =a,(t) +a,(t)z+a,(t)z* +.. (3.6)
n=0

seklinde bir agilimina sahiptir. Bu seri genel subordinasyon zinciri olarak adlandirilir.
Ayrica normallestirme sartlar1 altinda genel subordinasyon zinciri
L(z,t)=e'z+a,(t)z* +...

seklinde olur. Buna standart subordinasyon zinciri denir.

t

Z _ , L
—— fonksiyonu bir Loewner zinciridir.

Omegin; L(z,t) = (1e )

L(z,t) Loewner zinciri igin, L, fonksiyonu L, = L(z,t) seklinde tanimlanan bir tinivalent
fonksiyon olsun. Bu Loewner zincirini, U da inivalent fonksiyonlarin {L } .,

parametrelenmis bir ailesi olarak diislinebiliriz. Burada L, ilk eleman ve t — o iken
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fonksiyonlarin goriintiileri de kompleks diizleme dogru genisler. Ayrica L(z,t) bir
Loewner zinciri ise VzeU ve 0<s<t<o i¢in L(z,5s)=L(v(z,s,t),t) olacak sekilde
tek bir v=0(z,s,t) Schwarz fonksiyonlarinin ailesi vardir. Normallestirme sartlari
altinda 0<s<t<oo i¢gin v'(0,s,t) =€*" yazilir. Bunun yani sira L, ve L, fonksiyonlart
U da tnivalent olduklarindan, o©(z,s,t) gecis fonksiyonu da U da iinivalenttir.
Yukarida verilenlerden L(z,t) subordinasyon zincirinin v=uv(z,s,t) gecis fonksiyonu

asagidaki ozelliklere sahiptir:

(i) o(z,s,t) tnivalent ve v(0,s,t) =0,
(i) Her zeU igin |u(z,s,t)|<|z| ve V'(0,s,t) =€,
(ili) Her zeU i¢in v(z,s,S) =z,

(iv) Eger s<t<u ise VzeU i¢in v(z,s,u) =v(v(z,51),t,u).

Asagidaki esitsizlikler, Loewner (normallestirilmis) zincirinin, t ye gore yerel Lipschitz
stirekli ve z ye gore ise yerel diizgiin siirekli oldugunu gostermek agisindan oldukca

kullanighdir.

Lemma 3.3.2: Eger L(z,t) bir Loewner zinciri ise bu durumda asagidaki esitsizlikler

saglanir (Graham and Kohr 2003):

e' i <|L(z,t)|<e' 12 ~, (zeU,t>0) (Growth) (3.7

(1+]2) (112"

ol 1—|Z|3S|Lr(z't)|§etiz|3, (zeU,t>0) (Distortion) (3.8)
(1+]2]) (2-[2])
87

|L(z,t)—L(z,9)|< (e'—€°), (zeU,0<s<t <o) (3.9)

(L)

Teorem 3.3.3: S sinifindaki her f fonksiyonu igin U diskinde L(z,0)= f(z) olacak

sekilde bir Loewner zinciri vardir (Graham and Kohr 2003).
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Teorem 3.3.4: Loewner zincirlerinin her {L,(z,t)} dizisinin bir alt dizisi, t>0 i¢in U

birim diskinde bir Loewner zincirine yerel diizgiin yakinsar (Graham and Kohr 2003).
3.4. Loewner Diferensiyel Denklemi

Bu kesimde Loewner teorisinin ana unsurlarindan biri olan Loewner diferensiyel
denklemini tanitacagiz. Bu denklemin iki farkli bi¢imi vardir, bunlardan biri Loewner
zincirine digeri de gecis fonksiyonuna baghidir. Bu denklemlerin her ikiside t
parametresine bagli P sinifina ait bir fonksiyonu igerir. Aslinda Loewner zinciri bir tiirli

genislemeyi temsil eder.

Teorem 3.4.1: w(z,t) fonksiyonu t€[0,1] igin @(0,t)=0 sartiyla U da analitik bir
fonksiyon olsun. Ayrica |z|<1,0<t<1 i¢in |@(z,t)]<1 ve |z|<1 i¢in ®(z,0)=z

oldugunu kabul edelim. p pozitif bir say1 olmak iizere eger

o(2) = |im{w}

t—0 AL
limiti var, U da analitik ve R@(0) =0 ise bu durumda |z|<1 i¢in Rw(z)<0 dir

(Graham and Kohr 2003).

Bir sonraki teoreme ge¢meden bu teoremde gegen Olgiilebilir fonksiyon kavrami
hakkinda kisaca bilgi verelim. ¥ bos olmayan bir kiime ve B de bu kiimenin alt

kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger B ailesi i¢in

(i) ¥eB

(i) Be B= B' € B (B', B nin timleyeni)

(iii) Her ieN icin B eB=UB B
i=1

sartlar saglaniyorsa, 3 ye W iizerinde bir o —cebiri denir. (W, B) ikilisine olgiilebilir

uzay, I3 deki herbir kiimeye ise o — olgiilebilir (veya kisaca olgiilebilir) kiime denir. ‘¥
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olgiilebilir bir kiime ve f (X) de bu kiimede tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger
f yi K gibi bir reel sayidan biiyiik yapan X noktasinin kiimesi olgiilebilirse, yani
{xe¥:f(x)>K}

kiimesi Olglilebilirse f ye bu kiimede 6lglilebilir fonksiyon denir.

Teorem 3.4.2: p(z,t) fonksiyonu her t>0 ve her ze U igin P smifina ait olgiilebilir

bir fonksiyon olsun. O halde her ze U ve $>0 igin,

%:—up(z),t), t>s, v(z,s,5) =1z, (3.10)

sinir deger problemi, v(t) =uv(z,s,t)=e""'z+... bigiminde tek bir yerel mutlak siirekli
¢oziime sahiptir. Bunun yani sira ze U ve $>0 i¢in, v(z,s,t) fonksiyonu z ye gore
yerel dizgin siirekli, t>s i¢in ise Lipschitz siireklidir. ©(z,s,t) fonksiyonlart
0<s<t<w igin tinivalent Schwarz fonksiyonlaridir ve her $>0 i¢in U birim diskinde

L(z,s) =!imetu(z,s,t)
yerel diizgiin limiti vardir. Ayrica, L(z,S) tnivalent ve her zeU, 0<s<t<o igin
L(v(z,s,t),t) = L(z,s) dir. Boylece (3.10) ile verilen L:TUx[0,50)— C fonksiyonu bir

Loewner zinciridir ve her z e U igin

oL(z,t)
ot

diferensiyel denklemini saglar (Graham and Kohr 2003).

= p(z,t)zL'(z,t), (t=>0) (3.11)

Burada (3.11) ile tanimlanan diferensiyel denkleme Loewner kismi diferensiyel denklemi

veya kisaca Loewner diferensiyel denklemi denir.

Teorem 3.4.3: t>0 olmak iizere L:Ux[0,00)—C fonksiyonu, L(0,t)=0 ve

L'(0,t) =e' sartlarin1 saglasin. L(z,t) nin bir Loewner zinciri olmas icin gerekli ve

yeterli sart
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(i) Her t>0 i¢in L(z,t) fonksiyonu U, diskinde analitik, yerel mutlak siirekli; z€ U, ye
gore yerel diizgiin stirekli ve

IL(z,t)|<Me', (|z7]<r,t=0) (3.12)
olacak sekilde r €(0,1) ile M >0 sabiti vardir.
(if) VzeU igin [O, oo) aralig1 tizerinde 6lgiilebilir ve her z € U, igin

@y _ 2L'(z,t)p(z,t), (t=0) (3.13)

Loewner diferensiyel denklemini saglayan her t>0 igin p(z,t)eP olacak sekilde

p(z,t) fonksiyonu vardir (Pommerenke 1965, 1975; Graham and Kohr 2003).

Standart subordinasyon zinciri i¢in verilen bu teorem genel subordinasyon zinciri i¢in

asagidaki bigimdedir.

Teorem 3.4.4 (Pommerenke Teoremi): Her t>0 i¢in L(z,t)=a(t)z+a,(t)z*+...

fonksiyonu U, diskinde bir analitik fonksiyon olsun. Eger,

(i) L(z,t) fonksiyonu, t €[0,) da yerel mutlak siirekli, ze€ U, ye gore yerel diizgiin
siirekli,
(ii) a(t) fonksiyonu [0,o0) araligi iizerinde

a,(t) =0, !Lrg|a1(t)| =0
sartlarin saglayan kompleks degerli siirekli bir fonksiyon ve {L(z,t)/a,(t)} _, ifadesi U,
de bir normal aile,
(iii) Her ze U, ve t>0 i¢in Rp(z,t) >0 olacak sekilde

z

oL(z,t) oL(z,t)
oz =Py ot

diferensiyel denklemini saglayan bir p:Ux[0,00) — C fonksiyonu var ise bu durumda

(3.14)

t>0 i¢in L(z,t) fonksiyonu U birim diskinde bir analitik ve tinivalent genislemeye

sahiptir (Pommerenke 1965; Graham and Kohr 2003).
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3.5. Birim Diskte Temel Univalentlik Kriterleri Uzerine Yapilan Ik Calismalar

Gecmisten gilinlimiize kadar bu konu iizerine yapilan énemli ¢aligmalar asagida kisaca

Ozetlenmistir.

Teorem 3.5.1: Eger f fonksiyonu bir D konveks bolgesinde analitik ve Rf'(z) >0 ise
bu durumda f, D de tinivalenttir (Alexander 1915; Noshiro 1934-1935; Warschawski
1935).

Teorem 3.5.2: f € A olsun. Eger her z e U igin

zf ”(z)
@

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Becker 1972).

(1||)

Teorem 3.5.3: f €4 olsun. Ayrica |C| <1, ¢ # -1 sartlarin1 saglayan bir CeC sayisini

g0z Oniine alalim. Eger her z € U igin

zf’ (z)
f'(2) |

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Ahlfors 1974).

c|z| +(1- |z|)

Teorem 3.5.4: fe A olsun. Ayrica, ceC ve s=a+ib, a>0 olacak sekilde S
kompleks sayis1 verilsin. Eger

_Jals|+(a-1)[s+c|, ae(0,])
R a>1

olacak sekilde her z €U i¢in

2 2 z2f"(2) zf'(z)
clz| +s—a(1—|z| ){S[HW}FG_S)W} <M

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Ruscheweyh 1976).
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Teorem 3.5.5: f € A ve p e P fonksiyonlar verilsin. Eger her z €U i¢in

p@-1e |, |)[zf @, @ j‘g

p(z)+1 f'(z) p(2)+1

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Lewandovski 1981).

Ik defa Pascu (1987) bir integral operatdrii icin Becker’in kriterinin genellestirmesini

Loewner metodu (subordinasyon zincirleri) kullanarak asagidaki gibi vermistir.

Teorem 3.5.6: f € A ve R(a) >0 sart1 alinda o € C sayisi verilsin. Eger VZ €U igin

#'(2)| _,
ol

2R ()

1-J¢]
R(x)

esitsizligi saglanirsa,

z Ya
F.(2)= [a Juet '(u)du]

0

seklinde tanimlanan F, integral operatorii U da tinivalenttir (Pascu 1987).

Kompleks analizin temel araglarindan biri de bir analitik fonksiyonun Schwarz tiirevidir.
Schwarz tiirevi, ilk defa 1876 yilinda H. A. Schwarz’in dairesel yaylar ile sinirlandirilmis
cokgenler yardimiyla, konform doniisiimler icin Schwarz-Christoffel doniistimiinii
genellestirmek amaciyla yaptig1 bir arastirmanin sonucunda ortaya ¢ikmistir. Bir analitik

ve yerel tinivalent f fonksiyonu igin Schwarz tiirevi

S,(2)= 12)) 1 @) " 3(t'@Y
f'(z) f'(z) ) f'(z) 2\ f'(2)

biciminde tanimlanir. Bu operator Mobius doniisiimlerini karakterize eder. Yani

S, (z) =0 olmast i¢in gerekli ve yeterli sart f =T olmasidir. Burada T,

T(z )_a2+b, ad-bc#0
z+d

bi¢iminde verilen bir Mdbius doniisiimiidiir. T herhangi bir Mobius doniisimii ise

S;.;(2) =S, (2) esitligi yazilir. Burada =" bilinen bileske islemidir. Eger g, f ile
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bileskesi f og bi¢iminde verilen herhangi bir yerel iinivalent ve analitik fonksiyon ise

bu durumda
Si.e =(S¢°09)(@) +S,

esitligi yazilir.

Becker’in tinivalentlik kriteri kadar onemli bir diger kriter de yukarida ifade edilen
Schwarz tiirevini igeren Ve ilk defa 1949 yilinda Nehari tarafindan verilen kriterdir. Onun

anisina bu kritere Nehari kriteri denmektedir.

Teorem 3.5.7: f €. A olsun. Eger her z €U igin

A—|[)?
%\sf (2)|<1

esitsizligi saglanmirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Nehari 1949).

Teorem 3.5.8: f,ge A fonksiyonlar1 U birim diskinde yerel tinivalent fonksiyonlar
olsunlar. Ayrica S, (z) ve S (z) desirasiyla f ve g fonksiyonlarmin Schwarz tiirevleri

olmak iizere, eger her ze U i¢in

%(1‘|Z|2)2(5f(Z)—Sg(Z))+(1—|z|2)73,"((22)) <1

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Epstein 1987; Pommerenke 1986).

Teorem 3.5.9: f,ge A fonksiyonlar1 U birim diskinde yerel tinivalent fonksiyonlar

olsun. Ayrica U da Rh(z) >1/2 sartin1 saglayan h analitik fonksiyonu verilsin. Eger her

Z€U igin,
h(z)-1, 2 2| zh'(z2) z9"(2) | 1 2.5 Z
v 2| -] ){ R }5(1—|z|) %h(z)[Sf(z)—Sg(z)] <1

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Wesolowski 1988).
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Teorem 3.5.10: f e A ve R(x)>12 olacak sekilde o€ C olsun. Ayrica g ve h
fonksiyonlart da U birim diskinde swrasiyla g(z)=1+bz+... ve h(z)=c,+cz+...

bigiminde tanimlanan analitik fonksiyonlar olsunlar. Eger her z €U igin
(4
a 9(2)
ve

(1&_1j|2|4 + 221 f F—a) f@h2) , 1 F@h’(2) , g'@Dh(2) _h,(z)}
@ 9(2) «’ f@ @ 9@ 9@

<[

+zl7 (l—|z|2) =9 f'(z) 2 T'(9)h(z)  9'(2)
a () a 92 9(2)

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Tudor 2007).

1972 yilinda Ozaki ve Nunokawa yaptiklari calismada, temelde Nehari’nin {inivalentlik
kriterine ve dolayisiyla Schwarz tiirevine dayanan ve bu alanda temel teskil eden

teoremlerden biri olan asagidaki teoremi vermislerdir.

Teorem 3.5.11: f € A olsun. Eger her z€ U igin

2*f'(2) <1
f2(2) |

esitsizligi saglanmirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Ozaki and Nunokawa 1972).

Teorem 3.5.12: f € 4 ve meR, olsun. Eger her ze€ U igin

2¢70
(z f (z)_l]_m—1|< m+1

f2(2) 2 | 2
ve
sz'(Z) _1 _ m—1|z|m+1 < m+1|z|m+l
f2(2) 2 2

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Raducanu et al. 2004).
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Teorem 3.5.13: f € 4 ve R(a) >0 olacak sekilde o € C olsun. Eger her z € U\{0}
2
2°f'(2) -1
f2(z)
2¢7 " 1— 2a 2¢7
2@ e, A (210
f°(2) a f°(2)

+(1_|Z|Za) Kzzf'(z) 4}(1-@(%—1)} <1

a2|z|2a f 2(2)

i¢in

ve

esitsizlikleri saglanirsa

z Y
F (2)= [a fuers ’(u)duj

0

seklinde tanimli F, integral operatorii U da tinivalenttir (Tudor 2008).

1969 yilinda Goluzin digerlerinden farkli bir metod izleyerek asagidaki kriteri vermistir.

Teorem 3.5.14: f € A olsun. Eger her ze€ U igin

z d Iog[zzf’(z)J‘< i

dz @) ) 1|

esitsizligi saglamirsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Goluzin 1969).

Teorem 3.5.15: f e A ve R(a)>1/2 olacak sekilde a € C verilsin. Eger her zeU

i¢in

<|2f

f(2) f2(2)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu U da {inivalenttir (Radducanu 2004).

1—_a{1_(1_|z|2) zf ’(z)}r (1—|z|2)zdiI09[Zz f r(z)j
a z
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Teorem 3.5.16: f e.A4 olsun. Ayrica «, f,ceR ve meR, olmak iizere a <0,

-l<c<m-a(m+1), ‘ﬂ—mT-i_l < mTH' sartlar1 saglanmis olsun. Eger her z € U i¢in
RE'(2) > ——_|t'(2)f, (c<m)
a(m+1)

ve

2@ #'@)  m-1_m+l
‘(,B 1) + 5 |£ 5

f(2) f'(2)-a

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U da tinivalenttir (Deniz and Orhan 2011).

Teorem 3.5.17: f e A ve aeC, R(x) >0 olsun. U birim diskinde g(z)=1+a,z+...

analitik fonksiyonunu géz niine alalim. Eger her z e U\{0} igin

‘E—(a+1) <Ja+]

9(2)

ve

<1

310y 1 w0
a+1\ g(2) 2a g(2)

esitsizlikleri saglanirsa

. e
F.(2) :[a j uetf '(u)duj

integral operatorii U da analitik ve tinivalenttir (Tudor 2012).

ac—p

Teorem 3.5.18: a, #,c€C, R(a)>0, |B<R(a+p), R(c)>-1/2 ve
a(1+c)

<1

olsun. feA i¢in U birim diskinde g(z)=1+bz+..., h(z)=c,+c,z+... analitik

fonksiyonlarini géz 6niine alalim. Eger her z € U\ {O} icin

f'(2)
(1+¢)g(2) _J" <

ve
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@ w12 (L a+ B2 (D) | 29'@)
| | 2 + Yij
(1+c)g(z) a+ 1+c  g(2) g(2)

Z2(1‘|Z|2(M))2oc+ﬂf(z)h(z) ¢'()h(2) h(2)
; +(a-)M2 iy <1
(a+p)|7" " [1+c 9(2) 9(2) z J

: Ya
esitsizlikleri saglanirsa F, (z) = (0{ I utf ’(u)duj integral operatorii U da analitik ve
0

tinivalenttir (Tudor 2013).

3.6. Meromorf Fonksiyonlar i¢cin Temel Univalentlik Kriterleri Uzerine Yapilan
Ik Cahsmalar

U kiimesinde tinivalentlik kriterleri ne kadar 6nemli ise U® kiimesinde tinivalentlik
kriterleri de o derece 6nemlidir. Bu konu {izerine yapilan 6nemli ¢aligsmalar tarihsel seyir

icinde asagida kisaca dzetlenmistir.

Teorem 3.6.1: F €X olsun. Eger her £ € U igin

(M| Vs, )<t

esitsizligi saglanirsa F fonksiyonu U™ da tinivalenttir (Nehari 1949).

Teorem 3.6.2: Eger F €X fonksiyonu her £ € U” igin
IF'($)-1<1

esitsizligini sagliyorsa U" da tinivalenttir (Aksent’ev 1958).

Teorem 3.6.3: F €X olsun. Eger her € U igin

2 _py|¢F©)]
(< o8

esitsizligi saglanirsa F fonksiyonu U™ da tinivalenttir (Becker 1973).
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Teorem 3.6.4: F,GeX fonksiyonlart U" da yerel tinivalent fonksiyonlar olsunlar.

Ayrica Sp (&) ve S; (<) de sirasiyla F ve G fonksiyonlarinin Schwarz tiirevleri olmak

lizere, eger her ¢ € U” igin

26 £G"(D)| .
-1 S S -1
(ICI )g( F($)=Ss()+(<T )G(g“)

esitsizligi saglanirsa F fonksiyonu U" da tinivalenttir (Wesolowski 1991).

Teorem 3.6.5: f bir meromorf fonksiyon ve geX olsun. Bu fonksiyonlar U*
kiimesinde yerel {inivalent fonksiyonlar olsunlar. Ayrica U" kiimesinde Rh({)>1/2

sartim1 saglayan h(¢)=1+c,/¢? +... analitik fonksiyonu verilsin. Eger her ¢ € C ve

¢ e U igin,
1-h(&) 2 g _py] €M), ¢t L, £9'©)
‘h(é) T =t ){ ) ) T g'(a}
> ol 1Y) g B
+a(¢] 1) Ehml(“ zj[f,@ g,@] +(S:(0) s@,(c))}<

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu U" da tinivalenttir (Deniz and Orhan 2011).

3.7. Quasikonform Doniisiim ve Quasikonform Genisleme

Diizlemdeki doniisiimlere baktigimizda, en iyi doniislimler goriintiisii konform olan yani
acty1 ve yonil koruyan dontistimlerdir. Birgcok kullanigh 6zellikleri olan bu doniisiimler
gercekte kompleks analitik fonksiyonlardir. Bununla birlikte bir¢cok kisitlamaya da
sahiptirler. Ornegin, bir dikdortgeni baska bir dikdértgen iizerine koseleri kdselere
dontistiirirken farkl bir ac1 orani ile konform olarak déniistiiremeyiz. Buradan kullanigh
Ozelliklerin bazilarin1 koruyarak nasil bir doniisiim elde edebiliriz sorusu ortaya ¢ikar.
Eger acilar1 korumak zorunda oldugumuz doniisiimdeki kisitlamay: hafifletirsek ve
dontlistimiin acilarini ¢ok fazla degistirmek zorunda olmadigimizi belirtirsek, o halde
quasikonform doniisiim olarak adlandirilan bir doniisiim elde etmis oluruz. Quasikonform

doniistim ilk olarak 1928 yilinda H. Grotzsch tarafindan tanimlanmastir.
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Quasikonform doniisiim tanimlanmadan 6nce bazi 6n bilgiler verilmistir.

Tammm 3.7.1 (Homeomorfizm): X ve Y iki topolojik uzay olmak lizere f:X —Y

birebir, Orten, siirekli ve terside siirekli ise f fonksiyonuna bir homeomorfizm denir.

Ornek 3.7.2: R sayilar kiimesi (—1,1) araligma homeomorftur. Gergekten,

f:R—)(—l,l), f(X)zﬁ|X| fonksiyonu siirekli, 1-1, orten ve f nin tersi

f*:(-11) >R, f‘l(x)zl_i|X| de siirekli oldugundan f bir homeomorfizmdir.

f :C— C diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. f (X, y)=u(x,y)+iv(x,y) olmak

tizere f dontsiimiiniin z ve Z ye gore kismi tiirevleri

f, :l(uX +vy)+i(vX —uy)

2 2
f,:l(u -V )+l(v +Uu )
z 2 X y 2 X y

bi¢imindedir.

Tamim 3.7.3 (Genisleme): Bir fonksiyonun bir z noktasindaki genislemesi

141,
D =2 12 >1
IONGEOE

biciminde tanimlanir (Ahlfors 1966).

Geometrik olarak genisleme, f doniigiimii altindaki bir gemberin goriintiisii olan elipsin

biiyiik ekseninin kii¢iik eksenine oranidir.

Ormegin; f(X,y)=(x—-2y,3x+4y) fonksiyonunu goz Oniine alalm. Bu fonksiyon

asagidaki sekilde goriildiigii gibi cemberleri elipslere dontistiiriir.
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Sekil 3.2. Birim diskin f(X,y) =(x—2y, 3x+4y) fonksiyonu altindaki gériintiisii

Simdi bu fonksiyonun genislemesini hesaplamak i¢in ilk 6nce z ve Z e gore kismi

tiirevlerini hesaplayalim:

|f,|= %(ux+vy)+12(vx—uy) = %(1+4)+12(3+2) =%,
|f,|= %(ux—vy)+12(vx+uy) = %(1—4)+%(3—2) :%.

Buldugumuz bu | f,| ve |f,| degerlerini D; (z) de yerine yazarsak;

1,411 _5+45
D = = ~
ISR

2.62

elde ederiz.

Tanim 3.7.3 e gore bir doniisiimiin konform olmasi i¢in gerek ve yeter sart tiim z ler i¢in

D, (Z) =1, yani |f7| =0 olmasidir.

Tamm 3.7.4 (Quasikonform doniisiim): f :TU— G c C fonksiyonu yon koruyan bir
homeomorfizm olsun. Eger D, siirliise f ye quasikonform doniisiim denir (Ahlfors

1966).
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Tanmim 3.7.5 (K-Quasikonform doniisiim): f ;U —> G < C fonksiyonu yon koruyan bir
homeomorfizm olsun. Eger D, <K (1<K <w) ise f ye K-quasikonform doniisiim

denir (Ahlfors 1966).
Eger K =1 ise 1-quasikonform doéniisiim konform olur.

Tanim 3.7.6: f :TU —> G < C fonksiyonu y6n koruyan bir homeomorfizm olsun. Ayrica,

k(kzi—_i,Oék<l,l£K<ooj bir sabit, f,=0f /oz, f, =0f /07 olmak {izere
+

|f,|<k|f,| ve f koordinat eksenlerine paralel hemen hemen her dogru iizerinde mutlak

stirekli ise f ye k-quasikonformdur denir.

Tanim 3.7.5 ve Tanim 3.7.6 birbirine denktir.

O halde Tanim 3.7.4 e gore, yukaridaki 6rnekte verilen f(X,y)=(x-2y,3x+4y)

fonksiyonu bir quasikonform doniistimdiir.

Onerme 3.7.7: Univalentlik, konform ve quasikonform déniisiim arasinda asagidaki
gerektirmeler dogrudur.

f —Univalent = f —konform = f —quasikonform

Simdi, ¢alismamizin esasini teskil eden quasikonform genisleme ve onun geometrik

anlami tizerinde duralim.

Tanmm 3.7.8 (Quasikonform genisleme): f:TU— C bir quasikonform doniisiim ve
F:C—C herhangi bir doniisiim olsun. Eger VzeU i¢in f(z)=F(z) oluyorsa bu

durumda F ye f nin C ye quasikonform genislemesi denir.
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Tanmm 3.7.9: D kompleks diizlemde basit baglantili bir bolge olsun. Her sonlu

2,2, €D igin 0D \{z,,2,} de alnan y,, y, egrilerinin minumum gap:

mincap(y;) =[z, -z

ile tanimlanir.

Teorem 3.7.10 (U¢ Nokta Prensibi): D kompleks diizlemde basit baglantil1 bir bolge

olsun. 7, ve y,, 0D\{z,z,} de alman egriler olmak tizere Vz,,z, € 9D \{oo} nokta cifti
icin
mincap(y;) =ajz,—z,|
olacak sekilde a>1 sabiti varsa D bolgesi li¢ nokta prensibini saglar.
Ug nokta prensibi denilmesinin sebebi; dD\{z,,z,} deki her bir z, noktas1 i¢in minumum
cap ile
|z, —z,|<alz, -7,

esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 3.7.11: Vz,,2,,z, € of (U) i¢in |z, —z,|<al|z, — 7,| olacak sekilde a>1 sayisi

varsa, 0 zaman f fonksiyonu quasikonform genislemeye sahiptir (Ahlfors 1974).

Tamim 3.7.12 (Quasidisk): Bir D bdélgesinin bir K -quasikonform doniisiim altinda
goriintiisii bir agik disk veya yar1 diizlem ise D ye K -quasidisk denir (Gehring 1982).

Asagida quasidisk ornekleri verilmistir.
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Sekil 3.3. Quasidisk bolgeler

YA / \ e \

| \f | "

\\/ I\'\ J \ / \ /

Sekil 3.4. Quasidisk olmayan bdlgeler

Teorem 3.7.13: Bir bolgenin quasidisk olmast igin gerek ve yeter sart ti¢ nokta prensibini
saglamasidir (Ahlfors 1963).

Teorem 3.7.14: Her quasikonform doniisiim birim diski quasidisklere doniistiiriir. Bu

teoremin tersi de dogrudur (Ahlfors 1963).

Ornek 3.7.15: f(z)=z+kz™, ke[0,1) U kiimesinde quasikonform genislemeye

sahiptir.

-1 %
F(2) = z+kz ™, ZEEJ
z+kz, z€U

fonksiyonlarinin  quasikonform  geniglemesi geometrik olarak MAPLE ve

MATHEMATICA programlar1 yardimiyla asagidaki sekillerde gosterilmistir:
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Sekil 3.5. Birim diskin f(z) =z+Kkz fonksiyonu altindaki goriintiisii

10

k =0.99 i¢in

k=0.6 igin
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k=0.4 icin

k=0.2 igin

k=0 igin

Sekil 3.6. Birim diskin disinin f(z) =z +kz™* fonksiyonu altindaki goriintiisii
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Onerme 3.7.16: Her iinivalent fonksiyon quasikonform genislemeye sahip olmayabilir.

Ama her quasikonform genislemeye sahip fonksiyon iinivalenttir.

Omegin; f(z2)=z +§(Z2 +1) fonksiyonu birim diskte tinivalent olmasina ragmen

quasikonform genislemeye sahip degildir. Bu durum, birim diskin f(z) =z +%(Z2 +1)

fonksiyonu altindaki goriintiisii olan ve quasidisk olmayan asagidaki sekilden acik olarak

goriilebilmektedir.

Sekil 3.7. Birim diskin f(z)=z +%(z2 +1) fonksiyonu altindaki goriintiisii

Ornek 3.7.17: D :{Z =re’:r <COS¢9—1} kiimesini gbz Oniine alalim. Bu kiime

asagidaki sekilden de goriildiigii gibi orijinin sol tarafindaki ice dogru sivri girintiden

dolay1 bir quasidisk degildir.
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;
\

Sekil 3.8. D={z=re" :r <cos6-1}

D kiimesinin ii¢ nokta prensibi yardimiyla quasidisk olmadigini gosterelim. —z <t <z

olmak kaydiyla D bdolgesinin siniri
X(t) = (cost —1) cost
y(t) = (cost —1)sint (3.15)

ifadeleriyle parametrize edilebilir. O<a<% olmak tizere (3.15) ile verilen ifade de

sirastyla t =« ve t=—« Yyazarak z; ve z, noktalar1
2,(e) = x(a) +iy(ar) =(cosa—1)cosa +i[ (cosa —1)sin |

2,(~a) = X(-a) +iy(-a) = (cos(-a) 1) cos(~a) +i[ (cos(-a) -1)sin(-a) |

. . (3.16)
=(cosa —1)cosa —i [(cosw —1)sin a:l
biciminde ifade edilir. Boylece z, =0 noktas1 en kisa 7,7, yay1 iizerinde olup
mincap(y;) . |2, -z (317)

|21_22| - |Zl_22|

esitsizligi yazilir.
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Sekil 3.9. D bolgesinin sol tarafi

. C ey Z,— 1, . .. . T .
Eger D bir quasidisk ise H ifadesinin sinirli olmasi gerekir. Simdi gorecegiz ki bu
-1,

ifade sinirli degildir. Sekil 3.9 ve (3.16) dan

|2, — 2, = /x* (@) + Y? () =cOsx 1
|2,—2,| =2y(a) =2(cos —1)sin«
elde edilir. Boylece

|zl—z3|: 1
|z,-2,| 2sina

. . ) Z, -2
ifadesinde lim——— = olmasi |1 3|
a0 2sin o |2, -2,

oranmin hi¢bir zaman siirlanamayacagi

anlamina gelmektedir.

Yukaridaki 6rnekte goriildiigii izere verilen bir fonksiyonun quasikonform genislemeye
sahip oldugunu elementer yontemlerle gostermek zordur. Bu durumu kolaylastirmak
acisindan 1972 yilinda Becker, quasikonform genisleme problemi ve Loewner teori
arasindaki iligkiyi ifade eden ve bu konunun ana teoremlerden biri olan asagidaki teoremi

vermistir.

Teorem 3.7.18: L(z,t) bir Loewner zinciri olsun. (3.14) denkleminde ifade edilen

p(z,t) fonksiyonu her zeU ve t>0 igin
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P@Y-Y 1 (0<k<1) (3.18)
p(z,t)+1
veya
2
‘ 0(z,t)— 1+k Zkkz, (O<k<1)

sartini saglasm. O halde L(z,t) her t>0 i¢in U ya bir siirekli genislemeye sahiptir ve

L(z,0) 7] <1
F(2,2) = (3.19)
[l

bi¢iminde tanimlanan F(z,Z) fonksiyonu L(z,0) m C kompleks diizleme k-

quasikonform genislemesidir.

Ispat: 0< p <1 olmak iizere L (z,t)=p 'L(pz,t) olsunve F_(z)

1
—L(z,0), z|<1
F L(p20), I

(2)=
P
iL(pi,log|z|], 1221
r Ul

seklinde tanimlansin.

L(U,t,)cL(U,t,) (0 <t < tz) kapsamindan ~ Schwarz ~ lemmasina  gore
L(T,.t)=L(U,.t,) (U, ={z:|]z|<p}. U, ={z:]7|<p}, p<1) olur.  Ayrica
L(@[Up,tl)m L(@Up,t2)=® dir. Boylece F, birebir olup (_C:(CU{OO} kiimesinde

stirekli oldugundan bir homeomorfizimdir. Eger kompleks genigleme hesaplanacak

olursa, r>1 (z=re') igin

oL, (e”,logr) oL, (¢”.logr)

|aF /aF Al a ¢ oz
oL, (e logr) . oL, (e" logr)
~ +e pe

p(pe*, log r)—1| 3
p(pei"’,log r)+1‘_




55

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla F, bir K -quasikonform déniisiimdiir.

Hemen hemen her o igin herhangi bir durumda Iinl L(,oei"’,t) var oldugundan, C nin

p—>

yogun bir alt kiimesinde Iirq Fp(Z) vardir. Buradan da anlasilacagi gibi C de
P

F(Z)zlime(Z) olup buda L(z,0) m bir K-quasikonform genislemeye sahip

p—1

oldugunu gosterir. F, nin tanimindan r >1 igin
i) _ i ip — ip
F(re”)= lim L(e”,logr)=L(e",logr)
@ ye gore diizgiindiir. Bu nedenle her t>0 igin L(IU,t) bir K -quasidiski ile sinirli bir

Jordan bolgesidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

(3.18) sartina gore p(z,t) fonksiyonu her t E[O,OO) ve her z e U igin sag yari diizlemin

bir kompakt alt kiimesinde igerilmelidir (Sekil 3.10). Bu nedenle Teorem 3.7.18 Loewner

zincirlerine uygulanabilir.

¢

+
»

[,
!
L

1+k?
1-k?

2k
1-k?'

0<k <1)

Sekil 3.10. ‘p(z,t) —

3.8. Quasikonform Genisleme Kriteri Uzerine Yapilan Ik Calismalar

Gegmisten giiniimiize kadar U ve U™ kiimelerinde bu konu iizerine yapilan dnemli

caligmalardan bazilar1 asagida verilmistir.
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Teorem 3.8.1: f e X, fonksiyonu U" kiimesinde analitik ve |c|<1, c#=—1, k €[0,1)

olsun. Eger her ¢ €U igin

(167 -1) s, (6] <k

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir (Ahlfors

and Weill 1962).

Teorem3.8.2: fe A, k 6[0,1) olsun. Eger her z e U i¢in
zf"(2)

1-|2
esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k-quasikonform genislemeye sahiptir (Becker

1972).

<k

Teorem3.8.3: feA, k 6[0,1) , ceC ve |C| <k olsun. Eger her zeU ig¢in
f'(z)
esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir (Ahlfors

1974).

<k

Teorem 3.8.4: f e fonksiyonu U" kiimesinde analitik ve k €[0,1) olsun. Eger her
¢ el igin

2 (F(9)-1)| <k
esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k-quasikonform genislemeye sahiptir (Krzyz

1976).

Teorem 3.8.5: U kiimesinde f(z) ve g(z) analitik fonksiyonlarini géz oniine alalim.

f'(z)#0 ve c#0 olsun. Eger ze U igin



57

(z-2)g(z)+cf ’(z)e_jg(z)dz —4 <k
esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k-quasikonform genislemeye sahiptir (Tan

1992).

Teorem 3.8.6: fe A, s=a+ib, beR ve ke[O,l) olsun. ceC ve her zeU igin

2 2 f"(2) 7t '(2)
clz| +s—a(l—|z| ){s(u f’(z)}(l_s)m}

~ ak|s|+(a-1)|s+c|, O0<a<l
B ks], 1<a

<M

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de

2ka+(1-k )o]
(LK) a+ (1-K)fs]

| (a)=

biciminde bir quasikonform genislemeye sahiptir (Hotta 2010).

Teorem 3.8.7: f e A ve ke[0,1) olsun. Eger her €U igin

mi\_ d 2°f'(z ~1 me
(I 1)25{'09 “]—m e

2(z) ) 2

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de

< k m+1|z|m+l
2

B (1-a)’ +k‘1—a2‘
- ‘1—a2‘+k(1—a)2 ’

()

(a>0)

bigiminde bir quasikonform genislemeye sahiptir (Raducanu and Tudor 2012).

Teorem 388:feX, f'({)=0, meR,, s=a+iff, a>0, feR, %<m§a ve

ke[0,1) olsun. U" kiimesinde g(¢)=1+¢C,{”+... analitik fonksiyonunu gz dniine

alalim. Eger her ¢ e U™ icin
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‘L@+E

f(¢)a(¢) «

km|s|

(24

ve

mls|

<k
a

1 Cr(Q) [ {:f’(:us?g%é)}@
[P £()9() | e L f(©) a(¢) ] @

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu C de
51 +k|(5)" -1
=T > <1
(5) ~1+k[s-1

bi¢iminde bir quasikonform genislemeye sahiptir (Deniz 2012).

()



59

4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bélimde, ¢alismamizda elde edilen bulgulara yer verilmistir.

[lk olarak Pommerenke teoremi olarak bilinen Teorem 3.4.4 yardimiyla U ve U®

kiimelerinde tanimli analitik fonksiyonlarin iinivalentligi i¢in yeter sartlar verilmistir.

Daha sonra verilen bu sartlar igin Becker metodu olarak bilinen Teorem 3.7.18 yardimiyla

quasikonform genisleme kriterleri elde edilmistir.

4.1. Birim diskte iinivalentlik kriterleri

Calismamiz boyunca [f(e'z)]'= f'(e'z) ve bir kompleks fonksiyonun kompleks

kuvveti olan (¢(z))" igin esas dal goz oniine alimustir.

Teorem 4.1.1: f €A olsunve m>1, a € C olmak iizere Ra >1/m sart1 saglansin.

Ayrica, U birim diskinde g(z) =1+bz+... ve h(z) =d,z+d,z* +... bigimindeki analitik

fonksiyonlar1 g6z 6niine alalim. Eger her z € U i¢in

ve

f'z) _m
ag(z) 2

m
< 5 (4.2)

1@, 2(-[z[")y’ {((1_,1) 7 '(2) +1] h) zh'(z)}
ag()  2|f a 12 Jo@ 9@

i 210, 0@, 2" b |m
a f(z) 9@ 2z* 9(2) )2

|zt @ [, 201 b |m
o2 9@ 21f  9(2) )2

(4.2)

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir (Caglar and Orhan

2013a).
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Ispat: m>1 ve r €(0,1] olmak iizere her t €[0,0) igin

(emt _1)2

L(z,t)=f"" (e“z){ fe'z)+(e™ -De'zg(e'z) + e‘m‘zzh(e“z)T (4.3)

seklinde tanimlanan L: U, x[0,00) — C fonksiyonu U, diskinde analitiktir.

Ctinkii her ze U\{0} igin f(z)# 0 oldugundan

-t mt 2 _t
o2 =" —1e7 9D L €7D (w2 hE"2)

f(e'z) 2 f(e'z) (4.4)
fonksiyonu U birim diskinde analitiktir. Diger taraftan
(2,0 =g (z,)+1 (4.5)

fonksiyonunu géz Oniine alalim. Bdylece, 0<r, <1 olmak tizere her zeU, ve her
t €[0,0) igin ¢,(0,t) =€™, p,(z,t) 0 olacak sekilde bir U, diski vardir ve ¢, bu U,
diskinde analitiktir. Dolayisiyla bu diskte
?5(2,1) =, (z,0)]" (4.6)
ile tanimlayacagimiz [¢,(z,t)]* nin uygun bir dalin1 segebiliriz.
Yukaridaki ifadelerle birlikte
L(z,t)= f(e '), (z,t) =a,(t)z +... 4.7)
fonksiyonunun her t €[0,0) i¢in U, diskinde analitik oldugu agiktir. (4.7) esitliginden
L(z,t) =e“" D'z +... (4.8)
acilimi vardir. (4.8) ifadesi (4.7) ile karsilastirildiginda
g (t) =™ (4.9)
bulunur. Teoremin hipotezindeki (4.1) esitsizliginde Z =0 alinirsa ve m>1 i¢in
lim|a, (t)] = 0
elde edilir. Ayrica her t €[0,) igin & (t) #0 dir.

Boylece (4.3) ve (4.9) dan
L(z,1)
a,(t)

=e'f(e'2)

—t 2 -t —mt 2 -t -2mt 2 -t a
{e-mw(l-e-mt)e-tzg(e 2) 12°n(e'2) e ™2 he'z) e”"2 hee z)}

fle'z) 2 f(e'z) 2 f(e'z) 2 f(e'2)



61

elde edilir. Son esitlikte ‘e“z‘ < ‘e“‘ <1 oldugu g6z oniine alinirsa,

<K

‘L(z,t)
a,(t)

olacak sekilde U, (0<r, <r) diski ve bir K >0 sayisi vardir. Bdylece Lemma 2.2.17

L(z,1)

den ve Montel teoreminden {
a,(t)

} ailesi U, de analitik fonksiyonlarin bir
te[0,00)

normal ailesini olusturur. Diger taraftan L(z,t) nin kismi tiirevleri;

D et (e 0)g, )+ (e 1) P22, (4.0
LY eatenip, 2.+ f e ALY (.11

olarak hesaplanir. f, ¢, ve L(z,t) fonksiyonlari analitik oldugundan (4.11) den _6L§,t)

fonksiyonu da U, diskinde analitik olur. Béylece T >0 ve 0<r, <r, olacak sekilde her

te[0,T] veher zeT, icin

‘6L(z,t)‘ <K,
ot

esitsizligini saglayan K, =K (T,r,) >0 sayist mevcuttur. Dolayistyla Onerme 2.1.18 in
(i) sikkindan, L(z,t) fonksiyonu te[0,0) igin yerel mutlak siirekli ve ze U, e gore

yerel diizgiin siireklidir.

Son olarak 0 <r <, i¢in p:U, x[0,0) > C,

oL(z,t) /oL(z,t)
0z / ot

p(z,t)=z

bi¢iminde tanimli bir fonksiyon olsun. p(z,t) fonksiyonunun birim diskte reel kismi
pozitif olan analitik bir genislemeye sahip oldugunu gostermek igin, her ze U ve her
t €[0,0) i¢in

zoL(z,t) oL(z,t)

_pEH)-1_ ot
Wz =il L@ LD (4.12)
oz ot
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fonksiyonunun Ux[0,c0) kiimesinde analitik ve |w(z,t)|<1 esitsizligini sagladigim

gostermek yeterli olacaktir. Burada (4.12) esitliginden her ze U ve her t €[0,%) igin

Wz, ) =| LED g q_gmyly, Loa)EHE ) eT2g(E )
“9(e2) « fe2 | ge)

mt _ 1\25-2mt _ (ot —t 1{n—t
+(e De™z | l-a) zf (e_t z)Jret h(e_tz) +zh (e_t z) (4.13)
2 a T2 g(e7z) g(e'z)
(14 (e2mt _1)e—(2m—1)t Zh(e—tz) m
2 g(e'z) )2
mt _ 1\2-(2m-Dt -t 2mt —(2m-1)t —t
/ e™ -1 zh(e_t Z)+ 1+(e De zh(e_t z) \m
2 g(e2) 2 g(e™z) )2
oldugunu gérmek zor degildir. Buradan sirasiyla Z=0 ve t=0 igin
W(O,1) =‘(1—1je-”“ +-0 (4.14)
a 2| 2
ve
f'(z) m{ m
w(z,0)|= -——|<—= 4.15
wz0l= o 2<% (4.15)

elde edilir. Simdi kabul edelim ki t>0, zeU ve z=0 olsun. Her z cU igin
‘e’tz‘ <e ' <1 oldugundan w(z,t) fonksiyonu U kiimesinde analitiktir. Maksimum
modiil prensibinden her sabit t >0 igin

w(z,t)| < rﬂ§i<|w(z,t)| =|w(e" 1)
olacak sekilde § € R sayis1 vardir. # €R ve t >0 olmak iizere u = e 'e" alalim. Buradan

lu=e"<1,e™=u|" elde edilir. Dolayistyla

w(e”  t) Z‘{;g'((l:)) |u|m +(1_|u|m){1+ A-a) zf'(u) n Zg'(u)}

a fu) g
N u(1—|ulm)2 {[ (-a)uf'@) 1) h) uh'(u)}
2|ul a f(u) o) g

B 1+(1—|u|22m)uh(u) m
2u” 9(u) )2
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iy b [ (l"“':m) uh(u) |m
2u  9) 2u” 9u) )2

bulunur. Teoremin hipotezindeki (4.2) esitsizliginden

w(e”, ) <1 (4.16)
yazilir. Boylece (4.14), (4.15) ve (4.16) ifadelerinden, her ze U ve t >0 igin |W(Z,t)| <1
olur. Dolayisiyla her t >0 igin p(z,t) fonksiyonu U da analitik ver her zeU igin
Rp(z,t) >0 dr.

Tiim bu durumlar goz 6niine alindiginda Teorem 3.4.4 iin biitlin sartlar1 saglandigindan

L(z,t) fonksiyonunun her t[0,) i¢in U birim diskinde analitik ve tinivalent bir
genislemeye sahip oldugu goriiliir. Eger L(z,t) fonksiyonunda t=0 alinirsa her ze U
icin L(z,0)= f(z) elde edilir. Dolayisiyla f(z) fonksiyonu U diskinde analitik ve

univalenttir.

Eger Teorem 4.1.1 de ¢g(z) = f'(z) alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.1.2: f e A olsun ve m>1, @ eC olmak iizere Ra>1/m sarti saglansin.
Ayrica, U birim diskinde h(z) =d,z+d,z? +... analitik fonksiyonunu g6z oniine alalim.

Eger her z€ U i¢in

7" 20"y {((1—04) 71(2) , 1} h2) | zh'(z)}

a 2|7|° a f(2) f'@ t'(2)

+(1—|z|m){1+(1_“) Zf'(z)+2f”(2)}_ 1 20D @ ml )
a () f'(2) 2l f'(2))2

Py 21-12[")* h(z) s 2(1-|2]"™) h(z) m

> 2|Z|2 f,(Z) 2|Z|2 f’(Z) 2

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde iinivalenttir.

Sonu¢ 4.1.3: fe.A ve m>1 olsun. Ayrica, U birim diskinde h(z) =d,z+d,z° +...

analitik fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger her z € U i¢in
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o 20|z { h(2) | zh’(z)}+(1_|z|m){1+ 2f "(z)}_[1+ 20-|z"") h(z) Jm

2|2 f'(z) f'(2) f'(2) 21/ ()2
Y v fy 20T h@ |m (4.18)
2 0\ 102

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

Ispat: Sonug 4.1.2 de o =1 alindiginda istenen sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.4: f € A olsunve m>1, o € C olmak iizere Rar >1/m sart1 saglansm. Eger

her ze U i¢in

LM
2

E+(1—Izlm){1+ (-a) 2(z) A "(Z)}—m (4.19)
(04

a () f@] 2

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

Ispat: Teorem 4.1.1 de g(z) = f'(z) ve h(z) =0 alindiginda istenen sonug elde edilir.
Sonug 4.1.4 de o =1 yazilirsa agagidaki sonug gelir.

Sonu¢ 4.1.5: f € A ve m>1 olsun. Eger her z< U igin

m m Zf”(Z) m
K +(1—|z| )(1+ f'(z)j‘f

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

<— 4.20
2 (4.20)

Teorem 4.16: fe A ve feC olsun. a, AveB kompleks sayilar olmak tizere
Ra>1/2, A+B=0, |A-B|<2, |A|Sl ve |B|<1 sartlart saglansin. Ayrica, U birim

diskinde g(z) =1+b,z +... analitik fonksiyonunu g6z oniine alalim. Eger her z € U i¢in

i( f'2) _1]‘<—|A+B| (4.21)
a\9@)-F ) 2-|a-B]
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ve

( f'(z) _j|z|2+(1_|Z|2)Kl—ajzf’(z)+ 29'(2) }_(A—g)(A+B)|
9(2)- 5 « )10 "9@-8) a-ja-sf |

2|A+B|
S———7
4—|A—B|

(4.22)

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir (Caglar and Orhan

2013D).

Ispat: r (0,1] olmak iizere her t €[0,c0) igin

Lzt = ()| fe'2)+(e'z-e"2)(9(e"2) - B) | (4.23)
seklinde tanimlanan L:U_ x[0,00) - C fonksiyonunu géz oniine alalim. Teorem 4.1.1
in ispatindaki yol izlenerek bu fonksiyonun U, diskinde analitik oldugu gériiliir. ispatin
bundan sonraki kismi1 olan L(z,t) nin bir Loewner zinciri oldugunu gostermek igin de

sirastyla Teorem 4.1.1 in ispatindaki kalan adimlari izlemek ve (4.12) deki w(z,t) yerine

zoL(z,t) oL(z,t)

p(Z,t) -1 oz ot
1t = =
Wzt A+Bp(z,t) p z0L(z,t) +B oL(z,t)
oz ot

almak yeterlidir.

Eger Teorem 4.1.6 da A= B alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.7: f € A ve SeC olsun. a ve A kompleks sayilar olmak iizere Rar >1/2,
A=0, |A| <1 sartlar1 saglansm. Ayrica, U birim diskinde g(z)=1+bz+... analitik

fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger her z € U igin

s
a\g@)-4

<|A (4.24)

ve
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(st et [ i oo
g(Z) ﬂ (04 f(Z) g(z) ﬂ

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

Teorem 4.1.6 da a =1 segilirse asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.8: f € A ve feC olsun. Ave B kompleks sayilar olmak tizere A+ B #0,
|A-B|<2, |Al<1 ve |B|<1 sartlari saglansin. Ayrica, U birim diskinde

9(z) =1+bz+... analitik fonksiyonunu goz 6ntine alalim. Eger her z € U igin

‘f(n _4<|A+B| (4.26)
9g@-8 | 2-|A-B
ve
( ) —pr+@—pf)zqa)—(A_EMA+B”s 2848 )
9(2)- 5 92)-8  4-|A-B] | 4-|a-Bf

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

Sonu¢ 4.1.9: f € A olsun. Ave B kompleks sayilar olmak iizere A+B =0, |A-B|<2,

|A|<1 ve |B| <1 sartlari saglansin. Ayrica, U birim diskinde g(z) =1+b;z+... analitik

fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger her z € U i¢in

‘f(a_4<|A+B| (4.28)
g(2) 2—-|A-B]|

ve

IA

(V@)—jhf+@—pr)wxn‘(ﬂ_ng+B” 2AAB 49

9(2) 9z)  4-|A-B] | 4-|A-B

|2

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

Ispat: Sonug 4.1.8 de =0 alinirsa istenen sonug elde edilir.
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Ornek 4.1.10: f(z):z—%zz fonksiyonunun U birim diskinde iinivalent oldugu

bilinmektedir. Eger f(z) fonksiyonu i¢in Becker’in tinivalentlik kriteri uygulanirsa
zf"(2)

oo 5 o)

elde edilir. Buradan goriiliir ki Becker’in tinivalentlik kriteri fonksiyonun iinivalentligini

% <|7|(1+]2)) <2 £1

test etmede yetersiz kalmistir. Halbuki, Sonu¢ 4.1.9 da A=B=1 ve g(z):l—%z

alinirsa

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla Sonu¢ 4.1.9 un tiim sartlar1 saglanir. Yani f(2)
fonksiyonu U birim diskinde inivalenttir. Ayrica MATHEMATICA programi

kullanilarak ¢izilen, U birim diskinin f(z) fonksiyonu altindaki gériintiisii bu iddiay1

dogrulamaktadir.

Sekil 4.1. Birim diskin f(z) =z —%22 fonksiyonu altindaki goriintiisii

Sonug 4.1.9 da g(z) = f'(z) alinirsa asagidaki tinivalentlik kriteri elde edilir.
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Sonu¢ 4.1.11: f e A olsun. AveB kompleks sayilar olmak tizere A+B =0,

|A— B| <2, |A| <1lve |B| <1 sartlar1 saglansin. Eger her z € U i¢in

‘(l_|z|2)zf ') (A-B)(A+B)|_ 2/A+ 430

'@  4-|aA-Bf | 4-|A-B

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

Sonu¢ 4.1.12: f € A ve feC olsun. Ave B kompleks sayilar olmak iizere A+B #0,

|A-B|<2, |A<1 ve |B|<1 sartlar saglansin. Eger her ze U igin

p__|__|A+8 (4.31)
t'@-p| 2-|A-B]
ve
2 _ 2 .I:n ___
Bl +(1 H )z (z)_(A B)(A+B)‘< 2|A+B|2 (4.32)

t'(2)-p 4-|A-B[ ‘_4—|A—B|

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.
Ispat: Sonug 4.1.8 de g(z) = f'(z) alinirsa ispat tamamlanmus olur.

Sonug 4.1.13: Sonug 4.1.12 de S y1 reel say1 olarak goz 6niine alalim ve £ <0 olsun.

Bazi elementer islemlerden sonra A=B =1 i¢in (4.31) esitsizliginden
1 2
Rf'(2)>—|f'(2)", zeU 4.33
@)>51C) (433
ve (4.33) esitsizliginden S — —o0 igin

Rf'(2) >0

elde edilir.

Burada Sonu¢ 4.1.12 nin bir limit durumunda Alexander-Noshiro-Warshawski

tinivalentlik kriteri (Teorem 3.5.1) Sonucuna vartlir.
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4.2. integral operatérler icin iinivalentlik kriterleri

1y
Bu kisimda ilk olarak, 7, , (z)= { J'uf—l (f'(u)) (Zéu))J du} integral operatiriiniin

tinivalentligi i¢in yeter sartlar verilmistir.

Teorem 4.2.1: g(z) #0 ve ¢(z) #0 olmak iizere f, g, # € A olsun. Ayrica me R, ve

a, B,y € C olsun. Eger her z €U igin

g ){a e ﬂ[zg'<z>2¢'<z>ﬂm—l\<m+l (4.34)

y f'(2) 9(z)  ¢(2) 2 \‘ 2

esitsizligi saglanirsa

z 1y
Fopr (D) {4““(‘”(‘1)) (Zgu;j du} (4.35)

seklinde tanimlanan F, , =~ integral operatorii U birim diskinde analitik ve tinivalenttir

(Orhan, Raducanu and Caglar 2013).

Ispat: a pozitif bir reel say1 olsun. r € (0,1] olmak iizere her t €[0,) igin

L(z1)= { [ w1y (ZE“;] du

«(gEe™2)Y "
PRp——r—

seklinde tanimlanan L:U, x[0,0) > C fonksiyonu U, diskinde analitiktir. Ciinkii

(4.36)

f,g,¢ €A oldugundan

o-rr (3]

fonksiyonu birim diskte analitiktir. Bdylece I, € (0,r] olmak iizere her z €U, igin bir

U, diski meveuttur. Ote yandan
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h(z,t) = yej Z u”h(u)du

fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Burada U, diskinde analitik olan h, fonksiyonu i¢in

h(z,t) =z"h,(z,t)

esitligi yazilir. Boylece
hy(z,8) =hy(z,1) +(e™” —e™ )h(e*z)
U, diskinde analitik ve z =0 degeri i¢in
h,(0.1) =™
olur. Bu yiizden her t € [0, ) i¢in h,(0,0) =1, h,(z,t) #0 ve !Lrg|h3(z,t)| =00 oldugundan

dolay1 r,e(0,r] igin U, diski vardir ve bu diskte analitik olan ve h,(zt) ile

gosterecegimiz [h3(z)]w nin 6zel bir dalin1 segebiliriz. Bdylece (4.36) ifadesinden
L(z,t) = zh,(z,t) = a,(t) +a,(t)z* +... (4.37)

yazilir ve L(z,t) fonksiyonunun her t €[0,0) i¢in U, diskinde analitik oldugu gériilir.

Dolayisiyla L(z,t) fonksiyonu, her zeU,  igin [0,00) kiimesi {izerinde siirekli

diferensiyellenebilirdir.

Diger taraftan yukaridaki adimlar g6z 6niinde bulundurulursa,
a, () =e™
yazilir. Buradan
lim|a, (t)] = o0
elde edilir. Ayrica her t €[0,) i¢in a,(t) #0 dir.
r,e(0,r,] ve K= {z eC:|z|< r3} olsun. L(z,t), U, diskinde analitik oldugundan her
t €[0,0) i¢in

‘M <K (ZeUrz)

a,(t)

L(z,1)
a(t)

olacak sekilde K >0 sayist vardir. Boylece { } U, diskinde analitik
te[0,0)

fonksiyonlarm bir normal ailesidir.
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(4.37) den {GL(Z,t)} nin U, diskinde analitik oldugu kolaylikla gériiliir. Her T >0 ve
.. |oL(z,1) 5 ; , .
zeU, icin | [O,T] araliginda smirlidir. Boylece Onerme 2.1.18 in (ii)

sikkindan L(z,t) fonksiyonu, [0,0) kiimesinde yerel mutlak siirekli, U, diskine gore de

yerel diizgiin siireklidir.

Sonolarak 0<r <r, ve t>0 i¢in p:TU, x[0,0) - C fonksiyonu

oL(z,t) /oL(z,t)
oz / ot

p(z,t)=z

bigiminde tamimlansin. Birim diskte p(z,t) fonksiyonunun reel kismi pozitif olacak
sekilde analitik bir genislemeye sahip oldugunu gostermek igin, her zeU ve her
t €[0, ) igin

zoL(z,t) oL(z,1)

@)1 & ot
e P S MR DN (4.38)
0z ot

fonksiyonunun Ux[0,c0) kiimesinde analitik ve |w(z,t)|<1 esitsizligini sagladigim

gostermek yeterli olacaktir. Burada (4.38) esitliginden her ze U ve her t €[0,) igin

G(z.t) = £|:a e f n(e—atz) . ﬁ(e—at Zgr(e—atz) ~ e—atz¢'(e‘at2) ]:| (1_e_(m+1)aty) (4.39)
v

f'(e™2) g(e™z) d(ez)
olmak tzere

Wz, 1) = (1+a)g(z,t)+1-ma (4.40)
@-a)g(z,t)+1+ma

yazilir. Her ze U ve her t €[0,0) igin (4.40) ile tanimlanan W(z,t) fonksiyonu i¢in
[w(z,t)| <1 ifadesi,

m-1 m+1
‘Q(Z,t) —T < T (441)

bigimindeki esitsizlige denktir. Islemlerin kolaylig1 agisindan

H(z.t)zg(z,t)—mT‘l, Vzel, te[o,)

fonksiyonunu tanimlayalim.
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Diger taraftan her z e U = {z eC:|z|< 1} ve >0 icin ‘e“"“z e ™ <1 oldugundan

< ‘e—at _

H(z,t) fonksiyonu U kapali birim diskinde analitiktir. Maksimum modiil prensibinden
her z €U ve keyfi olarak segilen her t>0 sayis1 igin

IH(z,1)| < max|H(z t) =|H(e",1)| (4.42)
olacak sekilde #=6(t)eR mevcuttur. Ayrica u=e *e" olsun. Buradan |u|=
e ™ — (e7)™ = |u™" ve (4.39) esitliklerinden

(1 |u
Y

m+1

H(E",1)| =

{auﬂao+ﬁ@m%w_uwwfﬂ_mﬂ
@ Lo o)) 2|

elde edilir. Dolayisiyla U € U oldugu igin (4.34) ifadesinden

e, )| < +1 (4.43)

esitsizligi bulunur. Sonu¢ olarak (4.42) ve (4.44) ifadelerinden, her zeU ve her
te[0,0) i¢in (4.41) esitsizligi saglanir. Boylece her zeU ve her te[0,0) igin
lw(z,1t)| <1 olur.

Tiim bu durumlar g6z oniine alindiginda, Teorem 3.4.4 {in biitiin sartlar1 saglanacagindan

L(z,t) fonksiyonunun her t[0,) i¢in U birim diskinde analitik ve tinivalent bir
genislemeye sahip oldugu goriiliir. Eger L(z,t) fonksiyonunda t=0 alinirsa her ze U
icin  L(z,0)=F,,,(z) elde edilir. Dolayisiyla 7, , integral operatorii U diskinde

analitik ve tinivalenttir.

Teorem 4.2.1 kullamlarak ¥, , =~ integral operatorii i¢in asagidaki tinivalentlik kriteri

verilmistir.

Teorem 4.2.2: 9(z)#0 ve ¢(z) #0 olmak tizere f,g,de.A olsun. Ayrica meR

m>1, a, B,y €C ve Ry >0 olsun. Eger her ze U igin

aﬁ“”+ﬂv@@XfW“qs
@ "o 40

m+l

1-|7|
Ry
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esitsizligi saglamirsa, (4.35) ile tanimlanan 7, , = integral operat6rii U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.

Ispat: zeU\{0}, Ry >0 ve meR, i¢in

m+1 m+l

L™ 1ol
7\ Ry

dir. m>1 i¢in

1 |Z| (m+1)y {a zf"(2) +ﬁ(zg’(z) ~ z¢'(z)ﬂ_ m—1|
y @ "l 4 )] 2|

- 12| { #"(2) , (zg’(z)_z;ﬁ'(z))_ m-1
4 0 0@ @)

m+1

1 |z| zf”(z) 29'(z) z4'(2) L m-1
: % | 1@ o0 4 2
£1+m__1:m_+1

2 2

elde edilir. Teorem 4.2.1 kullanilarak (4.34) esitsizligi saglandigindan 7, , integral

operatorii U birim diskinde analitik ve tinivalenttir.

Bieberbach tahminin ispatinda hipergeometrik fonksiyonlarin kullanilmasi, geometrik

fonksiyonlar teorisinde bu fonksiyonlarin 6nem sirasini iist siralara tagimistir.

a,b,c e C olmak iizere, ¢ #0,-1,-2,-3,... ve |z| <1 i¢in

,F.(a,b;c;z) = Z(a) (0)y 2
n=0 (C) n!
kuvvet serisine hipergeometrik fonksiyon denir. Burada ne N, qeC ve q=0 olmak

iizere (0),,

B 1 n=0
@, = {q(q +1)..(g+n-1), n>0
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ile tanimlanan Pochhammer semboliidiir.

Ornek 4.2.3: Ry >0 ve Ry >|a|+| | sartlart altinda a, S, y € C olsun. O halde

1y
‘Ex,ﬂ,y(z) = Z[2F1(7’_(a+ﬂ);1+7;—§j|

fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

2 2
Coziim: Teorem 4.2.2 de z €U olmak tizere f(z)= z+ZZ, g(z)=z +% ve ¢(z) =z

olarak alalim. Uggen esitsizliginden,

™| A (@) @) ™ 2 ﬁ(22+2_1j
Ry f'(z) 9(z) ¢(2) Ry Z+2 7+2
1_|Z|(m+l)‘R}/ |Z| 1
< — <1
o el < (el

m+L)Ry

YA
<1, 2| | <1 esitsizlikleri ve

elde edilir. Son esitsizlikte z € U olmak iizere 1—|Z|(

hipotezdeki 9%72|a|+|ﬂ| sarti kullanilmigtir. Teorem 4.2.2 nin tim sartlar

saglandigindan
1y

z a Y
Fopy @)= [ﬁuyl (M%) (1+%j du} (4.44)

integral operatorii U birim diskinde iinivalenttir. (4.44) esitliginde u =tz alinirsa,
1 7 a+f Wy ; 1y
Fop,(2)= ;/Ity—l (1+t§j dt| = 2{2 R —(a+p)1+ 7;—5}

0

elde edelir.

Teorem4.2.1de a=f, g(z) =z ve ¢(z) = f(z) alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.4: f € A ve meR, olsun. Eger z €U igin
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(24

(m+1)
(1_|Z| y) {1+ 2t"(z) o '(z)}_ m—l‘ m+1

<
Y f'(@ (2 2‘ 2

esitsizligi saglanirsa

a 1y
t o uf'()
};7(2){7!“ (Wj du}

seklinde tanimlanan 7,  integral operatorii U birim diskinde analitik ve tinivalenttir.

. yp
Son olarak, F,(z)= { ﬁfuﬂ f ’(u)du} integral operatorii i¢in tinivalentlik kriterleri
0

verilmistir.

Teorem 4.25: fe A ve meR, olsun. o Vve S birer kompleks sayilar olmak {izere
Ra <12 ve RPB >0 sartlar saglansin. Ayrica, U birim diskinde g(z)=1+bz+... ve

h(z) =c, +C,z+... analitik fonksiyonlarin1 goz 6niine alalim. Eger her z € U igin

‘ f'(z) _m+1|<m+1 (4.45)
9(2) -« 2| 2
ve

‘( f'(2) _1j|z|/3(m+1)+(1_|Z|ﬂ(m+l)){22ﬁf’(z)h(z)+ 1 29'(2)}

9(2)-a 9(2)-a B9(2)-«

“ p(m) \2
U i s(5080 ] 2
|2 9()-a  Blu@)-a 2
 m+l
T2

esitsizlikleri saglanirsa

, yp
Fy(2) = [ﬁ j uAtf '(u)du} (4.47)
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seklinde tamimlanan , integral operatoriic U birim diskinde analitik ve tinivalenttir

(Caglar and Orhan 2013c).

Ispat: r €(0,1] olmak iizere her t €[0,00) igin

e e _a i) 28 (ale ) — o) |
L(z,t)_{ﬂ [ u’”f’(u)du+(e e )2 (g(e2) a)} (4.48)

1+(e”™ —e ) 2’h(e'2)

seklinde tanimlanan L:U, x[0,0) — C fonksiyonunu goéz oniine alalim. Bu fonksiyon
U, diskinde analitiktir. Ispatin bundan sonraki kism1 olan L(z,t) nin Loewner zinciri

oldugunu gostermek icin sirasiyla Teorem 4.2.1 in ispatindaki adimlari izlemek yeterlidir.

Teorem 4.2.5 de g(z) = f'(z) alinirsa asagidaki tinivalentlik kriteri elde edilir.

Sonug 4.2.6: f € A ve meR, olsun. « ve B kompleks sayilar olmak iizere Rar <1/2
ve RP >0 sartlart saglansin. Ayrica, U birim diskinde h(z)=c,+c,z+... analitik

fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger her z € U i¢in

f'(z) _m+1|< m+1

f'(@)-a 2| 2 (4.49)

ve

‘( f'(2) _1]|Z|ﬁ<m+1>+(1_|Z|ﬂ<m+1>){22ﬁf'(z)h(z)+ 1 zf"(z)}
f'(z)-a f'2)-a Bt @)-a

+

+1 ﬁ(””l)z
2 (1—|Z| ) @R (@@ e
2" f@)-a Bl T@D-a 2|

m+1

2

esitsizlikleri saglamirsa (4.47) ile tanimlanan 7, integral operatorii U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.

Eger Sonug 4.2.6 da h(z) = f"(z) alinirsa asagidaki tinivalentlik kriteri elde edilir.
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Sonu¢ 4.2.7: f € A ve meR, olsun. a ve B kompleks sayilar olmak iizere Rax <1/2

ve R >0 sartlar1 saglansin. Eger her z € U i¢in

f'(2) _m+1|<m+1
f'(z)-a 2| 2

(4.51)

ve

‘( f'(2) _1j|z|ﬂ(m+l)+Z(1_|Z|ﬁ‘(m+l)){ f"(z) (ZZﬁ—lfr(Z)Jriﬂ
f'(2)-«a f'(2)-«a Y]

P11 _|7]PmY 2 R
I W”Z” (zﬂlfxz)g)_%f«z)}m—l 452)

|Z|ﬁ(m+l) fr(z)_a ﬁ 2

Sm+1

2

esitsizlikleri saglanirsa (4.47) ile tanimlanan ¥, integral operatorii U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.

Sonug 4.2.8: f € A ve meR, olsun. « ve # kompleks sayilar olmak iizere Rar <1/2
ve Rp >0 sartlar1 saglansin. Eger her z € U i¢in

f'(z) _m+1|<m+1
f'@)-a 2| 2

(4.53)

ve

(el e e s
(2)-a pi@-al 2] 2

esitsizlikleri saglanirsa (4.47) ile tanimlanan ¥, integral operatorii U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.

Ispat: Sonug 4.2.6 da g(z) = f'(z) ve h(z) =0 almirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem4.2.5de g(z) = f'(2), h(z) = —% ff ,((Z)) , a=0ve =1 alinirsa asagidaki sonug
Z

elde edilir.
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Sonug¢ 4.2.9: f € A ve meR, olsun. Eger her ze€ U i¢in

2

22(1_|Z|m+l) 1 m-1 m+1

— 7 | = —_— < — 4,
(Zsf(Z)j 5 < 5 (4.55)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve tinivalenttir.

Sonug 4.2.10: f € A ve meR, olsun. S bir kompleks say1 olmak tizere R >0 sarti

saglansin. Eger her z € U i¢in

(112" ) 2872y m—1‘<m+1
s (f’(z)J_ 2"z (4:59)

esitsizligi saglanirsa (4.47) ile tanimlanan F, integral operatdrii U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.

Ispat: Sonug 4.2.8 de & =0 alinirsa ispat tamamlanmis olur.
f(2)Y o o
Teorem 4.2.5de g(z)=| —=% | , h(z) =0, a =0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
z

Sonug 4.2.11: f € A ve meR, olsun. f# bir kompleks say1 olmak iizere R >0 sarti
saglansin. Eger her ze U igin

zzf’(z)_m+1|<m+1
f2z) 2| 2

(4.57)

ve

21 211- Zﬂ(m+1) ' _
(z f(Z)_1]|Z|ﬁ(m+1)+ ( 2| )(zf (z)_lJ_m_1<m+1 (4.58)

f2(2) B f(2) 2 |7 2

esitsizlikleri saglamirsa (4.47) ile tanimlanan F, integral operatorii U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.
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2 Y2
Ornek 4.2.12: ﬁ(z)=(2juf'(u)duj integral operatorinin U birim diskinde
0

tinivalentligini gostermek i¢in f(z) = 5~ fonksiyonunu goz oniine alalim.
VA

1-2-
2

Buradan,

zzf’(z)_l_z_2 zf’(z)_l_ 27°
f2(2) 2 f(2) 2-7°

(4.59)

yazilir. (4.59) esitlikleri, m=1, £ =2 i¢in (4.58) esitsizliginde dikkate alinirsa,

2

2 2 2
Sl (12 )5 < 22 2f

1 2 6
:§(4|z| -3[°)<1
esitsizligi elde edilir. Ciinkii, X€[0,1] icin g(x)=4x*—-3x® fonksiyonu en biiyiik
degerini x =,/2/3 noktasinda alir ve g (Q/Z/ 3) =24/27 dir. Buda gosterilmek istenen

sonugctur.

Z
2
Lz
2

MATHEMATICA programi yardimiyla asagida verilmistir.

f(z)=

2 y2
ve F,(z) = [2-[ uf ’(u)duJ fonksiyonlar1 altinda birim diskin goriintiileri
0
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Sekil 4.2. Birim diskin f(z) = % fonksiyonu altindaki goriintiisii

1-2
2

. .. ey . Z 2+u2
Sekil 4.3. Birim diskin %, (z) = 4'[—2
0 (2—u2)

fonksiyonu altindaki goriintiisii

4.3. Meromorf fonksiyonlar i¢in iinivalentlik kriterleri

Bu boliimde birim diskin dig1 olan U* ={¢ e C: |g" | >1} kiimesinde tanimli fonksiyonlar

i¢in yeni tinivalentlik Kriterleri verilmistir.
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Teorem 4.3.1: feZX, f'({)#0 ve U" da g(¢)=1+c,¢?+... analitik fonksiyonu
verilsin. Ayrica s=a+if8, a>0, feR ve meR, olmak iizere 1/2<m<a sarti

saglansin. Eger her £ € U” igin

gf'(¢) _ms|_ms (4.60)
f(O)9¢) e « '
Ve
SN PYNPTS- (O P L PG 4.61)
f()g(0) 9¢) el «a '

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U” kiimesinde tinivalenttir (Caglar and Orhan

2013d).

Ispat: Ilk olarak r e (0,1] sayist igin L:T, x[O, oo) —-C,

L(z,t) = {ez”‘tg(em/ %) } —a(t)z+a,0)2% +.. (4.62)

_1
f(e%/z)
seklinde tammli L(z,t) fonksiyonunun her t [0,0) i¢in U, diskinde analitik oldugunu

gosterelim. Burada her £ € U” i¢in

f(e")=e"¢ +b,+be ¢ +...,

4.63
g(e¥) =1+c,e ¢ +... (4.63)
dir. Simdi ¢ : Ux[0,%0) —>C

—2mtg(e5‘/z)

#(z,t)=e
fonksiyonunu goz oniine alalim. Her te[O,oo) ve zeU i¢in g fonksiyonu analitik
oldugundan ¢ (z,t) fonksiyonu da analitik ve ¢(0,t)=e*™ =0 dir. Dolayisiyla
#(z,t) 20 olacak sekilde bir U, (0<r <1) diski vardir. Bu diskte ¢,(z,t) ile
tanimlayacagimiz (¢1(z,t))7S nin uygun bir dalin1 segebiliriz. Buradan her t e [O,oo) ve
zeU, icin ¢(z,t) analitik, ¢,(0,t)=e*™" ve ¢,(z,1)#0 oldugu kolayca goriiliir.

Yukaridaki ifadeler ile birlikte
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_ 6@y _ 2
L(z,t) = te/2) =a(t)z+a,(t)z" +.. (4.64)

fonksiyonunun her t € [0, oo) i¢in U, diskinde analitik oldugu agiktr. (4.64) esitliginden
L(z,t) ="'z 4 ., (4.65)

acilimina sahiptir. (4.65) serisi (4.62) serisi ile karsilastirildiginda,
a (t) =e°m ™! (4.66)

kat sayis1 bulunur ve her te[o,oo) icin &, (t)#0 dir. Teoremin hipotezinden o >0 ve

1/2<m<a oldugundan

es(Zm—l)t‘ _ Iimea(Zm—l)t — %

limja, O] = fim
olur. Ayrica (4.62), (4.63) ve (4.66) dan

L(z,t) z

a(t) e (eSt +byz+be ™z +...

¢2(Z’t)
)

z

(1+ be " z+be 2% + ...)e

—2mst(cle’25‘zz+...)

elde edilir ve son esitlikte t — oo igin her iki tarafin limiti alinirsa

lim =20 _
o a(t)

bulunur. Bu yakinsama ayni zamanda diizgiin oldugundan, Lemma 2.2.18 den t € [0, «)

z

igin 0<r, <1, olacak sekilde U, kapali diski vardir ki, bu diskte {L(z,t)/a(t)} diizgiin

sinirli, yani

‘L(z,t) K

a,(t)

olacak bigimde bir K=K(r,)>0 sayisi mevcuttur. Dolayisiyla Lemma 2.2.17 den

{L(z,t)/a,(t)} ailesi U, diskinde yerel diizgiin simirhdir. Boylece Montel teoreminden

{L(Z’t)} ailesi U, kiimesinde bir normal ailedir.
al(t) te[0,00)

Diger taraftan L(z,t) nin kismi tiirevleri
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oL(z,t) _e* f'(e%/2) e g'(e"/2) (1+s)/
z o ) [¢,(z,t)]—2mst T )[¢2( )] (4.67)
ve
oL(z,t) e f'(e"/2)
a7 e @Y
g(e*/z) e g'(e”/2) (1+5)s (4.68)
+s{2mf(T/Z)+2mts e [¢,(z2,1)]
olarak hesaplanir.
oL(z,t)

¢, 9 ve L(z,t) fonksiyonlar1 analitik olduklarindan dolay:r (4.68) den

fonksiyonu da U, diskinde analitik olur. Béylece T >0 ve 0<r, <r, olacak sekilde her
€[0,T] veher ze U, igin

‘8L(z,t)‘< K

esitsizligini saglayan K = K(T,r,) > 0 sayis1 mevcuttur. Dolayisiyla Onerme 2.1.18 in (i)
sikkindan, L(z,t) fonksiyonu t €[0,00) i¢in yerel mutlak siirekli ve z € U, e gére yerel

diizgiin stireklidir.

oL(z,t) /oL(z,t)
0z ot

seklinde tanimlanan p(z,t) fonksiyonu her t >0 i¢in U, diskinde analitiktir. Son olarak

p(zt)=z

p(z,t) fonksiyonunun birim diskte analitik bir genislemesinin oldugunu ve her t >0

icin 3P(z,t) > 0 esitsizliginin saglandigini géstermek i¢in

_ p(z,)-1
W(Z’t)_—p(z,t)+1’ (zeU,, t>0) (4.69)

seklinde tanimlanan W(z,t) fonksiyonunun birim diskte analitik bir genislemesinin ve
her zeU, t>0 igin |w(z,t) <1l oldugunu gostermek yeterlidir. Burada (4.69)

esitliginde (4.67), (4.68) ifadeleri ve z yerine de { € U" yazilirsa, her £ €U ve her
t €[0,0) i¢in

NEED (.70

MED= a2
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elde edilir. Burada her £ € U” igin

_ l esté/f !(esté/) 2t estézg!(esté/)
)= T e 00E ) 2 gD

dir. Her £ eU" ve te[0,) i¢in (4.70) ile tanimlanan W(¢,t) fonksiyonu igin

(4.71)

W(¢ 1) <1 esitsizligi

1

‘Q(é’,t)—é <;, (¢ €U, te[0,0), a=R(s)) (4.72)

bigimindeki esitsizlige denktir. Islemlerin kolaylig1 agisindan
1 *
H(E.D) = Q(C,t)—g, (el te[0,x), a =R(s))

fonksiyonunu tanimlayalim. (4.60), (4.71) ve (4.72) ifadelerinden t=0 i¢in

¢f'(Q) _ms|_
f)aE) «

mls|
(04

[H(S.0)[=

(4.73)

st
et e

bulunur. Diger bir yandan her £ eU ve t>0 igin

=e” >1 oldugundan

‘H(<,t) fonksiyonu U kiimesinde analitik bir fonksiyondur. Maksimum modiil
prensibini kullanarak her £ € U" ve keyfi sabit her t >0 igin
IH(S, t)|<max|H(§ t)|=|H(e".1)| (4.74)

olacak sekilde €=6(t)eR mevcuttur. Ayrica u=e"e" olsun. Buradan |u|=

(ax =R(s)) ve (4.71) esitliklerinden

uf '(u) _[ ||ug(u) j
f(u)g(u) g(u) a

elde edilir. Dolayisiyla U € U" oldugu igin (4.61) esitsizliginden

HE" D)|=

HE" )| < mis| (4.75)
(04

esitsizligi bulunur ve sonug olarak (4.73) ve (4.75) esitsizliklerinden, her { € U" ve her
t €[0,00) i¢in (4.74) esitsizliginin gosterdigi

L] =‘g(;,t)_l‘<1
a o
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saglanir. Boylece her Z€U ve her t €[0,0) igin |w(z,t)|<1 olur.
Tiim bu durumlar géz oniine alindiginda Teorem 3.4.4 {in biitiin sartlar1 saglanir ve L(z,t)

fonksiyonu her t €[0,0) i¢in U birim diskinde bir Loewner zinciridir. Ozel olarak t=0

alimirsa z € U igin
L(z,0)=1/f(z") (feZelf(Ezhes)
yazilir. Boylece f(J) fonksiyonu U® da tnivalenttir. Boylece teoremin ispati

tamamlanmis olur.

Eger Teorem 4.3.1 de g(¢) = % aliirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.3.2: feX, f'({)=0 verilsin. Ayrica s=a+if, >0, feR ve meR,

olmak iizere /2 <m<a sart1 saglansin. Eger her £ € U” igin

1—{2|n|./;|[1+ 1) ﬁl@}l}ﬁ
f') () a

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu U" kiimesinde {inivalenttir.

< misl (4.76)
(94

Sonug 4.3.3: feX, f'({)=0 verilsin. Ayrica S=a+if, >0, feR ve meR,

olmak {izere J/2<m<a sart1 saglansin. Eger her ¢ € U" igin

£(¢) —% Ml 4.77)
ve
() —{2 |n|§|(1——§ff(g)]+1}% < % (4.78)

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U” kiimesinde {inivalenttir.

Ispat: Teorem 4.3.1de g(¢) = f(i/) alinirsa istenen sonug elde edilir.
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Eger Teorem 4.3.1 de g({) =1 alinirsa asagidaki basit tinivalentlik sart1 elde edilir.

Sonu¢ 4.3.4: feX, f'({)=0 verilsin. Ayrica s=a+if, >0, feR ve meR,
olmak iizere /2 <m<a sart1 saglansmn. Eger her £ € U” igin

') _ms
f¢) @

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu U” kiimesinde tinivalenttir.

misl (4.79)

a

Bu boliimde ise 4.1-4.3 kisimlarda elde edilen tinivalentlik kriterleri i¢in Teorem 3.7.18

yardimiyla quasikonform genisleme kriterleri verilmistir.

4.4. Birim diskte quasikonform genisleme kriterleri

Teorem4.4.1: f e A ve ke[0,1) olsun. m>1 ve o € C olmak iizere R >1/m

sart1 saglansin. Ayrica, U birim diskinde g(z) =1+bz+... ve h(z) =d,z+d,z° +...

analitik fonksiyonlarini géz ontine alalim. Eger her z € U i¢in

@ _m_m (4.80)
ag(z) 2 2
ve
o 1D, 20’y {((1_,1) 7 '(2) +1] h) zh'(z)}
ag(®)  2[ a f@ Ju@ 9@

Ha-f2) {1+ (1-a) 2'(2) zg’(z)}_ . z(1—|z2|2m) h(z) |m (4.81)
a 1@ 9@ 2 9@ )2

<2012 h@) [, 202" he) |m

2 9@ 212 9(2))2

esitsizlikleri saglamirsa f fonksiyonu C de k-quasikonform genislemeye sahiptir

(Caglar and Orhan 2013a).
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Ispat: m>1ve r 6(0,1] olmak tizere her t €[0, ) igin
l-a —t -t mt -t —t (emt _1)2 -mt 2 —t ’
L(z,t)=f"(e"2)| f(e"z)+(e™ -Dezg(e z)+Te z°h(e'2) (4.82)

seklinde tanimlanan L : U, x[0,0) — C fonksiyonunun U da bir Loewner zinciri oldugu

Teorem 4.1.1 in ispatinda gdsterilmisti. O halde,

‘p(z,t)—1|_{ f'(e”'2) m‘+(l—e”“){1+ (1-a)e'zf '(e‘tz)+e“zg’(e‘tz)}

p(z,t)+1] ag(e‘tz)e a fe'2) g(e'2)

PG R {[ (1-q) zf '(e:z) +etj h(e:z) N zh’(e:tz)} (483)
2 a f('2) g(e’z) g(e'z)
_(1+ (Gth _1)e—(2m—1)t Zh(e—tz)]m}
2 ge'z) )2
/|:(emt _1)2e7(2m—1)t zh(e::z) +(1+ (ezmt _1)e*(2m—1)t Zh(e_:z)jm}
2 g(e'z) 2 gle—z) )2
<k
elde edilir.

Boylece (4.81) den, (4.83) esitsizliginin sag tarafi k dan kii¢iik veya esit oldugu goriiliir.
Bu nedenle Teorem 3.4.4 ve Teorem 3.7.18 den f fonksiyonu C de k-quasikonform

genislemeye sahiptir.

Eger Teorem 4.4.1 de g(z) = f'(z) alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.4.2: fe A ve k e[O,l) olsun. m>1 ve ¢ € C olmak iizere R >1/m sart1

saglansin. Ayrica, U birim diskinde h(z)=d,z+d,z* +... analitik fonksiyonunu goz

ontine alalim. Eger her z € U i¢in



88

" za-|7"y {((1_(1) zf'(z)ﬂJ h(z) +zh'(z)}

a2 a @) Jf@ @

+(1—|z|’“){1+(1‘“) Zf'(Z)Hf”(Z)} ( 24-|2f )h(z)J

« 1@ 1@ 20 1@

(4.84)

<\ |26 12[")? h(z) o[ g, 20 Z™) h(z)
2 f @ 2l f (Z)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir.

Sonu¢ 4.4.3: feAd, m>1 ve ke[01) olsun. Ayrica, U birim diskinde

h(z) =d,z+d,z? +... analitik fonksiyonunu géz oniine alalim. Eger her z € U i¢in
1 2 g

o z(1-|2|")? {h,(z) +zh"(z)} 0 ||){ zf"(z)} {1 z(L-|2[ )h(z)]

20 @ T ') 2 1@
|20-17" b [, 20— Z™) h(z) (4.85)
2 f (z) 2lF f (2) |

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k-quasikonform genislemeye sahiptir.
Ispat: Sonug 4.4.2 de a =1 alindiginda istenen sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.4.4: fe A vek e[O,l) olsun. m>1 ve & € C olmak iizere Ra >1/m sart1

saglansin. Eger her ze U i¢in

E+(1—|zlm){1+ LAz, 2 ”(Z)}_m 5
o a (@) f@) 2 2

(4.86)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k-quasikonform genislemeye sahiptir.

Ispat: Teorem 4.4.1 de g(z) = f'(z) ve h(z) =0 alindiginda istenen sonug elde edilir.

Sonug 4.4.4 de =1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 4.45: f € A, m>1ve ke[0,1) olsun. Eger her ze U igin

m m Zf”(Z) m
K +(1—|z| )(1+ f,(z)j_zg

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k-quasikonform genislemeye sahiptir.

m
k— 4.87
: (4.87)

Teorem 4.46: fe A, feC ve ke[O,l) olsun. «, Ave B kompleks sayilar olmak
lizere Ra >]/2, A+B =0, |A— B| <2, |A| <1 ve |B| <1 sartlar1 saglansin. Ayrica, U

birim diskinde g(z) =1+b,z +... analitik fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger her z € U

i¢in
1 1w ), KA+B s
a\g(z)-p 2—k|A-B| '
ve
( f'(z) —1]|Z|2+(l—|Z|2)K1_a)Zf’(Z)+ 29'(2) }_kz(ﬂ—g)(A+B)|
9(2)- 5 « JT@ oA Tamenel | g
2k |A+B|
- 4-Kk*|A-B[

esitsizlikleri saglamirsa f fonksiyonu C de k-quasikonform genislemeye sahiptir

(Caglar and Orhan 2013b).

Ispat: re (0,1] olmak tizere her t €[0,0) i¢in

L(z,t) = f** (e“z)[ f(e'2)+(e'z—e"z)(g(e™2)- ﬁ)]“ (4.90)
seklinde tanimlanan L : U, x[0,0) — C fonksiyonunun U da bir Loewner zinciri oldugu

Teorem 4.1.6 nin ispatinda gosterilmisti. O halde, her z €U ve her t €[0,) i¢in

zoL(z,t) oL(z,t)

p(Z,t) -1 0z ot
1t = =
Wiz, A+Bp(z,t) A z0L(z,t) B oL(z,1)
oz ot

olmak tlizere
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—2¢(z,t)
(A-B)¢(z,t)+A+B

#(z.0) = (l f,(etZ)ﬁ’_l]e2t+(1—eﬂ){(l_ajeth,(etz)ﬁtzgl(etz) (4.92)

a g(e'z) a ) f(e'z) g(e'z)-p

elde edilir. (4.91) ile verilen w(z,t) fonksiyonu i¢in Teorem 3.7.18 uygulanirsa,

w(z,t) =

(4.91)

—2¢(2.,1) |sk, zeU,t>0,ke[0,1) (4.93)

iz, 0= (A-B)g(z,t)+ A+B|

esitsizligi elde edilir.

Bazi elementer hesaplamalardan sonra (4.93) esitsizliginden

1 f'_(te‘tz) 1 e‘2t+(1—e‘2t) [1_aje‘tzf’(_e“z)+e“zg_’(e‘tz)
ag(e z)—ﬂ a f(e ‘z) g(e tz)—,B
K(A-B)(A+B)| _ 2k|A+B|

4-K? |A B[ \ 4-Kk?|A-B[

(4.94)

elde edilir.
Boylece, (4.94) esitsizligi, f fonksiyonunun C de k-quasikonform genislemesini

gosterir.
Eger Teorem 4.4.6 da A= B alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.47: fe A, peC ve k e[O,l) olsun. a ve A kompleks sayilar olmak tizere
Ra>1/2, A#0 ve |A<1 sartlan saglansm. Ayrica, U birim diskinde

g(z) =1+bz+... analitik fonksiyonunu goz 6niine alalim. Eger her z € U igin

st
a\g(2)-p

‘( f'(z) _JM (1_|Z|2)K1—ajzf'(z)+ zg'(z)}
(2)-5 a ) f(z2) 9(@@)-p

<k|A (4.95)

ve

<k|A  (4.96)




91

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir.
Teorem 4.4.6 da a =1 segilirse asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.48: fe A, peC ve k e[O,l) olsun. Ave B kompleks sayilar olmak tizere
A+B#0, |A-B|<2, |A<1 ve |B|<1 sartlar saglansin. Ayrica, U birim diskinde

0(z) =1+bz +... analitik fonksiyonunu goz 6niine alalim. Eger her z € U igin

‘ f'(z) _JF k|A+B| (4.97)
g(2)-p 2—k|A-B|

ve

( f'(Z) _1j|z|2+(1_|z|2) Zg'(z) _k (A—B)(A+B)|< 2k|A+B| (498)

9(2)- 5 92)-8  4-K|A-B} | 4-k*|A-Bf

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir.

Sonu¢ 4.4.9: feA ve ke[O,l) olsun. A ve B kompleks sayilar olmak tizere
A+B=#0, |A-B|<2, |A/<1 ve |B|<1 sartlari saglansm. Ayrica, U birim diskinde

g(z) =1+bz+... analitik fonksiyonunu goz 6niine alalim. Eger her z € U igin

'@ . k|A+B| (4.99)
g(2) 2—-k|A-B]| '
ve
[@—Jhlz+(1—|2|2)Zg'(z)—kz(ﬂ_g)(MB”s 2k[A+B (4.100)
9(2) 9(z)  4-k*A-B | 4-K*A-B[

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir.

Ispat: Sonug 4.4.8 de =0 alinirsa istenen sonug elde edilir.

Sonug 4.4.9da g(z) = f'(z) alinirsa asagidaki quasikonform genisleme kriteri elde edilir.
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Sonu¢ 4.4.10: feA ve ke[0,1) olsun. AveB kompleks sayilar olmak iizere

A+B =0, |A-B|<2, |A<1 ve |B|<1 sartlar1 saglansin. Eger her €U igin

@_Mﬂzﬂu)_k(A—BﬂA+Bﬂ< 2k|A+B]| @101

'@  4-k|A-Bf | 4-Kk|A-Bf

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k-quasikonform genislemeye sahiptir.

Sonu¢4.4.11: f e A, feC ve ke[0,1) olsun. A ve B kompleks sayilar olmak iizere

A+B=#0, |A-B|<2, |A<1 ve |B|<1 sartlar1 saglansin. Eger her z €U i¢gin

p__|__kA+B| (4.102)
7(@)-p " 2-kA-B
ve
2 1— 2 £ 2(A B
plef +(1-2 )@ ke (A B)(A+B)\< 2k|A+B] w109

t'(2)-p 4-K?|A-Bf ‘_4—kﬂA—BF

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir.
Ispat: Sonug 4.4.8 de g(z) = f'(z) alimirsa ispat tamamlanmus olur.

4.5. integral operatérleri icin quasikonform genisleme kriterleri

Yy
Bukisimdailk olarak, 7, , (z)= [ Iu“ f(u) [ggugj u] integral operatorii igin

quasikonform genisleme Kriterleri verilmistir.

Teorem 4.5.1: g(z)#0 ve ¢(z) #0 olmak tizere f,g,9e A olsun. Ayrica meR _,

a, f, 7 €C ve ke[0,1) olsun. Eger her zeU igin
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(1 2™ ){ zf"(2)+ﬂ(zg'(2)Z¢'(Z)ﬂm‘1‘<km+l (4.104)
y f'(2) 9(z)  ¢(2) 2 ‘ 2

esitsizligi saglanirsa

1y
F, . (2)= {yju“ (f/(u))" (¢§“))j u} (4.105)

seklinde tanimlanan ¥, , integral operatorii C de
1-a)’ +k[1-a?
A-a)y ko’ - oonn
I (a)= ‘1—a2‘+k(1—a)
K, a=1

bi¢iminde bir quasikonform genislemeye sahiptir (Orhan, Raducanu and Caglar 2013).

Ispat: a pozitif bir reel say1 olsun. r € (0,1] olmak iizere her t €[0,0) igin

L(z,t)_{yj W) (ZEU;] du

0

(g
He™ e ™)z (1 ") (¢(e‘atz)J

seklinde tanimlanan L : U, x[0,0) — C fonksiyonunun U da bir Loewner zinciri oldugu

(4.106)

Teorem 4.2.1 in ispatinda gosterilmisti. O halde, her z €U ve her t €[0, %) i¢in
zol(z,t) oL(z,t)

_pz)-1_ 5 at
B ey R 2 N CX) L@
0z ot
olmak tizere
W(z,t) = @+a)g(z,t)+1-ma (4.107)

1-a)g(z,t)+1+ma

_1) etd"(e") e"zg'(e”z) e”z¢'(e2) ||y . —tmvay
g(z,t)_y[a e ) +ﬂ( 0(E D) 2o ) ﬂ(l e ) (4.108)

yazilir. (4.107) ile verilen w(z,t) fonksiyonu igin Teorem 3.7.18 uygulanirsa
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(1+a)G(z,t) +1-ma
(1-a)g(z,t)+1+ ma|

<l, zeU,t>0,1 e[O,l) (4.109)

esitsizligi elde edilir. Boylece (4.109) dan 7, , integral operatori | -quasikonform

genislemeye sahiptir.

Basit hesaplamalardan sonra (4.109) esitsizliginin

a(l+|2)(m—1)+(1—lz)(ma2—1)| 2al (1+m)
e )] | 2l a4
esitsizligine denk oldugu goriiliir.
(4.104) esitsizliginden kolaylikla goriiliir ki
m-1  m+1

dir.
G(z,t) yi bir & kompleks degiskeni olarak diistiniip, (4.110) ve (4.111) ile tanimlanan
sirastyla A ve A’ disklerini goz dniine alalim. A’ C A olacak sekilde en kiigiik | €[0,1)

bulundugunda teoremin ispati tamamlanmis olur. Bu durum, ancak ve ancak merkezler
arasindaki mesafe ile en kiiclik yarigapin toplami, en fazla, en biiylik yaricapa esit

oldugunda miimkiin olacaktir. Bdylece bu durum

a(l+|2)(m—1)+(1—lz)(ma2—1)_m_1+km+1< 2al (1+m)
2a(1+|2)+(1—lz)(1+a2) 2 ‘ 2 _2a(1+I2)+(1—I2)(1+a2)
veya buna denk olarak
2al k

2a(1+|2)+(1—lz)(1+a2)_EZO

(4.112)
sart1 altinda

(1-17)-27 3 2al

k
2[2a(1+|2)+(1—lz)(1+a2)} - 2a(1+|2)+(1_|2)(1+a2) 5 (4.113)

esitsizligini saglamasi demektir.
ilk olarak, (4.112) ve (4.113) esitsizlikleri 1—a* >0 icin ¢oziilecektir. Benzer yolla da

1-a® <0 icin ¢oziilebilir.
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(4.111) den elde edilen kuadratik denklemin ¢6ziimleri

(1—a)2+k(l—a2) ~ (1+a)2+k(1—a2)

L= 1—a2+k(1—a)2 b 1—a2+k(1—a)2 '

bigimindedir. Bu nedenle (4.113) esitsizliginin ¢6ziimi L <l ve <L, dir. L, <0
oldugundan dolay1 ¢ozim L, <1 dir.

Basit hesaplamalardan sonra, (4.112) esitsizliginden | <2 ve L1<I| ifadeleri elde

edilir. Burada;

B —2a+\/4a2 +(1—a2 )2 k? B —261—\/4612 +(1—a2 )2 k?

L1= > ,  oJL2= >
k(1-a) k(1-a)

dir. £L2<0 oldugunda ¢oziim i¢in L1<| dikkate alinir.
MATHEMATICA programi kullanilarak £1< L, ve boylece L, <I <1 oldugu kontrol
edilebilir. Eger a=1 ise, (4.112) ve (4.113) esitsizliklerinin her ikisi K <I esitsizligine
indirgenir.
Sonug olarak, (4.104) esitsizliginin C de 7, , integral operatoriiniin

1-a)’ +k[1-a’

12) ke oy

I (a)= ‘1— az‘ +k(1-a)
k, a=1

bi¢iminde bir quasikonform genislemesi oldugu ispatlanmis olur.

Teorem 4.5.2: g(z)#0 ve ¢(z) #0 olmak tizere f,g,¢e. A olsun. Ayrica meR

m>1, a, B,y€C, Ry >0 ve ke[0,1) olsun. Eger her ze U igin
1_|Z|(m+1)9¥7
Ry

N +ﬁ( 29'(z) _L(Z)j‘ <k
f'(z) 9(2)  ¢(2)

esitsizligi saglanirsa, (4.35) ile tamimlanan ¥, , integral operatorii C de k-

quasikonform genislemeye sahiptir.

Ispat: zeU\{0}, Ry >0 ve meR, i¢in
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1-|z
Y \ Ry

(m+1)y | 1— | Z|(m+1)9¥y

dir. m>1 ve k 6[0,1) icin

1o {a zf”(z)+ﬂ(zg’(z)_Z¢'(Z)j__km—1
y f'(2) a(z)  ¢(2)

+
y f'(2) 9(2)  ¢(2)

B { 2"(2) ﬂ(zg'(z)_w’(z)}

) l |Z| (m+1)9ty Zf "(2) +ﬁ( 29'(2) B Z¢'(Z)j‘+ K m-1
%y | f(2) 9(2)  ¢(2) 2
<kgmt_jmtl
2 2

elde edilir. Teorem 4.5.1 kullanilarak (4.104) esitsizligi saglandigindan 7, , integral

operatorii C de k-quasikonform genislemeye sahiptir.

Teorem4.5.1de a=f, g(z) =z ve ¢(z) = f(z) alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.53: fe A, meR, veke [0,1) olsun. Eger her z e U i¢in

a

(112 LA m—1‘<km+1
7 Pf'(z)‘ f(z>} 2|2

esitsizligi saglanirsa

seklinde tanimlanan ,  integral operatorii C de
1-a)’ +k[1-a?
(1-a) +kfi-a] ac(0,0)\ (1)
L (a)=1[-a’|+k(1-a)
k, a=1

biciminde bir quasikonform genislemeye sahiptir.
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. yp
Sonolarak, F,(z) = [ g I u’f ’(u)du} integral operatorii i¢in quasikonform genisleme
0

kriterleri verilmistir.

Teorem4.54: fe A, ke [0,1) ve me R, olsun. o ve f kompleks sayilar olmak iizere

Ra <1/2 ve RB >0 sartlart saglansin. Ayrica, U birim diskinde g(z) =1+bz+... ve

h(z) =c, +¢,z +... analitik fonksiyonlarin1 goz 6niine alalim. Eger her z € U igin

<k (4.114)

f'(z) m+1  m+l
9(2)-« 2| 2

ve

‘[ f'(2) _lj|z|ﬂ(m+1)+(1_|Z|ﬂ(m+1)){22ﬂ f’(z)h(2)+l 29'(2) }
9(2) - 9(2)-a f9(2)-a

pot 1| P 2 e , ,
e )[zﬂ £/()h (z)+3(g(z)h(z)_h,(z)ﬂ 1 )

2" 9)-a Bl o@)-« 2

Skm_—”'

2

esitsizlikleri saglanirsa

s B
Fy(2) = {ﬂ fur ’(u)du} (4.116)

seklinde tanimlanan 7, integral operatérii C de k -quasikonform genislemeye sahiptir

(Caglar and Orhan 2013c).

Ispat: re (0,1] olmak tizere her t €[0,0) i¢in

etz gt _ 0B\ 8 (o (e=t) — o))
L(z,t)—{ﬂju“f’(u)du+(e © )Z (g(e ) a)} (4.117)

1+(e"™ —e ) 2”h(e'2)

seklinde tanmimlanan L : U, x[0,0) — C fonksiyonunun U da bir Loewner zinciri oldugu

Teorem 4.2.5 in ispatinda gosterilmisti. O halde,
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p(z,t)—1|: 2 e—ﬁ'(m+1)t f'(e‘tz) 1
p(z,t)+1| m+1 g(e'2)-a
_i_(l_efﬂ(mﬂ)t) Dty f'(e"'z)h(e'z)
g(e'2)~«a
_p(ms1)t |2
L& g'(e"z) +eﬁtzﬂ(1_e ) s P D) (4.118)
p 9(E'7)-a g A g(e'2)-a
A h(etz)g’(Etz)—h'(etz) L P
B 9€')-a m+1"
elde edilir.

Boylece (4.115) den, (4.118) esitsizliginin sag tarafi k dan kiigiik veya esit oldugu

goriiliir. Bu nedenle Teorem 3.4.4 ve Teorem 3.7.18 den 7, integral operatorii C de k-

quasikonform genislemeye sahiptir.

Teorem 4.5.4 de g(z)= f'(z) alimirsa asagidaki quasikonform genisleme kriteri elde

edilir.

Sonu¢ 4.5.5: f € A, ke[0,1) ve meR, olsun. a ve § kompleks sayilar olmak iizere

Ra <1/2 ve RB >0 sartlar1 saglansin. Ayrica, U birim diskinde h(z)=c,+c,z+...
analitik fonksiyonunu gz 6niine alalim. Eger her z€ U i¢in

f'(z) _m+1|<km+1 (4.119)
f'(2)-a 2 | 2 '

‘(f{;gz—)a_l)dﬂ(mﬂ (- ||m+1){ ]:‘((Zz))h(;) ﬂfzzz")(z)a}

) [rere 1 rone @ |- @120)
|Z| B(m+1) f(Z) a f(Z)— 2 |

ve

<km+1
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esitsizlikleri saglanirsa (4.47) ile tanimlanan F, integral operatéri C de k-

quasikonform genislemeye sahiptir.

Eger Sonug 4.5.5 de h(z) = f"(z) alinirsa asagidaki quasikonform genisleme kriteri elde

edilir.

Sonu¢ 4.5.6: fe A, ke [0,1) ve meR, olsun. a ve f kompleks sayilar olmak iizere

Ra <1/2 ve RB >0 sartlar1 saglansin. Eger her z € U igin

f'(z) _m+1|<km+1 (4.121)
f'(2)-a 2 | 2

ve

‘( ') _1]|Z|ﬁ<m+1>+Z(1_|Z|ﬁ<m+l>){ () [zsz,(z)gﬂ
f'(2)—a '(2)-a F;

e (1_|Z|ﬁ(m+1) )2 (1 ”(Z))2 1) 1 -1
pL-lgr _ m _
+ |z|ﬂ(m+l) {f’(z)—a(z f (z)+—j = f (z)} > (4.122)

Skm_+1

esitsizlikleri saglanirsa (4.47) ile tanimlanan F, integral operatéri C de k-

quasikonform genislemeye sahiptir.

Sonu¢ 4.5.7: fe A, ke[0,1) ve meR, olsun. ave S birer kompleks sayr olmak

tizere Rar <1/2 ve NP >0 sartlari saglansin. Eger her z €U igin

f'(z) _m+q<km+1 (4.123)
f'(2)-a 2 | 2

ve

‘[ _f2) —1)|ZI"<m+1>+(1—|2|ﬁ(m+l)){l o }m_qgkmﬂ (4.124)
f'(2)-a pt@-al 2| 2
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esitsizlikleri saglanirsa (4.47) ile tanimlanan F, integral operatéri C de k-

quasikonform genislemeye sahiptir.

Ispat: Sonuc 4.5.5 de g(z) = f'(z) ve h(z) =0 yazilirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.5.4de g(z) = f'(z), h(z) = —% ];,((Z)) , a=0 ve B =1 alinirsa agagidaki sonug
z

elde edilir.

Sonu¢ 4.5.8: f €4, meR, ve ke[0,1) olsun. Eger her ze U igin

72 (l—|z|m+l)2

m+1
7

1 m-1 m+1
=S (z2) |-—| <k ——= 4.125
[2 f( )j 2 2 ( )

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir.

Sonu¢ 4.5.9: f € A, ke[0,1) ve meR, olsun. # kompleks say1 olmak iizere RS >0

sart1 saglansin. Eger her z € U i¢in

B(m+1)
(1—|Z| ) Zfﬂ(z) _m—1‘<km+l (4126)
2 “ 2 '

esitsizligi saglanirsa (4.47) ile tammlanan 7, integral operatorii C de k -quasikonform

genislemeye sahiptir.

Ispat: Sonug 4.5.7 de & =0 almirsa ispat tamamlanmus olur.

2
Teorem 4.5.4 de g(z) = (@j ,h(2) =0, a =0 alimirsa asagidaki sonug elde edilir.
z
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Sonu¢4.5.10: f € A, ke[0,1) ve meR, olsun. B kompleks say1 olmak iizere RS >0
sart1 saglansin. Eger her z € U i¢in

2?f'(z2) m+1  m+l

I |<k ) (4.127)
ve
B(m+1)
(2212“(2) _1]|Z|/i’(m+l) s 2(1—|2| )(Zf '(2) _1j_m_—1 <+l (4.128)
f2(2) B f(z) 2

esitsizlikleri saglanirsa (4.47) ile tanimlanan F, integral operatéri C de k-

quasikonform genislemeye sahiptir.

4.6. Meromorf fonksiyonlar i¢in quasikonform genisleme Kkriterleri

Teorem 4.6.1: feX, f'({)#0 ve U" da g(¢)=1+c,¢?+... analitik fonksiyonu
verilsin. Ayrica s=a+if3, a>0, feR ve meR, olmak iizere 1/2<m<a sarti

saglansm. k €[0,1) olsun. Bu durumda eger ¢ € U" igin

CH(Q) ms|_\ s (4.129)
9 «a @ '
ve
cf'¢) 2Inm.{g’(é)+1 E«ﬂ (4.130)
f()g(d) 9¢) Ja| «a '

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu C de

s k(5 -1
L (s)=7— > <
N o

bigiminde bir quasikonform genislemeye sahiptir (Caglar and Orhan 2013d).

Ispat: r €(0,1] sayisiigin L:TU, x[0,00) > C,
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L(z,t) = {ez”“g(e“/ %) } —a(t)z+a,®)2% +.. (4.131)

_1
f(e%/z)
seklinde tammhi L(z,t) fonksiyonunun her te[0,%0) i¢in U" da bir Loewner zinciri
oldugu Teorem 4.3.1 in ispatinda gosterilmisti. O halde, her £ € U" ve her t €[0, ) i¢in

(1+5)G(S 1) -2
(1-5)G(S ) +2

B 1 estézfr(estéz) esté/gr(esté/)
G¢. ="~ )0 _2t o#7) (4.133)

elde edilir. (4.132) ile verilen w(z,t) fonksiyonu igin Teorem 3.7.18 uygulanirsa,

WS, t) = (4.132)

asagidaki esitsizlik yazilir.

(1+5)G(¢.1)-2|
(1-s)G(C.D)+2|

(4.134) esitsizligi f fonksiyonunun | -quasikonform genislemeye sahip oldugunu ifade

<l, £eU,t>0,1€[0,1) (4.134)

eder.

Basit hesaplamalardan sonra (4.134) esitsizliginin asagidaki esitsizlige denk oldugu

goriiliir.
g(glt)_2((1+|2)+a(1—|2))—2ﬁ(12—|2)i 1) Al i)
2a(1+|2)+(1—lz)(1+|3| ) a 2a(1+|2)+(1—lz)(1+|s| )
(4.129) ve (4.130) esitsizliklerinden
‘g(g,t)-l X (4.136)
al «a

esitsizligi yazilir.

G(¢,t) i bir @ kompleks degiskeni olarak diisiiniip, (4.135) ve (4.136) ile tanimlanan
sirastyla. A ve A’ disklerini gz oniine alahm. A'C A sekilde en kiigik 1<[0,1)
bulundugunda teoremin ispati tamamlanmis olacak. Bu durum, ancak ve ancak merkezler

arasindaki mesafe ile en kii¢iik yaricapin toplami, en fazla, en biiyiik yarigapa esit

oldugunda miimkiin olacaktir. Boylece,
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2((1+|2)+a(1—|2))—2ﬂ(1—|2)i
2 (1+17) + (1-17)(2+[s[")

4
2 (L+17)+ (117 (1+[s[")

1Lk
al a

veya buna denk olarak

2| K
-—20
22 (1 17)+ (1-17) 14]57) 22

(4.137)

sart1 altinda

erjer] )
Za[za(1+|2)+(1—Iz)(l+|S|2)J_2a(1+|2)+(21I—I2)(1+|s|2)_% (4.138)

oldugunun ispatlanmasi gerekir.
Eger (4.138) esitsizligi esitlik gibi digiiniilip MATHEMATICA programi yardimiyla
hesaplanirsa asagidaki iki ¢oziim elde edilir:
=17 +k[(5)" -1 [s+17 +k|(5)" -1
L1 = ' = — .
(5) g +kls-1f (5 4 +kis-1f

Bu nedenle (4.138) esitsizliginin ¢oziimi L, <I ve 1 <L, dir. L, <0 oldugundan dolay1

L,

¢oztim L <|I dir.
Basit hesaplamalardan sonra, (4.137) esitsizliginden
2 2
—2a+\/40¢2+ (§)2— k? —2a—\/4a2+ (§)2— k?
e (o)

kls-1 kls-1]

olmak iizere | < L2 ve L1<| ifadeleri elde edilir. Burada -L2<0 oldugundan ¢oziim

L1=

icin L1 <| dikkate alinir.

MATHEMATICA programi kullanilarak 1< L, ve boylece L, <I <1 oldugu kontrol

edilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Eger Teorem 4.6.1 de g(¢{) = é’ff(éé)’) alinirsa agsagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 4.6.2: feX, f'({)=0 verilsin. Ayrica s=a+if, >0, feR ve meR,

olmak iizere /2 <m< a sart1 saglansm. k e [O,l) olsun. Eger her £ € U” igin

L{ﬂﬂﬂ@+:H@7_:r@q+%mg
Q) Q) Ja

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu C de
51 +k|(5)" -1
=T > <1
(5) ~1+k[s-1

biciminde bir quasikonform genislemeye sahiptir.

mls|

<k (4.139)

(24

L (s)

Sonug 4.6.3: feX, f'({)=0 verilsin. Ayrica S=a+if, >0, feR ve meR,

olmak iizere /2 <m <« sarti saglansin. k €[0,1) olsun. Eger her £ € U” igin

£0) -1 ¢ (Il (4.140)
(04 o
ve
oo S, ms|_, ms|
‘f ©) {2In|§|(1 % j+1} Dk (4.141)

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu C de

51 +k|(s)* -1
(k)= <
) (5) ~1+kls-1° '

bi¢iminde bir quasikonform genislemeye sahiptir.

Ispat: Eger Teorem 4.6.1 de g(¢&) = fé’) alinirsa istenen gelir.

Eger Teorem 4.6.1 de g(¢) =1 alinirsa asagidaki basit quasikonform genisleme sarti elde

edilir.
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Sonu¢ 4.6.4: feX, f'({)=0 verilsin. Ayrica s=a+if, >0, feR ve meR,

olmak iizere /2 <m< a sart1 saglansm. k e [O,l) olsun. Eger her £ € U” igin

gf'(g) ms
f¢) «

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu C de
51 +k|(5)" -1

= 2 2 <1
(5)° 4 +kls 1

biciminde bir quasikonform genislemeye sahiptir.

<k ™Ml (4.142)
(04

k
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliim, tezde elde edilen sonuglari icermektedir. {1k olarak, Loewner zincirler metodu

kullanilarak U ve U" kiimelerinde tanimli fonksiyonlarin tinivalentligi igin yeter sartlar
verilmis ve daha sonra elde edilen bu sartlar i¢in Becker i metoduyla quasikonform

genisleme kriterleri elde edilmistir.

Sonug 5.1: feA olsun ve m>1, o eC olmak iizere Ra>1/m sart1 saglansin.
Ayrica, U birim diskinde g¢(z)=1+bz+.. ve h(z)=d,z+d,z*+... analitik
fonksiyonlarini goz oniine alalim. Eger her z €U i¢in

f'(z) m

ag(z) 2

m

2

ve

MRAON z(1-]7")’ {(1—05) #f'(2) , lj h@) , zh’(z)}

ag(z) 2|7 a () )o@ 9()
+<1-|z|m>{1+<1—a> 1@, Zg'<2>}_ 1 2012 b |m
a f(@) 9@ 2120 9(2))2
< z(1-|z|")’ h@) [, 2(1-|7|"™) h(z) m
o2 9@ 2l7° 9(2) )2

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

Sonu¢ 5.2: feAd ve BfeC olsun. a, A ve B kompleks sayilar olmak {izere
Ra>12, A+B=0, |[A-B|<2, |A|<1 ve |B|<1 sartlar1 saglansin. Ayrica, U birim

diskinde g(z) =1+b,z +... analitik fonksiyonunu g6z oniine alalim. Eger her z € U i¢in

E[Ll)‘ﬂ
a\g(2)-p 2—|A-B|

ve
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9(z2)-p a ) f(z) 9(@)-p
2|A+B|
4-|A-Bf

( f'(2) _JV| @—Mﬂﬁ?_“)ﬁxn+ an:}Xﬂ‘§NA+Bﬂ

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir.

Sonug¢ 5.3: f,9,9cA, 9(z)#0 ve ¢(z) #0 olsun. Ayrica meR, ve , f,y€C

olsun. Eger her z € U i¢in

(1 | |m+1 )[ zf"(z)+ﬂ[zg'(z)_z¢'(z)ﬂ_m—1‘<m+1
y f'(z) 9(2)  ¢(2) 2 “ 2

esitsizligi saglanirsa,

Yy
S

seklinde tanimlanan 7, ;  integral operatorii U birim diskinde analitik ve Gnivalenttir.

Sonug 5.4: f € A ve meR, olsun. @ ve 8 birer kompleks say1 olmak {izere bu sayilar

icin Ra <12 ve RP>0 sartlant gergeklensin. Ayrica, U birim diskinde
g(z)=1+bz+... ve h(z) =c,+c,z+... analitik fonksiyonlarint gz oniine alalim. Eger
her ze U i¢in

m+1
2

‘f(@ _m+1f
g(2)-a 2

ve

‘(f%? _qhﬂml(l||mﬂ{ , F@h@) | 1 m(n}
9(2) -« 9(2) -« /3mn a

Zﬁ+1(l_|z|ﬂ(m+l)) |:Zﬂ_1f'(2)h2(2) 1 [g'(Z)h(Z) j} m 1
: 1 + L[ SN )
|2 9(2)-a 9(2)-a

m+1
2



108

esitsizlikleri saglanirsa

, yp
Fy(2)= [,B j u’f ’(u)du}

seklinde tanimlanan 7, integral operatorii U birim diskinde analitik ve tinivalenttir.

Sonug 5.1-5.4 Becker (1972), Ahlfors (1974), Pascu (1986), Goluzin (1969), Nehari
(1949), Ozaki and Nunokawa (1972), Raducanu (2004), Tudor (2008), Deniz and Orhan

(2011) tarafindan verilen sonuglarin bir genellestirilmesidir.

Sonuc¢5.5: feX f'({)#0 ve U da g(¢)=1+c,¢? +... analitik fonksiyonu verilsin.
Ayrica s=a+iff, meR,_, feR ve a>0 olmak iizere 1/2<m< ¢ sarti saglansin.
Eger her € U" i¢in

mls|
(04

£f(¢) ms|_
(O @

ve
mls|
o

1) -[zm|;|4“9'(4>+1jﬁ -
()9 9(¢) e

esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu U kiimesinde tinivalenttir.

Sonu¢ 5.6: feA ve ke[0,1) olsun. m>1, aeC olmak iizere Ra>1/m sarti

saglansin. Ayrica, U birim diskinde g(z)=1+bz+... ve h(z)=d,z+d,z* +... analitik

fonksiyonlarini géz ontine alalim. Eger her z € U i¢in

f'z) m

ag(z) 2

m

2

ve
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o 1@ 20y {((1—06) 2'(2) +1} h) zh'(z)}
ag(@)  2lf a 1@ )@ 9@

+(1_|Z|m){1+(1—06) Zf’(2)+zg'(z)} L 20-[7™) h@) |m
a f(z) 9@ 21* 9(2)

o[ 142012 h@) |m
2170 9@

< |ZlY by
| 2ef 0(2)

esitsizlikleri saglamirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir

Sonu¢5.7: f €A, ke[0,1) ve feC olsun. &, Ave B kompleks sayilar olmak iizere

Ra>1/2, A+B=0, |A— B| <2, |A| <1 ve |B|S1 sartlar1 saglansin. Ayrica, U birim

analitik fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger her z € U ig¢in

i( f'(z) _1]‘< k|A+B]

diskinde g(z)=1+bz+...

a\g(z)-p 2-k|A-B|
ve
( f'(2) _1j|z|z+(1_|Z|2)H1—ajzf’(z)+ 29'(2) }_kz(ﬂ—g)(A+B)|
9()-4 a )@ 9@-B] 4-k|A-Bf |
2k|A+B|

4-K?*|A-B[
esitsizlikleri saglanirsa f fonksiyonu C de k -quasikonform genislemeye sahiptir

Sonug¢ 5.8: f,09,0eA4,09(2)#0 ve ¢(z) #0 olsun. Ayrica meR,, «, f,7€C ve

k €[0,1) olsun. Eger her ze U igin

(1 2™ ){ 2f"(2) [zg (2) z¢ (z)ﬂ m—l‘ m+1
+p Sl PO
y f'(2) (@) ¢(2) 2 ‘ 2

esitsizligi saglanirsa

1y
E,, (1) = {yju” (f'(u))” (géu))j du}
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seklinde tanimlanan ¥, , —integral operatorii C de
1-a)’ +kl-a’
2) kel oy
I (a)= ‘1—a2‘+k(1—a)
k, a=1

biciminde bir quasikonform genislemeye sahiptir.

Sonu¢ 5.9: fe A, ke[0,1) ve meR, olsun. ave S birer kompleks sayilar olmak

lizere bu sayillar Ra<1/2 ve RB>0 sartlarimi saglasin. Ayrica, U birim diskinde
9(z)=1+bz+... ve h(z) =c,+cC,z+... analitik fonksiyonlarin1 goz oniine alalim. Eger

her ze U i¢in

<k
9(2)—a 2 | 2

‘f(n _m+1] | m+1

ve

‘( f'(z) __1j|zr%m+ﬂ_+(1__|Zf0“ﬂ)){22ﬁ f'(Hh@), 1 29'(2) }
9(2)-a 9(2)-a B9(@)-«a

1 (m+1))?
+f @—VV ){ﬂlruyﬁa)+l(g@ma)_waﬂ} m-1

2™ 9@)-a  plo@)-a 2

Skm__'_l

2

esitsizlikleri saglanirsa
. vp
J}U)={ﬂjuﬂlfhndu}
0

seklinde tanimlanan 7, integral operatorii C de k -quasikonform genislemeye sahiptir.
Sonu¢ 5.10: feX, f'({)#0 olmak lizere U" da g(¢)=1+c,¢?+... analitik

fonksiyonu verilsin. Ayrica feR ve meR,, s=a+if, a>0, feR ve meR,

olmak kaydiyla 1/2<m<« sarti saglansmn. k €[0,1) olsun. Bu durumda ¢ € U" i¢in
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¢f'¢) _ms|_, ms|
(g «|  «a
ve
‘ £ _(2|n|§|49’(§)+1jﬁgkm
f($)9) o) el a

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu C de
51 +k|(5)" -1

= 2 2 <1
(5)° 4 +kls 1

biciminde bir quasikonform genislemeye sahiptir.

k
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