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ÖZET 

İNTEGRALLERİN CESÀRO TOPLANABİLMESİ İÇİN 

TAUBER TİPİ TEOREMLER 

KEBAPCI, Duygu 

 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Doç. Dr. İbrahim ÇANAK 

Ağustos 2013, 41 sayfa 

 Bu tez kapsamında integrallerin Cesàro toplanabilmesi için bazı Tauber tipi 

teoremlerin verilmesi amaçlanmıştır. Giriş bölümüyle birlikte üç bölümden 

oluşmaktadır.  

 İlk bölümde klasik Tauber teorisinin kısa bir özeti verilmiştir. 

 İkinci bölümde Cesàro toplanabilme metotu tanıtılıp, gerekli tanım ve 

gösterimler verilmiştir. Daha sonra ispatlarda kullanılacak Lemmalar ve ispatları 

verilmiştir. 

 Son bölümde ise Cesàro toplanabilme metotu için öncelikle yavaş 

salınımlığın Tauber tipi koşul olduğu bazı teoremler ve sonuçları ispatlarıyla 

birlikte verilmiştir. Son olarak,  salınım davranışlarının kontrol modülosu 

yardımıyla elde edilen bazı Tauber tipi teoremler ve ispatları verilmiştir. 

 Anahtar sözcükler: Tauber teoremleri, Cesàro ortalaması, kontrol modülo, 

yavaş salınımlı diziler. 
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   ABSTRACT 

   TAUBERIAN THEOREMS  

  FOR CESÀRO SUMMABILITY OF INTEGRALS 

 

    KEBAPCI, Duygu 

 

MSc in Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. İbrahim ÇANAK  

August 2013, 41 pages 

 In this thesis, it is aimed to give some Tauberian theorems for  Cesàro 

summability of integrals. With the introduction, the thesis consists of three 

chapters. 

 In the first chapter, a short summary of classical Tauberian theory is given. 

 In the second chapter,  Cesàro summability is introduced and necessary 

definitions and notations are given. Later, lemmas used in the proofs and their 

proofs are given. 

 In the last chapter, some theorems and their corollaries are given  together 

with their proofs for which slow oscillation is a Tauberian condition for Cesàro 

summability method. Finally, some Tauberian theorems and their proofs are given 

by means of control modulo of oscillatory behavior. 

Keywords: Tauberian theorems, Cesàro mean, control modulo, slowly 

oscillating sequences.  
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1. GİRİŞ 

Matematikte ıraksak seri yakınsak olmayan sonsuz seri anlamına gelir. 

1828 yılında Abel ıraksaklığa “şeytanın icadı” derken aslında çok da haksız 

sayılmazdı. Şimdi bu durumu, 

∑(  ) 

 

   

 

şeklinde tanımlı Grandi Serisi ile açıklamaya çalışalım. 

İlk olarak bu toplamı farklı gruplayarak, 

  (   )  (   )      

    (   )  (   )      

şeklinde iki farklı toplam elde edilir. Bu, serinin yakınsak olmadığı anlamına 

gelir. Kısmi toplamlar dizisi düşünülürse, bu serinin kısmi toplamlar dizisinin 0 

ile 1 arasında salınım yaptığı söylenebilir. Şimdi ise bunlardan farklı olarak, 

    (         )      

elde edilir ve buradan da, 

  
 

 
 

elde edilir.  

 O halde buradan iki sonuç çıkarılır. 

 1. Bu serinin bir toplamı yoktur. 

 2. Bu serinin toplamı 
 

 
 olmalıdır. 



2 

 

Her iki ifade de kanıtlanabilirdir. Fakat 18.yüzyılda matematikçiler arasında sert 

tartışmalara yol açan bu iki ifadeyi ispatlayabilmek için 19. yüzyılda bulunan 

Toplanabilme Teorisi kavramlarına gerek duyulmuştur. 

 Abel her ne kadar ıraksaklığa şeytanın icadı gözüyle baksa da daha sonraları 

ıraksaklığı kontrol etmenin yolunu keşfetmiş ve bu konuda çalışmalar yapmıştır. 

Abel Teoremi olarak bilinen teorem, bir serinin sonlu bir toplamı varsa, serinin 

Abel toplamının serinin toplamı ile aynı olduğunu ifade eder. 

Daha sonra Tauber bu teoremin tersinin ne zaman gerçekleşeceğine dair 

çalışmalar yapmış, bu konuda ilk çalışmasını (1897) yılında ortaya koymuş ve bu 

sayede yeni bir araştırma alanı ortaya çıkmıştır. Bu çalışmada ortaya koyduğu 

teoremlere literatürde Tauber’in birinci ve ikinci teoremi denir. Bu alanda ilk 

çalışma Tauber tarafından yapıldığı için bu çalışma alanına Toplanabilme Teorisi’ 

nin yanı sıra Tauber teorisi de denilmektedir. 

Toplanabilme metotlarından yakınsaklığa geçerken belli koşulların gerekli 

olduğu belirtilmişti. O halde herhangi bir metotla toplanabilme yakınsaklıktan 

daha genel bir kavramdır. Daha genel olan bu metotlardan yakınsaklığa geçerken 

koyduğumuz koşullara Tauber koşulları, bu koşulları içeren teoremlere de Tauber 

teoremleri denir. 

Bu alandaki ilk çalışma Tauber tarafından verildikten sonra çalışmalarda 

yakınsaklığın elde edilmesini sağlayacak daha zayıf koşullar bulmak 

amaçlanmıştır. Tauber den (1897) sonra Hardy (1910), Landau (1910), Littlewood 

(1911) gibi birçok bilim adamı bu konuda çalışmalar yapmıştır. 

Karamata (1930) yaptığı çalışmada Abel ile (   ) toplanabilme metotları 

arasındaki ilişkiyi incelemiş ve Abel toplanabilir bir serinin kısmi toplamlar dizisi 

üzerine koşul koyarak serinin (C,1) toplanabilir olduğunu göstermiştir. Bu teorem 

literatürde Karamata’nın Temel Teoreminin sonucu olarak bilinir. 

          Bu çalışmalar yapılırken yakınsaklığa geçiş için yeni araçlara ihtiyaç 

duyulmuş ve bu araçlardan biri olan yavaş salınımlılık tanımı Schmidt (1924) 

tarafından verilmiştir. Daha sonra Stanojević (1998) bu tanımı daha işlevsel 

olarak kullanabilmek için yeniden ifade etmiştir. Stanojević (1998) verdiği yavaş 

salınımlılık tanımının (C,1) toplanabilme için bir Tauber koşulu olduğunu 
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ispatlamıştır. Daha sonra Dik (2001) yavaş salınımlı bir dizinin aritmetik 

ortalamalarının da yavaş salınımlı olduğunu göstermiştir. 

          Toplanabilme Teorisinin temelleri seriler kullanılarak atılsa da benzer 

metotlar ıraksak integraller ile de tanımlanabilir. Örneğin L sonlu bir sayı olmak 

üzere, herhangi bir  ∑   
 
    serisi için Cesàro toplanabilme metotu, 

  ( )  
 

 
∑  

 

   

   

 

koşuluyla tanımlıyken,  ( )  ∫  ( )  
 

 
 integrali için Cesàro toplanabilme 

metotu, 

 ( )  
 

 
∫ ( )  

 

 

   

koşulu ile tanımlıdır. Yani seriler ve integraller birbirine paralellik gösterir. 

İntegraller ile ilgili çalışmalardan bahsedilecek olursa, Hardy (1949), Schmidt 

(1924) tarafından reel sayı dizileri için verilen yavaş azalanlık kavramının Cesàro 

toplanabilir integraller için Tauber koşulu olduğunu göstermiştir. Ayrıca reel sayı 

dizileri için benzer koşullar Landau (1910) tarafından verilmiştir. Mόricz (1994) 

tarafından reel sayı dizilerinin (   ) toplanabilir olması durumunda belli Tauber 

tipi koşullar verilmiş, daha sonra Mόricz ve Stadtmüller (2001) tarafından ağırlıklı 

ortalamalar metotuyla toplanabilir diziler için Tauber tipi koşullar verilmiştir. 

Mόricz (2004) tarafından R+ da ağırlıklı ortalamalar metotuyla toplanabilir 

integraller için gerek ve yeter Tauber tipi koşullar verilmiştir. 

 Son zamanlarda ise Çanak, İ. and Totur, Ü. (2010), Çanak, İ. and Totur, Ü. 

(2011), Çanak, İ. and Totur, Ü. (2012a), Çanak, İ. and Totur, Ü. (2012b), Çanak, 

İ. and Totur, Ü. (2013) yavaş salınımlılığın Tauber tipi koşul olduğu teoremler ile 

kontrol modülonun sınırlılığıyla ilgili bazı teoremler ve sonuçları ispatlarıyla 

birlikte vermişlerdir. Bölüm 3 te bu teoremler ve sonuçlarından bahsedilecektir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1 Temel Tanımlar 

Bu bölümde tez boyunca kullanılacak olan temel tanım ve gösterimlerin bir 

özeti verilecektir. 

 , [   ) aralığında sürekli ve reel değerli bir fonksiyon olmak üzere, 

 ( )  ∫ ( )  

 

 

 

şeklinde tanımlı olsun.  ( ) fonksiyonunun Cesàro ortalaması, 

 ( )  
 

 
∫ ( )  

 

 

 

şeklinde tanımlanır. 

Eğer sonlu bir   sayısı için, 

    
   

 ( )    (2.1) 

ise,  

∫ ( )  

 

 

 

integrali   değerine Cesàro toplanabilirdir veya (   ) yakınsaktır denir. 

Eğer, 

                               
   

∫ ( )  

 

 

    (2.2) 
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limiti sağlanıyorsa, (2.1) limiti de sağlanır. Fakat tersi her zaman doğru 

olmayabilir. Yani Cesàro toplanabilir olup, yakınsak olmayan integraller de 

vardır. Bunu aşağıdaki örnekle açıklayabiliriz. 

Örnek 2.1.1     
   

∫        
 

 
     

limiti mevcut değildir. Fakat 
 

 
 ‘ ya Cesàro toplanabilirdir. Gerçekten, 

 ( )  
 

 
∫  ( )  

 

 

 
 

 
∫(∫ ( )  

 

 

)  

 

 

 
 

 
∫ ( )(∫  

 

 

)  

 

 

 ∫(  
 

 
)  ( )  

 

 

 

dir. Buradan da, 

   
   

 ( )   
 

 
 

olur. Yani; 

∫       

 

 

 

integralinin  
 

 
 ‘ ya Cesàro toplanabilir olduğu elde edilir. 

 Yukarıdaki örnekten de görüleceği gibi, Cesàro toplanabilme yakınsaklıktan 

daha genel bir kavramdır. Daha genel olan bir sınıftan daha dar olan bir sınıfa 

geçerken belli koşulların sağlanması gerekir. Yani eğer (2.1) eşitliği sağlandığında 

bazı özel koşullar koyarak (2.2) eşitliğini elde edilebilir. Burada daha genel olan 

Cesàro toplanabilmeden, yakınsaklığa geçerken (2.1) üzerine koyulan özel 

koşullara Tauber koşulları, bu koşulları içeren teoremlere de Tauber teoremleri 

denir. 
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    bir tamsayı olmak üzere  ( )  ∫  ( )  
 

 
 integralinin m. mertebeden 

Cesàro ortalaması, 

  ( ( ))  {

 

 
∫    ( ( ))  

 

 

    

 ( )                                        

 

olarak tanımlanır. 

 Literatürde Kronecker eşitliği olarak bilinen, 

 ( )   ( ( ))   ( ) 

bu eşitlik ispatlarda sıkça kullanılacaktır. Burada, 

 ( )  
 

 
∫   ( )  

 

 

 

şeklinde tanımlanır. Daha genel ifade edersek,     olmak üzere; 

  ( )  {

 

 
∫    ( )  

 

 

    

 ( )                                

 

dir. 

 ( )  ∫  ( )  
 

 
  integralinin salınım davranışlarının klasik kontrol 

modülosu; 

  ( )    ( ) 

dir.  

    olmak üzere salınım davranışlarının m. mertebeden genel kontrol 

modülosu ise; 

  ( )      ( )   (    ( )) 
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şeklinde tanımlanır. 

Diziler için klasik ve genel kontrol modülo tanımları Dik (2001) tarafından 

verilmiştir. 

 ( )  ∫  ( )  
 

 
 integralinin De La Vallée Poussin ortalaması; 

 ( )  
 

    
∫  ( )  

  

 

     

ve 

 ( )  
 

    
∫  ( )  

 

  

       

şeklinde tanımlıdır. 

Eğer  ( )  ∫  ( )  
 

 
 integrali için, 

   
    

      
   

   
      

| ( )   ( )|    

veya 

   
    

      
   

   
      

| ( )   ( )|    

eşitliği sağlanıyorsa,  ( ) Stanojević (1998) anlamında yavaş salınımlıdır denir. 

Tez boyunca sık kullanılan iki sembolden bahsedilecek olursa, 

 ( )   ( ) 

gösterimi    
   

 ( )    olması, 

 ( )   ( ) 

gösterimi ise  ( ) fonksiyonunun [   ) aralığında sınırlı olması anlamına gelir. 
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Her pozitif m tamsayısı ve negatif olmayan x ler için, 

( 
 

  
)
 

 ( )  ( 
 

  
)
   

( 
 

  
 ( ))   

 

  
(( 

 

  
)
   

 ( )) 

şeklinde tanımlıdır. Burada  

( 
 

  
)
 
 ( )   ( ) 

ve 

( 
 

  
)
 
 ( )   

 

  
 ( ) 

dir. 

2.2 Lemmalar 

Lemma 2.2.1. Her      tamsayısı için, 

 
 

  
(  ( ))     

  ( )    ( ) 

dir. 

İspat: 

  ( )  
 

 
∫    ( )  

 

 

 

olduğu bilinir. Her iki tarafın x değişkenine göre türevi alınırsa; 
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  ( )   

 

  
∫    ( )  

 

 

 
 

 
    ( )

 
 

 
(    ( )  

 

 
∫    ( )  

 

 

)

 
 

 
(    ( )    ( ))

 
 

 
  ( ) 

elde edilir. 

Lemma 2.2.2. Her     tamsayısı için, 

i)     ( )    ( )   ( )  

ii)   ( )      ( )   
 

  
(    ( ))       

  ( ) 

dir. 

İspat: 

i)   ( )   ( ) olduğunu ve Lemma 2.2.1 i kullanılırsa, 

   ( )   ( ( )   ( ))
 
  (  ( )    ( )) 

  ( ( )  
 

 
 ( ))    ( )   ( ) 

elde edilir. 

ii)   ( )      ( )      ( ) olduğu bilinir. Her iki tarafın  

x değişkenine göre türevi alınırsa, 

 

  
(  ( ))  

 

  
(    ( ))  

 

  
(    ( )) 

burada her iki taraf x ile çarpılırsa, 
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  ( )       

  ( )       
  ( ) 

olur. Lemma 2.2.1 den, 

   
  ( )    ( ) 

     
  ( )      ( ) 

olduğundan 

  ( )      ( )       
  ( ) 

elde edilir. 

Lemma 2.2.3.  (   ( ))     
  ( ). 

İspat: Lemma 2.2.2 (i) den 

   ( )    ( )   ( ) 

olduğu bilinir. Her iki tarafın Cesàro ortalamaları alınır ve Lemma 2.2.2 (ii) 

kullanılırsa, 

 (   ( ))  
 

 
∫   ( )  

 

 

 
 

 
∫ ( )  

 

 

  ( )    ( )     
  ( ) 

elde edilir. 

Lemma 2.2.4. Her     tamsayısı için, 

  ( )  ( 
 

  
)
 

    ( ) 

dir. 

İspat: İspat tümevarım yöntemiyle yapılacaktır. 
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    için, 

  ( )    ( )   (  ( ))

   ( )   ( )

  
 

  
 ( ) 

elde edilir. Yani     için doğrudur. 

    için, 

  ( )  ( 
 

  
)
 
    ( ) 

doğru olduğu kabul edilsin. 

Önce        için doğru olduğu gösterilecektir. Yukarıdaki eşitlik 

kullanılarak, 

    ( )    ( )   (  ( ))

 ( 
 

  
)
 
    ( )   (( 

 

  
)
 
    ( ))

 ( 
 

  
)
 
    ( )  ( 

 

  
)
 
  ( )

 ( 
 

  
)
 
(    ( )    ( )) 

 ( 
 

  
)
 
( 

 

  
  ( ))

 ( 
 

  
)
   

  ( ) 

elde edilir. Yani her     tamsayısı için eşitlik sağlanmış olur. 

Lemma 2.2.5. 

i)     için, 

 ( )   (  )  
 

   
( (  )   ( ))  

 

    
∫ ( ( )   ( ))  
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ii)       için 

 ( )   (  )  
 

   
( ( )   (  ))  

 

    
∫( ( )   ( ))  

 

  

 

dir. 

İspat: i) De La Vallée Poussin ortalaması tanımından, 

 ( ( ))  
 

    
∫  ( )  

  

 

 
 

 (   )
(∫  ( )  

  

 

 ∫ ( )  

 

 

)

 
 

 (   )
(   ( (  ))    ( ( )))

 
 

(   )
  ( (  ))  

 

(   )
 ( ( ))

 (  
 

(   )
)  ( (  ))  

 

(   )
 ( ( ))  

Buradan 

 ( )   ( (  ))  
 

(   )
( ( (  ))   ( ( ))) 

elde edilir. 

 ( )   ( )  
 

    
∫ ( ( )   ( ))  

  

 

 

olduğu bilinir. Her iki tarafa   ( (  )) eklenirse, 

 ( )   ( (  ))  ( ( )   ( (  )))  
 

    
∫ ( ( )   ( ))  

  

 

 

elde edilir. Burada ( ( )   ( (  ))) yerine yazılırsa ispat tamamlanır. 

ii)       için 
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  ( ( ))  
 

    
∫ ( )  

 

  

 

olmak üzere, 

 ( ( ))  
 

    
∫  ( )  

 

  

 
 

 (   )
(∫ ( )  

 

 

 ∫  ( )  

  

 

)

 
 

 (   )
(  ( ( ))     ( (  )))

 
 

(   )
( ( ( ))    ( (  )))

 
 

(   )
( ( ( ))   ( (  )))   ( (  )) 

olur. Buradan, 

 ( ( ))   ( (  ))  
 

(   )
( ( ( ))   ( (  ))) 

dir. Ayrıca 

 ( )   ( )  
 

    
∫( ( )   ( ))  

 

  

 

dir. Eşitliğin her iki tarafına   ( (  )) eklenirse, 

 ( )   ( (  ))    ( ( )   ( (  )))   
 

    
∫( ( )   ( ))  

 

  

 

elde edilir. Burada  ( )   ( (  )) yerine yazılırsa, ispat tamamlanır. 

Lemma 2.2.6.      tamsayısı için 

  ( )  ∑(  ) 

   

   

(
   

 
)  

 

  
(  ( )) 
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dir. Burada 

(
   

 
)  

(   )(   ) (   )

  
 

dir. 

İspat: İspatı tümevarım yöntemiyle yapılacaktır. 

    için, 

  ( )    ( )   (  ( ))

    ( )   ( )

  
 

  
( ( ))

 ∑(  ) 

 

   

(
 

 
)  

 

  
(  ( )) 

olur. Yani     için doğrudur. 

    için, 

  ( )  ∑(  ) 

   

   

(
   

 
)  

 

  
(  ( )) 

doğru olduğu kabul edilsin ve       için doğru olduğu gösterilsin. Kontrol 

modülo tanımından, 

    ( )    ( )   (  ( )) 

dir. O halde   ( ) in tanımından, 
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    ( )  ∑(  ) 

   

   

(
   

 
)  

 

  
(  ( ))

  (∑(  ) 

   

   

(
   

 
)  

 

  
(  ( )))

 ∑(  ) 

   

   

(
   

 
)  

 

  
(  ( ))  ∑(  ) 

   

   

(
   

 
)  

 

  
(    ( )) 

Burada toplamdaki ikinci terimde       olacak şekilde düzenleme yapılırsa, 

    ( )  ∑(  ) 

   

   

(
   

 
)  

 

  
(  ( ))  ∑(  ) 

   

   

(
   

   
)  

 

  
(  ( )) 

olur. Burada düzenlemeler yapılırsa, 

    ( )  (  ) (
   

 
)  

 

  
( ( ))  ∑(  ) 

   

   

(
   

 
)  

 

  
(  ( ))

 ∑(  ) 

   

   

(
   

   
)  

 

  
(  ( ))  (  ) (

   

   
)  

 

  
(  ( )) 

ve burada (   
 

)  (   
   

)  ( 
 
) olduğu göz önünde bulundurulursa, 

    ( )  (  ) (
   

 
)  

 

  
( ( ))  ∑(  ) 

   

   

(
 

 
)  

 

  
(  ( ))

 (  ) (
   

   
)  

 

  
(  ( ))

 (  ) (
   

 
)  

 

  
( ( ))  ∑(  ) 

 

   

(
 

 
)  

 

  
(  ( )) 

elde edilir. Bu da eşitliğin       tamsayısı için doğru olduğu gösterir. 
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3. İNTEGRALLERİN CESÀRO TOPLANABİLMESİ İÇİN TAUBER 

TİPİ TEOREMLER 

Bu bölümde Cesàro toplanabilir integraller için elde edilmiş bazı Tauber tipi 

teoremler ve ispatları verilecektir. 

İlk olarak yavaş salınımlılığın Tauber koşulu olduğu teoremlerden ve 

sonuçlarından bahsedilecektir. 

Teorem 3.1.  ( )  ∫  ( )  
 

 
  integralinin yavaş salınımlı olması için gerek ve 

yeter şart   ( )  
 

 
∫   ( )  

 

 
  integralinin sınırlı ve yavaş salınımlı olmasıdır. 

İspat:  ( )  ∫  ( )  
 

 
 integralinin yavaş salınımlı olduğu kabul edilsin. İlk 

olarak 

 ( )   ( )              

olduğu gösterilecektir. 

∫  ( )  

 

 

 ∫  ( )  

 

 
 ⁄

 ∫   ( )  

 
 ⁄

 
 ⁄

  

 ∑ ∫   ( )  

 
  ⁄

 
    ⁄

 

   

 

olduğu kolaylıkla görülebilir. 

  ( )  (∫  ( )  

 

 

)

 

  ( ) 

olduğundan 

∫   ( )  

 

 

 ∫    ( )  

 

 

    ( )| 
 

 ∫  ( )  
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  ∫  ( )  

 

 

    ( )     ( )     ( )     ( )

  ∫  ( )  

 

 

 (   )  ( )    ( ( )   ( ))

  ∫( ( )   ( ))  

 

 

   ( ( )   ( )) 

Buradan, 

|∫   ( )  

 

 

|  |∫( ( )   ( ))  

 

 

|   | ( )   ( )|

 (   )    
     

| ( )   ( )|   | ( )   ( )|

      
     

| ( )   ( )|       
     

| ( )   ( )|

  | ( )   ( )|
      

     
| ( )   ( )|    | ( )   ( )|  | ( )   ( )|

      
     

| ( )   ( )| 

Eğer    
  ⁄  ve 

 

 
   seçersek, 

∫  ( )  

 

 

   ∑
 

  

 

   

  ( )            

elde edilir. 

Şimdi  ( ( )) in yavaş salınımlı olduğunu gösterilsin. 

  ( ( ))  
 ( )

 
 

olduğu bilinir. 

| ( ( ))   ( ( ))|  |∫  ( ( ))  

 

 

 ∫  ( ( ))  

 

 

| 



18 

 

 |∫  ( ( ))  

 

 

|  |∫ ( )  

 

 

|  |∫
 

 
  

 

 

|    |∫
 

 
  

 

 

|       
 

 
 

Her iki tarafın        için maksimumuna geçersek, 

   
      

| ( ( ))   ( ( ))|     
      

     
 

 
        

olur. Buradan her iki tarafın      için limiti alınırsa; 

   
    

      
   

   
      

| ( ( ))   ( ( ))|    

olur. Bu da  ( ( )) in yavaş salınımlı olduğunu gösterir. Kronecker eşitliğinden, 

 ( )   ( ( ))   ( ) 

 ( ) ve  ( ( )) yavaş salınımlı olduğundan  ( ) de yavaş salınımlıdır. 

Tersine  ( ) sınırlı ve yavaş salınımlı olsun.  ( ) in sınırlı olması  ( ( )) in 

yavaş salınımlı olmasını gerektirir. Kronecker eşitliğinden, 

 ( )   ( ( ))   ( ) 

 ( ) ve  ( ( )) yavaş salınımlı olduğundan  ( ) de yavaş salınımlıdır. O halde 

ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2.  ( ) integrali s ye Cesàro toplanabilir ve yavaş salınımlı ise 

   
   

 ( )    

dir. 

İspat:  ( )  s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  ( ( )) de s ye Cesàro 

toplanabilirdir. O halde Kronecker eşitliğinden, 

 ( )   ( ( ))   ( ) 
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 ( ) ve  ( ( )) s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  ( ) de 0 a Cesàro 

toplanabilirdir. 

Teorem 3.1 den  ( )  yavaş salınımlı olduğundan   ( ) de yavaş salınımlıdır. 

Lemma 2.2.5 (i)  ( ) e uygulanırsa 

 ( )   ( (  ))  
 

   
( ( (  ))   ( ( )))  

 

    
∫ ( ( )   ( ))  

  

 

 

elde edilir. Her iki tarafın mutlak değeri alınarak 

| ( )   ( (  ))|  
 

   
| ( (  ))   ( ( ))|  

 

    
∫ | ( )   ( )|  

  

 

 
 

   
| ( (  ))   ( ( ))|     

      
| ( )   ( )| 

bulunur. Gerekli işlemler yapılırsa, 

                      
   

| ( )   ( (  ))|    
(3.1) 

 

elde edilir.  ( ( ))  0 a Cesàro toplanabilir olduğundan 

 ( ( (  )))   ( )                   

dir. O halde (3.1) eşitliğinden 

 ( (  ))   ( )                    

elde edilir. Ayrıca  ( )  s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  

   
   

 ( ( ))    

olur. Kronecker eşitliğinden 

   
   

 ( )    
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elde edilir. 

Sonuç 3.3.  ( )  s ye Cesàro toplanabilir ve 

   
    

      
   

 (  )

 ( )
   

iken 

 ( )  ( )   (  ( ))              

ise 

   
   

 ( )    

dir. 

İspat.        için 

| ( )   ( )|  |∫ ( )  

 

 

 ∫ ( )  

 

 

|

 |∫ ( )  

 

 

|    ∫
  ( )

 ( )
  

 

 

      
 ( )

 ( )
 

olur. Buradan 

   
      

| ( )   ( )|       
      

   
 (  )

 ( )
 

dir. Buradan  

   
    

      
   

   
      

| ( )   ( )|    

elde edilir. O halde  ( ) yavaş salınımlıdır. Ayrıca  ( )  s ye Cesàro 

toplanabilirdir. O halde Teorem 3.2 den 
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 ( )    

elde edilir. 

Sonuç 3.4.  ( )  s ye Cesàro toplanabilir ve 

  ( )   ( )               

ise 

   
   

 ( )    

dir. 

İspat. Sonuç 3.3 te  ( )    alınırsa ispat kolaylıkla elde edilir. 

Son olarak  ( ) in yavaş salınımlılığının da Cesàro toplanabilir integraller için 

Tauber tipi koşul olduğu gösterilsin. 

Teorem 3.5.  ( )  s ye Cesàro toplanabilir ve  ( ) yavaş salınımlı ise 

   
   

 ( )    

dir. 

İspat.  ( )  s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  ( ( )) de s ye Cesàro 

toplanabilirdir. O halde Kronecker eşitliğinden, 

 ( )   ( ( ))   ( ) 

 ( ) ve  ( ( ))  s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  ( ) de 0 a Cesàro 

toplanabilirdir. 

Teorem 3.1 den  ( )  yavaş salınımlı olduğundan  ( ) de yavaş salınımlıdır. 

Lemma 2.2.5 (i) yi  ( ) e uygularsak 
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 ( ( ))   ( ( (  )))

 
 

   
( ( ( (  )))   ( ( ( ))))

 
 

    
∫ ( ( ( ))   ( ( )))   

  

 

 

elde edilir. Her iki tarafın mutlak değeri alınırsa, 

| ( ( ))   ( ( (  )))|

 
 

   
| ( ( (  )))   ( ( ( )))|  

 
 

    
∫ | ( ( ))   ( ( ))|  

  

 

 
 

   
| ( ( (  )))   ( ( ( )))|     

      
| ( ( ))   ( ( ))| 

bulunur. Gerekli işlemler yapılırsa, 

      
   

| ( ( ))   ( ( (  )))|    

olur. Bu eşitsizlik 

 ( ( ))   ( )                 

olmasını gerektirir. Kronecker eşitliğinde  ( )   ( ) alınırsa, 

 ( )   ( ( ))   ( ( )) 

olur. Buradan, 

 ( )   ( )                

elde edilir. Yine Kronecker eşitliğinden 

   
   

 ( )    

elde edilir. Bu da eşitliğin      tamsayısı için doğru olduğunu gösterir. 
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 Şimdi verilecek teorem literatürde Cesàro toplanabilme metotu için Hardy-

Littlewood tipi Tauber teorem olarak bilinir. 

Teorem 3.6. ∫  ( )  
 

 
 integrali   ye Cesàro toplanabilir olsun. Eğer yeterli 

büyüklükte   ler için, 

  ( )     

olacak şekilde     varsa ∫  ( )  
 

 
 integrali   ye yakınsar. 

İspat: ∫  ( )  
 

 
 integrali   ye Cesàro toplanabilir olsun. Bu durumda 

   
   

 ( ( ))    

dir. 

  ( )   
 

  
 ( )     

olacak şekilde bir     sayısı var olduğunu varsayalım. Lemma 4 (i) den 

 ( )   ( (  ))  
 

   
( ( (  ))   ( ( )))  

 

    
∫ ( ( )   ( ))  

  

 

 
 

   
( ( (  ))   ( ( )))  

 

    
∫ (∫  ( )  

 

 

)  

  

 

 
 

   
( ( (  ))   ( ( )))  

 

    
∫ (∫

 

 
  

 

 

)  

  

 

 
 

   
( ( (  ))   ( ( )))  

 

    
∫    

 

 
  

  

 

 
 

   
( ( (  ))   ( ( )))  

      

    
 (    )

 
 

   
( ( (  ))   ( ( )))         

dir. Gerekli işlemler yapılırsa 

      
   

( ( )   ( (  )))    
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elde edilir. Lemma 2.2.5 (ii) den benzer işlemlerle, 

      
   

( ( )   ( (  )))    

elde edilir. O halde 

   
   

 ( )     
   

 ( )    

elde edilir. 

Teorem 3.7. ∫  ( )  
 

 
 integrali   ye Cesàro toplanabilir olsun. Eğer yeterli 

büyüklükte   ler için, 

  ( )     

olacak şekilde bir     sayısı ve     tamsayısı varsa, ∫  ( )  
 

 
 integrali   ye 

yakınsar. 

İspat.   ( ), s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  ( ( )) de s ye Cesàro 

toplanabilirdir. O halde Kronecker eşitliğinden, 

 ( )   ( ( ))   ( ) 

 ( ) ve  ( ( ))  s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  ( ) de 0 a Cesàro 

toplanabilirdir. Bu durumda 

   
   

  ( )     (3.2) 

dir. Ayrıca  

 (  ( ))   ( ) 

olduğundan  (  ( )) de 0 a Cesàro toplanabilirdir. Kontrol modülo tanımından, 

  ( )    ( )   (  ( )) 

dir. Buradan her iki tarafın aritmetik ortalamasına geçilirse, 
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 (  ( ))   (  ( ))    ( ) 

olur.  (  ( )) 0 a Cesàro toplanabilir olduğundan, bu eşitlikten  (  ( )) de 0 a 

Cesàro toplanabilir olur. 

Bu şekilde devam edilirse,  (    ( )) in 0 a Cesàro toplanabilir olduğu elde 

edilir. Yeterince büyük   ler için, 

  ( )     

olacak şekilde     sayısı ile     tamsayısı var olsun. 

  ( )  ( 
 

  
)
 

    ( )

  
 

  
(( 

 

  
)
   

    ( ))

  
 

  
( (( 

 

  
)
   

    ( )))

  
 

  
( (    ( )))     

olur. Teorem 3.6 yı  (    ( )) e uygulanırsa, 

 (    ( ))   ( )                

elde edilir. 

  ( )      ( )   (    ( )) 

eşitliğinde 

 (    ( ))   ( )              

ve 

  ( )     

olduğundan, 
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    ( )      

olacak şekilde      vardır. Benzer işlemlerle, 

    ( )  ( 
 

  
)
   

    ( )

  
 

  
(( 

 

  
)
   

    ( ))

  
 

  
( (( 

 

  
)
   

    ( )))

  
 

  
( ((    ( )))      

olur ve Teorem 3.6  (    ( )) e uygulanırsa, 

 (    ( ))   ( )                

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse, 

                 (  ( ))   ( )                    (3.3) 

elde edilir. Ayrıca (3.2) nin sağlandığı gösterilmişti. Kontrol modülo tanımından, 

  ( )    ( )   (  ( ))    ( )   ( ) 

dir. Her iki tarafın aritmetik ortalamasına geçilirse, 

 (  ( ))   ( )    ( ) 

olur. Buradan (3.2) ve (3.3) eşitlikleri göz önünde bulundurularak, 

 ( )   ( )                  

elde edilir. Son olarak  ( )  s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  

 ( ( ))                  

olur. Bu iki eşitlik göz önünde bulundurulursa, 
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 ( )   ( ( ))   ( ) 

Kronecker eşitliğinden, 

   
   

 ( )    

elde edilir. 

Teorem 3.8.  ( ( ))    ye Cesàro toplanabilir olsun. Eğer yeterince büyük   ler 

için, 

  ( )     

olacak şekilde bir     sayısı ve     tamsayısı varsa, ∫  ( )  
 

 
 integrali   ye 

yakınsar. 

İspat.  ( ( ))  s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  ( ( ( )))    ( ( )) de s 

ye Cesàro toplanabilirdir. O halde Kronecker eşitliğinden, 

 ( ( ))    ( ( ))    ( ) 

  ( ) 0 a Cesàro toplanabilirdir. Bu durumda   ( ) de 0 a Cesàro toplanabilir 

olur. Ayrıca, 

 (  ( ))   ( ) 

olduğundan  (  ( )) de 0 a Cesàro toplanabilirdir. Kontrol modülo tanımından, 

  ( )    ( )   (  ( )) 

dır. Buradan her iki tarafın iki kez aritmetik ortalamasına geçilirse, 

  (  ( ))    ( )    ( ) 

olur ve bu eşitlikte   ( ) ve   ( ) 0 a Cesàro toplanabilir olduğundan   (  ( )) 

de 0 a Cesàro toplanabilir olur. Bu şekilde devam edilirse,   (    ( )) 0 a 

Cesàro toplanabilir elde edilir. Yeterince büyüklük   ler için, 
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  ( )     

olacak şekilde bir     sayısı ve     tamsayısı var olsun. 

 (  ( ))   (( 
 

  
)
 

    ( )) 

  
 

  
(( 

 

  
)
   

  ( ))

  
 

  
(  (( 

 

  
)
   

    ( )))

  
 

  
(  (    ( )))     

olur. Teorem 3.6   (    ( )) e uygulanırsa, 

  (    ( ))   ( )             

elde edilir. Ayrıca  

  ( )     

olduğundan,  

 (  ( ))     

dir. 

 (  ( ))   (    ( ))    (    ( )) 

eşitliğinde  

  (    ( ))   ( )         

ve 

 (  ( ))     

olduğundan, 
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 (    ( ))      

olacak şekilde      vardır. Benzer işlemlerle 

 (  ( ))   (( 
 

  
)
   

    ( ))

  
 

  
(( 

 

  
)
   

  ( ))

  
 

  
(  (( 

 

  
)
   

    ( )))

  
 

  
(  (    ( )))     

olur ve Teorem 3.6   (    ( )) e uygulanırsa, 

  (    ( ))   ( )             

elde edilir. 

Bu şekilde devam edilirse, 

  (  ( ))   ( )                (3.4) 

elde edilir. Ayrıca   ( ) 0 a Cesàro toplanabilir olduğundan 

   
   

  ( )    (3.5) 

dir. Kontrol modülo tanımından, 

  ( )    ( )   (  ( ))    ( )   ( ) 

dir. Her iki tarafın iki kez aritmetik ortalaması alınırsa, 

  (  ( ))    ( )    ( ) 

olur. Buradan (3.4) ve (3.5) eşitlikleri göz önünde bulundurularak, 

  ( )   ( )              
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elde edilir. Son olarak  ( ( )) s ye Cesàro toplanabilir olduğundan 

  ( ( ))                  

olur. Bu iki eşitlik göz önünde bulundurulursa, 

 ( ( ))    ( ( ))    ( ) 

Kronecker eşitliğinden, 

   
   

 ( ( ))    

elde edilir. Bu da   ( ) in   ye Cesàro toplanabilir olduğunu gösterir. Bu durumda 

Teorem 3.7 nin koşulları sağlanmış olduğundan, 

   
   

 ( )    

elde edilir. 

Teorem 3.9.  ( ( ))   ye Cesàro toplanabilir olsun. Eğer yeterince büyüklük   

ler için, 

 (  ( ))     

olacak şekilde bir     sayısı ve     tamsayısı varsa, ∫  ( )  
 

 
  integrali   

ye yakınsar. 

İspat:  ( ( )) s ye Cesàro toplanabilir olduğundan  ( ( ( )))    ( ( )) de s 

ye Cesàro toplanabilirdir. O halde Kronecker eşitliğinden, 

  ( ( ))    ( ( ))    ( ) 

  ( ) 0 a Cesàro toplanabilirdir. Bu durumda   ( ) de 0 a Cesàro toplanabilir 

olur. Ayrıca, 

 (  ( ))   ( ) 

olduğundan  (  ( )) de 0 a Cesàro toplanabilirdir. Kontrol modülo tanımından, 
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  ( )    ( )   (  ( )) 

dir. Buradan her iki tarafın iki kez aritmetik ortalamasına geçilirse, 

  (  ( ))    ( )    ( ) 

olur ve bu eşitlikte   ( ) ve   ( ) 0 a Cesàro toplanabilir olduğundan   (  ( )) 

de 0 a Cesàro toplanabilir olur. Bu şekilde devam edilirse,   (    ( )) 0 a 

Cesàro toplanabilir elde edilir. Yeterince büyüklük   ler için, 

 (  ( ))     

olacak şekilde bir     ve     tamsayısı var olsun. 

 (  ( ))  ( 
 

  
)
 

  ( )

  
 

  
(( 

 

  
)
   

  ( ))

  
 

  
(  (    ( )))

    

olur ve Teorem 3.6   (    ( )) e uygulanırsa, 

  (    ( ))   ( )              

elde edilir. 

  ( )      ( )   (    ( )) 

eşitliğinde her iki tarafın artimetik ortalaması alınırsa, 

 (  ( ))   (    ( ))    (    ( )) 

olur. Burada  

 (    ( ))   ( )            

ve 
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 (  ( ))     

olduğundan, 

 (    ( ))      

olacak şekilde      vardır. 

Benzer işlemlerle 

 (    ( ))   (( 
 

  
)
   

    ( ))

  ( 
 

  
(( 

 

  
)
   

    ( )))

  
 

  
(( 

 

  
)
   

    ( ))

  
 

  
(  (( 

 

  
)
   

    ( )))

  
 

  
(  (    ( )))

    

olur ve Teorem 3.6   (    ( )) e uygulanırsa, 

  (    ( ))   ( )            

elde edilir. Kontrol modülo tanımının aritmetik ortalamasına geçilerek, benzer 

şekilde 

 (    ( ))   (    ( ))    (    ( )) 

eşitliğinden yararlanılırsa, 

 (    ( ))      

olacak şekilde      sayısı bulunabilir. Benzer işlemlerle devam edilirse, 

 (  ( ))     ( ( ))      
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olacak şekilde      sayısı bulunabilir. Bu eşitsizlikten 

  ( ( ))   
  

 
 

olduğu kolaylıkla görülür. Şimdi  ( ( )) e Lemma 2.2.5 (i) uygulanırsa, 

 ( ( ))    ( (  ))  
 

   
(  ( (  ))    ( ( )))

 
 

    
∫ ( ( ( ))   ( ( )))  

  

 

 
 

   
(  ( (  ))    ( ( )))

 
 

    
∫ (∫  ( ( ))  

 

 

)  

  

 

 
 

   
(  ( (  ))    ( ( )))

 
 

    
∫ (∫

  

 
  

 

 

)  

  

 

 
 

   
(  ( (  ))    ( ( )))  

 

    
∫    (

 

 
)   

  

 

 
 

   
(  ( (  ))    ( ( )))         

elde edilir. Burada eşitsizliğin her iki tarafının     için üst limitini alarak, 

      
   

 ( ( ( ))    ( (  )))

 
 

   
      

   
(  ( (  ))    ( ( )))         

elde edilir. Dolayısıyla, 

      
   

( ( ( ))    ( (  )))         

bulunur. Burada eşitsizliğin her iki tarafının      için limiti alınırsa, 

                          
   

 ( ( ( ))    ((  )))    (3.6) 
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elde edilir. Benzer işlemler Lemma 2.2.5 (ii) ye uygulanırsa, 

                                
   

 ( ( ( ))    ( (  )))    (3.7) 

olur. (3.6) ve (3.7) eşitsizliklerinden 

   
   

 ( ( ))     
   

  ( ( )) 

olur. Buradan da  ( ) in   ye Cesàro toplanabilir olduğu elde edilir. O halde 

Teorem 3.8. in koşulları sağlandığından, 

   
   

 ( )    

olur ve ispat tamamlanır. 

Teorem 3.10. [   ) aralığında sürekli  ( ) fonksiyonu için, 

                    ∫
 ( )

 

 

 

   (3.8) 

yavaş salınımlı olacak şekilde negatif olmayan  ( ) fonksiyonu ve     

tamsayısı, yeterince büyük   ler için, 

                       ( )    ( ) (3.9) 

oluyorsa ve   ( ) s ye Cesàro toplanabilir ise ∫  ( )  
 

 
 integrali yavaş 

salınımlıdır. 

İspat. (3.8) koşulu kullanılırsa, 

 ( ( ))   ( )               

elde edilir. (3.9) koşulunda her iki tarafın aritmetik ortalaması alınırsa, 

 (  ( ))    ( ( ))      

olacak şekilde      vardır.  
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  ( )    ( )   (  ( ))

   ( )   ( ) 

dir. Buradan her iki tarafın aritmetik ortalamasına geçilirse, 

 (  ( ))   (  ( ))    ( ) 

tekrar her iki tarafın aritmetik ortalamasına geçilirse, 

                  (  ( ))    ( )    ( ) (3.10) 

olur.   ( )  in s ye Cesàro toplanabilir olduğu bilindiğinden   ( ) de s ye Cesàro 

toplanabilirdir. O halde (3.10) eşitliğinden   (  ( )) 0 a Cesàro toplanabilirdir. 

Benzer işlemlerle devam edilerek, 

  (    ( )) in 0 a Cesàro toplanabilir olduğu elde edilir. 

  ( )  ( 
 

  
)
 

    ( ) 

ve 

 (  ( ))      

olduğundan, 

 (  ( ))   
 

  
(( 

 

  
)
   

    ( ))

  
 

  
(  (( 

 

  
)
   

    ( )))

  
 

  
(  (    ( )))

     

  (    ( )) 0 a Cesàro toplanabilirdir.   ( )   ( ) olduğundan, 

 ( )  
 

  
(  (    ( ))) 
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olması durumunda 

  ( )   
 

  
(  (    ( )))      

olur. O halde Teorem 3.6 dan 

  (    ( ))   ( )              

dir. Benzer işlemlerle devam edilirse, 

  (  ( ))   ( )              

elde edilir.  

  ( )    ( )   (  ( ))

   ( )   ( ) 

her iki tarafın aritmetik ortalamasına geçilirse, 

 (  ( ))   (  ( ))    ( ) 

tekrar her iki tarafın aritmetik ortalamasına geçilirse, 

  (  ( ))    ( )    ( ) (3.11) 

elde ederiz.   ( ) s ye Cesàro toplanabilir olduğundan, 

  ( )            

olur. (3.11) eşitliğinden 

  ( )            

elde edilir. ∫
 ( )

 

 

 
   yavaş salınımlı olduğundan  ( ( ))   ( )         idi. 

 
 

  
 ( )   ( ( )   ) 
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olur. 

Lemma 2.2.5 (i)  ( ) e uygulanırsa, 

 ( )    (  )  
 

   
(  (  )    ( ))  

 

    
∫ ( ( )   ( ))  

  

 

 

 
 

   
(  (  )    ( ))  

 

    
∫ (∫  ( )  

 

 

)  

  

 

 
 

   
(  (  )    ( ))  

 

    
∫ (∫

( ( )   )

 
  

 

 

)  

  

 

 

 
 

   
(  (  )    ( ))  

 

    
∫ (∫

 ( )

 
       

 

 

 

 

)  

  

 

 

elde edilir. Buradan, 

| ( )    (  )|  
 

   
|  (  )    ( )|     

      
|∫

 ( )

 
  

 

 

|         

elde edilir ve gerekli işlemler yapılırsa 

      
   

( ( )    (  ))    

olur. Lemma 2.2.5 (ii) den de benzer işlemlerle 

      
   

( ( )    (  ))    

olur. O halde buradan 

   
   

 ( )     
   

  (  )    

elde edilir. Bu da  ( ) in yavaş salınımlı olmasını gerektirir. Buradan da  ( ) in 

yavaş salınımlı olduğu söylenebilir. 
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Sonuç 3.11. Reel bir  ( ) fonksiyonu için (3.1) ve (3.2) koşullarını sağlayan 

negatif olmayan bir  ( ) fonksiyonu var olsun. Eğer  ( ( )) s ye Cesàro 

toplanabilir ise  ( )  s ye yakınsaktır.  
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