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Dért boliimden olugan bu galigmada birinci bdlimii girige, ikinci bsliimii ¢aligmamiz

igin gerekli olan temel kavramlara ayirdik.

Ugitincii boliimde, E> ve E" de regle yiizeyin tanimlarim ve regle yiizeye iligkin temel

kavramlar: verdik.

Dérdiincti bsliim galigmanin orijinal kismudir. Burada E" de (k+1)-boyutlu kapalt
regle yiizeyler i¢in agilim uzunlugu ve agtlim agist i¢in yeni tanimlar verdik ve bu biiyiikliikleri
hesapladik. Ayrica n = 3 &zel halinin daha Once hesaplananlarla aym oldugunu gosterdik.

H. Frank ve O. Giering'in verdigi agilim agilari ile burada hesap ettifimiz agihim agisi

arasindaki bagintty1 agikladik.

ANAHTAR KELIMELER: Oklid uzay, regle yiizeyler, kapali regle yiizeyler,

kapali regle yiizeylerde agthm agisi, kapah regle
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This thesis is composed of four chapters. The first chapter is devoted to introduction.

In the second chapter, we recall some basic concepts which will be used in the next

In the third chapter, we present the fundemental material for the ruled surfaces in
E’and E".

The fourth chapter, in which we have given some new definitions of the pitch and the
angle of pitch of a closed ruled surface of dimension (k+1) in E", is the original part of our
work. By using these new definitions we have calculated the pitch and angle of pitch of a

closed ruled surface of dimension (k+1) in E". Besides we have shown that for the special case

when n = 3, our results coincides with the ones known in the literature.

We also expressed the relations between the angle of pitches given by H. Frank and

O. Giering and the ones we have obtained in this chapter.
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SIMGELER DiZiNi
AT A matrisinin transpozu
E" n-boyutlu Oklid uzay!
GL (n+1, IR) (n+1)-boyutlu genel lineer grup
I, nXxn tipindeki birim matris
O ) nXn tipindeki ortogonal matris
R Reel saytlar cismi
R" n-boyutlu reel standart vektor uzay
R™n mXn tipindeki reel matrisler ciimlesi
Ty (E™) p € E" noktasindaki tanjant uzay

\'%3 feC™ (M, IR) nin gradiyenti



1. GIRIS

Miroslav Juza'nin ¢alismast ile daha 1960 yillarinda ortaya atilan genellegtirilmis
regle ylizeyler teorisi iizerinde son yillarda yapilan ¢aligmalar oldukga yogundur. iki Alman
matematikgi H. Frank ve O. Giering 1982 yilinda E" de basit kapali bir C2(k+1) boyutlu regle
yiizey igin, birbirine ikiger ikiger dik k-adet ana dofrunun olusturdugu yiizeyler igin k-adet
agihm agist ve k-adet agitlim uzunlugu hesapladilar (Arch. Math. Vol. 38, 106-115, 1982). Bu
hesaplamalar E? deki bir kapal regle yiizeyin agihm agisinin ve agthm uzunlugunun dogrudan
genellemesi goriiniimii arzetmemektedir. Bu nedenle bu galismaya gerek duyduk.

Biz bu ¢alismada E" de (k+1)-boyutlu kapah regle yiizeyler igin ag1lim uzunlugu ve
agilim agisin1 tanimladik ve hesapladik.

H. Frank ve O. Giering'in kosullar1 altinda bizim hesap ettifimiz n vektorii yerine

ay,ms1 Vektorii alinirsa onlarin hesap ettifi m-adet agilim agismin integranti, a,, ., in

bilesenleri olarak kargimiza ¢ikar.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde temel kavramlari verecegiz.

2.1. Oklid Uzays

Reel sayilar ciimlesi IR ile gésterilmek iizere,

R"={(p;, pp» - P) |Pi€R, i=1,2, .., n}

esitligi ile belirli IR" ciimlesinde toplama islemini,

+R"xR"= R", P =(p, Pz - Pn)» Q= Qs D25 -» Gy)
(P,Q —»>P+Q=(p, +q,P; * qyseeesPa+4,) 2.1

esitligi ile ve skalar ile garpma islemini de

R xR" > R"

(t,P) — P = (ip,, tp,, ..., tp,) 2.2)
esitligi ile tanimlayalim. Bu islemlere gore IR" climlesi IR cismi iistiinde n-boyutlu bir vektsr

uzayidir.

IR" ciimlesinde bir P elemanimi gozoniine alalim.

P= (pl’ P2y vy pn)

bigimindedir. IR" nin vektSr uzay1 yapisint gozoniine almadigimiz zaman P ye "IR™ nin bir

noktast" diyecegiz. IR" ciimlesini bir vektdr uzay: olarak gézoniine alirsak P bir vektordiir.



Simdi,

f:R" xR" - R"

(P,S) —S-P

fonksiyonunu g6zoniine alalim. f nin tanim ciimlesi olan IR"xIR" ¢arpim ciimlesindeki R" yi
noktalar ciimlesi, f nin deger ciimlesi olan IR" yi vektSr uzayi olarak dilgiinelim. Buna gore f

fonksiyonu, nokta ikililerini vektdrlere doniigtiiren bir fonksiyondur. Bundan dolayi,

.—)
f(P,S)= PS

- -
yazaca§iz ve PS yi "PS vektorii" diye okuyacagiz.

Yukarida tanimladigimiz f fonksiyonunun agagidaki iki 6nermeyi dogruladig: kolayca
gosterilebilir.

(1) HerP,S,T € R" igin

- - -
fP,9)+f(S, T)=f(P,T) yani PS+ST=PT
dir.

(2) IR" ciimlesinde bir P noktas: tesbit edildiginde ve IR" vektdr uzayinda bir o

vektorii verildiginde,

olacak bigimde IR " de bir ve yalniz bir S noktasi vardir.



IR" ciimlesinde segilen sabit bir P noktas: igin,

h: R" > R"
—)
S— PS

fonksiyonunun, IR" ciimlesi ile IR" vektdr uzayi arasinda birebir esleme oldugu kolayca

gosterilebilir.

p= (pla P2s -+ Pn) ve Q = (q], A2 «eos qn) olmak iizere

<,>:R*xR" - IR
) .
(P,Q -<P,Q>=Y pg; (2.3)

i=1

esitligi ile tammlanan fonksiyon IR" vektdr uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima R"

vektdr uzaynn standart i¢ garpim veya Oklid ig-carpimu denir.

m - ®

P> [Pj=+ <P P> 249

fonksiyonu IR" uzayinda bir normdur. Buna gdre IR" vektdr uzay1 normlu vektdr uzaydir.

d:IR" xIR" 5> IR
(P,Q —d(P,Q =|Q-P| (2.5)

fonksiyonu IR" uzay: iistiinde bir metriktir. Buna gdre IR" ciimlesi bir metrik uzaydir.
Tanm 2.1.1. Yukarida tanimlanan d metrigiyle birlikte IR® uzayma Oklid uzay:

denir ve E" ile gosterilir.



Her metrik uzay bir topolojik uzay oldugundan E" topolojik uzaydir.

n-boyutlu E" Oklid uzaymnin her bir P noktasinin

P = (p;, p2s -+s Pn)

bigiminde oldugunu gordiik.

x,:E" > R
P — x(®) = x (P> Pys s Py) = D;

fonksiyonuna, i-yinci koordinat fonksiyonu denir. E" uzayinda n-tane koordinat fonksiyonu
vardir. Bu koordinat fonksiyonlarinin ciimlesi olan {X;, X,, ..., X,} ciimlesine, E" uzaymn

Oklidiyen koordinat sistemi denir.

Tamm 2.1.2. U, E" uzayinin agik bir alt cimlesi olmak {izere, U nun bir a noktasinda,

f:U->1R

fonksiyonunun k-ymnci basamaga kadar kismi tiirevleri varsa ve k-yinci basamaktan kismi
tiirevler siirekli ise f fonksiyonuna a noktasinda k-yinct basamaktan diferensiyellenebilir veya a
noktasinda C*-sinifindan bir fonksiyondur, denir.

Tamm 2.1.3. U, E" uzaymnin agik bir alt ciimlesi ve

fUSE",  f=(,5 .1

olsun. 1 £i < m igin f; fonksiyonlarinin her biri C*-sinifindan ise f fonksiyonu C*-sinifindan bir

fonksiyondur, denir.



2.2. Tanjant Uzay

p € E" olmak iizere, {(p, V):ve IR"} climlesini kisaca Tp (E™) ile gosterelim. Bu

ciimlede toplama iglemini,

+: T, (E") x T, (E") - T, (E")

(0, v), (s ®) = (P, V) + (P, ®) = (p, V+) 2.6)

ve skalar ile ¢arpma iglemini

IR X T, (E") — T, (E")

t @) -tV =(ptv) @.7)

esitlikleriyle tanimlayalim. T, (E™) ciimlesinin IR cismi iistiinde bir vektdr uzay: oldugu

kolayca gosterilebilir. Bu vektor uzayma E" nin p noktasindaki tanjant uzay: denir. Bu uzayin

vektorlerine de p noktasindaki tanjant vektorler denir. (p, v) tanjant vektorii gogu kez

Vp bigiminde yazilir ve p noktasinda v vektorii diye soylenir.

Tamim 2.2.1. U, E” uzaymnn agik bir alt ciimlesi olsun. U nun her bir p noktasina, p
noktasinda bir tanjant vektor kargilik getiren bir fonksiyona U iistiinde bir vektor alan1 denir.
Bagka bir deyisle,
X:U= ([ Tp@EY
pev

fonksiyonu igin,

VpeU, X(p) € Tp (E")

oluyorsa X fonksiyonuna U iistiinde bir vektr alam denir.



Tanmm 2.2.2. U, E" nin agik bir alt ciimlesi, X ve Y, U iistiinde vektor alanlar

olsunlar.

X ve Y vektor alanlarinin toplami, Vp € U noktasinda,

X+Y) () =Xp+Yp

esitligiyle tamimlanir. t € IR igin, t ile X vektdr alanin ¢arpim,

X)(p)=tX(p)

ile tanimlanir.

f, U dan IR ye bir fonksiyon olmak iizere, f fonksiyonu ile Y vekt6r alaninin ¢arpimi

) () =1t Y(p)

esitligi ile tanimlanir,

U iistiinde bir vektsr alam genel olarak,

bigimindedir. Burada f,, U dan IR ye bir fonksiyondur. f; fonksiyonlarmmn tiimii C'-sinifindan

ise Y vektdr alam da C"-sinifindandir.

U iistiinde biitiin diferensiyellenebilir vektor alanlarinin ciimlesi ) (U) ile gosterilir.

Bu ciimle IR cismi iistiinde bir vektdr uzayidir.



Tamm 2.23. T, (E") in cebirsel duali
T (" = {vi|v): T, (B") = R}

dir. Bu ciimle IR reel sayilar cismi iizerinde bir vektdr uzayidir. Bu uzaya E” inpeE"
noktasindaki kotanjant uzay1 denir.

E" nin tanjant uzaylarmin birlegim ciimlesi yardimiyla tanimlanan vektor alam
kavramina paralel olarak, kotanjant uzaylarinin birlesim ciimlesi yardimiyla 1-formlar

tanimlanir.
Tamm 2.2.4. (1-form) E"inpeE" noktasindaki kotanjant uzayi Ti; (E™) olsun.

Buna gore, bir
0:E" - |J TpEM
peE’

fonksiyonu igin,

row: E" ozdeglik E"

olacak sekilde bir,

x: |J TpE" - B
peE"

fonksiyonu mevcut ise ® ya E" iistiinde bir 1-form denir.

E" iistiinde 1-formlarin ciimlesi x* (E") ile gosterilir. x* (E™), IR reel sayilar cismi

iizerinde bir vektdr uzayidur.

2.3. Egri
Tamim 2.3.1. I, IR nin agik bir aralig1 olmak iizere, diferensiyellenebilir bir

a:1 —» E



fonksiyonuna E" de bir egri denir.

a:1 - E"

t = o) = (o (L), oy (L), ..., 0y (1))

bigimindedir. Buradaki o; fonksiyonlari I dan IR ye diferensiyellenebilen fonksiyonlardir. E"
nin koordinat fonksiyonlari x,, X,, ..., X, ise

0; =X;0 0.
dir.

Tamm 2.3.2.

o:1 - E"

bir egri olsun. Vt €I igin o nin o (t) noktasindaki

Gt = %‘ti (dal o, d°‘2 > == |t) 2.8)

vektoriine egrinin iz vektorii denir ve ((ou(t), &(t) ) ikilisi bir tanjant vektordiir, bu vektsr

kisaca o (t) ile gosterilir.

2.4. Manifold

Tanmm 2.4.1. M bir topolojik uzay olsun. Asagidaki onermeler dogru ise M,
n-boyutlu bir topolojik manifolddur, denir.

(1) M Hausdorff uzayidir.

(2) M nin her bir p noktasinin, E" nin bir U’ agik alt climlesine homeomorf olan bir
U komsulugu vardir.

(3) M nin sayilabilir bir agik baz1 vardir.
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M, n-boyutlu bir topolojik manifold olsun. p € M olmak iizere, p nin dyle bir U
komsulugu vardir ki U, E" uzaymin bir U’ agtgina homeomorfdur. Bu homeomorfizmi ¢ ile
gosterelim. (U, @) ikilisine M manifoldu igin bir koordinat komgulugu denir.

E" uzaymm Oklidiyen koordinat fonksiyonlart x;, x,, ..., X, olsun.
wy=x00 , 1<i<n

diyelim. V q € U igin, y; (q) = x;(¢(q)) 1 <i<n olur. Bu durumda ¢ (q) noktast,

0 (q) = (u; (9), uy () -, Uy (@)

bigimindedir. u; (q), u, (@), ..., u, (q) sayilarina, q noktasimin (U, @) koordinat komsuluguna
gore koordinatlart ve {u;, u,, ..., u;} ciimlesine de M nin U agi§ iistiinde bolgesel koordinat

sistemi denir.

¢ fonksiyonu homeomorfizm oldugundan bire-bir ve 6rten bir fonksiyondur. ¢ ve ¢!
siireklidir. Buna gore, q noktasinin koordinatlari (U, ¢) koordinat komsulugunun verilmesiyle

tek olarak belirlidir.
V, q noktasin1 kapsayan baska bir komsuluk olmak {izere, M nin bagka bir (V, ¢,)

koordinat komgulugunu g6zoniine alalim. ¢ ve ¢, homeomorfizm olduklarindan
QoglieU N V) = ¢ (UNnV)

fonksiyonu da homeomorfizmdir.

Tanum 2.4.2. M bir topolojik manifold, { (U,, ¢,) } koordinat komgsuluklarinm bir
ailesi olsun, Asagidaki 6nermeler dogru ise bu aileye M manifoldu iistiinde diferensiyellenebilir
bir yapidir, denir.

(1) { U, } ailesi M yi orter. Bagka bir deyisle,
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M=]Ju,

o
dir.

(2) Her a, Bigin, @, 0(pi3l ve ¢g o, fonksiyonlari sirasiyla, @g (Uy N Up) ve
@g (Ug, N Up) lizerinde difeomorfizmdirler.

) (V, 9), M igin bir koordinat komsulugu olmak tizere her (U,, ¢,) koordinat

komsulugu igin,
~1 ~1
P0Q, Ve @500

fonksiyonlar diffeomorfizm ise, (V, 9) € {(Uy, ¢4)} dir.

M manifoldu iistiinde bir diferensiyellenibilir yap: varsa bu manifolda C™-manifold
veya kisaca diferensiyellenebilir manifold denir.

Bundan sonra "Manifold" deyince diferensiyellenebilen bir manifold anlagilacaktir.
Ayrica "koordinat komsulugu" deyince de diferensiyellenebilir yapmm bir eleman: anlagila-
cakftir.

Tamm 2.4.3. (Alt manifold): M bir k-manifold ve M de bir n-manifold olsun.
VpeM noktasi igin M de bir (U, @) ve M de bir (U, @) koordinat komsulugu mevcut ve

U={m e TU| %y (m) = ... = X, (m) = 0}
ise M ye M nin bir alt manifoldu denir. Burada {X,, ..., X,} koordinat sistemi U de ve
{xl = il|u S Iu} da U daki koordinat sistemidir.

Butammagére M ¢ Mvek < n dir.
Tamm 2.4.4. E", n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1)-boyutlu bir yiizey, veya

(n-1)-ylizey diye E" deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, 8yle ki bu M cimlesi
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{x € Uc E"|f; U gl , R Ubiraglkaltcilmle}

x— f(x) =C

Vf IP # 0, VpeM bigiminde tanimlanir. E? de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir. E3 de bir

2-ylizeye ekseriya sadece yiizey denir. E" de bir (n-1)-yiizey, n > 3 olmas1 halinde daha gok bir
hiperyiizey olarak adlandirilir.

Manifoldlar olarak her bir M hiperyiizeyi bir (n-1)-manifolddur ve dolayisiyla
VpeM noktasinda M nin bir tanjant uzay: Tp (M) tammh olup (n-1)-boyutlu bir vektor
uzayidir. Bu tanjant uzay Tp (E") tanjant uzayinn bir alt uzayidir. Ayrica Tp (M) nin sadece
M ye bagh oldugunu, M y1 tanimlamada kullanilan f fonksiyonundan bagimsiz oldugunu da
belirtmek gerekir. Gergekten Ty, (M) vektdr uzayim E" in tamamen M de yatan parametre
egrilerinin P noktasindaki hiz vektorleriyle karakterize edebiliriz. E§er M yi tanimlamada
kullanilan differensiyellenebilir fonksiyon f ise C € IR bir sabit olmak iizere f (x) = C,

VxeM, ayrica Vf |p # 0, VpeM dir. M nin tamimindan bu sekilde bir fonksiyon vardir,

hem de bu sekildeki f fonksiyonlar1 birden ¢ok olabilir. Her bir f fonksiyonu igin
L
Ty (M) = [V£|p] olarak belirilebilir.

Tamm 2.4.5. (Manifold igin parametrizasyon):V, E” uzayinn agik bir alt ciimlesi ve

¢o:V—M

fonksiyonu V den @ (V) ye bir diffeomorfizm olsun. ¢ (V) = U diyelim. (U, (p‘l), M manifoldu

igin bir koordinat komgufugudur. (@, V) ikilisine M manifoldu igin bir parametrizasyon denir.

2.5. E" de Hareketler
Tamm 2.5.1. (E" de izometri):E" de uzaklik fonksiyonu d olmak iizere
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f:E" —— E"
fonksiyonu igin

d(f(x),f(y)) =d(xy) ., Vx,yeR"

ise f fonksiyonuna E" in bir izometrisi denir (Hacisalihoglu, 1980).
E" in biitiin izometrilerinin ciimlesi R (n) ile gdsterilir. Bu ciimlenin déniiglimlerin

bileske islemine gére bir grup oldugu ve f € R (n) ise f izometrisinin birebir ve drten oldugu

agiktir.

R(m) = {f|f:E' —E" , d(f(),f()) =dxy;xyeE']

Tanmm 2.5.2. (E" de dénme):

f:E" —— E"

doniisimii OeE" i¢in £, (O) = O ve x # O olmak iizere VxeE"iginx — f (x)
bigiminde tanimlanan bir izometri ise f; fonksiyonuna O etrafinda bir dénme denir.
E" de O etrafinda donmelerin ciimlesi R, (n) ile gosterilir. Bu ciimle bileske islemine

gore bir gruptur. Bu grup R (n) in bir alt grubudur.

R, (n) = {f,| f,eR (n), f, (0) = O}

Teorem 2.5.3. E"de

n
<X Y>=Yxy , X YeE"

i=1



14

Oklid ig carptmini koruyan ortogonal grup O (n) ile O = (0, ..., 0) noktasini sabit birakan dénme

grubu R, (n) eslenebilir.

Teorem 2.5.3. ifadesinden, herhangi bir f, €R,(n) donmesinin E" deki bir X

noktasinin f; altindaki goriintiisii Y olmak fizere;

Y=AX , A€ O()

bigiminde ifade edilebilecegi anlagilmaktadir.

Tamm 2.5.4. (E" de 6teleme): E" de bir f izometrisi, VX € E" igin

fX)=X+h

olacak sekilde bir h € E" noktasi var ise f ye E" nin h ile belirtilen bir dtelemesi denir.

E" deki biitin Stelemelerin ciimlesi T (n) ile gdsterilir. Bu ciimle déniigiimlerin

bileske islemine gore degigimli gruptur. Bu grup R (n) in bir altgrubudur.

E" in bir izometrisi, R, €R, (n) ve T, T’ e T (n) olmak iizere,

f=ToR, veya f=R,0oT

bigiminde ifade edilebilir.

Tamm 2.5.5. (Genel hareket): T, Te T (n) ve R, € R, (n) olmak iizere,

ToR, ve R,oT

bicimindeki izometrilere genel izometri veya genel hareket denir.
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E" in biitiin genel izometrilerinin grubu R (n) ile gosterilir.

Teorem 2.5.6. R (n) grubu, VR R (n) igin

R = i |, [a]eom . 1<ijsn 29

bigiminde, (n + 1) x (n + 1)-tipinde reel ve regiiler matrislerin grubu GL (n + 1, IR) nin bir alt
grubu olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.5.6 nin ifadesine gore, herhangi bir R € R (n) genel izometrisi altindaki

E" deki bir X noktasinin goriintiisii Y olmak iizere
Y=AX+C, AeO(m), CeT(n) (2.10)

bigiminde ifade edilebilir.

E", n-boyutlu Oklid uzaymin izometrilerinden biri f olsun. E" deki iki

{x{, x5, ..., 2}, {x}» X5, ..., x,} Oklid koordinat sistemine gore f nin matrisel ifadesi

AcO (n) ve Ce IR olmak iizere

X A CIIX

L]

@2.11)

seklindedir. A € O (n) oldugundan det A =+ 1 dir. Eger det A = 1 ise f hareketine direkt
hareket, det A = -1 ise karsit hareket ad1 verilir. Hareket denince daha g¢ok direkt hareketleri

anlayacagiz.
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Tamm 2.5.6. (Cat1 alani): E> Oklid uzayinda birer vektdr alani Vi, V,, V; olsun.
Eger VpeE® noktas: igin {V|, V, V;} sistemi p-noktasindaki Tp (E3) tanjant uzaymnin bir

bazi ise bu vektdr alam iigliisiine E de bir ¢at: alam denir.
Tamm 2.5.7. E* de bir ortonormal {e,, ey, €3} gat1 alan1 verildiginde,

VpeE’ igindet [e, (p), e, (p), & (p)] = 1

ise bu gat1 alanina pozitif olarak yonlendirilmistir denir (Hacisalihoglu, 1982).

E® de iki gat1 alam {e,, e,, e;} ve {g,, §,, &;} olsun. A ortogonal bir matris olmak

tizere bu iki ¢ati arasinda

€ a; 3ap 3| | &
S| = |3y an ay||§
€ a; 2Ap A5 | &
B X T
E = AE (2.12)

bagintisi vardir. Bu gat1 alanlarindan {g;, €,, €;} @ sabit tutup {e;, e,, e;} @in degisimini

incelemek istersek, (2.12) den,

dE =dAE + AdE

oldugundan
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dE = dAE

olur. A ortogonal matris oldugundan

AAT =1,
dir.
dAAT + AdAT = 0O
olup
@ = dAAT
alinirsa,
w+0 =0
veya
o= -0

2.13)

(2.14)

olup o antisimetrik bir matristir. Bu matrisin bilegenleri birer 1-formdurlar. (2.12), (2.13),

(2.14) yardimiyla

dE = wE

elde edilir. Bunu matris formunda yazarsak,

del (6] (1)12 0)1 3 €
de;| = |~ O @y |e
des 03 —0;3 O | e

olur.

i j k Y

(2.15)

(2.16)
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Wy =0 , OW3=-0 , O, =W

alinirsa ® matrisi

w= —(03 O (Dl (2. 1 7)

seklinde olur. ® matrisinin @, ®,, @, elemanlarma E* Oklid uzayindaki {e,, e,, es} gatt

alani igin bag formlar1 adt verilir.

@ = dAAT

burada @ = [0)] ve A= [aij] ; L,j=1,2,3

ij

3
T
oy = ) day ay
j
k=1

bigimindedir (Hacisalihoglu, 1982).

2.6. Cizgiler Uzayinda Hareketler

E3 Oklid uzayindaki 1-parametreli hareketlerde E> iin dogrular1 regle yiizeyler teorisi
igin 6nemlidir. Dogrular E? tin lineer nokta ciimleleridir. Bu yiizden E? Oklid uzayini yalnizca
dogrulardan meydana gelmis bir uzay olarak diisiinecek ve bunu belirtmek igin de E* e gizgiler

uzay1 adini verecegiz (Hacisalihoglu, 1982).
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Uzayda hareketin gozlenebilmesi igin bir referans noktasmna ihtiyag vardir. Bu
noktanin sabit veya ayn1 noktada bulunan gézleyiciye gore sabit oldugu farzedilir. Bu noktayi

O e B ile gosterelim ve hareketi inceleyebilmek igin ortonormal bir
{e(0) &2 (0), &3 (0) }

sistemini tesbit edelim. Ayrica bu uzayda biitiin noktalarin sabit kaldig1, yani, hareket etmedigi

farz edilerek bu halde E> uzaymna sabit gizgiler uzay1 denir ve H’ ile gosterilir. Yani

H' = Sp{% (0), &, (0), & (0) } (2.18)
dir.

Diger taraftan "O" noktasina gore hareketli bir P noktasini ve bu noktaya siki bir
sekilde bagh olan ortonormal bir { e, (p), €, (p), €; (p) } sistemini diisiinelim. Yani

H = Sp{e (p) ey (P) &3 (p) } (2.19)

olsun.

Cizgiler uzayinda artik, noktalarin hareketi yerine dogrularin hareketi alinabilir. Bu
sebeple uzayn en basit eleman olarak yonlii dogruyu aliyoruz. Hareketli bir P noktasinin 6)P
yervektorii ve bu noktaya yerlestirilen bir @ vektérii ile belirlenen dogrunun parametrik

denklemi

Sekil 1.1.
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y=x+ Aa (2.20)

seklindedir. P noktasinin dogru iizerinde keyfi bir nokta olmas: halinde A vektérel ¢arpimi

gostermek lizere,

a = xAa-= yAa 2.21)

vektorel momentini kullanarak dogruyu (a, a') ¢ifti ile belirleyebiliriz. a ve a  vektdrlerinin

bilesenlerine normlanmig Pliicker dogru koordinatlar1 denir.
Cizgiler uzayinda hareketi {i¢ gruba ayiracagiz.

(1) (a, a") dogrusunun H’ sabit uzayina gore hareketi

(2) (a, a') dogrusunun H hareketli uzaymna gére hareketi

(3) H hareketli uzaymin H’ sabit uzaymna gore hareketi. Bunu H/H’ ile gosterecegiz
(Hacisalihoglu, 1982).

H/H’ hareketini O noktast etrafinda bir donme ve O noktasina gore bir teleme olmak
iizere iki kisma ayirmak miimkiindiir.

Eger sabit ve hareketli gizgiler uzayinda iki Oklid koordinat sistemi, sirasiyla,

{x{, x5, x5} ve {x,, x,, x5} ise

Xi X1
X' =|x3 , X =[x, (2.22)
X3 X3

olmak iizere (2.11) den dolay: H/H’ uzay hareketini matris formunda

HE IR e

seklinde gosterebiliriz, burada A€O (3), Ce IR? seklindedir.
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Tamm 2.6.1. (Bir parametreli uzay hareketi) H/ H’ uzay hareketinin
A C
(O |
matrisinde donmeye kargilik gelen A € O (3) ve dtelemeye kargsilik gelen C € IR} matrisleri

A=A() (2.24)
C=C() (2.25)

olacak sekilde bir tek reel t-parametrisinin diferensiyellenebilir fonksiyonlan iseler H/ H’ uzay
hareketine bir parametreli uzay hareketi denir.

Bundan sonra H/ H’ ile bir parametreli uzay hareketini anlayacagiz.

Tamm 2.6.2. H/H’ uzay hareketini belirleyen A€O (3) ve CeIRf matrisleri

VtelR i¢in,
A(t+p)=A() (2.26)
Cit+p=C@® 2.27)

olacak sekilde periyodik iseler H/H’ uzay hareketine kapali, aksi halde agik hareket denir.

H /H’ hareketinin degigimini incelemek igin, (2.12) den dolay:

E=AE , Ae0(®®

ve (2.13) den dolay1
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dE = (dA)E
dir. Ayrica

E = ATE (2.28)
olacagindan

dE = (dA)A'E

bulunur. ® = (dA)AT matrisi kullantlarak (2.15) den
dE = oE
olur.

Simdi de hareketli uzayda bir (a, a’) dogrusunu diigiinelim. a birim dogrultman

vektoriinii

a, €
VpeH igin a=]|a,| , E =|e, (2.29)
a, s

olmak tizere,

a=aE

seklinde yazalim. Dogrunun hareketinin degisimini incelemek igin diferensiyel alirsak,
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da = da"E + a"dE

bulunur. Ayrica (2.15) den dolay:

da = da"E + a"oE

da = (da + ©"a)'E

elde edilir. (8, @) dogrusu H hareketli uzayinda sabit bir dogru ise

da=0
olacagindan
da = a"wE

bulunur. Eger ® matrisinin (2.17) deki ifadesinden bir @ vektdriinii

0 = (0, 0,, ®;)

seklinde alacak olursak (2.33) ifadesi

da = wAa

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

seklinde yazilabilir. Burada A vektorel ¢arpimdir. Diferensiyel geometrideki Darbaux dénme

vektoriiniin roliinii oynayan ® vektSriine H/H' hareketinin ani Pfaff vektorii (diferensiyel

vektor) denir (Hacisalihoglu, 1982).
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Tamm 2.6.3. 0.: I — E? kapali bir egri olsun. Bir ortonormal {e,, e,, €5} ¢ati

alani1 egriye stk bir gekilde bagh ve ayrica Vt eI igin a(t) noktasindaki hareketli ¢izgiler uzay:

H = Sp {e,, e,, e3}a(t) (2.36)

olsun, H/H uzay hareketindeki (® Pfaff) vektoriiniin o egrisi boyunca egrisel integraliyle

belirtilen

D= § ® | (2.37)

vektériine H/ H' hareketinin Steiner donme vektérii denir (Hacisalihoglu, 1982).
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3. REGLE YUZEYLER
Bu boliimde E* ve E" de regle ylizeyin tanimlarimi ve regle ylizeylere iligkin temel

kavramlan verecegiz.

3.1. E3de Regle Yiizeyler
Tanm 3.1.1. M cE? yiizeyi verilsin. Her peM noktasinda, E* iin M de kalan bir

dogrusu var ise M ye bir regle yiizey ve p € M noktasindan gegen ve M de kalan dogruya da M
nin bir dogrultmant denir. Biitiin dogrultultmanlarin her birini birer noktada kesen egriye regle
yiizeyin dayanak egrisi ad1 verilir (Sekil 3.1). Dogrultman dogrusu yerine gogu zamaﬁ regle
yiizeyin ana dogrusu denir. Ana dogrular birer yonlti dogrulardir. Dolayist ile bunlarin her biri

tizerinde bir dogrultman vektorii vardir.

n(D

Sekil 3.1.
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Dayanak egrisi M : [——E? olan ve 7(t) de e,(t) dogrultman vektdrii bilinen

regle ylizeyin herhangi bir noktasinin yer vektorii

OX =1(t) + ve,(t) , veR

dir.
E? uzayinda M regle yiizeyi igin bir parametrizasyon
¢:I xR — E?
(t, V) — @ (t, v) = n(t) + ve,(t)
dir.

Tamm 3.1.2. Bir ¢ (t, v) regle yiizeyinin anadogrularinin her birini dik olarak kesen

egriye regle yiizeyin bir ortogonal ydriingesi denir.

3.2. E" de Regle Yiizey

Tamm 3.2.1. E" uzayinda bir

Nn:I1——E"

t —— n(t)

egrisinin her 1(t) noktasinda tamimh

{e, ), e(t), ..., € (D)}

ortonormal vektor alanlar sistemi verilmis olsun.
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dir. e, vektor alamimin 1} efrisi boyunca tiirevi €, ile gosterilirse (3.1) den

<éy,e,> + <ey, g,> =0 (3.2)
elde edilir. E" uzayinin 1(t) noktasindaki tanjant uzay1 Tnm(E") olmak iizere

{ei(®), ex(t), ..., e ()}

ciimlesi T

ww(E") uzaymn k-boyutlu bir alt vektor uzayim gerer. Bu alt vektor uzaymt E, (t)

ile gosterelim.

M = | E, (1) (33)

tel

ciimlesi E" uzaymin (k+1)-boyutlu bir alt manifoldudur. Bu manifold i¢in bir parametrizasyon,

¢:1x R*——E"

K (3.4)
(6, Vi s Vi) — @ (6, Vy, ooy V) = (1) + DV, (1)
i=1

olup
k
rank (@, Qyy, -, Py) = rank (ﬁ(t) + Y Vi &(D), e (1), ...y ek(t)) =k+1

i=1
ise M manifolduna E" de (k+1)-boyutlu regle yiizey, E,(t) uzayma 7 (t) noktasindaki

dogrultman uzayi, 1 egrisine de regle ylizeyin dayanak egrisi denir (Frank und Giering, 1976).
Sp {el(t), (323} ek(t)’ él(t)’ eony ék(t)} (3'5)

alt vektdr uzayma M nin E, (t) ye gére asimtotik demeti denir ve A(t) ile gosterilir. A(t) nin
boyutu 0 <m <k olmak iizere, k+m bigimindedir. A(t) uzay: E, (t) yi kapsayan bir alt vektdr

uzayidir. Bu uzayin
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{ers €25 ous €ks gty woos Bgam ) o<m<sk (3.6)

bigiminde ortonormal bir bazi bulunabilir.

k m
éy = Zavueu + Zo'vt’akﬂ’

p=l e=1
yazilabilecegi agiktir. (3.2) den dolay:

Oy = =0y

olur (Frank und Giering, 1976).

Teorem 3.2.2. Dogrultman uzaylarmm baglangig {el(to) , e (ty), ey ek(to)}

bazinin verilmesi,
<g(t), (t)> =8; ve <e(t),e()> =0, ij=12,.,k (3.7

sartim saglayan {e,(t) (), ..., e (t)} bazini tek olarak belirler. (Juza, M. 1962)

Teorem 3.2.3. M, (k+1)-boyutlu bir regle yiizey olsun. Her t e Iigin E; (t) uzaymin
oyle bir {e;(t), e,(t), ..., ek(t)} bazi bulunabilir ki, bu baz igin

k
by = 3 Oy, + Kiap,y, 1Sv<m, K, >0
pei
(3.8)

k
éy = zavue" m<v<k
p=l

dir (Frank und Giering, 1976).
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{e,(V), ..., ex(t)} bazi, M nin A(t) asimtotik demetinin

{ei(v), ex(t), ..., e (L), gy (t)y ovvy Apem(D)}

bazim tek olarak belirler. Bu teoremdeki {e,(t), e, (1), ..., €, (t)} bazina E,(t) nin dogal

tagiyici bazi denir.

M yiizeyinin sabit bir p noktasini1 gozéniine alalim.
P =0t Vi, Vys s V)
ise p noktasindaki teget uzayinin bir bazi

k
{ﬂ(t) + Zv‘éf (1), €,(1), e, (1), ..., ek(t)} (3.9)

dir. t sabit tutularak v, sayilari degistirilirse, p noktalan E, (t) uzaymin noktalarim tarar.

Sp {N(t), &(t), &,(t), ..., &, (L), ey(t), ex(t), ..., ex (D)} (3.10)
uzayina M nin E (t) ye gore tegetsel demeti diyecegiz ve T(t) ile gosterecegiz.

k+tm £ boy T(t) S k+m+1 osm<k 3.11)

oldugu kolayca goriilebilir. Daha agik bir anlatimla ya boy T(t) = k+m ya da boy T(t) = k+m+1
dir. Simdi bu iki durumu ayr1 ayn1 inceleyelim.
tel i¢in boy T(t) = k+m ise M nin 1(t) dayanak egrisinin hiz vektorii A(t) uzayinin

igindedir. Yani,

k m
W) = Y Eyey+ Y Mg agy (3.12)

v=1 i=1
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bigimindedir. Herhangi bir P(t) dayanak egrisi, n(t) egrisine bagl olarak

k

P(t) = n(t) + Y, vi(t) &(t)

i=1
bigiminde yazilabilir. Buradan,

k

P(t) = (1) + Y, [Vi(t) (1) + vy (1) &(1)]

i=1

bulunur. (3.12) den dolay1

P(t) = (zk;&iei(o + 3, ak+e(t)) + 3 [000) &) + vi(t) & (0]
i ? i

bulunur. (3.8) esitliklerine gore, £ =1, 2, ..., m igin
) k
€ = 2 a.e, + Ka,
i
vep =1,2,.., k-migin

k
Cmip = 2“(m+p)ueu
n

oldugunu biliyoruz. Buna gore (3.14) esitliginden

. K K K m
P(t) = 2 & + Ve + Zvi [Zameu + Kiak+i] + Zne Bpve
i i i [

= i(&l + v+ iamvu]ei + iviKiakH + im By
i n i ¢

(3.13)

(3.14)

(3.14)



31

k k m
= 2(&1 + v+ Zvu“m)ei + Z (Kyv,+1,) 2y, (3.15)
i n 4

bulunur.
Kve+1n,=0 , (¢=12,..,m) (3.16)

olacak bigimindeki P(t) noktalari igin P(t) vektorii E,(t) mn igindedir. K;, K, ..., K

sayilarinin sifirdan farkli oldugunu biliyoruz. Buna gore (3.16) denklemlerinden,

Vis V25 vy Vi

skalarlart tek olarak bulunur. Geriye kalan k-m tane degisken keyfi olarak segilebilir. Buna
gore, belirli bir t igin (3.16) denklemlerini saglayan P(t) noktalarinin ciimlesi E, (t) iginde k-m

boyutlu bir K, _(t) alt uzay: olusturur. Bu uzaya, M nin E,(t) i¢indeki bogaz uzay: denir

(Frank und Giering, 1976).

Simdi T(t) nin boyutunun k+m+1 oldugunu varsayalim. Bu durumda
() Sp {eg, €3, s Eopyts s By )

dir.
{ers €20 woos 0Bkt s Bieams ak+m+l}

ctimlesi T(t) nin ortonormal bir bazi olacak bigimde bir ay,,,,; birim vektorii, isareti diginda,

tek olarak belirlidir. n,; # O olmak iizere,

k

() = Zﬁiei + Zne e T Ninst Bkrme (3.17)
i ?
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yazilabilir. Bu durumda,

. k . k m
P(t) = Z (vi + zaujvu + E-n) ei + z (ne + Keve) a'k+t' + Tlm+| ak+m+l (3'18)
M ¢

olur. ¢ =1, 2, ..., migin elde edilen m tane

Kng + N = 0
lineer denklemi ile tanimlanan k-m boyutlu Z,_.(t) uzayma M nin E,(t) igindeki merkez

uzay1 denir (Sabuncuoglu, 1982).
E" de bir C'(k+1) regle yiizeyinin her E, (t) ¢ M doguran1 igin dogal tastyic1 bazt

verilebilir ve bunlar ortonormal bir ¢at1 alanina
{1, - C0Biats s Bams Acsmats - An) (3.19)

tamamlanabilir. k+1<i<n olmak iizere a; lerin uygun se¢imiyle bu bir sag c¢at1 olarak

alinabilir. Bundan sonraki islemlerde bdyle alindigini varsayacagz.
Asagida M bir C2—(k+1) regle yiizey, Q, C'-(k-m-1) merkezi regle yiizey ve
n(t), M nin ve Q nin C'- dayanak egrisi olsun. Eger (3.19) daki ciimle bir baz ise agagidaki

denklemler gegerlidir (Frank und Giering, 1982).
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¢, =al.e, +K°a,, (K°>0)

b — v

Casp — Olmep ©y

. — [3 A

Ao = 'Koec + Go Bppp T O34 04 + YoBk-m-2

Aimn = -0 Ay, -Brayima (3.20)

. — [ A
Aymer mg A, T Bg A Bg Aprm-¢

3]
=
Il
|
R
<

v (TR Gfs = —G? B:: = —Bi

of = -y, (1s4,0Sm, 1sp, vsk, 1<p<k-m, 25, E<n-k-m)

7 = 8%, +N™ayy (M™ 20)

(Frank and Giering, 1982) e gore merkezi regle ylizey Q nmn (QcM) her

C'-dayanak egrisi M(t) i¢in m-adet C'-ana dogru yiizeyi Z:c M (1 £6 £ m) dikkate alinabilir

ve bunlar

n(t) + ve,(t) , (t,v)el xR 3.21)

ile verilirler. Her E, (t,) M doguraninda, m ana dogru yiizeylerinin doguranlan ikiger-ikiser
ortogonaldir. Bunun igin kisaca géyle diyoruz. E: ana dogru ylizeyleri n(t) boyunca ikiger

ikiser ortogonaldir.

Tamm 3.2.3. E" de (k+1)-boyutlu regle yiizey

k
Q (L, Vy, Vys ey V) = (D) + X Vi (1)

i=l
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olsun. Eger p>0 reel sayisi igin

n(t+p) = n(®)

sartt saglaniyorsa ¢ ye (k+1)-boyutlu kapali regle ylizey denir.

n(t+p) = n(t) sartim saglayan p>0 sayilarindan en kiigiijiine kapal regle
yiizeyin periyodu denir.

Tamm 3.2.4. Kapali bir C - (k+1) regle yiizeyi M ye (M cE") eger su sartlar
saglaniyorsa basit-kapalidir denir.

a) M nin A(t) asimptot demetlerinin boyutu olan k+m (m <k) herte IR igin sabittir.
(Bu dzellik bu durumda Z;_, (t) c Q ¢ M merkez uzaylari igin de dogrudur).

b) o <t < p kapali periyot aralii1 agik bir I aralii igine Syle yatirilabilir ki, I iizerinde

E, (t) nin p periyodik C'-dogal tastyic1 bazt {el(t), o ek(t)} mevcut olur (Frank und Giering,

1982).
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4. E" DE (k+1)-BOYUTLU KAPALI REGLE YUZEYLER ICIN
ACILIM ACISI VE ACILIM UZUNLUGU

Bu bolimde E" de (k+1)-boyutlu kapali regle yiizeyler igin agihm uzunluBu ve agilim
agisim tanimlayip hesapladiktan sonra, n = 3 halinin daha once hesaplananiarla aym oldugunu
gosterdik. H. Frank Q. Giering'in verdigi a¢tlim agtlan ile burada hesap ettifimiz agiim agist
arasindaki bagintty: agikladik.

4.1. E" de (k+1)-Boyutlu Kapah Regle Yiizeyler iin Agihm Uzunlugu

E?* de kapali regle yiizeyler igin agiiim uzunlugu

Teorem 4.1.1. M, E* de bir regle yiizey olsun. M nin her noktasindan bir tek

ortogonal yoriinge geger.
Ispat. M regle yiizey icin bir parametrizasyon
¢:Ix R —— E’
(t: V) — q)(t: V) = n(t) + Ve(t)
olsun. Ortogonal ydriinge

B:J-> M
s—> B(s)= n(s)+f(s)e(s)

4.1)
seklindedir. J, I min iginde degsilse bir 6teleme ile J yi I nin igine yatirabiliriz. Yani J <1 olarak
alabiliriz.

Simdi ¢(s,,v,) =P, noktasindan bir tek ortogonal yoriinge gegtigini gésterelim.
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- T B()

(50 5 )

n@

Sekil 4.1.

(4.1) in tirevini alirsak

B'(e)=m'(s) + f'(s)e(s) + f(s)e'(s)

olur. B(J) egrisi her noktada e(s) ye dik oldugundan

<B'(s), e(s)> =0

olur. (4.2.) den bu denklem

<n'(s) + f'(s)e(s) + f(s)e'(s), e(s)> =0

olur. f¢ ¢arpimun bilineerlik 6zelliginden

4.2)

(4.3)
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<N'(s) , e(s)> + f'(s)<e(s), e(s) > + f(s)<e'(s), e(s)> = 0 4.4
dir.

<e(s),e(s)> =1 ve <e'(s),e(s)> =0
oldugundan (4.4) denklemi

<N'(s), e(s)> + £'(s)=0
olur. Buradan

f(s)=—j< (), e(s)> ds + C (4.5)

bulunur.

—j< n'(s) , e(s)> ds=F(s) 4.6)
dersek

fs)=F(s) + C 4.7

olur. C keyfi segildiginden (4.3) kosulunu saglayan bir gok egri vardir. Bu erilerden P,

noktasindan gegeni bulmak istiyoruz. Buna gére

Py =n(s) + (F(s)+C)e(s)
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olacak bigimde bir s say1sinin bulunmasm istiyoruz.

Py =n(s,) + vee(s,)

oldugundan

ns,) + vees,) = n(s) + £(s)e(s)

olur, Buradan

Nns,) =ns)  ve vy = £(s)

bulunur. I aralifim 1 nin bire-bir oldugu bir aralik segersek s = s, bulunur. v, = f(s)

esitligindende

£(s,) = F(s,) + C

ve buradanda

C = £(s) - F(s,)

bulunur. Sonug olarak P, noktasindan gegen bir ve yalmz bir ortogonal ybriinge vardir. Bu

ortogonal yoriinge her dogrultmam keseceginden

olmak zorundadir.
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M regle yiizeyinin 1) dayanak efrisinin tanim aralifin ¢ noktasi kapsayacak sekilde
secebiliriz. Bundan boyle M regle yiizeyinden stz edildiginde béyle segtiimizi varsayacajiz,

Tanm 4.1.2. M, E® de kapali bir regle yiizey ve M nin 1)(0) noktasindaki birim
dogrultman vekidrii ¢ olsun, Daha agik olarak e(0) = e diyelim. 1 nmn periyodu p, n(0) dan
gegen ortogonal yoringe B olsun. $(0) ve B(p) noktalan arasindaki wizakhiga M nin agithm

uzunthuu denir (Sekil 4.2).

B(p)

Sekil 4.2.

Teorem 4.1.1. deki P, noktast yerine 1(0) noktas: segildifinde v, =0 dolayisiyla

f(0) = 0 olur. Buna gbre

C=-F(0) (4.8)
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(4.7) den
i(pi =F@p)+C
olur. (4.8) den
1) =F@) - FO)
ve

f{p) - f(0) = F(p) - F(0)

bu ise (4.6) dan

£(p) - £(0) =—[<n'(s), e(s)> ds

bulunur.
B(0) = n(0) + £(0)e(0), B(p) = n(p) + f(p)e(p) ve n(p) = n(0)

oldugundan B(p) ve B(0) noktalan arasindaki uzaklik
P
| £(p) - £0) | = | =[<n'(®), e(s)> ds | “.9)
0
olur. Bu uzakhgs L, ile gosterirsek

Lo = | -f<n@, e9> as|

dir. Aym iglemleri bir t noktasindan baglatarak yaparsak
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t+p

L =] - [<n@), e)>ds |
t
olur.
E" de (k+1)-boyutlu kapah regle yiizeyler igin agilim uzunlugu
E’ de yaptigimiz iglemleri E™ de (k+1)-boyutlu kapali regle yiizeyler igin yapalm.
Teorem 4.1.3. M, E" de (k+1)-boyutlu regle yiizey olsun. M nin her noktasindan bir
tek ortogonal ydriinge geger.

Ispat. M regle yiizeyicin bir parametrizasyon

¢: IxR¥K ——— 5 E"

k
(t’ vl’ v2’ cers vk) —> 0 (t: VI, V2, ceey vk) = "'l(t) + Zvi ei(t)
i=1

olsun. Orlogonal yoriinge

B:T > M
s> B = 16 + 2EG ) @10
seklindedir. (4.10) un tiirevini alirsak
BO) = 1@ + LEO ) + 2EO €6) @1

olur. B(J) cgrisi E, (s) dogruliman uzaylarinin timiine dik oldugundan

Ve {1,2,..k} ign <P'(s), e(s)> = 0 4.12)
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olur. (4.11) i bu denklemde yerine yazarsak

@+ TEO &) + SEO O, 6©> = 0

i=1
elde edilir. Bu ise
k k
<), &(5)> + D.£/(5) <e;(s), g;(s)> + D fi(s) <el(s), e;(s)> =0
i=1 i=1

dir. 3.7)den  <e(s), &;(8)> = §; ve  <egi(s), e(s)> =0

oldugundan

<(s), (9> + () = 0

olur. Buradan

fi(s) = -I< n'(s), e;(s)> ds + C;

buluinur,

<), €,(s)> ds = F(s) (4.13)

dersek

£(s) = F(s) + C, 1< j<k (4.14)

olur. C keyfi segildiginden (4.12) kosulunu saglayan bir ¢ok egri vardir. Bu egrilerden
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k
Py = 0(s5, Vig» - » Vo) = N(s) + Zvio €;(s,) 4.15)
i=1
noktasindan gegeni bulmak istiyoruz. Buna gére
P, = B(s)

olacak gekilde bir s sayisimun bulunmasim istiyoruz. (4.10) ve (4.15) i bu denklemde yerine

yazarsak

k k
) + Y Vo &) = (S + TEE) &)

i=1
olmalidir. Buradan
) =n@E)  ve v = £i(5)
elde cdilir. Oyleysc
S, =8 ve v, =f(s), I<i<k
bulunur. (4.14) den yararlanarak
C, = fi(s,) - E(s0)
elde edilir. Sonug olarak P, noktasindan gegen bir ve yalniz bir ortogonal yoriinge vardir.
Tanm 4.14. M, E" de kapall bir regle yizey ve M nin n(0) daki catis1

{e, s €55 ey ek} olsun. M(0) den gegen ortogonal yoringeyi B ile gosterelim.

B(0) ile B(p) noktalar arasindaki uzakliga M nin agilim uzunlugu denir. (Sekil 4.3)



B(p)

1(0) = B(0) -

Sekil 4.3,

Teorem 4.2.1.deki P, yerine n(0) secildiginde v,, dolaysiyla f,;, = O olur.

Buna gére

C, = -F(0)

olur. (4.14) den

£,(p) = E(p) + C

f.(p) = E(p) - E(0)

ve
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fi(p) - £(0) = E(p) - E(0)

(4.13) den
P
£,(p) - £(0) = -[<M(9) , &(s)> ds 4.16)
olur.
f.(p) - £(0) = L, 1<i<k (4.17)

dersek L; ye i-inci ana dogru tizerindeki agilim uzunlugu denir.

_

B(O)B(p)= Lie, + L,e, + ... + Lg,

olur. Bu vektériin boyu bize M kapah regle yiizeyin agilim uzunlugunu verir. Bu agihm
uzunlugunu L, ile gosterirsek

L, =2 +1+.. +1 (4.18)

olur. A¢ihm uzunluBu (4.16) dan dolay: ortogonal y&riingenin segilisinden bagimsizdir.
Ayni iglemleri bir t noktasindan baslatarak yaparsak (4.16) ve (4.17) den
t+p
L = - [<n(s), ¢s)> ds, 1<i<k (4.19)
t

olur ve

o
ft

=2+

olarak elde edilir.
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4.2. E" de (k+1)-Boyutlu Kapah Regle Yiizeyler i¢in Agihm Acis:
Iik 6nce E? de kapali regle yiizeyler igin agthm agism tanimlayalim.

Tamm «.2.1. M, E® de kapah bir regle yuzcy olsun. 1(t) noktasindaki birim
dogrultman vektorii €, (t), m(t) noktasindaki ortogonal yoriinge 8 nun birim hiz vektori e, (t)
olsun. Bir periyot sonra m(t+p) noktasndaki ortogonal yoriingenin hiz vektérii €,(t+p)
olmak iizere e,(t) ile e,(t+p) vektorleri arasindaki agtya M nin agihm agis1 denir (Sekil 4.4).

Bu agiy1 @, ile gosterecegiz.

e (t+p)
, e (s+p)
5 e, (t+p) A
e (t+p) & (t) ' e, (s+p)
e (1)
e(s+p)
n(t
o ] SO
2 e, (s)
n(s)

¢, (s)

Sekil 4.4.
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Her s noktasinda e,(s) ve e,(s+p) vektorlerini {e,(s) , €,(s) , es(s)} ve
{el(s+ p) , e,(s+p) , e;(s+p)} ortonormal olacak sekilde alalim.

e (s+p) = &(s)
e,(s+p) = &(s)
&;(s+p) = &(s)

ile gosterelim. e,(s) ile e,(s+p) arasindaki agrya O(s) dersek ve {el(s) , 6,(8) , e3(s)}
bazini hareketli, {E, (s) , &,(s) , 63(3)} bazini sabit alirsak bu iki baz arasinda su bagntilar

vardir.

e, (s) = &(s)
e,(s) = cosB(s) €,(s) - sinO(s) &,(s) (4.20)

e;(s) = sinO(s) &,(s) + cosO(s) €,(s)

Bu denklemlerin egri boyunca tiirevini alirsak

ej(s) =€) =0
e (s) = (-sinB(s) €,(s) - cosO(s) €,(s)) 0'(s)
e3(s) = (cosB(s) &,(s) - sinb(s) &(s)) 0'(s)

olur. Ikinci denklemde (4.19) kullamlarak

e (s) = -&(s) 0'(s)

bulunur. Buradan

<ei(s), e(s)> = -0'(s)

elde edilir. Buna gére ®, agis
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t+p t+p
@, = [-d8 = [<ej(s) . ey(s)> ds @.21)

t

olarak bulunur.

Tanm 4.2.2. M, E" de (k+1)-boyutlu kapali bir regle yiizey ve m(t) noktasmdaki
ana dogrulann birim dogrultman vektorleri e,(t), e,(t), ..., €,(t) olsun. n(t) noktasindan
gecen ortogonal yoriingenin birim hiz vektorii e,,,(t) olsun. Bir periyot sonra M(t+p)
noktasindaki ortogonal y6riingenin hiz vektori e, ,,(t +p) olmak azere e, (t) ile e, (t+p)

vektorleri arasindaki agiya M nin agilim agist denir ve @, ile gosterilir (Sekil 4.5).

& (t+p)
e (t+p) e, (t+p)

& (t+p)
@,

6 (1)
&(t+p) ¢ (t+p)

& (1) ey (1)

ek1—2 (t)

Sekil 4.5.
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o (s) noktasindaki ortonormal gatiy1
{e1 (s) ,e,(s) , ..., (), €.,(5), € (8), ..., en(s)} ile o(s+p) noktasindaki
ortonormal gatyt ile {€(s) , &,(5) , ..., &(5), By (5) , Esa(S) 5 ... , G, ()} il
gosterelim. Yazimda kolaylk sajlamas: agisindan bundan bdyle bu ¢atilan {e,, €5 weey en} ve

{E,, €, ..y é'n} bigiminde gosterecegiz.

{e,, €5 oo en} hareketli ¢at1 ve {El, €,, ...y En} sabit ¢att olmak lzere

{e,, €55 ooes en} vektorlerini {é,, [ é‘n} baz cinsinden yazarsak,

(el =€
e, =§,
e, = ¢

n
{ekﬂ = Za(kﬂ)iéi

i=1

n
€2 T Za(k+2)iei

i=1

elde edilir.

{es, €5, ... €} Ve {&,%,, .., €} bazan ortonormal oldugundan yukandaki
esitlikler
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€ =g
e, =6
€ T &

n
ﬁekﬂ = Za(kﬂ)i_éi

i=k+1

n
€2 T Za(k+2)iei
i=k+

n
e, = 2.,

L i=k+1

bigimine girer. Bu esitlikleri matris ¢arpimindan yararlanarak

[e, 1 [1 0 0 0 0 0
e, 01 0 0 0 0
: P 1 0 0 0
& | _ 00 0 agypen B Ak+1)n
€ 00 0 au,zy0me A1 42)k+2) A (k4+2)n
Crs2 00

e, | _0 0 - 0 ay,, Apxe2) a,,

¥ X

seklinde yazabiliriz. Bu esitlii kisaca

bi¢iminde yazalim. Buradan

4.22)
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dE = (dA)E + AdE

0
dE = (dA)E

elde edilir. Bu esitlikte (2.28) kullamlarak

dE = (dA)ATE
bulunur.

(dAAT = o (4.23
dersek

dE = oE 4.24)

olur. Buradaki ® matrisi igin
o T — ( dAAT )T

o = AdAT

esitligi vardir. A ortogonal oldugundan

AAT =1

n

dur. ki tarafin diferansiyelini alarak
(dA)AT + AdAT = 0
AdAT = —(dA)AT

elde edilir. Bu esitligin sol tarafi ® " ve sag tarafi - oldugundan
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bulunur. Bu esitlik @ matrisinin antisimetrik oldufunu gosterir. Bu matris

[0 ' 0
|

- — L — e

®= ll 0 Oy " Pan 4.25)
0 ! 03(1:+1)(k+2) 0 =t O

' .
!

X ! “Onp ~Ogaye-n 0 |

bigimindedir. Simdi 1(t) noktasinda bir neSp {e,.,, €, ..., €,} vekiGriiniin bir periyot

sonra ilk konumu ile yapmis olduBu a¢ty1 hesaplayacagiz. Bu agiy1 ®, ile gosterelim.

e (t+
&, (t+At) k(t+A0)

e, (t+At) € (t+At)

e, (t) e,(t)

n(t+At)

Sekil 4.6.



Egrinin yay elementi s ve n nin kiiresel gostergesinin yay elementi s, olmak tizere,

dn _ dn ds,

ds ds, ds

dir. Buradan iki tarafin normunu alirsak

Gnf_jdnf O
ds ds, ds
1

ve dolayistyla
dn | _ ds,
ds ds

olur.
AD, _ AD, As
As As As

esitliginin her iki yanina As — 0 igin limitini alarak

i AP _ o AD
AéTO As As,—0  Ag
N S

elde edilir. Buradan

AD,

lim

A0 Ag A0 Ag

bulunur. Oyleyse

olur. (4.26) dan

(4.26)



4@, _ | dn
ds ds
dir.
do, = gn ds
]
esitlifinden
t+p
dn
(Dm = ‘!‘ E ds
dir.
neSp {ekﬂ’ €425 -
oldugundan

n = n,€ T 0,80, oo

54

+ne

n-n

bigimindedir. Bu eitliBi, matris garpimindan yararlanarak

4.27)
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veya kisaca

5

olarak yazabiliriz. (4.22) den
n = NAE
olur. Iki tarafin diferensiyelini alirsak

dn = (dN)AE + N(dA)E + NAJE
0

elde edilir.

dn = (dN)AE + N(dA)E

esitligini (2.28) den yararlanarak
dn = (dN)AAE + N(dA)A'E

bigiminde yazabiliriz. A ortogonal oldugundan, AAT = I, dir. Yukanda bu esitligi kullanarak
dn = (dN)E + N(dA)A'E

elde edilir. Bu esitlikte (4.23) esitligi kullanilarak
dn = (dN + No) E (4.28)

bulunur. Simdi No matrisini hesap edelim.
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[0..0n,n,, .. n]
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o
1

0

' 0
D 4 42)k+1)

I ®pke

n n I
= [0 <+ 0 Z no ;.. Z DOy - Znimin]
i=k+1

i=k+1 i=k+l

olur. Burada hesaplanan N matrisini (4.28) esitli3inde yerine koyalim.

dn = ([O -+ 0dny,, dn,, --- dn, ] + [O

olur. Buradan

dn = [0 cae Odnk+1 + Z nimik+1 o dnn + Znimin

i=k+1

i=k+1

0
Oginks2)y Pasnks 0 Dxenn
0 Doeanm+3) " D(kan
D k42) Doz 0
€
n n ek
000 0 Z ni(oik+l oo Znimin
i=k+l €
| €0 ]

i=k+1

|
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ve dolayisiyla
n n n
dn = (dnkﬂ + znimik-c-l)ekﬂ + (dnm + Znimim) €y 00 F (dnn + Znimin) €,

i=k+1 i=k+1 i=k+1

bulunur.

. 2 . 2 N 2
"dnll = J[dnkﬂ + Znimikﬂ) + (dnhz + Znimmz) oo (dnn + Znimin) (4.29)

i=k+1

dir. Bu degeri (4.27) esitligi olan

t+p

Pty = _!‘ | dn
da yerine yazarsak @, hesaplanmig olur.
Ozel olarak
n= €y
alirsak bu ag1 bize M regle yiizeyinin m(t) noktasmndaki agilim agisim verir. Burada
dn,, =dn,, =:.=dn, =0 ve n,=,n,=n,=--=n =0

n n

dir. Buna gore (4.29) dan
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— 2 2 2
Il de,., ” = \/m(k+l)(k+l) T Ok T 0 TO G (4.30)

elde edilir. Burada o antisimetrik matris oldugundan @ ,1yx41) = 0 dur.

t+p

o, = [ldew]
t

olur. Bu agi tamim 4.2.2. deki @, agisidir. Yani

t+p

@, = [|de,| (4.31)

olarak bulunur.

@, degerini (4.24) den de hesap edebiliriz. (4.24) esitligini

[ I ]
de, 0 0 e,
de, | )
de, | | . = €,
de,,, I S
d 0 O rpkt2) Dartykezy =" D g+n
Cr+2 0 I 0 )
. | D (k+2)(k+1) @ iyk+3) 0 D .
de l e
\ n n
| ] O nee+1) © nk+2) Opxezy 0 11

olarak yazarsak bu esitlikten (4.30) kolayca elde edilir.
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Ozel Hal :

Yukarida yaptigumiz iglemleri E® uzayinda yaparsak
n = n,e, + n,e,

olur. Bu esitligi

€

n=1[0 n n]|e
N e,

——

ve kisaca
n = NE
bigiminde yazalim . (4.28) ile gosterdigimiz

dn = (dN + No)E

esitligi
0o 0 O e,
dn = | [0 dn, dn,] + [0 n, n,] |0 0 o, e,
0 o,, O €,

bigimine girer. Buradan

dn = (dn, + n;05,)e, + (dn, + n,0,) e,

ldnj| = (dn, + n, ©5,)* + (dn, + n, 0,,) (4.32)
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elde edilir.
W3 = —@py

oldugundan (4.27) esitliginden

t+p

(I)tn = ‘[\/(dnz - nsmn)z + (dn; + nz(‘)z:s)2

t

bulunur. n yerine e, yi alirsak

n,=n=0 , dy =dn,=dn, =0 ve n, =1
ve

de, = oe, + 0 e,

olur. Buradan

||de2 " = \/‘0_22;

ve

t+p

®,, = [loy| (4.33)

clde edilir. Bdylece tamm 4.2.1. deki @, sayisuun yeni bir egitini vermig olduk.

(4.20) esitligini matris ¢arpimi olarak yazip katsayilar matrisine A dersek
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0 0 O
® = (dAAT =|0 0 -do
0 d 0
olarak bulunur.
de, 0 0 O0]e
de,| =0 0 -dO]| |e,

de, 0 d0 0 | |e,

olur. Buradan
®,y = —d0 = <de,, e, >
‘ve
t+p
@, = j|-de|
t
dir.

Bu sonug ile (4.21) deki sonug arasindaki mutlak deger farklili1 agmin her zaman pozitif

yoénde alinmasi gerektiBini gostermektedir.

Tamm 4.23. E® de kapali C’-regle yiizeyinin agthm agisi, her t igin @nin
doguranlarma dik dofuranlari olan bir tors igin ¢@nin tefet diizleminin bir periyot sonra ilk
konumu ile yapti1 agidur.

Miiller'in verdigi bu tanim esas alarak H. Frank - O. Giering, E"de kapalt bir regle
yiizey i¢in agilm agilarim hesapladilar.

@, C2-merkezi regle yiizeyli m-adet (ikiser ikiser ortogonal) yonlendirilebilen kapah
2., C’-ana dopru yazeyli (1< <m) basit kapali ve silindirik olmayan bir C*-(k+1) regle

yiizeyi olsun. Her E, (t) < ¢ doguranin T(t) tegetsel demeti E” uzayim gersin
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(Boy T(t) = k+m+1=n). Bu halde ¢ nin refakat¢1 n-gatis1 oyle yazlabilir.

{el(t)> ez(t)’ T em(t)’ ak+l(t)’ sty ak+m(t)’ a'1(+m+1 (t) = an(t)} ’ m>0 .

Bu sartlar altinda m tane agilim agis1 var ve

P
@, = [0, (1) dt 1<o<m (4.34)

dir. (Frank und Giering 1982). (3.20) yi matris formunda yazarsak

r - _
€ ®y
¢, oy
ek aml
A = —Kl
a'k+2 0
a’k+m 0
._a'k+m+1 _4 L O
olur. Buradan
a‘k+m+1 =
ve
“ak+m+l " =

, a, K 0 0 0 01][ ¢ ]
o, a, ©O0 K, 0 0 0 e,
O a, O 0 0 K, © e,

0 0 G, G, G, G, o, A
-K, 0 G, G, Gy G O, Ay

0 _Km Gml sz Gm3 Gmm O m ak+1'n

0 0 -0, -0, -0, @5 0 | |2

T0R, TR, o T0 Ay

e

m
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olur. (4.25) esitliginden

P
— 2 2 2
(I)o“uum - J-\/;)I taoyt - to, dt
o

olarak bulunur. Bu bize ay,,,,; vektorinin bir periyot sonra ilk konumu ile yapmis oldugu agiy1
Verir. dy,m,; vektorinin bilegenleri Frank ve Giering'in (4.34) esitligi ile bulduklan agihim

agilarinin integrantlaridir,
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