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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler, agiklamalar1 ile birlikte
sunulmustur.

Simge Aciklama

a’ a elemaninin tersi

c, y noktasindaki sabit fonksiyon

e birim eleman

f! f egrisinin tersi

f=g f ve g fonksiyonlart homotoptur

f*g f ve g egrilerinin carpimi

[ f ] f “nin homotopi sinifi

F:f=g f ve g, F homotopisi ile homotoptur
G, x’in G igindeki dengeleyicisi

GzH G ve H gruplart izomorftur

[G : H] H 'nin G i¢indeki indeksi

H<G H, G ’nin altgrubudur

H<G H, G ’nin normal altgrubudur

I [0,1] kapal1 aralig1

N; (H) H altgrubunun G ig¢indeki normalleyeni
o(x) X ’in yoriingesi

p|U p fonksiyonunun U kiimesine kisitlanisi
st merkezcil birim ¢ember

u U kiimesinin kapanis1

|X| X kiimesinin kardinalitesi

XIG X ’in G grubuna gore yoriinge uzay1

viii

asagida



Simge

7, (X, X)

Aciklama

X uzaymin X noktasindaki esas grubu

X ’den X ’e tamimli 6zdes fonksiyon



1. GIRIS

Ortii uzaylar1 konusu sadece Cebirsel Topoloji’de degil Diferensiyel Geometri, Lie

Gruplar1 ve Riemann Yiizeyleri gibi alanlarda da 6nemli bir yer teskil etmektedir.

Modern matematikte esas grup, ortii uzay: ve diizgiin siireksiz grup etkisi kavramlari
birbirine o denli baglidir ki bunlardan her biri diger ikisini belirler. Tarihsel olarak bu

kavramlar ters sirada ortaya ¢ikmiglardir.

Ortii uzaylar1 kavrammnin ilk ortaya ¢ikist Riemann sayesinde olmustur. Diizlemin bir
bolgesini Orten ve birbiri iizerine konumlanmig ¢ok katli bir ylizey fikri ilk olarak
Riemann tarafindan ortaya atilmistir ve bu fikir ortli uzaylarimin bir ¢esidi olan

dallanmis Ortii uzaylarinin temelini olusturmaktadir.

Esas gruplar, bir topolojik uzayin biitiin 6rtii uzaylarinin siniflandirilmasinda 6nemli
rol oynarlar. Diger taraftan Ortii uzaylari, baz1 6zel kosullar altinda ilgili topolojik
uzayin €sas grubunun hesaplanmasina olanak saglar. Bir topolojik uzayin bir ortii
uzayt verildiginde bu Ortli uzayr yardimiyla diizglin stireksiz bir grup etkisi
bulunabilir. Tersine, bir topolojik uzay ilizerinde diizgiin siireksiz bir grup etkisi
verildiginde bu etkinin sonucu olarak bir 6rtli uzay1 bulunabilir. Calismamizda bu

iliskilerin tiimi ele alinmis ve agiklanmustir.

Ortii uzaylar1, Cebirsel Topoloji’nin énemli bir konusu olan Lifleme Teorisi’ne temel
olusturmaktadir. Son yillarda ise dallanmis Riemann yiizeylerinin bir

genellestirilmesi olan catalli 6rtli uzaylari ile ilgili caligmalar yapilmaktadir.
Bu tezin amaci, Ortii dontistimleri gruplari, diizgiin siireksiz grup etkileri ve Sperner
Sarti’n1 saglayan grup etkileri iizerine bir inceleme sunmak bu konular arasindaki

iliskileri aciklamaktir.

Bu tez yedi boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir.



Calismamiz boyunca kullanacagimiz temel tanim ve teoremlerin verildigi ikinci
boliimde bazi topolojik ve cebirsel kavramlar kisaca tanitilmig ve esas gruplar ile

ilgili temel tanim ve ozellikler ifade edilmistir.

Ucgiincii boliimde ortii uzaylari ile ilgili temel tanimlar ve teoremler ifade edilerek

oOrtii uzaylariin bazi 6nemli 6zellikleri verilmistir.

Dordiincii boliimde bir X topolojik uzayinin esas grubu ile bu uzayin bir Ortii
uzayinin esas grubu arasindaki iliskiler incelenmistir. Ayrica X ’in esas grubunun

altgruplart ile X ’in Ortii uzaylari arasindaki iligkiler agiklanmustir.

Besinci boliimde ortii uzaylarmin siniflandirilmasini agiklamak igin bir topolojik
uzaymin iki ortii uzaymin denk olmasi ifade edilerek ve belirli sartlar1 saglayan
topolojik uzaylarn biitlin Ortii uzaylarinin bu denklik farkiyla belirlenebilecegi

gosterilmistir.

Altinct bolimde ortii dontistimleri ve ortii donilistimleri grubu ile ilgili tanim ve
teoremler ifade edilmis ve Ortii doniisiimleri grubu ile esas grup arasindaki iligki

aciklanmustir.

Son olarak yedinci bolimde diizgiin siireksiz grup etkisi ile ilgili tanimlar ve
teoremler ifade edilmistir. Ayrica “Notes on Covering Transformations” [1] adli
makalede S.Kinoshita tarafindan ifade edilen Sperner Sarti’n1 saglayan grup etkileri

tanitilarak bu grup etkileri ile ilgili sonuglar incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde c¢alismamiz boyunca kullanacagimiz temel tanimlar ve teoremler

verilecektir.

2.1. Baz1 Topolojik Kavramlar

2.1.1. Tanim:

X bir topolojik uzay olsun ve | =[0,1]={xeR:0<x<1} diyelim. Bu durumda

asagidaki tanimlar verebiliriz.

(i) f:1 — X siirekli fonksiyonuna X ’de bir egri denir. f(0) noktasina f egrisinin

baslangi¢ noktasi, f (1) noktasina f egrisinin bitis noktas1 denir.

(i) X bos olmayan ayrik iki agik kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa X

topolojik uzayi irtibathidir denir.
(iif) X ’in herhangi iki noktasi X ’de bir egri ile baglanabiliyorsa, bir bagka
ifadeyle; her x,ye X i¢in x= f(0),y=f(1) olacak bigimde bir f:l - X egrisi

varsa X topolojik uzayi egrisel irtibatlidir denir.

(iv) Her xe X ve x noktasinin her U a¢ik komsulugu i¢in XxeV U olacak
bicimde egrisel irtibatli ve agik bir V kiimesi varsa X topolojik uzay1 yerel egrisel

irtibatlidir denir.
2.1.2. Teorem [12]:

Egrisel irtibatl her topolojik uzay irtibathdir.



2.1.3. Teorem [2]:
X topolojik uzayi irtibath ve yerel egrisel irtibatl ise egrisel irtibathidir.
2.1.4 Uyart:

Teorem 2.1.2°nin tersi dogru degildir, yani irtibathi bir topolojik uzay egrisel irtibath

olmayabilir. Ornegin; f :(O’ZL} —)[—1,1], f(x) =sin1 fonksiyonun grafigi
T X

Gf:{(x,sini):0<x£i} olmak iizere G_f:Gfu{(O,y)eRz:—lsysl}
X 2

uzayi irtibathdir ancak egrisel irtibath degildir.

Yerel egrisel irtibatli bir topolojik uzay egrisel irtibatli olmayabilir. Benzer sekilde

egrisel irtibath bir topolojik uzay yerel egrisel irtibatli olmayabilir. Ornegin;

f:(o,zi}a[—l,l], f(x):sin1 fonksiyonun grafigi
r X

G, :{(X,sinl):0<x£2i} olmak iizere G, =G, U{(O,)/)E]R2 -1l< ysl} dir.
X T

g egrisi R* uzaymda (0,1) noktasini (ZL,O) noktasina birlestiren bir egri olmak
V4

tizere X uzayl G_f kiimesi ile g egrisinin noktalarinin birlesimi olsun. X egrisel

irtibatlidir ancak yerel egrisel irtibatli degildir.
2.1.5. Teorem [8]:

Egrisel irtibatli bir topolojik uzaymn siirekli bir fonksiyon altindaki goriintiisii de

egrisel irtibatlidir.



2.1.6. Tanim:

X bir topolojik uzay olmak iizere asagidaki tanimlar1 verelim.

(i) x=#Yy olacak bigimdeki her x,ye X i¢cin xeG,yg¢G ve x¢H,yeH
sartlarint saglayan G,H < X agik kiimeleri varsa, X topolojik uzayma T, -uzay:

denir.

(if) x =y olacak bigimdeki her x,y € X i¢in xeG,yeH ve GNnH = sartlarint
saglayan G,H < X ac¢ik kiimeleri varsa, X topolojik uzaymma T,-uzayr ya da

Hausdorff uzayi denir.

(iii) X ’in her kapali A altkiimesi ve her x¢ A i¢in XxeG,AcH ve GNnH =Y
sartlarint saglayan G,H < X acik kiimeleri varsa, X topolojik uzayma T,-uzay:
denir. Eger X topolojik uzayr T,-uzayr ve T,-uzay1 ise, X topolojik uzayina

regiiler uzay denir.

2.1.7. Teorem [7]:

Her regiiler uzay bir Hausdorff uzayidir. Ayrica bir regiiler uzayin her altuzay:1 da

regiilerdir.

2.1.8. Teorem [12]:

X bir Hausdorff uzayr ve. Ac X olsun. A kiimesinin bir yigilma noktasinin her

komsulugu A kiimesine ait sonsuz nokta igerir.



2.1.9. Tanim:

X bir topolojik uzay olsun. Eger X ’in her a¢ik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii

bulunabiliyorsa X topolojik uzay1 kompakttir denir.
2.1.10. Teorem [8]:

X bir topolojik uzay olsun. X ’in sonlu sayida kompakt altkiimelerinin birlesimi

kompakttir.
2.1.11. Teorem [8]:

X kompakt topolojik uzaymin sonsuz her altkiimesinin X ’de en az bir yigilma

noktasi vardir.
2.1.12. Teorem [6]:

X bir Hausdorff uzayi, Dc X kompakt ve xg¢D ise xeV, DcW ve
V NW = olacak bicimde X ’de agik olan V ,\W altkiimeleri vardir.

2.1.13. Tanim:

Her xe X igin X noktasinin kompakt bir komsulugu varsa X topolojik uzay: yerel

kompakttir denir.

Tanim 2.1.13’ten agik¢a gorilmektedir ki, her kompakt topolojik uzay yerel

kompakttir. Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin; R kiimesi alisilmis topoloji
ile kompakt degildir. Ancak; her XxeR i¢in Xe[x—g,x+g] olacak bicimde bir
& >0 sayisi bulunabilir ve [X—g,x+€] kiimesi R ’de kompakt olup X noktasinin

bir komgulugudur. Dolayisiyla R kiimesi alisilmis topoloji ile yerel kompakt bir
topolojik uzaydir.



2.1.14. Teorem [8]:

X bir topolojik uzay olsun. Her xe X i¢in U kompakt olacak bi¢imde X

noktasinin bir U komsulugu var ise X topolojik uzay1 yerel kompakttir.
2.1.15. Uyart:

Baz1 kaynaklarda yerel kompaktlik tanimi olarak su tanim verilmektedir; Her X € X

icin U kompakt olacak bicimde X noktasinin bir U komsulugu varsa X topolojik
uzayr yerel kompakttir denir. Ancak Teorem 2.1.14’ten goriilmektedir ki;
Tanim?2.1.13 daha geneldir.

2.1.16. Teorem [8]:

X bir Hausdorff uzayr olsun. Bu durumda; X topolojik uzayi yerel kompakttir

ancak ve ancak her xe X icin U kompakt olacak bigimde X noktasinin bir U

komsulugu vardir.

2.1.17. Teorem [8]:

Her yerel kompakt, Hausdorff uzay1 bir regiiler uzaydir.
2.1.18. Teorem [8]:

X, Y topolojik uzaylar ve f: X —Y fonksiyonu siirekli, orten ve agik olsun. Eger

X yerel kompakt ise Y de yerel kompakttir.
2.1.19. Tanim:

X, Y topolojik uzaylar ve f:X —Y bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu

siirekli, birebir, 6rten ve f':Y — X fonksiyonu siirekli ise f’ye bir



homeomorfizm denir. Eger X 'den Y'ye tanimli bir f:X —Y homeomorfizmi

varsa X ve Y topolojik uzaylari homeomorftur veya esyapilidir denir.

Tanim 2.1.19°a gére X ve Y topolojik uzaylart homeomorftur ancak ve ancak
gof=1 vefog=1 olacak bicimde f:X—>Y ve ¢g:Y—>X sirekli

fonksiyonlar1 vardir.
2.1.20. Tanim:

X, 'Y topolojik uzaylar ve f : X —Y bir fonksiyon olsun. Eger X ’de agik olan her

U kiimesii¢in f(U) kiimesi Y ’de agik oluyorsa f ’ye bir agik fonksiyon denir.

2.1.21. Teorem [7]:

X, Y topolojik uzaylar ve f:X —Y bir fonksiyon olsun. f homeomorfizmdir

ancak ve ancak f fonksiyonu siirekli, birebir, drten ve agiktir.

2.2. Bazi Cebirsel Kavramlar
2.2.1. Tanim:

G bir grup, HcG ve H=#O olsun. Eger H kiimesi G iizerinde tanimlanan

islemle bir grup oluyorsa H, G ’nin bir altgrubur denir ve H <G ile gosterilir.

2.2.2. Tanim:

G birgrupve H <G olsun. a€G olmak iizere aH ={ah:heH} kiimesine
H’nin G igindeki bir sol yan kiimesi, Ha={ha:heH} kiimesine H ’nin G

icindeki bir sag yan kiimesi denir.



2.2.3. Teorem [9]:

G bir grup ve H <G olsun. Asagidaki dnermeler dogrudur.

(i) VaeG icin |Ha|=|H| =[aH|

(ii) Va,beG i¢in aH =bH yada aH nbH = tur.

(iii) G kiimesi H ’nin G ig¢indeki biitiin farkli sol kosetlerinin ayrik birlesimi olarak
yazilabilir.

(iv) H’nin G igindeki biitiin farkli sol kosetlerinin sayisi, H nin G igindeki biitiin

farkli sag kosetlerinin sayisina esittir.
2.2.4. Tanim:

G bir grup ve H<G olsun. H’nin G i¢indeki biitiin farkli sol ya da sag

kosetlerinin sayisina H *nin G igindeki indeksi denir ve [G: H] ile gosterilir.

2.2.5. Tanim:

G bir grup ve H <G olsun. H asagida verilen ve birbirine denk olan sartlardan
birini sagliyorsa H, G ’nin normal altgrubur denir ve H <G ile gosterilir.

(i) VaeG i¢in aH =Ha

(i) VaeG i¢in aHa™' =H

(iii) VaeG ve VheH icin aha™ e H

2.2.6. Tanim:

G bir grup ve H<G olsun. Ng(H)={geG:gHg"=H} kiimesine H
altgrubunun G igindeki normalleyeni denir. H < N;(H) dir. Ayrica H <G olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul G =N (H) olmasidir.
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2.2.7. Tanim:

G bir grup ve H <G olsun. acG olmak iizere aHa™* ={aha*:heH| kiimesine

H altgrubunun G igindeki bir eslenigi denir. Ac¢ik olarak aHa™ <G ve
‘aHa’l‘=|H| dir.

Tanim 2.2.5’¢ gore G ’nin bir H altgrubunun G ’nin normal altgrubu olmasi i¢in
gerek ve yeter sart H altgrubunun G igindeki biitiin esleniklerinin H ’ye esit

olmasidir.
2.2.8. Tanim:

G birgrup ve H,K <G olsun.

H~K < 3geG > K=gHg™

bagmtisini tanimlayalim. Bu baginti G ’nin biitiin altgruplarinin olusturdugu kiime
tizerinde bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya goére H ’'nin denklik sinifi
[H]= {gHg‘l:g € G} olup bu kiimeye H ’nin G igindeki eslenik smnifi denir.

2.2.9. Tanim:

G bir grup ve H <G olsun. H’nin G igindeki biitiin farkli sol ya da sag
kosetlerinin ~ kiimesini G/H ={gH:geG}={Hg:geG} ile gosterelim.
aH ,bH e G/H olmak tizere G/ H iizerinde bir ikili islemi

(aH)(bH) = (ab)H

bigiminde tamimlayalim. Bu isleme gére G/H bir gruptur. Bu gruba G ’nin bir

boliim grubu denir.
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2.2.10. Tanim:

G ve H iki grup ve f:G—>H bir fonksiyon olsun. Eger Va,beG igin
f(ab) = f(a)f(b) oluyorsa f ’ye G ’den H ’ye bir grup homomorfizmi denir.

G ve H iki grup ve f:G—H bir grup homomorfizmi olsun. Eger f birebir ise
f ’ye grup monomorfizmi, f orten ise f ’ye grup epimorfizmi, f birebir ve 6rten
ise f’ye grup izomorfizmi denir. Eger f izomorfizm ise G, H’ye izomorftur

denir ve G = H ile gosterilir.
2.2.11. Tanim:

G ve H ikigrupve f:G — H bir grup homomorfizmi olsun.
Ker f ={xeG:f(x)=e,} ve Imf ={f(x):xeG}
kiimelerine sirasiyla f 'nin ¢ekirdegi ve f ’nin goriintiisii denir. Eger Im f = {eH}

ise f ’ye sifir homomorfizmi denir.

2.2.12. Teorem [9]:

G ve H ikigrupve f:G — H bir grup homomorfizmi olsun. A<G ve B<H ise

asagidaki onermeler dogrudur.

(i) Ker f <G
(i) f(A<H
(iii) T (B)<G

2.2.13. Teorem [10]: (1. izomorfizma Teoremi)

G ve H ikigrupve f:G— H bir grup homomorfizmi ise G/ Ker f ~Im f dir.
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2.2.14. Tanim:

G bir grup ve A bos olmayan bir kiime olsun.

() Vae Aigin e-a=a

(i) Yae A ve Vg,heG i¢in (gh)-a=g-(h-a)

sartlarin1 saglayan

GxA—>A, (g,a)—>g-a

fonksiyonu varsa G grubu A kiimesi iizerine etki eder denir ve A’ya bir G -kiimesi

denir.
2.2.15. Tanim:

G grubu A kiimesi iizerine etki etsin. Eger VX,yeG i¢in 3geG > y=0-X

oluyorsa G grubu A kiimesi iizerine gegisli olarak etki eder denir.

2.2.16. Tanim:

G grubu A kiimesi iizerine etki etsin ve Xxe A olsun. G, ={geG:g-x=x}
kiimesine x’in G igindeki dengeleyicisi ve 0(x) ={g-x: g € G} kiimesine ise X ’in

G igindeki yoriingesi denir.
2.2.17. Teorem [10]:

G grubu A kiimesi flizerine etki etsin ve Xe A olsun. Asagidaki Onermeler
dogrudur.
() G, <G

(ii) o) =[G:G,]
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2.2.18. Teorem [9]:

G grubu A kiimesi iizerine etki etsin. a,b e A olmak tizere
a~b < 3geG > b=g-a
seklinde tanimlanan baginti A tizerinde bir denklik bagintisidir ve X € A ise X ’in bu

bagintiya gore denklik smifi o(x)={g-x:geG} dir. Dolayisiyla A kiimesini

A=U {O(X) X e A} seklinde yoriingelerin ayrik birlesimi olarak yazabiliriz.

Ornek:

G bir grup olsun. G = A alirsak
GxG—G, (g,a)>g-a=gag™
seklinde tanimlanan fonksiyonla G grubu kendi {izerine etki eder. Bu etkiye G ’nin

kendi tizerine eslenikleme etkisi denir. X € G ise bu etki i¢in
o(x)={gxg*:g €G}=Clg(x) ve G, ={geG:gx=xg}=Cq(x)
olur. Burada Cl;(x) kiimesine x’in G igindeki eslenik simnifi ve C;(X) kiimesine

ise x’in G ig¢indeki merkezleyeni denir.
Ornek:

G Dir grup olsun. A kiimesi olarak G ’nin biitiin altgruplarinin olusturdugu kiimeyi

alalim.
GxA—A, (g,H)>g-H=gHg™
seklinde tanimlanan fonksiyonla G grubu A {izerine etki eder. Bu etkiye G ’nin

altgruplari lizerine eslenikleme etkisi denir. H € A ise bu etki i¢in

o(H)={gHg":g €G} ve G, ={g eG:gH =Hg} = N (H)
olur. Burada o(H) ={gHg_1:g eG} kiimesi Tanim 2.2.8’de ifade edilen H 'nin G

igindeki eslenik smifi ve G, ={geG:gH =Hg} kiimesi Tamim 2.2.6’da ifade
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edilen H altgrubunun G igindeki normalleyenidir. Teorem 2.2.18’den A kiimesini

A=U{o(x):xe A} bigiminde G ’nin altgruplarnin eslenik simflarmin  ayrik

birlesimi olarak yazabiliriz.
2.3. Esas Gruplar ve Bazi Ozellikleri

2.3.1. Tanim:

X bir topolojik uzay ve X, € X olsun. ( X, X,) sirali ikilisine bir noktal1 topolojik

uzay denir.

(X ,X%,) ve (Y,y,) birer noktali topolojik uzay, f:X —Y fonksiyonu siirekli ve

f(X,) =Y, olsun. Budurum f :(X,X,) = (Y,Y,) seklinde gosterilir.

2.3.2. Tanim:

| =[0,1] olmak iizere; X, Y topolojik uzaylar ve f,g:X —Y siirekli
fonksiyonlar olsun. Her xe X i¢in F(x,0)= f(x) ve F(x,1) =g(X) olacak bi¢gimde
stirekli bir F: X x| —Y fonksiyonu varsa f, g ’ye homotoptur denir ve f = g ile

gosterilir. Ayrica F ’ye bir homotopi denir ve F: f =g ile gosterilir.

2.3.3. Tanim:

X, Y topolojik uzaylar ve y €Y olsun. ¢, : X —>Y, ¢ (X)=Y seklinde tanimlanan
fonksiyona y noktasindaki sabit fonksiyon denir. f:X —Y siirekli fonksiyon
olsun. Eger f = ¢, olacak bigimde bir ¢, : X —Y sabit fonksiyonu varsa f sabite
homotoptur denir. Eger 1, 6zdes fonksiyonu sabite homotop ise X topolojik uzayi

buzulebilirdir denir.
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Ornegin; n>1ise D" = {(X1 Xy e X ) €R DX Sl} birim diski biiziilebilirdir.

i=1
2.3.4. Tanim:

X, Y topolojik uzaylar ve f:X —Y siirekli fonksiyon olsun. fog=1 ve
go f =1, olacak bi¢cimde siirekli bir g:Y — X fonksiyonu varsa f ’ye bir

homotopi esdegerlilik denir. Eger bir f : X —Y homotopi esdegerliligi varsa X ve

Y topolojik uzaylari ayn1 homotopi tipindendir denir.
2.3.5. Teorem [2]:

X topolojik uzay: biiziilebilirdir ancak ve ancak X topolojik uzay1 tek noktadan

olusan topolojik uzayla ayn1 homotopi tipindendir.
2.3.6. Uyart:

Acik olarak X ve Y topolojik uzaylar1 homeomorf ise ayn1 homotopi tipindendir.

Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin; D" birim diski biiziilebilir oldugundan

Teorem 2.3.5’ten tek noktadan olusan topolojik uzayla ayni homotopi tipindendir.

Ancak D" ve tek noktadan olusan topolojik uzay homeomorf degildir.
2.3.7. Tanim:

X bir topolojik uzay f,g:1 — X ikiegrive f(1)=g(0) olsun.

F2) L 0<t<t ise
f*g: 15X, (f*g)(t)= . 2
g(2t-1) ,Egtsl ise

olarak tanimlanan f*g fonksiyonu X ’de bir egri olup bu egriye f ve ¢

egrilerinin ¢arpimi denir.
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2.3.8. Tanim:

X bir topolojik uzay, f ve g, X ’de baslangi¢ ve bitis noktalar1 ayni olan iki egri
olsun. I =[0,1] olmak iizere;

(i) vxel i¢in F(x,0)= f(x) ve F(x,1)=9(x)

(i) Vtel i¢in F(O,t)=f(0)=g(0) ve F(Lt)=f@)=9@)

sartlarin1 saglayan siirekli bir F:1x| — X fonksiyonu varsa, f ve g egrileri
homotoptur denir ve f =g ile gosterilir. Ayrica F ’ye bir homotopi denir ve

F:f =g ile gosterilir.
2.3.9. Teorem [2]:

X bir topolojik uzay olsun. Homotop olma bagintisi X ’de baslangig ve bitis

noktalar1 ayni olan egrilerin kiimesi iizerinde bir denklik bagintisidir.

f, X ’de bir egri olmak iizere f ’nin homotop olma bagntisina gore denklik sinifi

[ f] ile gosterilir.
2.3.10. Tanim:

X bir topolojik uzay ve f, X ’de bir egri olsun. f:1 > X, f7(t)=f(1-t)
seklinde tanimlanan fonksiyon X ’de bir egri olup bu egriye f egrisinin tersi denir.

Eger f(0)=f (1) =x, ise f ’ye kapali bir egri ya da X, ’da bir egri denir.
2.3.11. Teorem [6]:

X bir topolojik uzay ve x, € X olsun. 7z, (X,X%,)={[f]: f,x,'da bir egri} diyelim.

Bu kiime iizerinde [ f],[g] € 7, (X, X,) olmak iizere;

[f1le]=[f~g]
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islemini tanimlayalim. Her [ f],[g],[h] € 7, (X,X,) i¢in asagidakiler saglanir.
() [f][9] € 7. (X, %)

(i) ([*][9])[h]= [f]([gl[h])
Gi) [f][e, ]=[c. ][]

() [F]Le =[]l =[ ]

Teorem 2.3.11°den goriilmektedir ki 7, ( X,X,) kiimesi bir gruptur. Bu gruba X

topolojik uzaymin X, noktasindaki esas grubu denir. Bu grubun birim elemani [CXO]

ve bir [ f] elemaninin tersi [f‘l] dir.

2.3.12. Teorem [2]:

X,Y,Z topolojik uzaylar ve f,g:X —Y fonksiyonlar: siirekli olsun. h:Y —>Z

stirekli fonksiyonu verilsin. Eger f = g ise ho f =hog dir.
2.3.13. Tanim:

X,Y topolojik uzaylar ve h:(X,x,) > (Y,y,) fonksiyonu siirekli olsun. Bu
durumda

h: 7z (X, %)= 7 (Y. Yy), h([f])=[he f]

seklinde tanimlanan fonksiyona h tarafindan belirlenen homomorfizm denir ve h,

ile gosterilir.
2.3.14. Teorem [2]:

X egrisel irtibath bir topolojik uzay ise her X,,y, € X i¢in 7, (X,X,)= 7, (X, Y,)
dir.
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Teorem 2.3.14’den X egrisel irtibath bir topolojik uzay ise biitiin noktalardaki esas
gruplart izomorf oldugundan 7z, (X,X,) gosterimi yerine 7,(X ) gosterimi

kullanilabilir.

2.3.15. Tanim:

X topolojik uzayr egrisel irtibatli ve her X, e X igin 7, (X,X,)={e} ise X

topolojik uzay1 basit irtibatlidir denir.
2.3.16. Teorem [6]:

Birim ¢emberin esas grubu tamsayilarin toplamsal grubuna izomorftur.
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3. ORTU UZAYLARI
Bu boliimde 6rtii uzaylar ile ilgili temel tanim ve teoremler ifade edilecektir.

3.1. Tanim:

X bir topolojik uzay olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan ()~( , p) ikilisine X ’in bir

oOrtii uzayi denir.
(1) X egrisel irtibath bir topolojik uzay,

(i) p: X — X fonksiyonu siirekli,

(iii) Her xe X igin X’in bir U acik komsulugu vardir 6yle ki; p™(U) = UUi ve

iel
her iel i¢in p|U_ :U; > U bir homeomorfizm olacak bigimde ayrik ve )2 ’da acik

U, alt kiimeleri vardur.

Burada p ’ye bir ortii izdiisiimi, her i€l i¢in U, ’ye U {izerinde bir yaprak, U ’ya

ise X noktasinin bir elemanter komsulugu denir.

Ornek 1:

S* birim ¢ember olmak iizere p:R —S' fonksiyonunu p(t)=(COS 2rt,sin 27zt)
olarak tamimlayahm. ( R, p), S* uzaymmn bir ortii uzayidir. Burada p fonksiyonu

her neZ igin [n, n +1] araligin1 birim ¢emberin {izerine sariyor gibi diisiinebiliriz.
Ornek 2:

Diizlemde kutupsal koordinatlar kullanirsak birim cemberi

st={(rt):r=1te[02x]} seklinde ifade edebiliriz. N#0 ve neZ olmak
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iizere p:S'—S' fonksiyonunu p(Lt)=(1,nt) olarak tammlayalim. (S*, p), S*
uzayinin bir ortii uzayidir. Burada p fonksiyonu birim ¢emberi kendi etrafina n defa

sartyor gibi diisiinebiliriz.

3.2. Lemma [2]:

()~( , P), X topolojik uzayinin bir ortii uzayi olsun. p: X — X fonksiyonu orten ve

aciktir. Ayrica X topolojik uzay1 egrisel irtibathidir.

3.3. Lemma[1,2]:

( X , P), X topolojik uzayinin bir ortii uzay1 olsun. Asagidaki 6nermeler dogrudur.

(i) X yerel egrisel irtibath = X yerel egrisel irtibatlidir.
(i) X yerel kompakt = X yerel kompakttir.
(i) X Hausdorff uzayr = X Hausdorff uzayidir.

(iv) X regiiler uzay = X regiiler uzaydir.

3.4. Lemma [2]:

()N( , p), X topolojik uzaymin bir ortii uzay1 ve Xy, X, € X olsun. Bu durumda

| o7 (%) |=| p™(x)| dir.

3.5. Tanim:

()N( ,P), X topolojik uzayinin bir Ortii uzayr olsun. Her Xe X igin ortak olan

‘ p‘l(x)‘ say1sina ()~( ,p) Ortii uzaymin yaprak sayisi denir. Eger ()~( , P)’nin
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yaprak sayisi N ise ()2 ,P), X ’in n-kath értii uzayidir denir. Ornek 2’deki (S*, p)

S*’in n-kath ortii uzayidir.

3.6. Tanim:

()~( ,P), X topolojik uzayinin bir ortii uzayi, Y bir topolojik uzay ve f:Y — X
fonksiyonu siirekli olsun. po f=f olacak bicimde foy 5 X siirekli fonksiyonu

varsa f ’ya f ’nin bir yiikseltmesi denir.

3.7. Teorem [2]:

()~( ,P), X topolojik uzaymin bir Ortii uzayi, Y irtibath bir topolojik uzay ve
f :(Y,yo)—>(X,XO) fonksiyonu stirekli olsun. x~0 e p™(x,) verilmis olsun. Eger

po f = f olacak bigimde f (Y,y,) = ( X : X~0 ) stirekli fonksiyonu varsa tektir.

( )N( , P), X topolojik uzayinin bir ortii uzay1 ve f, X ’da bir egri olsun. Bu durumda

po f de X ’de bir egridir. Ustelik f ve g, X ’da iki egri ve f =g ise Teorem
2.3.12’den pof =peog dir. Lemma 3.8 ve Lemma 3.9 bu sonuglarn ikisinin de

terslerinin dogru oldugunu gostermektedir.

3.8. Lemma [3]:

()2 ,p), X topolojik uzaymn bir ortii uzayi, X, € X ve f, X ’de X, noktasinda

baslayan bir egri olsun. X~o e p(x,) verildiginde po f=f olacak bigimde X, ’da

baslayan bir fr X egrisi vardir ve tektir.
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3.9. Lemma [3]:

()~( , P), X topolojik uzaymin bir ortii uzayi, f ve g, )~( ’da ayn1 noktada baslayan

iki egrive po f = pog ise f ve g nin bitis noktalari ayni olup f =g dir.

3.10. Teorem [4]:

()~( , ), X topolojik uzayinin bir ortii uzayi, f ve g, X ’deikiegrive F: f =g
olsun. f nin bir f :1 — X yiikseltmesi verildiginde poF = F olacak bicimde bir

F:f= (:] homotopisi vardir ve tektir.

3.11. Sonug [4]:

()~( ,P), X topolojik uzaymin bir orti uzayi, f ve g, X ’de iki egri ve
f(0)=9(0)=x,, f(1)=g()=x, olsun. X~0 e p™*(x,) verilsin. Lemma 3.6’dan

f 'nin X, ’da baslayan bir tek yiikseltmesi f ve g’nin X, ’da baslayan bir tek

yiikseltmesi (E] vardir. Eger f =g ise f :g:,j dir.
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4. ORTU UZAYLARININ ESAS GRUPLARI

Bu boliimde bir X topolojik uzaymin esas grubu ile bu uzayin bir ortii uzaymin esas
grubu arasindaki iligkiler incelenecektir. Ayrica X ’in esas grubunun altgruplar ile

X ’in ortli uzaylar arasindaki iliskiler agiklanacaktir.

()~( ,p), X topolojik uzaymin bir Ortii uzayi, X, € X ve )(~0 e p™(x,) olsun.
p: ()~( , X~0) — (X, x,) fonksiyonu siirekli oldugundan Tanim 2.3.13’den p tarafindan
indirgenen p. :7Z'l(>~( ,x~0)—> 7, (X, X,) homomorfizmi vardir. Asagidaki teorem p.

fonksiyonunun birebir oldugunu gostermektedir.

4.1. Teorem [2]:

()~( ,p), X topolojik uzaymin bir Ortii uzayi, X, € X ve X~0 € p‘l(xo) olsun.

Py ()~( , )ZO) — 7,(X,%,) bir monomorfizmadir.

Teorem 4.1’in ve 1. [zomorfizma Teoremi’nin bir sonucu olarak 7z, (X , X, ) grubunu

7, (X, Xy) grubunun bir altgrubu olarak diisiinebiliriz.

()N( , p), X topolojik uzaymin bir ortii uzayi, X, € X ve'Y = p‘l(xo) olsun.
7 (X %)xY =Y, ([fly)=>[f]ly=f@)

olarak tanimlayalim. Burada l: , f’nin Yy ’de baslayan bir tek yiikseltmesidir. Bu
sekilde tanimlanan fonksiyonla 7z, ( X, X,) grubu Y kiimesi {izerine etki eder. Simdi

bu etkinin Ozelliklerini ifade eden teoremi ifade edelim.
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4.2. Teorem [2]:

()~( ,P), X topolojik uzaymin bir ortii uzayi, X, € X ve Y =p*(x,) olsun.
Asagidaki onermeler dogrudur.

(1) 7, (X,X,) grubu Y kiimesi lizerine ge¢isli olarak etki eder.
(ii) x, €Y ise x, ‘nin dengeleyicisi p. (7, (X ,x,)) dir.

(iii) x, €Y olmak iizere |Y|:[7z1(x,x0): p*(nl(i(,x;))} dir.
4.3. Teorem [2]:

()2 ,p), X topolojik uzaymnin bir orti uzayi, X, € X ve Y = p’l(xo) olsun.

Asagidaki 6nermeler dogrudur.

() X, % €Y ise p.(z (X ,%;)) Ve p.(z (X %)), 7 (X,X) grubunun eslenik

altgruplaridir.

(i) x, €Y ve S, 7, (X,X) grubunun p.(z, (X ,x,)) altgrubuna eslenik bir

altgrubu ise S = p. (7, (X , x, )) olacak bigimde x, €Y vardir.

fspat:

(i) %,.% €Y olsun. X egrisel irtibath oldugundan »(0)=x, , y()=x olacak

bi¢imde bir 7~/: | > X egrisi vardir. Ayrica Teorem 2.3.14’ten 7,(X, X,) = 7, (X, X,)

dir. Buradaki izomorfizm,;
- - - - - N1 -
h:ﬁl(X,XO)—Mrl(X,Xl),[f}—{(yj *f*}/}

bi¢iminde tanimlidir. Ayrica po 7—/ =y:1 > X egrisii¢in y(0)=y(1) =X, olup
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ki (X, %) > (X, %), [f]=] 7>y ]

fonksiyonu bir izomorfizmdir.

7 (X %) — 2 (X ,%)

N N

ﬁl(X,XO) — 7, (X, %)

diyagrami degismelidir. Gergekten [g] e ( X ,X~0 ) ise

Mh([gm:p*({@‘l*wﬂz'p{@*g*%ﬂ
] °og)* [po%ﬂ

“*(peg)*r ]

-([9)))

Il
x 1T

[
/—\y/—\\

Diyagram degismeli oldugundan,

p*(ﬁl(i(,il)j = p*(h(ﬂl(i(,io)ﬁ
i)
[ ]p w0k 7
01 70,0 17

olacak bigimde [y]e 7,(X,%) oldugundan p*(ﬂl(;(,io)j ve p*(ﬂl(;(,il))

eslenik altgruplardir.

(i) >€0 eY ve S, 7z (X,X,) grubunun p*(ﬂl(f( ,x~0 )) altgrubuna eslenik bir

altgrubu olsun. S =[a]7l p. (72’1(;(,);0))[0!] olacak bi¢imde [a]e 7;,(X,%,) vardir.

o, a’nin )(~0 noktasinda baglayan bir tek yiikseltmesi olsun. po a=a oldugundan
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(poo}ja): p(o}(l)j:a(l):xo olup e eY dir. a(l)=x diyelim. &y ispatin

(1) sikkindaki 7/ olarak diistintirsek (i) sikkindaki

70X %) —"s 2 (X, %)

N N

m(X,%)  ——= m(X,%)

degismeli diyagramindan

S =[a] p*(nl(k,x"o)j[a] [a"] p*(;rl(k,x‘o)j[a]
_ k( p*(;zl(f( , io)j]
_ p*(h[;zl(k,io)n

=P (”1(*1*1))

olacak bigimde )21 €Y var oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 4.3’e¢ gore V x~0 € p‘l(xo) igin p*(ﬂl()~( ,x~0 )) altgruplart 7, ( X,X,)
grubunun altgruplarinin bir eslenik smifin1 olusturur. Tersine X~0 € p_l(Xo) i¢cin
p.(m,(X,X,)) altgrubunun eslenik sinifindaki her bir altgrup bir X~1 e p(x,) igin

p. (7, (X , %, )) bigimindedir.

4.4. Tanim:

()~( , p), X topolojik uzayinin bir 6rtii uzay1 olsun. Eger V X, € X ve x~0 € p‘l(xo)

icin p. (7, ( X , >£0 )< (X, X,) ise ( X , P )’ye X ’in bir regiiler 6rtii uzayi denir.
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Teorem 4.3’{in a¢ik bir sonucu olarak asagidaki sonucu ifade edebiliriz.
4.5. Sonug [2]:

()2 ,P), X topolojik uzaymin bir Ortii uzayr olsun. ()2 ,P), X ’in regiler Ortii

uzayidir ancak ve ancak VX, €X ve Vx,x epi(x) icin

p*(ﬂ1(>~<,>50))= p*(ﬁl(f(,il)) dir.
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5. ORTU UZAYLARININ SINIFLANDIRILMASI

Bu boliimde bir topolojik uzayin iki Ortii uzayinin denk olmasi ifade edilecek ve
belirli sartlar1 saglayan topolojik uzaylarin biitiin 6rtii uzaylarinin bu denklik farkiyla
belirlenebilecegi gosterilecektir. ilk olarak herhangi bir siirekli fonksiyonun bir

yiikseltmesinin olup olmadigini belirlememizi saglayan teoremi ifade edelim.

5.1. Teorem (Yiikseltme Kriteri) [2]:

Y irtibath ve yerel egrisel irtibatli bir topolojik uzay ve f:(Y,yO)—>(X,XO)
fonksiyonu stirekli olsun. ()~( ,P), X topolojik uzaymin bir Ortii uzayr ve

)20 e p (X)) ise f nin f (Y, Y,) = ( X, )(~0 ) yiikseltmesi vardir ve tektir ancak ve

ancak f.(7z,(Y,Y,))c p*(nl(;( ,x~0 )
5.2. Sonug [2]:

Y basit irtibatli ve yerel egrisel irtibath bir topolojik uzay ve f :(Y, yo)—> (X , XO)
fonksiyonu siirekli olsun. Eger ()N( ,P), X topolojik uzaymnin bir ortii uzayr ve

)20 e p (X)) ise f nin f (Y, ¥,) = ( X ,X~O ) yiikseltmesi vardir ve tektir.

5.3. Sonug [2]:

X irtibath ve yerel egrisel irtibath bir topolojik uzay ve ()~( ,p)ile (\; ,q), X ’in
birer ortii uzayt olsun. X, € X , X, € p(X, ), Y, €9 (X, ) olmak iizere
p. (7, (X 1% )= (7. (Y ,y,)) dir ancak ve ancak poh=gq olacak bigimde

h: (Y~ : );0) - ()~( : )20) homeomorfizmi vardir ve tektir.
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5.4. Teorem [2]:

X irtibath ve yerel egrisel irtibatli bir topolojik uzay ve ()~( ,p)ile (Y~ ,q), X’in
birer 6rtii uzay1 olsun. X, € X, )(-O e p™(x,), };0 e q(x,) olmak tizere
0. (7, (Y s )= p. (7, (X ,x,)) ise poh=gq olacak bigimde h:(Y,y,) = (X, %)

stirekli fonksiyonu vardir ve tektir. Ustelik (Y~ ,h), )2 ‘nin bir Ortii uzayidir.

q*(7z1(Y~ ,);0 )< p*(ﬂl(;( ,x~0 )) ise Yiikseltme Kriteri’'ne gére poh=q olacak
bigimde h:(\; ,);0 )—>()~( ,x~0) stirekli fonksiyonu vardir ve tektir. Teorem 5.4
Yiikseltme Kriteri’ne ek olarak, bu h :Y~ — )2 fonksiyonunun bir ortii izdiisiimii

oldugunu sdylemektedir.

5.5. Tanim:

()~( , P), X topolojik uzayinin bir 6rtii uzayi olsun. Eger X basit irtibatli ise ()~(, 9))
ye X ’in bir evrensel ortiisii denir. Ornegin; Ornek 1°deki (R, p), S* uzaymin bir
evrensel Ortli uzayidir. Cilinkii R egrisel irtibathidir. Ayrica R biiziilebilir

oldugundan 7, (R)={e} olup R basit irtibatlidur.

X irtibath ve yerel egrisel irtibatli bir topolojik uzay, (\; ,q) X ’in bir ortli uzay1 ve
()2 ,P), X ’in bir evrensel ortii uzayr olsun. Lemma 3.3’den X da yerel egrisel
irtibatl olup X basit irtibatls oldugundan Sonu¢ 5.2°den p=(qoh olacak bicimde

stirekli h: X — Y fonksiyonu vardir. Ayrica Teorem 5.4’den ( X h), Y *nin bir értii
uzayidir. Sonugta X ’in evrensel Ortii uzayr X ’in diger biitlin ortii uzaylarinin bir

ortii uzayidir.
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5.6. Tanim:

()~( ,p) ve (\; ,q), X topolojik uzaymin birer ortii uzay1 olsun. q= poh olacak
bi¢imde bir h: Y = X homeomorfizmi varsa ()2 ,p) ve (\? ,() Ortli uzaylari

izomorftur denir.

Simdi bir topolojik uzaymn herhangi iki ortii uzaymin izomorf olup olmadigini

belirlememizi saglayan teoremi ifade edelim.

5.7. Teorem [2]:

X yerel egrisel irtibath bir topolojik uzay ve X, € X olsun. (X, p) ile (Y,q)
X 'in birer Grtii uzay, X, € p (%), Yy, €q (%) olsun. (X,p) ve (Y,q)
izomorftur ancak ve ancak p*(ﬂl(f( ,>€0 )) ve q*(ﬂl(\? ,y}, )) altgruplart 7, (X, X,)

icinde esleniktirler.

fspat:

()~( ,p) ve (\? ,q) izomorf olsun. g=poh olacak bigcimde bir h:Y > X
homeomorfizmi vardir. h( y}, e p(x,) olup Sonug 5.3’ten
p*(ﬁl(;(,h();o))) =q*(7z1(Y~,);0)) dir. h();o) : x~O e p™*(x,) oldugundan Teorem4.3

iin (i) sikkindan p. (7, (X 0 (Y )= (75 (Y, Yo )) Ve pu(; (X ,%,)) altgruplar:

7, (X, X,) icinde esleniktirler.

p*(ﬁl()~( ,x~0 )) ve q*(ﬂl(\; ,);0 )) altgruplart 7z, (X,X,) iginde eslenik olsunlar.

Teorem 4.3’in (ii) sikkindan q*(ﬂl(\? : y; )= P (7, ( X ,)(~l )) olacak bigimde
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)21 € p_l(XO) vardir. Sonug 5.3’ten ¢ = poh olacak bigimde bir h: (Y~, );0) — ()~(,)21)

homeomorfizmi vardir. O halde ( )2 ,p)ve (Y~ ,() izomorf olup ispat tamamlanir.

X yerel egrisel irtibatli bir topolojik uzay, X, € X ve ()~( , P), X ’in bir ortli uzay1

olsun. Teorem 5.7 ve Teorem 4.3’tin bir sonucu olarak x, e p~(x,) icin
p*(ﬂ'l(;( ,;(0)) altgrubunun 7, (X, X,) icindeki eslenik sinifi X topolojik uzaymnin

()~( ,p) Ortii uzaymi izomorfizm farkiyla belirler. Acaba 7, (X,X,) grubunun

altgruplarinin her bir eslenik smifi i¢in bu sonu¢ dogru mudur? Yani 7, (X,X,)
grubunun altgruplarinin her bir eslenik smifi igin p. (7, ( )2 , X~0 )) bu eslenik sinifina

dahil olacak bigimde X ’in bir ()~( , p) ortii uzayr var midir? X topolojik uzayi
irtibatli, yerel egrisel irtibatli ve X ’in bir evrensel Ortii uzayr varsa bu sorunun
cevabr “Evet” olacaktir. Her topolojik uzaymnin bir evrensel ortii uzayr olmayabilir.
Simdi bir topolojik uzaymn hangi sartlar altinda evrensel ortii uzayr oldugunu ifade

edelim.
5.8. Tanim:

Her xeX noktasmmn i:U — X igerme fonksiyonu tarafindan belirlenen
i1 77, (U, x) > 7z, ( X, x) homomorfizmini sifir homomorfizmi yapacak bi¢imde bir

U agik komsulugu varsa X topolojik uzayi yari-yerel basit irtibatlidir denir.
5.9. Teorem [4]:

X irtibath ve yerel egrisel irtibath bir topolojik uzay olsun. X ’in bir evrensel ortii

uzay1 vardir ancak ve ancak X yari-yerel basit irtibathidir.
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5.10. Teorem [3]:

X irtibatli, yerel egrisel irtibatli ve yari-yerel basit irtibatli bir topolojik uzay olsun.

7, (X, X,) grubunun altgruplarmin bir eslenik sinifi verilmis olsun. Bu durumda bu
eslenik sinifina karsilik gelen X ’in bir ( )2 , P ) oOrtii uzay1 vardir. Bagka bir ifade ile

P (7, ( )~( : >(~0 )) verilen eslenik sinifina dahil olacak bigimde X ’in bir ( )~( , p) ortii

uzay1 vardir.

Sonug olarak; X irtibath, yerel egrisel irtibatli ve yari-yerel basit irtibatli bir
topolojik uzay olmak tlizere X ’in her bir ()2 , p) ortii uzayma karsilik 7z, (X, X,)
grubunun bir altgrubu ve tersine z,(X,X,) grubunun her bir altgrubuna karsilik

X ’in bir ()2 , p) ortii uzay: bulunabilir. Ayrica 7, ( X, X,) grubunun altgruplarinin

her bir eslenik sinifina karsilik X ’in ()~( , p) ortii uzaylar1 izomorfizm farkiyla
belirlenebilir ve tersine X ’in birbirine izomorf olan biitiin ortii uzaylarina karsilik

7, (X, Xy) grubunun altgruplarinin bir eslenik sinifi bulunabilir.
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6. ORTU DONUSUMLERI

Bu boliimde ortii doniistimleri ve ortii doniisiimleri grubu ile ilgili tanim ve teoremler
ifade edilecek ve Ortii doniisiimleri grubu ile esas grup arasindaki iliski

aciklanacaktir.

6.1. Tanim:

()2 , p), X topolojik uzaymin bir Ortii uzay1 olsun. poh= p olacak bigimde bir

h: X — X homeomorfizmi varsa h’ye bir ortii dontistimii denir. X ’dan X ’ya

tanimli  biitlin  Orti  doniisiimlerinin  kiimesini COV()~(/ X) ile gosterelim.
COV()~(/ X) kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine gore bir gruptur. Bu gruba

()~( , p) ’in Ortii doniistimleri grubu denir.

()~( , p), X topolojik uzaymin bir ortii uzayr ve X, € X olsun. Cov( X/ X) grubu

p~(x,) kiimesi tizerine etki eder. Buradaki etki;

Cov(X /X )x p™(x) = p(%,), (h,y)=h-y=h(y)

bigiminde tanimlidir. Bu etkinin bir sonucu olarak Cov( X/ X)’in her bir eleman

pt (XO ) ’1in elemanlarini birbirine dontistiiriir.

6.2. Teorem [2]:

X irtibatli ve yerel egrisel irtibatli bir topolojik uzay ve X, € X olsun. ()~( ,p), X
topolojik uzayinin bir 6rtii uzayi olsun. ( )~( , P), X ’in regiiler ortii uzayidir ancak ve

ancak Cov( X/ X) grubu p_l(xo) kiimesi lizerine gegisli olarak etki eder.
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6.3. Teorem [2]:

X irtibatli bir topolojik uzay ve ( X , p), X topolojik uzaymin bir ortii uzay: olsun.

Asagidaki 6nermeler dogrudur.

(i) he Cov( X /X ) ve h=1_ ise h’nin sabit noktasi yoktur, bir baska ifadeyle
X
Vxe X icin h(;()i X dir.

(ii) hy,h, € Cov(X /X )ve 3xe X > h (x)=h,(x)ise h,=h, dir.

fspat.‘

(i) he Cov(X /X)ve h=1 olsun. Kabul edelim ki Ixe X oyle ki h(x)=x
X

olsun. he Cov( X /X ) oldugundan p=peoh olup h, p’nin bir yikseltmesidir.

Ayrica p=pol  oldugundan 1. fonksiyonu da p ’nin bir yiikseltmesidir. X
X X

irtibatli oldugundan Teorem 3.7°den h=1_ bulunur. Bu ise h#1

_ ile ¢elisir.
X X

(ii) h,h, € Cov(X /X)ve 3xeX > h(x)=h,(x) olsun. h,h, e Cov(X /X )

oldugundan p=peoh ve p=pech, olup h, ve h,, p ’nin birer yiikseltmesidir. X

irtibatli oldugundan Teorem 3.7°den h, =h, elde edilir.

Simdi X topolojik uzaymnin esas grubu 7z, (X,X,) ile ortii dontigiimleri grubu

Cov( X/ X)) arasindaki iligkiyi agiklayan teoremi ifade edelim.
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6.4. Teorem [2]:

X yerel egrisel irtibath bir topolojik uzay ve ()~( ,P), X ’in bir ortii uzayi olsun.
X, € X ve x, € pi(x,) ise Cov(X /X )= N, (p*(ﬁl(k,io))j/p*(nl(k %))

dir. Burada G = 7, ( X, X,) dur.

6.5. Sonug [2]:

X yerel egrisel irtibath bir topolojik uzay ve ( X , P), X ’in regiiler bir ortli uzayi

olsun. X, € X ve x, € p(x,) ise Cov(X /X )= 7, (X, %)/ p-(z, (X %, )) dir.

6.6. Sonug [2]:

X yerel egrisel irtibathi bir topolojik uzay, ()2 ,P), X ’in evrensel Ortii uzay1 ve

X, € X olsun. Cov()~< I X )= 7, (X, X,) dir.

Sonug 6.6 yardimiyla yerel egrisel irtibatli olan ve evrensel ortii uzayir bulunan bir

topolojik uzayin esas grubu ortii doniisiimleri grubu yardimiyla bulunabilir.
Ornek:

Ornek 1°deki (R, p), S* uzaymin bir evrensel &rtii uzayidir. Ayrica S* uzay1 yerel
egrisel irtibathdir. heCov(R/S") alam. poh=p ve p(t)=(cos2zt,sin2xt)
oldugundan

p(t)=(cos2xt,sin2zt)=(cos2zh(t),sin 2z h(t))= p(h(t))

olup bu son esitlikten h(t)=t+n elde edilir. Yani Cov(R/S") grubunun her bir

elemam bir N tamsayist igin h(t)=t+n bigimindedir. Cov(R/S") grubu
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g(t)=t+1 tarafindan iretilir. Gergekten; he Cov(R/S') ise h(t)=t+n=g"(t)
dir. Cov(R/S") grubu devirli ve sonsuz elemanli oldugundan Z’ye izomorftur.

Cov(R/S")=Z ve Sonug 6.6’dan Cov(R/S")= 7,(S") oldugundan 7,(S*)=Z

dir.
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7. ORTU DONUSUMLERI GRUPLARI

Bu boliimde Boliim 6°da tanimi verilen ortii doniisiimleri gruplarinin bazi 6zellikleri
ifade edilecek ve bu gruplarin ilgili topolojik uzaylar {izerine etki etmesi durumu ele

alinacaktir.
7.1. Tanim:

X bir topolojik uzay, G bir grup ve G grubu X {izerine etki etsin. Her X e X igin
X’in bir U agik komsulugu, g #e olacak bigimdeki her g €G i¢cin U ng-U =0
sartin1 saglayacak bicimde bulunabiliyorsa G, X fizerine diizgiin siireksiz olarak
etki eder denir. Eger g #€ olacak bigimdeki her g €G igin X=# ¢-X oluyorsa G,

X lzerine sabit noktas1 olmadan etki eder denir.

X bir topolojik uzay ve G, X ’den X ’e tanimli homeomorfizmlerin bir grubu
olsun. Agik olarak

GxX =X, (g,x)=>g-x=g(x)

olarak tanimlanan fonksiyon yardimiyla G grubu X iizerine etki eder. Tanim 7.1°¢
gore her xe X igin X’in bir U agik komsulugu, g #e olacak bi¢gimdeki her g € G
icin UNngU)=C sarti1 saglayacak bi¢cimde bulunabiliyorsa G, X {izerine
diizgiin stireksiz olarak etki eder denir. Benzer sekilde, g #e olacak bigimdeki her

g €G igin x = g(x) oluyorsa G, X {izerine sabit noktasi olmadan etki eder denir.
7.2. Tanim:

X bir topolojik uzay, G bir grup ve G grubu X iizerine etki etsin. X,y € X igin
X~y<3dgeG > y=0g-X

biciminde tanimlanan bagintt X {izerinde bir denklik bagintisidir. Bu bagintinin X
tizerinde olugturdugu denklik siniflarinin kiimesini X /G ile gosterelim.

p:X > X/G, p(x)=0(x)={g-x:geG}
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seklinde tanimlanan p fonksiyonu yardimiyla X /G {izerinde olusturulan topolojik
uzay X ’in bir boliim uzayidir. Bu uzaya X ’in yoriinge uzay1 ve p fonksiyonuna

dogal doniistim ya da yoriinge doniisiimii denir.
7.3. Lemma [11]:

X bir topolojik uzay, G bir grup ve G grubu X iizerine etki etsin. p: X — X /G

dogal doniistimii siirekli, orten ve agiktir.

7.4. Teorem [5]:

X irtibatli bir topolojik uzay ve ()2 , P), X ’in bir ortii uzayt olsun. Cov( X /X )

grubu X fizerine diizgiin siireksiz olarak ve sabit noktasi olmadan etki eder.

fspat:

Teorem 6.3’lin bir sonucu olarak Cov()~( / X) grubu )2 lizerine sabit noktasi

olmadan etki eder. x~0 5 X alalim. p Orten oldugundan X, = p(x~0) olacak bi¢imde

X, € X vardur. ()2 ,p), X’in ortii uzayr oldugundan X,’m bir U elemanter

komsulugu vardir. Dolayisiyla p~(U) :UUi ve Viel igin p|U‘ U, > U bir

iel
homeomorfizm olacak bi¢cimde ayrik ve )2 da agik U, alt kiimeleri vardir.
x—O e p () oldugundan x~0 eU; olacak bigimde bir tek jel vardr.
g eCov(f(/ X) igin U; ng(U;) =D olsun. Bu durumda en az bir ;<er ngU;)
vardir. X e g(U;) oldugundan X = g(;/) olacak bi¢imde bir ;/eU ; vardr,

g eCov( X /X ) oldugundan pog = p olup
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P(x) = p(a(y)) =(p-9)(y) = p(Y)
elde edilir. x, ;/ eU; ve p|, bir homeomorfizm oldugundan
p(x) = p(y)=x=y=9(y)

elde edilir. 9: g(;/) oldugundan Teorem 6.3’den g =1. olup Cov( X /X ) grubu
X

X lizerine diizgiin siireksiz olarak etki eder.

Teorem 7.4’e gore X irtibatlt bir topolojik uzay, ()N( ,p) X topolojik uzaymin bir

ortli uzayr ve G, (X, p)’nin ortii doniistimleri grubu olmak tizere G, X iizerine

diizgiin siireksiz olarak etki eder. Simdi tersine; X bir topolojik uzay ve G, X ’den
X ’e tanimli homeomorfizmlerin bir grubu olmak iizere G 'nin yardimiyla hangi

sartlar altinda bir ortii uzay1 bulunabilecegini agiklayan teoremi ifade edelim.
7.5. Teorem [5]:

X irtibatlt ve yerel egrisel irtibath bir topolojik uzay ve G, X ’den X ’e tanimli
homeomorfizmlerin bir grubu olsun. G grubu X iizerine diizgiin siireksiz olarak

etki ediyorsa, p: X — X /G dogal doniisiimii bir ortii dontstimidir ve ( X, p),

X /G ’nin bir regiiler ortii uzayidir. Ustelik Cov(X/ (X /G))=G dir.

fspat.'

X irtibatl ve yerel egrisel irtibatli oldugundan Teorem 2.1.3’ten egrisel irtibathidir.

Lemma 7.3’ten p: X — X /G fonksiyonu siirekli ve ortendir. xe X /G alalim. p

orten oldugundan X = p(x) olacak bicimde xe X vardir. G grubu X {izerine

diizgiin siireksiz olarak etki ettiginden X’in bir U agik komsulugu vardir dyle ki

0, # 9, olacak bi¢cimdeki Vg,,d9, €G i¢in g,(U)ng,(U) = dir. X = p(x) e p(U)
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ve Lemma 7.3’ten p: X — X /G fonksiyonu agik oldugundan p(U), X *nin bir acik

komsulugudur.

p(pWU))=U{gU):g G} dir. Gergekten;

xep™(pU)) & p(x)epU)
< JueU > p(x)=p(u)
< JueU > o(x)=o0(u)
< dueU, 3geG > x=g(u)
< 3dgeG > xeg)

< xeU{gU):g G}

Her geG icin g bir homeomorfizm oldugundan g(U), X ’de aciktir. Ustelik
0, #0, olacak bigimdeki Vg,,0,€G i¢cin g,U)Ng,U)=T oldugundan
{g(U):g eG} ailesinin  elemanlar1  ayriktir. Simdi Her geG igin
p|g e g(U) — p(U) fonksiyonunun bir homeomorfizm oldugunu gosterelim. p
stirekli oldugundan p|g o) stireklidir. Ayrica p agik ve gU), X ’de agik
oldugundan p|g o) aciktir. Dolayisiyla p|g vy Dun homeomorfizm oldugunu

gbstermemiz i¢in birebir ve drten oldugunu gdstermemiz yeterlidir. y € p(U) alalim.
JdueU > y=p() dur. o(u)=o(g(u)) oldugundan p(u)=p(g(u)) olup
y = p(g(u)) olacak bigimde bir g(u) € g(U) oldugundan p|g o) ortendir.

X,yegU) alalim. u,veU > x=g(u),y=g(v) dir.
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p(x)=p(y) = o(x)=o0(y)
= dheG > y=h(x)

= y=h(x)=g(v) =h(g(u)) e gU) ~h(g(L))
= gU)nh(gU)) =<

= gU)n(h-g)U) =Y

= g=heog

s

= p|_,,, birebirdir.

Cov(X/(X/G))=G oldugunu gosterelim. geG alahm. Her xeX igin
o(x) =0(g(x)) oldugundan p(x)=p(g(x)) olup p=peog dir. g:X —> X bir
homeomorfizm ve p=pog oldugundan geCov(X/(X/G)) dir. Dolayisiyla
G cCov(X /(X /G)) dir. geCov(X/(X/G)) alahm. p=peog ve g:X — X
bir homeomorfizmdir. p= pecg oldugundan
xe X = p(x)=p(g(x))

= 0(g(x)) =0(x)

= 3heG 5 g(x)=h(x)

— JheCov(X/X) > g(x)=h(x)
dir. Teorem 6.3ten g=h olup heG oldugundan geG dir. Dolayisiyla
Cov(X /(X /G)) <G dir.

(X, p)nin X /G ’nin regiiler 6rtii uzayr oldugunu gosterelim. ye X /G alalim.
Tanim 6.1°den Cov (X /(X /G)) grubu p™(y) kiimesi iizerine etki eder. Simdi bu

etkinin gecisli oldugunu gdsterelim.
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uvep=(y) = p(u)=pv)=y

= o(u) =0(v)

= 3geG=Cov(X/(X/G)) > v=g(u)

= Cov(X /(X /G)) grubu p~(y) iizerine gegisli olarak etki eder.
Her ye X/G i¢in Cov(X/(X/G)) grubu p~(y) iizerine gegisli olarak etki

ettiginden Teorem 6.2°den ( X, p), X /G ’nin regiiler 6rtii uzayidir.

7.6. Sonug [5]:

X basit irtibath ve yerel egrisel irtibatli bir topolojik uzay ve G, X ’den X ’e

tanimli homeomorfizmlerin bir grubu olsun. G grubu X {izerine diizgiin siireksiz

olarak etki ediyorsa her xe X i¢in 7,(X /G, p(x))=G dir.

fspat.‘

X basit irtibatli oldugundan irtibatlidir ve Teorem 7.5’ten ( X, p), X /G ’nin bir
ortli uzayidir ve COV(X/ (X/ G)) =G dir. Diger taraftan X basit irtibatli ve ( X, p),

X /G ’nin regliler orti uzayl oldugundan Sonug 6.5’ten

Cov(X/ (X /G))=G =z, (X /G, p(x)) dir.

7.7. Tanim:

X bir topolojik uzay ve G, X ’den X ’e tanimli homeomorfizmlerin bir grubu
olsun. X ’in her kompakt C altkiimesi igin G[C] :{g eG: Cng(C) 7&@} kiimesi

sonlu oluyor ise G grubu Sperner Sarti’n1 saglar denir.

Simdi calismamizin ana teoremi olan S.Kinoshita [1] teoremini ispatlamak i¢in

gerekli olan dort lemmayi ifade edelim.
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7.8. Lemma [1]:

K Hausdorff uzay1 ve ( k , P), K’ni bir 6rtii uzay olsun. a € K alalim. W, a’nin

bir elemanter komsulugu olsun. p~*(W) =UW ve her iel igin p|W_ ‘W, ->W bir

iel
homeomorfizm olacak bi¢cimde ayrik ve K da agtk W, alt kiimeleri vardir. UcWw

olacak bi¢gimde, a’min bir U komsulugunu alalim. her iel igin bir tek

b eW,np*U) segelim. B={b:

iel} diyelim. Bu durumda B kiimesinin

yigilma noktas1 yoktur.
fspat.‘

Kabul edelim ki B ’nin bir yigilma noktas1 b var olsun. V, p(b) 'nin bir komsulugu

olsun. p surekli oldugundan b’nin bir V, komsulugu vardir yle ki p(V,) <V dir. b
noktast B kiimesinin bir yigilma noktasi oldugundan (Vl \ {b}) NB=O dir.

Dolayisiyla 3jel > b, e(Vl\{b})mB dir.

p(b;) € p(V;) =V oldugundan p(b;) eV dir. Ayrica b; eW; " p(U) oldugundan
p(b;) €U olup p(b;)eU NV oldugundan U NV =< dir. Sonugta p(b) 'nin her
V komsulugu i¢in U NV =& oldugundan p(b) €U dir. U =W oldugundan
plo)eU cW = bep'U)cp'W)=w,

iel

= b eW, olacak bi¢cimde bir tek @ €| vardur.

beW,6 ve W, acik oldugundan W_, b’nin bir komsulugudur. b noktasi B
kiimesinin bir yigilma noktast oldugundan (Wa\{b})mB;t@ dir. Dolayisiyla

db, eW, > b, #bveb, B dir. b, eB oldugundan b, eW, ~p*(U) olacak
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bigimde iel vardir. Ancak b, eW, ve b, eW, olup W, altkiimeleri ayrik

olduklarindan i =« dir. Sonug olarak 3b, eW, > b_=Db dir.

K bir Hausdorff uzay1 oldugundan Lemma 3.3’ten K da bir Hausdorff uzayidir. K
bir Hausdorff uzayr ve b, #b oldugundan b, eU ,beV ve UnV = olacak

bigimde k ’da agik olan U,V altkiimeleri vardir. T =V "W, kiimesi b’nin bir
komsulugudur ve (T\{b})"B=@ tur. Kabul edelim ki (T\{b})nB= olsun.
Bu durumda 3b,eB > b #bveb €T dir. T=VAW, ve b €T oldugundan
b, eW, dir. Ancak B kiimesi iginde W, kiimesinden secilen tek eleman b,
oldugundan b, =b, olmahdir. b, €T oldugundan b, €T olup b, €U oldugundan

UNT#O dir. Buise U NT = (U NV ﬁWa) cU NV =9 olmasiyla gelisir.

Sonug olarak T =V MW, kiimesi b *nin bir komgulugudur ve (T\ {b})m B=9 tur.

Bu ise b noktasinin B kiimesinin bir yigilma noktasi olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla

B kiimesinin y181lma noktasi yoktur.

7.9. Lemma [1]:

K regiiler bir topolojik uzay ve (k,p), K’nin irtibatli bir ortii uzayr olsun.

G =CoVv( k/ K) grubu Sperner Sarti’n1 saglar.

fspat:

Kabul edelim ki G = Cov( K/ K) grubu Sperner Sarti’n1 saglamasin. Bu durumda K
nin bir C kompakt altkiimesi igin G[C]:{g eG: Cmg(C)i@} kiimesi sonlu

degildir. G[C]={g;:iel} diyelim. Her iel i¢in CNg;(C)#D oldugundan her
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bir i el i¢in bir tek b e CNg,(C) segelim. Her i€l icin b eC dirve b =g,(&)

olacak bigimde @ €C vardur. k irtibathi bir topolojik uzay oldugundan Teorem
6.3°ten i, jelvei=j ise a=g7(b)=9g,'(b)=a, dir. Dolayisiyla
A={a :iel} kiimesi sonsuz elemanldir. Her i | i¢in & €C oldugundan AcC

dir.

K regiiler oldugundan Lemma 3.3’ten K da regiilerdir. Ayrica K regiiler ve

CcK oldugundan Teorem 2.1.7°den C de regiilerdir. Diger taraftan C regiiler
oldugundan Teorem 2.1.7°den C bir Hausdorff uzayidir. C kompakt ve

A={a :iel} kiimesi sonsuz elemanli oldugundan Teorem 2.1.11°den A kiimesinin

bir yigilma noktas1 a vardir. a€C dir. C bir Hausdorff uzayr, AcC ve a noktasi
A kiimesinin bir yigilma noktast oldugundan Teorem 2.1.8’den a noktasinin her

komsulugu A kiimesine ait sonsuz ¢oklukta nokta igerir. Sonug olarak a noktasinin

her V. komsulugu igin {gi € G[C] b=0(@),a EV} kiimesi sonsuz elemanlidir.

W, p(a)’'nin bir elemanter komsulugu olsun. p’l(VV):UV\/i ve her ieJ igin

ied
p|W ‘W, >W bir homeomorfizm olacak bi¢imde ayrik ve K *da actk W, alt

kiimeleri vardir. U =W olacak bi¢imde, p(a)’nin bir U komsulugunu alalim.

p@@eUcW = aecp W)=Jw,

iel
ve W, alt kiimeleri ayrik oldugundan a €W, olacak bi¢cimde bir tek o e J vardir.
V=W, np*(U) kiimesi a noktastnin bir komsulugudur. Dolayisiyla
{0, €G[C]:b =g;(a), & €V} kiimesi sonsuz elemanhdir. & €V olacak bigimdeki
her &, i¢in

p()=p(g;(a))=(p-g)(a)=p(a)eU = b ep’U)
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dir. Ayrica p(a)=p(b)eW oldugundan b e p™*(W) =UWi olup b eW. olacak

iel
bigimde bir tek ieJ vardir. Vield igin U, =W, np*(U) diyelim. VieJ igin
b eU, dir. Dolayisiyla B={b:ieJ}cC kimesi sonsuz elemanhdir.

Lemma 7.8’den B kiimesinin yigilma noktast yoktur. Bu ise Teorem 2.1.11 ile

celisir.
7.10. Lemma [1]:

X yerel kompakt, Hausdorff uzay1 ve G, X ’den X ’e tanimli homeomorfizmlerin
bir grubu olsun. G, X iizerine sabit noktasi olmadan etki ediyor ve G, Sperner

Sarti’n1 sagliyor ise G, X {izerine diizgiin siireksiz olarak etki eder.
fspat.‘

X e X alalim. X yerel kompakt ve Hausdorff uzay1 oldugundan Teorem 2.1.16’dan

x’in bir U, komsulugu vardir 6yle ki U_1 kompakttir. G, Sperner Sarti’ni
sagladigindan G[LTJ kiimesi sonludur. G[UJ sonlu oldugundan g(X) eLTl olacak
bi¢imde sonlu sayida geG vardir. Ciinkii g(x) eLTl olacak bi¢cimde sonsuz
coklukta g € G olsayd: XEU_1 ve Xeg’l(U_l) oldugundan U_lm g*1<U_1)¢® olup

g eG [LTJ olurdu. Bu ise G [LTJ in sonlu olmasiyla gelisir.

A={g eG:g(x) elTl, g ;te} ={gl,g2 ,...,gk} diyelim. G, X iizerine sabit noktasi
olmadan etki ettiginden her i=1,2,...,k i¢in X g;(X) tir. X bir Hausdorff uzayi
oldugundan her i=1,2,...k i¢in XeS;,0,(x)eT, ve S, T, = olacak bigimde

X ’de agik olan S;,T, altkiimeleri vardir.
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k
U :ﬂSi MU, diyelim. U, X noktasinn bir komsulugu olup U U, dir. Ayrica her

i=1

i=1,2,...,k igin gi(X)eU dir. Gergekten her i=1,2,...,k i¢in g,(X)’in T,

k
komsulugu i¢in T,NU = (ﬂTi NS, mUlj cT,NS, =3 oldugundan T,NU=O

j=1
olup gi(X)¢U dir. Dolayisiyla her g eG igin g(x)2U dir. Ciinkii g(x)eU olsa
] CLTl oldugundan g(x) eLTl olupg =g, olacak bi¢cimde bir 1<i <Kk vardir. Bu

ise her i=1,2,...,k igin g;(X) eU olmasuyla celisir.

Uc LTl oldugundan G [UJ cG [UJ olup G [U_J sonlu oldugundan G [UJ

sonludur.

D= U{g (U) 'geG [U], g# e} diyelim. U_1 kompakt ve U, U_1 "in kapali altkiimesi
oldugundan U kompakttir. Vg eG[L_JJ icin g bir homeomorfizm ve U kompakt

oldugundan g(U) kompakt olup Teorem 2.1.10’dan D sonlu sayida kompakt
kiimenin birlesimi oldugundan kompakttir. X¢ D dir. Gergekten
xeD = g eG[L_J] 5 XEQ(L_J)

= Jg eG[L_JJ > gH(x)eU

olur. Bu ise her g €G igin g(x) 2U ile gelisir.

X bir Hausdorff uzayi, D < X kompakt ve X¢& D oldugundan Teorem 2.1.12°den
xeV, DcW ve VAW = olacak bicimde X ’de agik olan V ,W kiimeleri

vardir. VAW = oldugundan VD= tur. Ayrica V,=UnNV dersek
V,nD=J ve V,cU dur.
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V,, X’in bir komsulugu olup g #e ise g(V,) NV, = dir. Gergekten g(V,) NV, =
oldugunu kabul edelim. 3y e g(V,) "V, dir. yeg(V;) ve yeV, olup V,cU U
oldugundan ye U dr. Ayrica yeg(V,)cg (U) oldugundan yeg (U) AU dr.
g(U)nU =@ olup geG[U| dir. Dolayisiyla yeD dir. Bu ise ;D=0

olmasiyla celisir.

Sonu¢ olarak her Xe X i¢in X’in g#e olacak bi¢cimdeki VgeG igin
gV,) NV, =< sartim1 saglayan bir V, komsulugu bulundugundan G, X iizerine

diizgiin siireksiz olarak etki eder.
7.11. Lemma [1]:

X yerel kompakt, Hausdorff uzay1 ve G, X ’den X ’e tanimli homeomorfizmlerin
bir grubu olsun. G, X iizerine sabit noktasi olmadan etki ediyor ve G, Sperner

Sarti’n1 sagliyor ise X /G uzay1 yerel kompakt ve Hausdorff uzayidir.
fspat.‘

Lemma 7.3’ten p: X — X /G dogal doniistimii siirekli, 6rten ve agiktir. X yerel

kompakt oldugundan Teorem 2.1.18’den X /G de yerel kompakttir.

X, #Y, olacak bi¢gimde X,,Y,€ X /G alalim. p fonksiyonu o6rten oldugundan

Ix,ye X 3 X, =p(x),Y, = p(y) dir. x,=p(X)= p(y) =Y, oldugundan her g G
icin x=g(y) ve y=g(x) dir. Ozel olarak g=e alwrsak X=Yy dir. X vyerel

kompakt ve Hausdorff uzay1 oldugundan X’in bir U, acik komsulugu ve Y ’nin bir

V, acik komsulugu vardir 6yle ki; U, "V, = ve U_1 ,\71 kompakt altkiimelerdir.
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C={x}uV, diyelim. V, kompakt oldugundan C de kompakttir. G, Sperner

Sarti’n1 sagladigindan G [C] kiimesi sonludur. Dolayisiyla g(x) € C olacak bigimde
sonlu sayida g € G vardir. Ciinkii g(x) eC olacak bigimde sonsuz ¢oklukta g € G

olsaydi xeC ve xeg™*(C) oldugundan CNg*(C)= D olup g G [C] olurdu.
Bu ise G [C] kiimesinin sonlu olmasiyla ¢elisir. g(x) eC = {X} u\71 olacak bigimde

sonlu sayida g € G oldugundan g(X) 6\71 olacak bi¢gimde sonlu sayida g € G vardir.

A:{g eG:g(x)e\Z,g;te}:{gl,gz,...,gk} diyelim. Her i=1,2,...,k igin
y#0,(Xx) ve X bir Hausdorff uzayir oldugundan her i=1,2,..,k i¢in
yeS;,9,(X)eT, veS,NT, = olacak bigimde X ’de agik olan S;,T, altkiimeleri

vardir.

k
\ :ﬂSi NV, diyelim. V, y noktasinin bir komsulugu ve V <V, dir. Ayrica her

i=1

i=1,2,...k i¢in g,(x)eV dir. Gergekten her i=1,2,...k i¢in g,(x) in T,

k
komsulugu i¢in T, "V = (ﬂTi NS; mVl] cT,NS; = oldugundan T, "V = olup

j=1
gi(x)¢\7 dir. Ustelik, her geG i¢in g(x) ¢V dir. Ciinkii g(x)eV olsa \7c\7l
oldugundan g(x) 6\71 olupg =g, olacak bicimde bir 1<i<k vardir. Bu ise her

1=1,2,..K igin g;(X) eV olmasiyla celisir.

C'=\7ULT1 diyelim. \7c\71 ve \71 kompakt oldugundan V da kompakttir, U_1 ve
V  kompakt ve oldugundan C':\7ULT1 kompakttir. G, Sperner Sarti’ni

sagladigindan G[C'] kiimesi sonludur. Dolayisiyla g (\7)mU_1 # () olacak bigimde
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sonlu sayida g eG vardrr. Ciinkii, g (\7 )mLTl #@ olacak bigimde sonsuz ¢oklukta
g eG olsayd: g (\7 ) cg (\7 uU_l) ve U, cU, UV oldugundan
o(7)<9(Vol) ve UV = 229(7)0, (7 U0 (70

= (Vou,)ng(Vuy,)=2

= geG[C]

elde edilir. Buise G [C ] kiimesinin sonlu olmasiyla gelisir.

g (V)mLTl # & olacak bigcimdeki sonlu sayidaki g e€G igin X¢ g (\7) dir. Clinkii,

X e g(\7) olsa g™(x) eV olur ki bu her geG i¢in g(x) 2V olmastyla celisir.

B:{geG:g(V)mLTl;t@,g;te}:{hl,hz,...,hn} diyelim. her i=1,2,...n icin
Xe_:hi(\7) dir. her i=1,2,.,n i¢in h bir homeomorfizm ve V kompakt
oldugundan h (\7) kompakttir.  Dolayisiyla Xeh (\7) oldugundan
Teorem 2.1.12°den her i=1,2,...,n i¢in xeW,, h (V)< A ve A "W, =D olacak

bigimde X ’de agik olan A ,W, kiimeleri vardir.

U:ﬁV\/i MU, diyelim. U, x noktasinin bir komsulugu olup her geG igin

i=1

g(\7)mU = tur. Bunu gérmek igin g(\7)mU # () olacak bicimde birgeG
oldugunu kabul edelim. U cUclTl oldugundan g(\7>mU_l =& olup geB dir.

g = h, olacak bigimde 1< j <n vardir.

g(V)nU = hy(V)nu =(ﬁWimU1r\hj (V)jcwj Ah(V)=2

i=1

olup g(\7)mU =& tur.
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Her geG igin g(\7)mU = oldugundan g(V)mU = tur. Dolaysiyla
her 9,,0,€G i¢in g,(U)ng, (V)= tur. xeU oldugundan x, = p(x) € pU) ve
y eV oldugundan Y, = p(y) e p(V) dir. U,V agik oldugundan ve p fonksiyonu

acik oldugundan p(U), p(V) kiimeleri acgiktir. Ayrica pU)npV)=< tur.
Gergekten p(U)np(V) =3 oldugunu kabul edersek en az bir ze X /G vardir

oyle ki ze p(U) ve ze p(V) dir. Dolayisiyla Ju, €U ,3v, eV > z=p(u,) = p(v,)
dir. p(u)=p(v) oldugundan u, =g(v,) olacak bigimde geG vardir. u, €g(V)
olup u, eg(V)nU dir. Bu ise her geG i¢in g(V)NU = ile gelisir. Sonug

olarak X /G bir Hausdorff uzayidir.

7.12. Teorem [1]:

K yerel kompakt, Hausdorff uzay1 ve ( k , P), K’nmn irtibath bir 6rtii uzayi olsun.

Bu durumda G:COv(k/ K) olmak {izere G grubu K iizerine sabit noktast

olmadan etki eder ve G, Sperner Sarti’n1 saglar. Tersine; X irtibatli, yerel kompakt,
Hausdorff uzayt ve G, X ’den X ’e tanimli homeomorfizmlerin bir grubu olsun.
Eger; G, X {izerine sabit noktasi olmadan etki ediyor ve G Sperner Sarti’ni

sagliyor ise p: X — X /G dogal doniisiimii bir 6rtii doniigimiidiir ve X /G yerel

kompakt, Hausdorff uzayidir. Ayrica Cov (X/ (X /G))=G dir.
fspat:

K yerel kompakt, Hausdorff uzay: ve ( k , P), K’nin irtibath bir 6rtii uzay1 olsun.

Teorem 7.4’ten G = Cov( k/ K) grubu K lizerine sabit noktas1 olmadan etki eder.

Ayrica Teorem 2.1.17°den K yerel kompakt, Hausdorff uzay1 oldugundan regiiler

uzaydir. Lemma 7.9°dan G = Cov( k/ K), Sperner Sarti’n1 saglar.
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Tersine; X irtibatli, yerel kompakt, Hausdorff uzayr ve G, X ’den X ’e¢ taniml
homeomorfizmlerin bir grubu olsun. G, X iizerine sabit noktasi olmadan etki etsin
ve G, Sperner Sartr’ni saglasin. Lemma 7.10’dan G grubu X tizerine diizgiin
stireksiz olarak etki eder. Teorem 7.5’ten p: X — X /G dogal doniigiimii bir Ortii

doniisiimiidiir ve Cov(X/(X/G))=G dir. Ayrica Lemma 7.11 den X /G uzayi

yerel kompakt ve Hausdorff uzayidir.
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8. SONUC VE ONERILER

Ortii uzaylar1 konusu sadece Cebirsel Topoloji’de degil Diferensiyel Geometri, Lie

Gruplar1 ve Riemann Yiizeyleri gibi alanlarda da 6nemli bir yer teskil etmektedir.

Bu calismada [1] incelenerek ortli doniistimleri gruplari, diizgiin siireksiz grup
etkileri ve Sperner Sarti’mi saglayan grup etkileri arastirilmis ve bu konular

arasindaki iliskiler a¢iklanmistir.

Ortii uzaylar1, Cebirsel Topoloji’nin énemli bir konusu olan Lifleme Teorisi’ne temel
olusturmaktadir. Dolayisiyla calismamiz temel alinarak Lifleme Teorisi alaninda

arastirma yapilabilir. Bunun igin [2] ve [5] incelenebilir.

Son yillarda dallanmis Riemann yiizeylerinin bir genellestirilmesi olan gatalli Ortii
uzaylar1 ile ilgili caligmalar yapilmaktadir. Dolayisiyla c¢alismamizin ileri

asamalarinda ¢atall1 ortii uzaylar1 konusunda arastirma yapilabilir.
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