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OZET

ANALITIK FONKSiYONLAR SINIFLARINDA INTEGRAL
OPERATORLERI

Biernacki, normalize edilmis analitik ve yalinkat fonksiyonlarin bazi integral
operatorleri altinda yine yalinkat oldugunu iddia etmistir. Fakat bu iddianin dogru
olmadig1 karsit 6rnekle ispatlanmistir. Biernacki’nin bu ¢alismasi, analitik fonksiyon
simiflarinda, integral operatorlerin Ozelliklerinin aragtirilmasinda 6nemli bir rol
oynamistir.

Bu tezin ilk béliimiinde giris ve amag verilmistir. Ikinci béliimde yalinkat
fonksiyon tanimi verilip bazi1 6zellikler tanitilmaktadir. Ayrica bir yalinkatlik kriteri
olan Schwarzian tiirev kavrami ve Subordinasyon tanimmi verilip  6zellikleri
incelenmistir. Uciincii boliimde bazi 6zel smiflarin tanimlar1 verilmistir. Tanini
verilen smiflar arasinda pozitif reel kisma sahip, normalize edilmis yalinkat ve
analitik, yildizil, konveks ve konvekse yakin fonksiyon smiflari vardir. Ayrica bu
smiflarinin birbiriyle olan iliskileri de incelenmistir. Dordiincii boliimde oncelikle
birinci, ikinci, tglincll tiir ve genellestirilmis integral operatdrlerinin tanimlar1 ve
ozellikleri verilmistir. Ayrica tiglincii boliimde verilen 6zel fonksiyon siniflarindan
alinan fonksiyonlarin integral operatorleri altinda hangi siniflara ait oldugu incelen-
mistir. Uglincii tiir ve genellestirilmis integral operatdrleri i¢in ters problem incelen-
mistir.

Son olarak dordiincii bolimde son yillarda caligilan integral operatorleri ve
Al-Oboudi tiirev operatorii ile verilen integral operatoriiniin  tanimlart verilip

Ozellikleri incelenmistir.

OCAK, 2013 Fatma ORTAC






ABSTRACT

INTEGRAL OPERATOR ON ANALYTIC FUNCTIONS
CLASSES

Biernacki claimed that S class functions are closed under the integral operator
given by Alexander. However this claim has been proven to be false by a counter
example. Biernacki’s work has played an important role in the investigation of
properties of integral operators on analytic function classes.

In the first part of this thesis an introduction is done and the aim of this work
is given. In the second part the definition of univalent function is given and some of
its elementary properties are presented. Moreover Schwarzian derivative and
Subordination concept are defined as criteria of univalence and their properties are
studied. In the third part some special classes of functions are defined. These are
respectively classes of functions having positive real parts, of normalized univalent
and analytic functions, of starlike functions, of convex and nearly convex functions.
Additionally the relationsamong these classes are investigated. In the fourth part
properties of generalized integral operators of first, second, third kind are given.
Moreover the appartenance of functions taken from the special function classes in the
third section under integral operators is investigated. Also the inverse problem is
taken into consideration fort he third kind and generalized integral operator.

Finally in the fourth part, properties of integral operator which are studied in
recent years and the integral operator given by Al-Oboudi differential operator are

examined.

JANUARY, 2013 Fatma ORTAC
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1 GIRIS VE AMAC

Birim dairede analitik olan fonksiyonlar yardimi ile taniml integral operatorlerinin
incelenmesi uzun yillara dayanir. Giintimiize kadar integral operatorleri birgok mate-
matikcinin ilgi alan1 olmus ve ¢ok sayida aragtirma yapilmigtir. Farkli bigimlerdeki
operatorler ile tamimlh I(f) = F(z) fonksiyonunun 6zel smiflara ait olmasimin gerekli
kosullar1 arasgtirilmistir. Baglangici Biernacki tarafindan yapilmig olup giiniimiize kadar
uzanmaktadir.

1960 yilinda Biernacki, Alexander tarafindan verilen

F(z) = /0 z %dﬁ

ile tamimlanan fonksiyonun birim dairede yalinkat oldugu tahmininde bulunmustur.
Fakat bu iddianin dogru olmadigr karsit érnekle ispatlanmistir. Bu calisma analitik
fonksiyon siniflarinda, integral operatorlerinin 6zelliklerinin aragtirilmasinda énemli bir
rol oynamisgtir. Analitik fonksiyon sinflarinda integral operatorlerinin 6zelliklerinin

aragtirilmasinda en cok kullanilan integraller agagidaki gibidir:

Birinci tiir integral operatorii, L(z) = [ (%) d¢ feH(D), aeR

Ikinci tiir integral operatorii, Lo(z) = [ [f'(§)]*d¢ fe H(D), aeR

v; >0, fi € A, i € {1,2,...,n} olmak iizere birinci tiir integral operatoérii D. Breaz

ve N. Breaz tarafindan

R = [ (fT(t))(fT(t))dt

bi¢iminde tanimlanarak genellegtirilmigtir.[6]
Fonksiyonun tiirevi ile verilen ikinci tiir integral operatorii D. Breaz, S. Owa ve N.

Breaz tarafindan
P [f] (2) = / O [0 di

seklinde genellestirilmigtir.[7]



Son yillarda birinci tiir integral operatoriinde f fonksiyonu yerine, Salagean, Al-
Oboudi gibi matematikgiler tarafindan tammmlanan farkh D*f(z) tiirev operatorleri
yardimiyla yeni integral operatorleri tanimlanarak temel problemler incelenmektedir.

Birim dairede analitik ve yalinkat fonksiyonlarin alt siniflarina ait fonksiyonlar
cinsinden tanimlanan integral operatorlerinin yalinkatlik problemini incelemek, kar-
masik analizde 6nemli bir yer tutar. Ayrica, ters integral operatorleri ile tanimlanan
fonksiyonlarin hangi kosullar altinda yalinkat oldugunu incelemek (ters problem), kom-
pleks diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin yalinkatlik problemini ¢dzmek anlamin-
dadir. Bu tezin amaci 6zel simiflardaki integral operatorleri iizerindeki caligmalara

katk: saglamak ve yeni ¢aligmalara yardimci olmaktir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Yalinkat Fonksiyonlar

Sonlu kompleks diizlem C, kompleks diizlemde birim daire
D={zeC:|z] <1},

birim dairenin siniri

0D ={zeC:|z| =1}

ve zg € C merkezli r yarigaph daireyi D (zp,7) = D(r) ile gosterilir. Bogtan farklh
herhangi iki ayrik ve acik kiimenin birlegsimi olarak yazilamayan kiimelere baglantih

kiime denir. Bogtan farkli, acik, baglantili kiimeye bolge denir.

Tanim 2.1 Kompleks degiskenli ve kompleks degerli f fonksiyonu zy € C noktasinin
bir komsulugunda taniml olsun.

%ﬁzo) limiti varsa f fonksiyonu zy noktasinda tirevlenebilirdir,

a) Eger lim,_,,
denir. Bu limit degeri f'(z) ile gosterilir ve f'(zo) saysina f fonksiyonun zo noktasin-
daki tirevi denir.

b) f fonksiyonu bir zo noktasiman belli bir D (zo,7) komsulugundaki tiim noktalarda
tirevlenebiliyorsa f fonksiyonu zy noktasinda analitiktir denir.

c¢) Eger f fonksiyonu bir A kiimesinin biitin noktalarinda analitikse, f, A tzerinde
analitiktir denar.

d) f fonksiyonu C nin tim noktalarinda analitikse, f fonksiyonuna tam fonksiyon

denir.

Tanim 2.2 Bir B C C bolgesinde analitik ve bire-bir olan fonksiyona B de yalinkat

fonksiyon denir.

D de analitik olan fonksiyonlarin sinifi,

H(D) ={f: D de analitik},



Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifi,
A={f:1eHD),{(0)=0ve f(0)=1}
D de yalinkat olan analitik fonksiyonlarin sinifi,
Hy(D)={f:fe€ H(D) ve f yalinkat}
ile gosterilir.

Tanim 2.3 (Yerel yalinkatlik) w = f(z), 20 da analitik olsun. f fonksiyonunun z,
da yerel yalinkat olmasi igin gerek ve yeter kosul, f'(z9) # 0 olmasidir. Bu takdirde f

fonksiyonu zy wn komsulugunda bire-birdir.[11]

. 3
Ornek 2.1 f(z) = 22 fonksiyonu B = {z 1<z <2, 0<argz < ;} bolgesinde

yerel yalinkattir.

TEMEL OZELLIKLER

f € Hy(B) olsun.

1. g(z) fonksiyonu bir G bolgesinde yalinkat ve f(B) = {f(z) : z € B} C Gise go f
bileske fonksiyonu da yalinkattir:

f bire-bir oldugundan, 21, z0 € B ve 21 # 2z ise f(z1) # f(z2) dir. g¢g(z), G
bolgesinde bire-bir oldugu igin f(z1) # f(22) iken g(f(21)) # g(f(22)) olur. g o f nin

analitikligini gosterelim:

I o D) =9 G) _ g () = 9 (20)) )~ ()

2—20 2 — 2 ==z f(2)— f(z0) = 2z— 2

w = f(z) dersek wy = f(z) ve f(z) nin siirekliliginden z — zy iken w — wy olur.

Buradan da,

! !

T =g (f(20)) - f (20)
bulunur.
1
2. f(z) # 0 olmak iizere —— nin yalinkat olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, f(z)

f(2)

nin yalinkat olmasidir:



1 1
—— yalinkat olsun. ¢(z) = — yalinkat fonksiyonunu gozoniine alalim. Bu hélde,
z

f(2)
1

g (_f (z)) = f(z) bilegke fonksiyonu da yalimkattir.
(

f(2) yalinkat olsun. g(f(z)) = ﬁ bilegke fonksiyonu da yalinkattir.

3. 29, f(z) yalinkat fonksiyonu i¢in bir kutup noktasi ise, % fonksiyonu zy nok-
tasiin bir komsgulugunda analitik ve yalinkattir:

f(2) yalnkat fonksiyonu igin zy noktasi bir kutup noktasi oldugundan 7 (120) =0
dir. Bu halde, zy noktasi % fonksiyonunun bir sifir noktasidir ve bu noktanin uygun
bir komsulugunda —— fonksiyonu bire-birdir.

f(2)

Tanim 2.4 (Schwarzian Tiirev) w = f(z) D de analitik bir fonksiyon olmak tizere

{w 2} = (J;<<>) ) -3 <J}<<>) ) B J;:Iéz)) -3 (J}T(;)

ifadesine, w = f(z) fonksiyonun Schwarzian tirevi denir.[24]

Teorem 2.1 [21] w = f(z) fonksiyonunun D de yalinkat olmasi igin gerek kosul,

6

{w, 2} < REERE

(2.1)

ve yeter kosul
2

{w, 2} < FERLE

(2.2)
olmasidar.
Teorem 2.2 (25 f(z) = exp[ulog(1 — 2)| bigiminde tanimlanan fonksiyon, yalniz ve

ancak,

lp+ 1 <1weya |p—1] <1

1se, D de yalinkattr.



2.2 Subordinasyon Prensibi

Yar.Teorem 2.1 (Schwarz Lemmasy) : f € H(D) , f(0) = 0 ve her z € D igin

|f(2)] <1 olsun. Bu takdirde, z € D noktalar igin |f(z)| < |z| ve f’(0)| < 1 dir.

Esitlik durumu 6 € R olmak tizere f(z) = ez icin gerceklenir.

Tamim 2.5 f, g € H(D) olsun. Eger f(z) = g(k(2)) olacak bigimde Schwarz lem-
masvn kogullariny gercekleyen bir k(z) fonksiyonu varsa, f(z) fonksiyonu g(z) fonksi-

yonuna subordinedir, denir ve f < g ile gosterilir [22].

Ozellik 1. f < gise f(D) C g(D) ve f(0) = g(0) dir:
f < g olsun. Tamim 2.5 geregi f(z) = g(k(z)) olacak bigimde Schwarz lemmasinin
kogullarim gergekleyen bir k(z) fonksiyonu vardir. z; € k(D) olsun. O halde z; = k(2)

olacak bicimde bir z € D vardir. z € D, igin
|21] = |k(2)] < 1 ve |z1] € Dy

dir. O halde, k(D) i¢in, k(D) C D ve buradan f(D) = g(k(D)) C g(D) elde edilir.
Diger taraftan, k(0) = 0 oldugundan, f(0) = ¢g(k(0)) = ¢(0) dur.

Ozellik 2. f < g ise max,|<, |f(2)| < max, <, |g(2)| dir.
f < g olsun. Bu durumda Tanim 2.5. geregi f(z) = g(k(z)) olacak sekilde Schwarz
lemmasinin kosullarimi gercekleyen, |k(z)| < |z| < 1 dir. 2z € k(D(r)) alalm. Bu

durumda z; = k(2) olacak bigimde bir z € D(r) vardir. Buradan,
|21] = |k(2)] < r ve k(D(r)) C D(r)

gergeklenir. f(z) = g(k(z)) oldugundan, f(D(r)) C ¢ (D(r)) ve maksimum prensi-
binden,

max|f(2)] < max|g(s)] (0 <[e|=r <)

esitligi elde edilir.

Yar.Teorem 2.2 g € Hy (D) olsun. Yalniz ve ancak f(D) C g(D) ve f(0) = ¢(0)
ise f < g dir. [29



Ispat: g € Hy(D), f(D) C g(D) ve f(0) = g(0) olsun. w = g(z) fonksiyonu D
de yalmkat oldugundan, g~!(w) fonksiyonu g(D) bolgesinde analitiktir. f(D) C g(D)
oldugundan, g~'(w) fonksiyonu f(D) alt bolgesinde de analitiktir. f ve g~! fonksi-
yonlar analitik oldugundan k(z) = ¢~ '(f(2)) = (¢7* o f)(2) bigiminde tanimlanan
k(z) fonksiyonu da analitik ve |k(z)| < 1 olur. Ayrica f(0) = g(0) oldugundan,

gerceklenir ve boylece k(z) fonksiyonu Schwarz lemmasinin kogullarimi saglar. Bu
bi¢imde tanimlanan k(z) fonksiyonu icin f(z) = g(k(z)) ve f < ¢ dir.

Tersine g € Hy(D), olmak iizere f < g olsun. Bu takdirde f(z) = g(k(z)) olacak
sekilde.Schwarz lemmasimin kogullarini gergekleyen bir k(z) fonsiyonu vardir. Buradan
|k(2)] < |z| < r elde edilir. 2z, € k(D (r)) olsun. z; = k(z) olacak sekilde z € D(r)
vardir. Bu nedenle |z;| = |k(2)| < |z|] < r dir. Bu halde, z; € D (r) ve k(D(r)) C D(r)

dir. g(z) fonksiyonu D de yalinkat oldugundan,
f(D(r)) = g(k(D(r))) € g(D(r)) ve r — 1 iken f(D) C g(D)

dir. Ayrica, f(0) = g(k(0)) = ¢g(0) olur. m






3 OZEL SINIFLAR

3.1 Pozitif Reel Kisma Sahip Fonksiyonlar

D de analitik ve p(0) = 1, Re{p(2)} > 0, (]z] < 1) kosullarin gercekleyen p(z) fonksi-

yonuna pozitif reel kisma sahip fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinifi P ile gosterilir.

1
Yar.Teorem 3.1 Yalniz ve ancak p(z) < . T2

ise p € P dir.[22]

—Z

. 1
Ispat: p(z) < 1 R

olsun. Subordinasyon tanimindan Schwarz lemmasiman kosullaring

1+k
gercekleyen bir k(z) fonksiyonu, p(z) = 1 + kgzg olacak bigimde vardir. z = 0 i¢in
—k(z
p(0) =1 ve k(2) : D, — D, oldugundan, k(z) # 1 ve p(z) fonksiyonu D de analitiktir.
Bu hdlde,
(2) = L+k(z) 1-k(z) 1- k(2)]? — 2iIm {k(2)}
YT IRE ToM) 11— k()P
ve
1 — [k(2)[*
Re{p(z)} = ———=5 >0

gerceklenir. Bu nedenle, p € P dir.

1
Tersine, p € P olsun. g(z) = 1j fonksiyonunu alalvm. ¢(0) = 1 = p(0) dir.
z

w € p(D) olsun. Bu hdlde w = p(z) gerceklenmek tizere bir z € D wvardwr. Bu tir z
ler igin Re{w} = Re{p(2)} > 0 dir. Buna gire w = g(z1) olacak bi¢imde bir z; € D

vardir. w € g(D) ve p(D) C g(D), p(0) = ¢g(0) oldugundan, p < g dir. m

1=z 1+ || :
Yar.Teorem 3.2 p € P ise <Ip(2)| < ve |p'(0)] <2 dir.[22
pe Pise o5 < In(e)| < T ve (0)] <2 dinf22
. 1 1+k
Ispat: p € P oldugundan p(z) < 1+—Z dir ve p(z) = 1+—]€EZ§ olacak bi¢imde
—z — k(z

Schwarz lemmasimn kosullarine gergekleyen bir k(z) fonksiyonu vardir. Bu hélde,

1+ k()

1+ k(2)] _ 147
= 1= k(2 =

L= k()] T 1= [

(3.1)




1 1
dir. p(z) sifirsiz bir fonksiyon oldugundan, —— analitik ve Re {—} > 0 dwr. Bu
. p(z) p(2)
nedenle, — € P olur. O hdlde, esitsizlik —— i¢in gerceklenir:
p p(2)
1 1+ ||
p(2)] — 1 -1z
ve
1|z
> 3.2
> 3:2)
dir. (3.1) ve (3.2) esitsizliklerinden,
1— |z 1+ |2
< <
elde edilir. Ote yandan,
P(z) = K(2) [1 = k(2)] + k'(z) L+k()] _ 2K(2) 2
(1—k(2)) (1—k(2))

oldugundan, p'(0) = 2|k'(0)| < 2 bulunur. m

Teorem 3.1 f(z) =1+ a1z + azz® + -+ fonksiyonu D de analitik ve f € P ise,

['(z) 2
[ =10
dir.[20] N
f <1 + 2’02’) B f(ZO)

olsun. ¢(z) donisimi de D de analitik ve

Z+ 2 —
1+20z) + f(z0)

Schwarz lemmasimn kogullariny gergekler. z = 0 i¢in p(0) = 0 ve

s (=12) f(20) (1= l20l*) £ (20)
P = TG 2Re ()]

Ispat: ¢(z) =
/

olur. ¢(z) Schwarz lemmasimn kosullarna gergeklediginden,

(1 - |Zo|2) f,(Zo)
2Re f(z0)

w’(O)’ =

dir. Bu hdlde,
(1= L) | (0)] < 21Re f(z0)] < 21£(20)]

10



ve

'f (%) o2
= 2
f(z0) | 7 1=z
elde edilir. zy € D keyfi bir nokta oldugundan ,
f(2) 2
< — 1
o] SR

dir. m

3.2 S Sinifi

Birim dairede analitik, yalinkat ve normalize edilmis fonksiyonlarin olusturdugu

siif S ile gosterilir.
$=Hy(D)nA={f:feHuD), f0)=f(0)—1=0}

feSise f(z) =z + azz® + azz® + - - - bigimindedir.

S smifina ait bir fonksiyon ¢rnegi olarak, Koebe fonksiyonu verilebilir.

k() = —— =2+ 22+32+ -
(1-2)

1
Koebe fonksiyonu birim daireyi, baglangic noktasi —1 olup sonsuza uzanan 1sin harig

tiim diizleme resmeder.
1
k(z): D— C\ {—oo < Rew < 7 Imw = O}
bi¢imindedir.

1) f(z)=zf:D—D
z
1—2

z

3 f) =

fonksiyonlar1 S sinifina aittir.

2) f(2) =

1
f:D—>Rew>—§

1 1
f:D—>(C—{—oo<Rew<—§, §<Rew<oo}

11



Uyar1 3.1 S sinifindaki herhangi iki fonksiyonun toplaminin bu sinifa ait olmast gerek-

mez.

Ornegin, f(z) = 1Tzz € Sveg(z) = € Salalm. (f+g¢) (0)=2dw. 2=0

z
1+z
noktasindaki 1’ den farkli oldugu i¢in f + g, S ye ait degildir.

S Simifinin Ozellikleri

1) Eslenik: f € Sise g(2) = f(2) = 2z + ap2® + azz® +--- € S dir.

2) Dondiirme : f € S ise g(z) = e ¥ f(e?2) € S dir.

w

wf
w—f

S smifindaki en 6nemli fonksiyon Koebe fonksiyonu rotasyonlaridir.

)
) Dilatasyon : f € Sise (0 <7 < 1) olmak iizere g(z) = r~' f(rz) € S dir.
)

4

Alinmayan Deger Déniigiimii : f € S, f(z) # w ise g(2) = € S dir.

Yar.Teorem 3.3 (Bieberbach Tahmini) [ € S ise, |a,| < n dir. Esitlik sadece
Koebe fonksiyonu ve rotasyonlar: i¢in gerceklenir. Bu tahmin 1985 yilinda Louis de

Branges tarafindan ispatlanmagtir.[11]

Teorem 3.2 (Disk Otomorfizmasi) f € S olsun. Bu takdirde,

f(<+zo>—f(zo)

14+ zC
(1 - |20’2) f'(20)

biciminde tanymlanan h(() fonksiyonu S sinifina aittir.

h(¢) =

Ispat: f € S ise f(2) =2+ as2® +az?® +-- -, (|z| < 1) bigimindedir.

2=T() = 1<4J—r220§

doniistimiint goz oniine alalim. Bu hdlde,

T:[(|<1—=|zl<lwve(=0—2z2=2

. C—f— 20
dir. =

i 1) =1 ($52
korudugu i¢in g(¢), D¢ da analitik ve yalinkattur. g¢(¢) fonksiyonunun Maclaurin

) = g(C) diyelim. Dogrusal doniigim analitikligi ve yalinkathg
agilvmana bulalim. Oncelikle katsayilar hesaplayalvm:

¢ =0 igin g(0) = f(z0) ve
1—|Zo|2 f/<<+20>
(14 20)? L+ ZoC

12
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olur. { =0 i¢in ¢'(0) = (1 — !Zo!Z)f'(Zo)y

-zl qu<C+2’o)+ (1~ |zol*)(=250) =Y
(14 2(¢)? 14 Z¢ (1+ 2¢)? 1+ ZC

oldugundan, ¢ = 0 i¢in ¢"(0) = (1 — |z0*)2f"(20) — 2f"(20)Z0(1 — |20|*) olur. Benzer

9"(¢) =

bicimde diger katsaylar hesaplanirsa,

9(¢) = ¢(0)+g'(0)¢ + %g”((})c2 .

! 1 " !/ =
= f(z0) + (1= ]20/") /' (20)¢ + o [(1 = |20]%)? " (20) — 2f"(20)20(1 — |20]")] ¢* + - -
elde edilir. Normalizasyonu saglamak i¢in bir h(C) fonksiyonu tanimlayalim:

9(¢) = f(=) (1 =20/ f"(20)
(1 — |20/*) f"(20) 2 f'(20)

olsun. h(C) fonksiyonu i¢in h(0) =0 ve h'(0) =1 oldugundan, h € S dir. =

h(¢) =

SEE Il <1 (3.3

_EO

f(z) 20
F'(2) 1= 71—z
Ispat: (3.3) deki h fonksiyonu igin, h(¢) = ¢+ (0)2 +--- € S dir. S simfina

Yar.Teorem 3.4 f € S ise, |z

> dir.[29]

ait fonksiyonlar i¢in Bieberbach tahminine gére |as| < 2 oldugundan, |h'(0)| < 2 dir.
O halde (3.3) ten,

(1= o) ")
2 f"(z)
f”(Z()) 220 < 4

IA
)

Fz0) 1=zl = 1|zl
z20f"(20) 2 |zo|” < 4 |20
fr20)  1—2)? = 1-|2)

elde edilir. zy keyfi oldugundan zy = z yazilarak,

2f"(z) 2]z
fi(z) 11—z

42|

Tl

(0< |zl <1)

elde edilir. m

Teorem 3.3 f € S ise, |z| =r <1 i¢in

13



1—7r » 1+7r
(1+r)3§|f( )| < 1_r

T r
(w<rwfgvfi§u—ﬁ
1—7r z2f'(z 147
© T ST | ST
egitsizlikleri gerceklenir.[11]

(a)

Ispat: (3.3) deki h fonksiyonu icin, h(¢) = ¢ + h'(0)¢? + --- € S dir.Yar.Teorem
3.4 te ifade edilen,

f'(z) 202 4|z]
Z —
O R
esitsizliginden,
4 i 2|z)? 4
Al g [ 20 ) el
1— |z f'(z)  1-]z 1— 2]
veya

2|z|(|z| —2) . Zf”(Z) 22| (|z] +2)
1= |oF SR{QM@}S P

elde edilir. log f(z) fonksiyonunu goz ¢niine alalim:

(3.4)

dlog f'(z) Olog f'(z) 1
dlogz 0z Olog 2z
0z

ve z=re? r<1,0<0 <27 icin dz = e?dr oldugundan,

dlogz _ O(logr +i6) 1 11 le_w
0z or 0z re? r

or

ve
dlogf'(z) _ f'(=) 1 _ zf"(2)
gz fH) e [2)

gerceklenir. Buna gore,

1" (2) B dlog f'(z) | _ 8logf’(z)ﬁ 1
Re{zf/(z)} a Re{ dlog z }—Re or 0z 0logz

0z

Jlog f' 0
Re{ "L D vog )

14



dir.(3.4) ten

2r2 — 4r 2r2 + 4r
T <ol () <
ve
2r — 4 0 2r + 4
< —1 !
1—72 — Or og\f(z)|_1 r2

elde edilir. Buradan ,
"2r—4 "0 "2r+4
dr < —log |f'(z)|dr < d
[ < [ geslrear < [

log{ﬂl;:) } < log|f'(2)] < 1og{(11_+ )}

1—7r , 1+r
Lt < (R < 1)

elde edilir. Boylece (a) sikki ispatlanmg olur.Diger taraftan, |f'(2)] : C — R* ve (a)

bagintis1 geregi

1+r
! z <
PO G
oldugundan,
£ [ 17 (")) do
0
"1
S/ +p3dr =— 2

o (1-p) (1—r)

dir. Benzer iglemle |f(z)| igin bir alt simir bulunabilir. Bu amagcla, |z| = r ¢emberi

tizerinde, goriintiisii baglangic noktasina en yakin olan bir nokta secelim. Bu noktanin
goriintiisiinii w = 0 basglangi¢ noktasina uzanan bir 1ginla birlestirelim. Bu héalde dogru

boyunca;

16 = [17ENE = [ o

T 1l—r r
/ zdr = 2
o (1+7) (I+7)

olur. O halde,

15



elde edilir.Boylece (b) sikki ispatlanmis olur. Ote yandan, h(¢) = ¢+ R/ (0)*+--- € S

oldugundan, ( = —z; igin

h(—z) = / <I*O—+O> — fz) _ 1 f(=)
(1 = |20/*) f'(20) 1 — |2|* f'(20)

elde edilir ve (b) ile verilen esitsizlik —h(—z¢) icin yazilirsa:

|20 _h(—= |zo
T = MRS
20 IS
Tl = |G o) FGo)| = (= Jaal)?

|20 (1 = |20]°) < f(20) < |20] (1 = |20]°)
(1+1]z))*  ~ 1 ()|~ (1—|zl)?

¢ikar. Buradan

1 — [2] f'(20) 1+ |20
20| (1 + |20]) = f(20) = |z0] (1 — |20])

ve zp keyfi oldugundan

147r
—1-r

1—7r < z2f'(z)
1+7r = | f(2)

elde edilir. m
Teorem 3.4 (Koebe Ortiiliis Teoremi) f € S ise, {w: |w| < 1} C f(D) dir.[11]

Ispat: ¢ ¢ f(D) olsun. Bu takdirde ¢ # 0 dur.

h(z) = Cc_f?()z) =z+ (az—l—%) 2

olacaktir. O halde h(z) € H,(D) dir. h(0) = A'(0) — 1 = 0 oldugundan h € S dir.

Bieberbach tahmininden

1
a2+—‘§2ve
c

N

1
—| — lag] <
c

1 1
a2+—‘§2:>‘—‘§2+|a2|=>|0|2
C C

olur. |as| = 2 i¢in egitlik gergeklenir ve bu sonug Koebe fonksiyonunun rotasyonlar

i¢in gercgeklenir. m
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3.2.1 Yildizil fonksiyonlar

Tanim 3.1 (Yildizal Bélge): E C C olsun. Her w € E ve 0 <t <1 igintw € E

ise, E ye orjine gore yuldizil bolge denir.[22)]

Yar.Teorem 3.5 f(z) ve g(z) fonksiyonlar, D de analitik, f(0) = g(0) = 0 ve g
fonksiyonu altinda birim dairenin gorintisi, orjine gore yldizil ve ¢ok yaprakly bir
bélge olsun. Bu takdirde,

f S

—€Pise=€P
g g

dir.[10]

Ispat: P simfinin ozelliginden, p € P ise

2r
-1 =72

1472
1— 172

‘p(z) (lz] <r<1) (3.5)

dir. Ote yandan, 0 < r < 1 icin (1 —7)? > 0 ve 2r < 1 + 72 oldugundan, (3.5) yerine

daha kaba olan ,
14172
—1-r?

1472

B (2| <r<1)

’p(Z)

esitsizligi kullanilabilir. Bu durumda,

p € Pise |p(z) —a(r)| < a(r) (lz] <r<1)

gergeklenecek bigimde bir a(r) > 0 says1 vardir. O halde, f—/ € P i¢in
g

—a(r)

< a(r)

esitsizligini saglayan bir a(r) > 0 sayis1 vardir. z € D(0,7) noktas: igin |A(z)| < a(r)

olacak bicimde

segelim. zp € D sabit bir nokta, D nin g(z) altindaki goriintiisiinde 0 ile g(zp) noktasin

birlestiren dogru parcasi L ve 0 ile zyp noktasim birlestiren dogru parcast L~! olsun.
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Ayrica z € L™ igin 7 = max|z| olsun. Bu durumda,

[ (0 -angm)a
/L ) g/(t)A(t)dt‘ < a(r) /L }

olur. u = g(t) dersek, du = ¢ (t)dt , t = 0 i¢in u = g(0) ve t = 2y i¢in u = g(2) olur ve

f(20)
9(20)

|f(20) —a(r)g(z0)] =

—a(r)| <a(r)

1F(z0) — a(r)g(z0)] < a(r) lg(z0)] — \

bulunur. Bu nedenle, z € Pdir. m

Tanim 3.2 f(z) = a;z + -+ fonksiyonu D de yalinkat ve f(D) basglangi¢ noktasina
gore yldizl ise, f(z) ye yldizil fonksiyon denir. f(z) = 2+ ag2® + - -+ agilvmana sahip

yuldizal fonksiyonlarn sinife S* ile gosterilir.

(1-2)

Teorem 3.5 f(z) analitik fonksiyonunun D de yildizil olmasu i¢in gerekli ve yeterli

Ornek 3.1 k(z) = 5 orjine gore yuldizl bir fonksiyondur.

kosul,
2f'(2)

o) <

olmasidur.([11], s 42)

Yar.Teorem 3.6 f € S* olsun. Bu takdirde, H(z) = zP~1f(2) fonksiyonu D de p-
degerli yldizaldir. (p = 1,2,3,...) [4]

Ispat: H(z) = 2#~1f(z) olsun. Her iki tarafin logaritmik tiirevi almip diizenlenirse,

2f'(2)
f(2)

2H'(2)
H(z)

elde edilir. f € S* oldugundan,

) ()

18



ve H € S* dir. Ote yandan, H(z) = 2P~ f(2) = 2P + ap2?*! + - -+ fonksiyonu z = 0 da

p. mertebeden sifira sahip oldugu i¢in argiiman prensibine gore,

A(argH) = (p—1)A(argz) + A(arg f)

= 2n(p—1)+27=2pr
dir. O halde, H(z) fonksiyonu p-degerli yildizildir. m

Yar.Teorem 3.7 f(z) ve g(z) fonksiyonlarr D de analitik olsun ve g(z) fonksiyonu

D yi ¢ok yaprakly bir yldizal bolgeye resmetsin. «, f € R, g(0) = f(0) = 0 ve

Re{ew%(;))} > a, (|z] < 1) ise,

Re {ewﬁ} > a (]z] < 1)

9(2)

dir.[4]

Yar.Teorem 3.8 [ € S* ve g(z) = [ H(t)dt = [[t*~'f(t)dt olsun. Bu hdlde, g €
S;Jrl dir. (p - 1727 . ) [4]

zH'(z)
H{(z)
halde, g(z) = [; H(t)dt esitliginde her iki tarafin logaritmik tiirevi almrsa

Ispat: f € S* oldugundan Yar.Teorem 3.6 geregi Re{ } >p—1dir. O

2g'(z) _ _zH(2)

9(z) [y H(t)dt

elde edilir. Buradan,

/ / H'
Gy )
9'(2) H{(z)
ve
(Zg’(Z))'} {ZH’(Z) }
Res————=/=14+Req——=7>p>0
{ g(z) H(z)
2g'(2)) z2g'(2)

esitsizliginden € P dir. Yar.Teorem 3.5 ten € P gerceklenir. Teorem

9'(2) 9(z)

3.5. geregi g € S* olur. z¢'(z) = 2H(z) oldugundan z¢'(z) € Sy, dir. =

19



Tanim 3.3 f € A olsun. 0 < a <1 i¢in

Re (ZJQS)) >a  (z€D)

kosulunu saglayan f(z) fonksiyonuna o mertebeden yildizildir denir. Bu sinaf S*(«v) ile

gosterilir.

3.2.2 Konveks fonksiyonlar

Tanim 3.4 B C C olsun. 0 <t <1 olmak tzere her z1, 25 € B igintz;+(1—t)zo € B

ise B bolgesine konveks bolge denir. [22]

Tanmim 3.5 f(2) = ajz+- - fonksiyonu D de yalinkat ve f(D) bolgesi konveks ise, f(z)
ye konveks fonksiyon denir. f(z) = z+asz®+- - - agulmana sahip konveks fonksiyonlarin

simafy K ile gosterilir.

Teorem 3.6 f(z) analitik fonksiyonunun D de konveks olmast i¢in gerek ve yeter

kosul,
2f"(2)

i) <7

1+

olmasidir. ([11], s 42)
Uyar1 3.2 Koebe fonksiyonu yildizil bir fonksiyon olmasina ragmen konveks degildir.

Tanim 3.6 f € A olsun. 0 < a <1 i¢in

2f"(2)
f'(2)

kosulunu saglayan f(z) fonksiyonuna o mertebeden konvekstir denir. Bu simif K(«)

Re(l+ )>a (z€ D)

ile gosterilir.

Teorem 3.7 (Alexander Teoremi) f(z) analitik fonksiyonunun D de konveks olmast

icin gerek ve yeter kosul, zf'(z) fonksiyonunun D de yildizl olmasider.[11]
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Ispat: f € K olsun. g(z) = zf'(z) diyelim. Her iki tarafin logaritmik tiirevi almip

Re{1+%iz))}:1%e{%§)}>o

gergeklenir. Teorem 3.5 geregi g(z) = zf'(z) yildizildir.

diizenlenirse,

Tersine, g(z) = zf'(z) yildizil olsun.

) e e

elde edilir. Teorem 3.6. geregi f konvekstir. m

Teorem 3.8 f(z) analitik fonksiyonunun D de o mertebeden konveks olmast i¢in gerek

ve yeter kosul, zf'(z) fonksiyonunun D de o mertebeden yildizil olmasidar.

Ispat: f € K(a) olsun. g(z) = zf'(2) diyelim. Her iki tarafin logaritmik tiirevi

Re{l+%}:Re{%} >«

olur. Buradan g(z) = zf'(z) € S*(a) dur.

alinip diizenlenirse,

Tersine, g(z) = 2f'(z) € S*(a) olsun.
e {5 e e T 2
elde edilir. Buradan f € K(a) dir m

Teorem 3.9 f(z) =z+azz?+--- € K ise Re { Z;;S) } > % dir.[11]

Uyar1 3.3 K sumfina ait her fonksiyon S* sinifina aittir. Fakat tersi her zaman dogru
degildir. Kargit 6rnek olarak Koebe fonksiyonu verilebilir. Buradan K C S* C S oldugu
goriliir.
3.2.3 Konvekse yakin fonksiyonlar
Tanim 3.7 D de analitik olan f(z) fonksiyonu i¢in,
/
Re { I } >0
9(2)
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olacak bigimde bir g € S* fonksiyonu varsa, f(z) fonksiyonuna konvekse yakin denir.
Konvekse yakin fonksiyonlarn sinifine C veya bulunan g € S* fonksiyonu i¢in C(g) ile

gosterilir.

Sonug 3.1 D de analitik olan f(z) fonksiyonu i¢in

w{f0) o ]

2
olacak bigimde bir h € K fonksiyonu varsa, f(z) fonksiyonu konvekse yakindar.

Arg

Ispat: h € K ise zh/(z) € S* dir. Bu halde tanimdan,

Red g =Rl | >

2

{f’Eii}
(z)
w(z)

!
dir. Argf (2) = ( olsun. Re{

W(2) } > ( oldugundan,

> 0=

cos p = Arg

1o s

W(z)| 2

olur. m
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4 INTEGRAL OPERATORLERI

Bu boliimde, bir B C C bolgesinde tanmiml analitik fonksiyonlarin H(B) smufinda
tanimlanmig integral operatorlerini tanimlayacagiz. Bu operatorler, yalinkat fonksiy-
onlar teorisinde bazi 6zelliklerin incelenmesinde 6nemli bir aragtir.

Biernacki, f € S olmak iizere,

F(z) = /0 ) @dt

bigiminde tanimlanan F' fonksiyonunun .S sinifina ait oldugunu gostermeye ¢aligmigtir.
Biernacki’nin bu iddiasinin yanhg oldugunu Krzyz ve Lewandowski agagidaki ¢rnekle

ispatlamigtir:
z

(1—i2)""
olmak iizere; her iki tarafin logaritmik tiirevi alinip diizenlenirse;

T;Zf’(Z)}:Ll—\ZV
f(z) \/Eyl—iz\2>0

elde edilir. Bu nedenle, f fonksiyonu 7 — spirallike ve yalnkattir [11]. f(z) fonksiyonu

f(z) =

Re [e

F(z) de yerine yazilirsa,
F(z) = / eli=los(l=it) g — exp {ilog (1 —iz)} — 1
0
elde edilir.

‘627r_1

= zﬂ ve zg = —z1 olsun. |z1| = |22] < 1 ve 21,2, € D dir.

F(z1) = exp {uog (%)} C 1= F(x)

oldugundan, F' bire-bir degildir.

21

Biernacki'nin elde ettigi bu olumsuz sonug, yalinkat fonksiyonlarin teorisinde In-

tegral Operatorler ile caligmalarin baglatilmasinda 6nemli bir rol oynamigtir.
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4.1 Birinci Tiir Integral Operatorii Altinda Ozel Fonksiyon

Siniflarinin Incelenmesi

Bir f € H(B) fonksiyonu i¢in Biernacki (1960) tarafindan tanimlanan,

L =re - [ (42) @ ro -

integral operatorii birinci tiir integral operatorii olarak adlandirilir.

Yar.Teorem 4.1 g€ K veh € K olsun. 0 < a<1wve0< g <1 igin,
2 g\ (h))’
0 \ ¢ t

olur.[10)]

a B
Ispat: g€ K veh € K, H(z) = foz (@) (@) dt olsun. Bu takdirde,

- (2 ()

olur. Her iki tarafin logaritmik tirevi alimarsa,

') ()
1)~ o)

elde edilir. Sonu¢ 3.1. geregi

Re{1+zgziz))} —aRe{Zgg;S)}—i—ﬁRe{ZgéS)}+1—o¢—ﬁ>1—%(0z+ﬁ)

dir. O hdilde, 0 < a<1love0<pB<1li¢in HeE K olur. m

2l (2)
h(z)

1+

+ 3 +1—a-p

Teorem 4.1 f € S ve g € K olsun. f(z) fonksiyonu h € K fonksiyonuna gére
o B
2 t t
konvekse yakin ise, 0 < a < 1wve 0 < 3 < 1 igin F(z) = |, (&> <&) dt

0 t t
- (RN (9(t) g
fonksiyonu H(z) = [ (T) <T) dt fonksiyonuna gére konvekse yakindur.[10)

Ispat: F(z) ve H(z) fonksiyonlarimm tanmindan

F'(z) = (fiz)>a <@)B , H'(2) = (hi@)o‘ (@)6
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ve

- ()

elde edilir. f € C'(h) oldugundan,

Re{igi} >0 (z€D)

ve h € K C S* oldugundan, Yar.Teorem 3.5 ten,

Re{“}igg} >0 (z€D)

elde edilir. 0 < a <1 igin,

i) = (o) 1

elde edilir. O halde, H € K olmak iizere Yar.Teorem 3.5 ten,

Re{f]((?)} >0

olur. Buna gore, F'(z) fonksiyonu H(z) fonksiyonuna gore konvekse yakindir. m

Sonug 4.1 f € Swveh € K olsun. f(z) fonksiyonu h € K fonksiyonuna gore konvekse

yakin ise, 0 < a < 1wve 0 < 3 < 1igin F(z) = [ (@) dt fonksiyonu, H(z) =

. (h(t)\“
fo (¥> dt fonksiyonuna gore konvekse yakindar.

Ispat: g(z) = z € K fonksiyonu igin Teorem 4.1 den agiktir. m

V5 —2

2 )\ :
Teorem 4.2 f € S ve F(z) = |, (Q) dt olsun. Bu takdirde, 0 < a <

icin F' € S dir.[10]

Ispat: F(z) = [~ (@) dt olsun. Bu halde,

0
f()\*
F'(z) =
0= (L
elde edilir ve her iki tarafin logaritmik tiirevi alinirsa,

-

25
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elde edilir. f € S i¢in Teorem 3.3 ten,

z2f'(2) 147 B
A<t (= (42)
Fl/
gerceklenir. h(z) = (2) fonksiyonu |z| < r < 1 de analitiktir ve bundan dolay1
F'(z)

D (0, r) icindeki maksimum degerini sinirda alir. O héalde,

] = ot [59-1
= %49 { Z;(S) +1}
< (i)
_ 2
r(1—r)

elde edilir. 0 < r < 1 igin sup () = sup ﬁ = (%) = 4 olur. O halde,
I
F(Z)§8a§ 8av |z|§1
1—1r2 2

F(z)
1
dir. 5 < |z =7 <1igin (4.1) ve (4.2)den

Fie)| s ‘ H 21(2) ]
— — 1| £ 2« +1
‘ F'(z) r| f(2) f(z)
< 4o :4oz(1+7‘)< 8av 1<T<1
-~ 1-r 1—r2 —1—1r2 2~ =
elde edilir ve buradan,
F"(z) 8a
< <
‘F’(z) St Osr=l)

cikar. Yar.Teorem 4.4. ten

(76) =2

dir. F(z) fonksiyonunun Schwarzian tiirevinden,
3202 + 32«

(7) -2 () | < (=) |+ iy

elde edilir. Teorem 2.1 den F(z) nin yalinkat olmasi igin, 32a? + 32 < 2 olmasi

2

{F, 2} =

1 ‘F"(z)

2| F'(z)

yeterlidir. Bu, 0 < a < i¢in gercgeklenir. m
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Teorem 4.3 f € K ve F(z) = [; (@) dt olsun. Bu takdirde, 0 < a < /5 —2

icin F' € S dir.[20)

. g z2f'(2) 1 . zf'(z) 1
Ispat: f € K oldugundan, Re{ } > — dir. h(z) =2 [ — —| olsun.
TEN R IV E
h(z) fonksiyonu € H (D), h(0) =1 ve h € P dir. Bu halde,
1 2f'(2)
—|h(z) —1] = -1
Yar.Teorem 4.6. dan
z2f'(z) 2r
—11=2 -1 < < 1
-1l =2 T 1) < 2o s
ve bu esitsizlikten
z2f'(2) r r(1+r) 2r
—1| <L = < 1
f(2) ‘_1—7” 1—r2 1—r? (el =r<1)
elde edilir. O halde, (4.1) ve yukaridaki esitsizlikten
F'(z) a[zf'(2) 2
S e GO B |
F'(2) z | f(2) —1—r?
olur. Yar.Teorem 4.4 dan ve F'(z) nin Schwarzian tiirevinden,
" / " 2 " / 1" 2 2
{F 2} = F'(z)\" 1 /(F'(2) < F"(2) +1 F"(z) S204 +8(;4
o) "2\Fe) o) | T2 Fe)| S

gikar. Teorem 2.1 den F(z) nin yalinkat olmasi i¢in 2a? + 8a < 2 olmas: yeterlidir.

Bu, 0 <a< V5 —2 icin gerceklenir ve F' € S dir. =

2 )\ :
Teorem 4.4 f € S* ise —3 < a < 3 igin F(z) = | <@> dt € C dir. Aynrica,

a g [—1,2] ise F ¢S ye karsibk bir f € S* vardur.[18]

Ispat: F' € C olmasi icin gerek ve yeter kosulun,

02
/ Re
01

1+7“ei9M o > —m (0<r<1,0<6; <6y <2m)
F/(’]"ele> — — ) J— 1 = 2 >
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oldugu Kaplan tarafindan ispatlandi(s.48, [11]). F(z) = [ <@) dt olsun. Bu-

radan, F'(z) = (f(z)> olur. Her iki tarafin logaritmik tiirevi alinip diizenlenirse,
z
2F(z) _ z2f'(2)
1+ =« —a+1 4.3
F'(2) f(z) “3)

elde edilir. Bu halde, f € S* oldugundan « > 0 i¢in

D " F// (7‘6“9) 02
Re |1+ re" ———2% d0:a/ Re
/91 F'(ret) 0,

f/ (reie)
f(re?)

02
1+ re? w+/(pﬂme

01

> (1—a) (02— 0,)

3
dir. 0<a< 3 icin —% < 1—a <1 olur. Dolayisiyla Kaplan teoreminden F' € C' dir.

1 (6% (6%
~3 < «a <0 icin; Re{f(z)} > 0 oldugundan, Re F'(z) = Re {M} > 0 dir.
2 2
13 z
halde, F ir. -, = = * olsun. Bu hal
O halde, F' € C dir agé[ 2,2] ve f(2) (1—2)2€S olsun. Bu halde,
Fl2) = — e F(z) = —— (1 — 2)12
(1 —2)% 1 -2«

dir. F(z) nin D de yalinkat olmas igin gerek ve yeter kogul,
h(z) = (1 —2z)'7%

fonksiyonunun D de yalinkat olmasidir. Teorem 2.2 den A(z) nin yalinkat olmasi igin

gerek ve yeter kosul,
1 —-2a—1] <1lveya |l -2a+1]<1

olmasidir. Buradan da,

1 1
1-20—-1|<1l= ———<a< -
[1—2a—1]< 7 =*=73
veya
1 3

1
bulunur. Bu, a ¢ [—3,2] ,a # 3 olmast ile gelistigi icin ve h ¢ S ve dolayisiyla F' ¢ S
dir. o = i¢in F(z) = —In(l —2) ve F € S dir. =
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0
a ¢ [—1,3] ise I ¢S ye karsibik bir f € K vardir.[18]

2 )\ :
Teorem 4.5 [ € K ise =1 < a < 3 i¢in F(z) = |, (Q) dt € C dir. Ayrica,

Ispat: f € K icin

dir. 0 < a <2 ve (4.3) dan

Re{1+Z£,,;(Z§)} - aRe{fo;iz))}—i—l—a
> %+1—a:1—%>0

2<a<3igin—3<1—-%<0ve

02 ] FI/ (7,,67;9) 62
/ Re |1+ rew% dd = « / Re
91 91

02 1 02
> a/ —dH—I—/ (1—a«)db
6, 2 6,

= (1-3) @)

oldugundan — %) (03 — > —mve F e C dir.
f € K igin, Re - }>Od1r —1 < a <0 igin,
Re F'(z { ( } {L} > 0 oldugundan, F' € C dir.
z f(z)
ad¢—1,3] ve f(z) =
Fl2) = — - ve F(2) = ——(1 — 2)i-o
1=z  1l-a

dir. F(z) nin D de yalinkat olmasi igin gerek ve yeter kosul,
h(z)=(1-2)"""

fonksiyonunun D de yalinkat olmasidir. Teorem 2.2 den h(z) nin yalinkat olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul,
l—a—1]<lveya |[l-a+1]<1
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olmasidir. Buradan,

N-—a-1<1l=-1<a<l
veya

l-—a+1<1=1<a<3

bulunur. Bu, a ¢ [—1,3],«a # 1 olmasi ile gelistigi i¢in ve h ¢ S ve F' ¢ S dir. a =1
icin F(z) =—In(1—2) ve F € Sdir. m

n=1

Yar.Teorem 4.2 f(z) => " a,2" veg(z) => - b,2" fonksiyonlari D de analitik,
/

g(z) fonksiyonu yalinkat ve orjine gore yldizal olsun. D nin ? doniistimii altindaki

konveks zarfo H ile gosterilirse, / € H, (z € D) dir.
9

Ispat: w = g(z) ve z = ¢¥(w) = g~'(w) olsun. Bu halde, f(z) = f(¢(w)) = h(w)

diyelim.

fz) M—l/whl(t)dt
= o | rwww o

R0
= w/o 7o)

t = re'® dersek, dt = ¢®dr ve t = 0 icin r = 0, t = w icin 7 = p olur. O halde,

1) 1 [ fe)
9 " o g0

-
dir. m

Yar.Teorem 4.3 fi, fo € P olsun. 0 < ty, ty vet; +ty < 1igcin f = [f1]" [f]? € P
dir.

ispat: fi € Pise fi = rie",0<r <oove —4% <601 < 7 dir. Benzer bicimde,

fa € Pise fo =19e2 0 < ry < 00 ve —5 < 01 < 3 dir. Bu hélde,

f _ /Beup _ r1i17,;2€z(t191+t292)
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oldugundan,

™

T
0<pB=rir2 <ocov 2(t1+t2)§30:t191+75292§5(751‘1‘152)

elde edilir. 0 <t; +t,<1ligin —— < p< —-—ve fe Pdir. m

bo|
bo |

Teorem 4.6 f € C ise —5 < o <1 igin F(z) = [ (@) dt € C dir.[18]

Ispat: f € C icin

olacak bicimde bir ¢ € K vardir.

0<a<1ve¢pe K igin

olsun. Bu hélde,

ve ® € K dir. Yar.Teorem 4.2.den

v}y

ve F' € C dir.

—%gag()igin

z 1+2OL
b(z) = e [ (@) dt,  B=Argd(0)
0

fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu hélde,

D/(z) = e i1+)8 {M } L+2a

z

dir. Her iki tarafin logaritmik tiirevi alinip diizenlenirse

2¢'(2)
¢(2)

2®"(z)
o'(2)

1+ = (1+2a) —2a
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elde edilir. Boylece

Re {1 + Zg;g) } = (1+2a)Re { Z:f(i’;) } ~ 2%

1 1
>(1+20¢)§—2a>§—a

ve & € K dir. Bu héalde,

wf5t) - {E) ol

dir. Yar.Teorem 4.3 ve ¢ € K i¢in Re {L} > (0 oldugundan, Re {

()

F(z)
o'(2)

} > 0 dir.
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4.2 TIkinci Tiir Integral Operatérii Altinda Ozel Fonksiyon

Siniflarinin Incelenmesi

f € H(B) fonksiyonu igin,

Lyo(f) = fal2) = /0 [f/(0)" dt, fi(0)=1

seklinde tanimlanan integral operatorii ikinci tiir integral operatorii olarak adlandirilir.

a fﬂ) ise, | f'(2)] < % dir.[10]

(1+7?)
2

Yar.Teorem 4.4 f(z) € H(D) ve |f(2)] <

Ispat: Cauchy integral formiiliinden, v : [¢| = p ve p* = olmak iizere,

o L[ O
) e

dir. Bu durumda,

d
R e
BERRATISITY
T2m y |C—Z|2
<

C |d(|
2m(1 — p?) /<|=p ¢ — 2
B Cp CU
B 27r<1—p2>/o ¢ — 2

B Cp /27r p2 o 7"2 @0
2r(L=p)(p* =12 Jo |¢— 2

(1 B 72)2 1 27 p2 - T2

ve (1 — p2)<,02 — 7’2) = T’ %«/‘0 Wd@ =1vel< 1% <1 Oldugundan,
4C
! P < =
1< o

elde edilir. =

Yar.Teorem 4.5 Bir f(z) analitik fonksiyonunun D de yalinkat olmasi i¢in gerek

kosul
f"(2)
f'(z)

.6
Tl
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yeter kosul
2(V5 - 2)

7(2)
ST

f'(2)

olmasidur.[20)

2f"(z) 2]z
f'(2)
(|z] < 1) dir. Disk otomorfizmasindan sabit bir £ € D i¢in

i (fjé) 1)

Ispat: f € S olsun. Bu halde Yar. Teorem 3.4. geregi,

47|
L= o

F(z) =

=24 Ay()7 €S

(1= [¢7) ()
dir. Yar. Teorem 3.3. geregi |A3(§)| < 2 dir. Buradan,
©-3{a-en 22}
oldugundan,
1
49 = 5 | (1- 1) &
ve -
e % |_ 4
PO 1-lgPl ™ 1l
olur. Buradan,
o) 4, 2p
PO~ 1-1g 1-kf
6
< 1_—|€’2 €] < 1
bulunur. Yeterliligi gostermek igin F'(z) = f"(( )) fonksiyonunu g6z oniine alalim.
|F(2)] < (1_—% ise, Yar.Teorem 4.4.ten |F'(z)| < a 467:2)2 dir. Schwarzian tiirev
tanimindan,
_ f”(z))’_1 <z>)2
2] ‘(f’(Z) 2 )
FEN| L@
- ‘(f’(z)) Falre)
CQ
< 4C + —
- (1- r2 2 ( 2



2

elde edilir. (2.2) uyarinca (46’ + %) < 2 olmast yeterlidir. Bu, 0 < C' < 2 (\/_ — 2)

igin gergeklenir. Buradan da,

f"(2)
f'(2)

C 2(v5-2)
ST )

bulunur. =

Vb —2
3
a € C igin [f'(2)]" fonksiyonu D de yalinkat olan bir fonksiyonun tirevidir.[20]

Teorem 4.7 f(z) € H (D) olsun. 0 < |a| < esitsizligini gercekleyen her

Ispat: f.(z) = [ [f'(t)]"dt olsun. Bu halde,

dir. Ustteki esitlikte her iki tarafin logaritmik tiirevi alinirsa,

) )
iz =)

elde edilir. f,(z) fonksiyonunun Schwarzian tiirevinden,

f”(Z))' (f”(i))2

(4.4)

sl = |(

fal) fa()

f”(z) f”(z) 2

< |(55)|+3/%6
ve (4.4) ten N | o
o= () 1S

elde edilir. Yar.Teorem 4.4 ve Yar. Teorem 4.5 birlikte géz oniine alinirsa

24 | + 18 |

o}l < =10

-2
olur. Bu, 0 < |a] < i¢in gerceklenir ve f, € H,(D) dir. =

2—4/3
Teorem 4.8 f € S ise0 < a < icin fo € S dir.[20]
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Ispat: f.(2) = [ [f/(t)]" dt olsun. Schwarzian tiirev tanm ve (4.4) esitliginden,
Ut} = (i’éﬁ?) s (55) = (578) -5 (55
()5 ) 1) )

I
—alfia}+ ol (f'é))

ve buradan
2

f"(2)
f'(2)

olur. Usteki esitsizlikte Nehari'nin sonucu ve Yar.Teorem 4.5 in ilk esitsizligi uygu-

{2} < al (.2} + 2a(l — a)

lanirsa,
6a + 18a(1 — «)

(1=

elde edilir. f,(z) nin yalmkat olmasi igin —18a? + 24a < 2 olmas: yeterlidir. Bu

[{fa, 2} <

2—+v3
0<a< i¢in gergeklenir ve f, € S dir. =

Teorem 4.9 [ € S ve konvekse yakin olsun. Bu takdirde, 0 < a < 1 i¢in f,(z)

fonksiyonu S sinfina ait ve konvekse yakindair.[25]

Ispat: fc Cisepe Pvegec K (z € D) olmak iizere

fa(2) = [F'(2)]" = ()] [¢'(2)]" = [p(2)]" (9.(2))
dir. p € P oldugundan, 0 < a < 1 igin [p]* € P dir. Gergekten,
p(z)zrew,()grgoo ve %ﬂ<0<g

olsun. Bu halde,



olur. Simdi g, € K oldugunu gosterelim: g € K oldugundan

29" (2)
9 (2)

Re {1 + } >0 (z€ D)
dir.
9a(2) = [g'(2)]"

oldugundan her iki tarafin logaritmik tiirevi alinirsa,

6wz _ g')

0wz ")
RGO N
e T T

ve

7 "
Re{l+M}:1—a—l—aRe{1+Zg/(z)}>1—a20 (zeD,0<a<])
9a(2) 9'(z)

elde edilir. O halde, g, € K dir. Boylece [p|* € P ve g, € K, (2 € D) igin
fo(2) = p(2)]" (9a(2))  (0<a<1)
oldugundan f, € C' dir. =

Yar.Teorem 4.6 f(z) = 1 + a1z + ax2® + -+ biciminde tanmamlanan fonksiyon D de

analitik ve f € P olsun. Bu takdirde,

2r
@12 (e<r<y)
dir.[20]
Ispat: f € P oldugundan,
1—|z| 1+ |z2|
< <

gergeklenir ve Schwarz lemmasinin kogullarimi gergekleyen bir w(z) fonksiyonu igin

I +w(z)

f(Z)— 1—w(z)
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dir. O halde,

= f(Z) z T z T
el = [FE skl sr elsr<
2w(z) 2|z| 2r
fz) =1 = ‘1—w(2) T 1=z T 1-7r
olur. m
7— V33

Teorem 4.10 f € K olsun. Bu halde, 0 < o <

3 icin fo € S dir.[20]

Ispat: f € K oldugundan, h(z) = zf'(z) € S* olur. Her iki tarafin logartimik

tiirevi alinirsa,

CERETC
f'(z) 2 | h(z)
. . zh (2) .
elde edilir. h € S* oldugundan, Re nz) > 0 dir. Yar.Teorem 4.6 dan, |z| <r <1
icin,
f"(z) 1 |zRh/(2) 1 2r 2(1+7) 4
= — -1 <= = < 4.
f(2) |z| | h(z) “rl—r 1—72 = 1—12 (45)
elde edilir. Bu héalde,
(o2} =a (72} + o) (5E)
)y Y 2 f,(Z)
ve
1 ')
w2 < a L 2H 4+ za(l — «
[{fa, 2} < a[{f, 2} + Sal )f@
oldugunu biliyoruz. (2.1) ve (4.5) den,
e 8a(l —a)  lda—8a?

B e Rl e A FBET:

elde edilir. O halde, Teorem 2.1 den 14a — 8a? < 2 olmasi yeterlidir. Bu esitsizlik,

0§a§7—%§

icin gergeklenir ve f, € S dir. m
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4.3 Uciincii Tiir Integral Operatérleri Altinda Ozel Fonksiyon

Siniflarinin Incelenmesi

Bu boliimde Libera (1965) tarafindan,

bi¢iminde tanimlanan {ic¢iincii tiir integral operatoriiniin 6zelliklerini inceleyecegiz.
Yar.Teorem 4.7 [ € S* ise H(z) = [; f(t)dt € S5 dir.[16]

Ispat: D(z) = zH'(2) = zf(2) ve N(2) = H(z) diyelim. D(z) = zf(2) her iki

tarafin logaritmik tiirevi alinirsa,

elde edilir. f € S* oldugundan,

Re{ZDI(Z)}=1—|—Re{zf/(z)}>1>0 (z € D)

D(z) f(2)
ve D € S* dir. Diger taraftan, D(z) = zH'(z) = zf(z) oldugundan,
D'(z) 2f'(2)
=1+
N'(z) f(2)
ve buradan,

Re{ﬁiiz;}zl—l—fie{zﬁg)} >1>0 (z€D)

D’ N'(0
bulunur. O héalde, N € P dir. Yar.Teorem 3.5 ten D'E(];

zH'(2)
R >0
’ { H(z) }
olur. Bununla birlikte, harmonik fonksiyonlar i¢in ortalama deger teoreminden,

27 TeiGHl (Teie) 1 2 T,eiGHl (Tew)
Re{ ——————= ¢ df = 2n— Red ————————= > df
/0 { H(re®) } "or Jy { H(re®) }

N
# 1 olmasina ragmen D epP

ve
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2n{zg£g) }z:o —dr (2] <r<1)

elde edilir ve H € S3 dir[13]. Ote yandan, H'(z) = f(z) oldugundan, her iki tarafin
logaritmik tiirevi alinip diizenlenirse,

Re{l—l— Zg(g)} :1+Re{zf/(z)} >0

elde edilir. O hélde, H € K dir. =
Teorem 4.11 f € S* ise F(z ——fo t)dt € S* dir.[16]

Ispat F(z)=- fo t)dt i¢in her iki tarafin logaritmik tiirevi alinip diizenlenirse,

2F'(z)  2f(2) = [y F(t)dt
F(z) [ F(e)at

olur. Yar.Teorem 4.7 den,

2F'(2) _ zH'(z) — H(2)
F(z) H(z)

dir. Pay ve paydanin tiirevleri oranindan,

[2F'(2)]  H'(z)+ zH"(2) — H'(2) zH"(2)  z2f'(2)

F'(z) H'(z) H'(z)  f(2)
elde edilir. f € S* ve Yar.Teorem 3.5 ten, F' € S* dir. m

Sonug 4.2 f € S* ise F(z) = [ " [fo dw} dt € S* ile tanmvmlanan F € K dir.
Gergekten, zF'(z) = = fo t)dt ve Teorem 4.11 den zF'(z) € S* ve F € K dir.
Teorem 4.12 f € K ise F(z __fo t)dt € K dir.[16]

ispat f € K olsun. Bu halde, g(z) = zf'(z) € S* dir. Teorem 4.11 den

= - fo t)dt ile tammlanan G € S*dir.

z 22 Jo

olur. Buradan G(z) = 2F'(z) € S* ve F € K dir. m
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Sonug 4.3 fe K, F(z) = 2 Jo f(t)dt ve h(z) = 2f(z) — F(z) ise h € S* dir.

Tz
Ispat: f € K olsun. Bu halde,

ey =21 -2 [ == |21~ 5 [ soi] = oro

2
ve f € K oldugundan, Teorem 4.12 den F' € K olur. O halde, h(z) = zF'(z) € S*

dir. m

2 .. 2 .
Teorem 4.13 f € C(g) , F(z) = Zfo ft)dt ve G(z) = ;fo g(t)dt olsun. Bu hdlde
F e C(G) dir.[16]

Ispat: f € C(g) ise Z:quS) € P olacak bigimde bir g € K vardir. Ayrica
2 |25() = = J7 f(e)de
2F'(z) |z 2270 _ 2f(z) =[5 f()dt
G(z2) %fozg(t)dt Js g(t)dt
olur.
2f(2) = Jo f(O)dt — N(z) .
fOZ p (I?)dt = D) diyelim.
N'(z) _ 2f'(2)
D) ek

F/
ve Yar.Teorem 3.5 ten, Z—(Z) € Pdir. m
G(2)

4.3.1 Genellestirilmis integral operatorleri

Bu kisimda, ¢; parametrelerinin 6zel se¢imiyle, bir 6nceki boliimde verilen Teorem 4.11.-
Teorem 4.13 iin sonuglarimi igeren F'(¢;; f) fonksiyonlarimin ¢ok parametreli bir sinifi

incelenmektedir.
Tanim 4.1 f, g € H(D) ve f(z) = Y 72 a;27 g(2) = 372,027 olsun. f * g kon-
voliisyonu asagidaki sekilde tanimlanar 4] :

o0

(f9)(2) =) ajbz

J=0
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Tanim 4.2 {b,} >~ , kompleks sayilarin sonsuz bir dizisi olsun. f € K igin

* ibnz” =< f(2)
n=1

ise, {bn}.—, dizisine subordinasyon faktor dizisi denir.[4)

n=1"7

{b,}72, ve {¢,},, dizileri subordinasyon faktor dizisi ise, {b,c,} -, carpim dizisi

de bir subordinasyon faktor dizisidir.

Tamm 4.3 {b,} -, , kompleks sayilarin sonsuz bir dizisi olsun. f(z) = > 2 A,2"

n=1"

fonksiyonu bir T' ozelligine sahip oldugunda, J(z) = f(z)*Y " byz™ konvoliisyonu da

T ézelligine sahip ise, {b,} -, dizisine T ozelligini koruyor denir.[4]

Tamim 4.4 {p,}>7, R de non-negatif bir dizi olsun. Dizinin elemanlarinin ardil fark-

n=0"

lar siraswyla, non-negatif ve non-pozitif ise, ac¢ik ifadeyle

k
Akﬂn = Z (_1)m ChomMytk—m, (k’ =0,1, 2, .. )

m=0
olmak tizere

(=DFAFu, >0 (k,n=0,1,2,...)

ger¢ekleniyorsa, {p,}.—, dizisine tamamayla monotonik dizi denir.[4)

Bu tamm, Widder (1946) tarafindan {y,} -, dizisinin « (¢), 0 < ¢ < 1 i¢in azal-

mayan ve siirh bir fonksiyon olmak {izere,

1
,un:/ t"da (t) (n=0,1,2,...)
0

gosteriligine sahip olmasi icin gerek ve yeter kogulun, {su,} -, dizisinin tamamiyle

monotonik dizi olmas1 gerektigi ispatlanarak verilmistir.
Teorem 4.14 f(z) = 2z + agz® +-+- € S* olsun. ¢ =1,2,3,... i¢in,

ZC—Fl :(C—l—l)z_c/oztc_lf(t)dt (alzl)

ise, g € S* dir.[4]
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Ispat: J(z) = [Jt°1 f(t)dt olsun. Yar.Teorem 3.8 den J € SZ,, dir. Bu halde,

g(z) = (c+ 1)z °J(2)

olmak {izere,

ve

dir. Buradan,

olur. f € S* oldugundan,

Re{%:))l} - (c—l—l)Re{Zfl(Z)} >0

bulunur ve Yar.Teorem 3.5 ten,

elde edilir. Diger taraftan

2g'(z) . zg'( . q(2)
O CES P 1 RS
dir. Buna gore,
Mg o [
Re{ 702) }‘< TR { oC) }>0

ve g € S* dir. Yar.Teorem 3.8.ve argiiman prensibi geregi,

A(argg) = —cA(argz)+ A (argJ)

= 2mc+2m(c+1)=2n
bulunur. O halde g(z) fonksiyonu yalinkattir. m

Teorem 4.15 f(z) =z +agz® + -+ € K olsun. ¢ =1,2,3,... i¢in,

ic+1anz e+ 1)z /Ztc‘lf(t)dt (a1 = 1)
n=1 0

ise, g € K dir.[4]
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Ispat: g(z) = (c+1)27¢ [ t"' f(t)dt olsun. Buradan,

2g'(2) = (c+1)27° [ch(z) — c/z tCIf(t)dt] (4.6)

0
dir. I(z) = [, t°f'(t)dt integralini goz 6niine alahm. u = t¢ ve dv = f'(t)dt dersek,
du = ct"tdt ve v = f(t) olur. Buradan,

I = / £/ ()dt
0
= efOf-c [ e
0
_f(e) —c / L (f)
0

elde edilir. O halde, (4.6) esitsizligi,

) = e+ ) [ e ) a

0
bi¢iminde yazilabilir. f € K oldugundan, zf'(z) € S* dir. O halde Teorem 4.14 ten

zg'(z) € S* ve dolayisiyla g € K elde edilir. =
Teorem 4.16 f € C(g) olsun. ¢ =1,2,3,... igin F(z) = (c+1)z7¢ [Tt f(t)dt ve
G(z) = (c+ 1)z [t g(t)dt ise, F € C(G) dir.[4]

: . y 2f'(z) ,
Ispat: g € S* i¢in f € C(g) oldugundan, ———= € P dir.

9(z)
F(z) = (c+ 1)zc/oztclf(t)dt ve G(z) = (c+ 1)zc/ozt61g(t)dt

olsun. Teorem 4.14 ten G € S* dir. Bu halde,

2T (2) = (c+ 1) [ch(z) - c/oz tc_lf(t)dt}
[ F'(2)] = (e +1) 2°f'(2) (4.7)
[2°G(2)] = (e +1) 2" g(2) (4.8)

olur. (4.7) ve (4.8) in taraf tarafa oranlanmasiyla,

G ()
EEEE)
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bulunur. O halde, Yar.Teorem 3.5 ten,

2T (2)  2F'(2)

= P
<G()  Gl2) ©
ve boylece F' € C'(G) olur. =
4.3.2 Ters problem
1—|¢(2)|”
Yar.Teorem 4.8 ¢(z), D de analitik ve |¢(z)] < 1 ise |¢/(2)] < 1—|\2 dir.
— |z

Ispat: ¢(2), D de analitik ve |¢(2)| < 1 olsun. |z| < 1 ve |¢] < 1 igin

L 9 =9l
)= 5 00)

olacak bigimde bir g(z) fonksiyonu tammlayalim. z = ¢ igin g(¢) = 0 ve 1 —¢({)p(2) #

0 oldugundan, g(z) € H(D) dir. O halde, maksimum prensibinden,
l9(z)l <1 (Jz] < 1[¢l < 1)

dir. g(z) fonksiyonu yardimyla,

ey = 92) _ 8 =00 1-C
=T a0 1-9(060)

z—¢
1—C(z
simum prensibinden, |z| < 1 igin |A(z)| < 1 olur ve z = ( igin h({) =

olacak bicimde bir h(z) fonksiyonu tamimlayalim. |z| = 1 igin

' = 1 dir. Mak-
0 dir. Buradan,

: _|o(z) —o(C) 1—(z
lim |h(z)] = lim —
I = T T e
~ lim P(z) — ¢(C)‘ 1—_62 1
S T PP
, 1—|¢(2)[*
o< T

elde edilir. m

Teorem 4.17 F € S* ise |z| < 1 i¢in f(z) = 1 [2F(2)] € S* dir. Sonug kesindir.[17]
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Ispat: F € S* olsun. Bu halde, D de analitik ve |¢(z)| < 1 olan bir ¢(2)

fonksiyonu,
2F'(z)  1—2z9(2)
F(z) 1+ 2¢(2)

olacak bicimde vardir. Ote yandan,

z

2 z
Fz) = 2 / oy
0
oldugundan, her iki tarafin logaritmik tiirevi alinirsa,

F(z) | 2f(2) = f F()t

F(z) Jo f@t)at

bulunur. (4.9) esitliginden,

2f(z) — foz f(t)dt _ 1—2z¢(2)
foz f(t)dt 1+ 2¢(2)

ve

2 z
1) = S / F(t)dt

elde edilir. Bu son ifadede, her iki tarafin logaritmik tiirevi alinirsa,

') )+ ()

f(z) 1+ 24(2) Is f(t)dt

ve (4.10) esitliginden
2f'(2) _ 1= 22¢(2) — 22¢'(2)
f(2) L+ z¢(2)

elde edilir. O halde,

()2

B 1
|1+ 20

dir. f(z) nin yildizil oldugu bolgeyi bulmak igin,

Re { (=1 —22¢(z) — 2°¢/(2)) (1 —i—%)} >0

esitsizliginin hangi z ler icin gerceklendigini gostermek yeterlidir. Bu héalde,

Bl Re { (-1 —22¢(z) — 2°¢/(2)) (1 + W)}

(4.9)

(4.10)

(4.11)

Re {22¢’(2) (1 + W)} < Re { (1 +W(z)>} ~ 2Re {z¢(z) (1 +M)}
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<1—Re{z0(2)} = 2|2 |¢(2)]?

ve her w € C igin — |w| < Rew < |w| oldugundan,

Re{6/(2) (1+26()) } < | |¢/()] (1 + |2l (=)

dir. Ayni zamanda Yar.Teorem 4.8 den,

Re {=20/(2) (14700} < 215 (1= o)) (1 + =1 jo62))

L— 2

elde edilir. Bu halde (4.9) esitsizliginin saglanmas: icin
s
L=z

(1= 10)) (L + |2l e(2)]) < 1= [2[[@(2)] = 2= [¢'(2) "
veya buna denk olarak,
2122 + 22| [¢(2)] (1 = |2) = [2/* ¢/ (2)]” < 1

esitsizliginin gergeklenmesi yeterlidir. Bu durumda, Yar.Teorem 4.8 in kosullarim
1
saglayan ¢(z) fonksiyonunun |z| < 5 i¢in iistteki esitisizligi gergekledigini gosterelim:

|z| = a ve |¢(2)| = x dersek,

p(z) = 2a® + 2a(1 — a*)z — a*a?

olur. Bu halde, 0 < a < % esitsizligini gergekleyen sabit bir a sayist igin p(z) poli-

nomunun 0 < z < 1 olmak {izere 1 ile tistten sinirl oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Buradan,
/ 2 2 1—a’
P(z) =2a(l —a®) — 20"z =0= 2=
a
bulunur. 0 <z <1ve0<a< % i¢in,
1— a2 1—a—
0<mp=-—2 <12 7%5
a a
VE-1 V5-1

elde edilir. Bu ise, 0 < a < i¢in gergeklenir. O héalde, a < ve0<z<1

2 2

i¢in p/(x) > 0 dir. Buradan,

max p(x) = p(1) = 2a + a* — 2a* = q(a)
z€[0,1]
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ve

1—+13 1++/13
q’(a):—6a2+2a+2:0:>a1:T%—O.élveaz: +6 ~0.9

elde edilir. Buna gore, 0 < a < % icin, ¢’(a) > 0 olur. Ote yandan,

max_g(a) =g (1) > q(a)

aE[O,%) 2

dir Boylece, 2a + a? — 2a® < 1 bulunur. Bu ise, p(z) < 1 oldugunu ifade eder.

Sonucun kesin oldugunu gostermek igin, F'(z) = € S* fonksiyonunu goz

(12

oniine alalim. Bu halde,

SR

z2f'(z) 142z :>z:—1

f(z)  1—z 2

olur. Buna gore, |z| <7, r > 1 i¢in f(z) fonksiyonu yildizil degildir. =

ve

Teorem 4.18 F € K ise |2| < L i¢in f(2) = 1 [2F(2)]' € K dir. Sonug kesindir.[17]
Ispat: f(z) =1 [2F(2)] olsun. Bu halde,

2f(z) = F(z) + 2F'(2)

2f'(z) = F'(2) + 2F"(2)

dir. O halde F' € K oldugundan,

i) - 52)

)bt -

dir. f(z) fonksiyonu F'(z) fonksiyonuna gore konvekse yakin ve D de yalinkattir. F' € K

ve

oldugundan, zF"(z) € S* dir. Buradan,

f'(z) = F(2) + 32F"()
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[z (2F'(2))]

dir. O halde, onceki teoremden, zf'(z) , |z| <

2f(2) =

N| —

% i¢in yildizildir ve bu nedenle f(z)
fonksiyonu |z| < 1 i¢in konvekstir.

Sonucun kesin oldugunu gostermek igin, F'(z) = € K fonksiyonunu goz éniine

—z
alalim. Bu halde,
17 227 22-22
f(Z) =5 { :| = 2
211—-=2 2(1—2)
ve
2f"(z) 142z 1
* 1'(2) 1—2z : 2
olur. Buna gore, |z| <r , 7 > % igin f(z) fonksiyonu konveks degildir. m
2
Yar.Teorem 4.9 f € P ise |f'(z)| < 1}{6—{((;) dir.[17]
— |z

Ispat: Sifir noktasmi bir z noktasma doniistiirelim:

9(Q) =f (fj;() = F(2) + b1l + b2+ - -

olur. ¢(¢) fonksiyonu D de yalinkattir. f(0) # 1 oldugundan normalize edelim. Bu

amacla,
9(¢) —ilIm f(2)
Re f(z)

tanimlayalim. Bu halde, p(0) = 1 ve p € P dir. P simfinin 6zelliginden,

p(¢) =

9'(0)
Re f(z)

(0] = \ \ <2ve |(0)] < 2Re /()

olur. Ote yandan,

/ el <+ < 11— |Z|2
0-1(52) o
oldugundan,
7)< 2/
— 2]
dir. =
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Teorem 4.19 F € C ise |z| < i i¢in f(2) = §[2F(2)]" konvekse yakindir. Sonug

2

kesindir.[17]

Ispat: F € C ve f(z) =% [2F(2)] olsun. Bu halde,

Re{zgéiz))} >0 (z€D)

olacak bicimde bir G € S* vardir. O héalde,

2F'(2)  2f(z) — [y f(b)dt

G(z) Jo g(t)dt

dir ve (4.12) dan p € P olmak iizere,

2f(2) = Jy f(t)dt
foz g(t)dt

p(z) =

diyelim. Buradan,

2£(2) = pl2) / Cglt)dt + / byt
2F'(2) = p(2)g(2) + 17 (2)] / gyt

olur.Yar.Teorem 4.9 ve iistteki esitlikten dolay1 ,

Re {Zf’(z) } = Rep(z) + Re [p’(z)fozL;)dt]

9(2) 9(2)
> ep(z) - (o) [ 220
— Rew(s) |1 2 Is g(t)dt
_Rp()[l =P | o) H
elde edilir. Ote yandan, G' € S* oldugundan,
29(2) _ 1 (2[2G(2)]) 14 2G'(2)
Jo 9(t)dt 3 [2G(2)] G(2)
z9(z) | 2G'(2)
Re{fozg(t)dt}—l—i-Re{ G0) }>1>0
dir. (4.11) den
2g(2) 2

Jogdt 1+ z¢(2)
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ve

Jy g(t)dt ‘
9(2)

elde edilir. O halde,

Re{zf/(z)} > Rep(2) [1 ERAE

9(2) 1— |z

~Rep(s) |

dir. Bu durumda iistteki bagintinin sag tarafi |z| < % i¢in pozitiftir ve f(z) fonksiyonu
g(z) fonksiyonuna gore konvekse yakindir.

Sonucun kesin oldugunu gostermek igin, F'(z) = € §* C C fonksiyonunu

(1—2)*
gbz Oniine alalim.

B 1+ 22

dir. Buradan da,

gy 1422 _ 1
f(z)——(l_z)4—0:>z— 5

olur. Buna gore, |z| <7, 7 > 1 icin f(z) fonksiyonu yalmkat degildir ve bu nedenle de

konvekse yakin degildir. m

Teorem 4.20 f(z) = 3 [2F(2)]' ve Re F'(z) > 0, (z € D) olsun. Bu takdirde,

-1
2| < icin Re f'(z) > 0 dur. Sonug kesindir.[17]
ispat: p(0) =1ve p € P,(z € D) olmak iizere F'(z) = p(z) diyelim. Bu halde,
2f(2) = F(z) + 2F'(2)

ve

2f'(z) = F'(2) + 2F"(2) = 2p(2) + 2p/(2)
dir. Yar.Teorem 4.9 dan
2Re{f(2)} =2Re{p(2)} + Re{2p'(2)} > 2Re {p(2)} — || [P ()]
e (e |1 AL
> 2Re p(2)} [1 - ]
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L= 2

2Re {p(:)} [M]

elde edilir. p € P oldugundan, iisteki egitligin pozitif olabilmesi i¢in

2
|l Bl

>0
1— [z

olmalidir. Bu ise, 0 < |z| <

icin gerceklenir.
Sonucun kesin oldugunu gostermek icin, F(z) = —z —2log(1 — z) fonksiyonunu goz

Oniine alalim. Bu halde,

1 ! =
olur. Buradan,
f’(z)_ L2 =0=2z = \/5+1 ve z :ﬂ
(1 _2)2 1 2 2 2

olur. Buna gore, |z| <7, r > icin f' ¢ P dir. m

4.3.3 Genellestirilmis integral operatorii icin ters problemlerin incelenmesi

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde bulunan sonuglarin ¢ = 1, 2, 3, . . . icin genel durumunu
inceleyecegiz.

1—c

Teorem 4.21 F € S* ve f(z) = T
c

[2°F(2)]', ¢ = 1,2,3,... olsun. Bu takdirde

|z| < g igin f € S* dir. Burada,

— )
LT s
To =

1 _
3 c=1

ile tamamlanmagtir. Sonug kesindir.[]

Ispat: F € S* oldugundan, Schwarz lemmasimm kosullarim saglayan bir w(z)

fonksiyonu,
2F'(2) _ 2f(z) —c [St7 f(t)dt _ 1= w(z)
F(z) Jo tetf(t)dt 1+ w(z)

(4.13)
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olacak bicimde vardir. O halde,

P2 = E R = A [ () + (2]
SUA 1+e¢ §
1+c
= { ]c—i—l tf(t)dt
1+c z
c+14(c— 1)w(z/ 1
- e F () dt
TR ) A
dir. Bu son ifadede, _ 1 = b dersek,
C

Q) ) [,
1) = S [ et

olur. Ustteki esitligin her iki tarafin logaritmik tiirevi alinirsa,

f'lz) _ bw'(z) e T +w(z) +2w'(z) 27 f(2)

_ - wlz ;
[ T+u(z) (1 +w()) 2 Jy 1 f (o)t

ve
2f'(z) _ bzw'(z)  c(l+w(z)) + 2w'(z) N 2°f(2)
f(z)  1+w(2) 1+ w(z) Jo tetf(t)dt
elde edilir. (4.13) ve (4.14) birlikte diigiiniilmesiyle,

(4.14)

2f'(z) _ bzw'(z)  c(l+w(z)) + 2w'(z) . 1—w(z)
) 1t00) T+ w(z) A TS
1—w(z)

B o 2w'(z)
= Trw() “[u+w@»u+mmaJ

re {7 =Rl )~ O R e e )

elde edilir. f(z) fonksiyonunun |z| < r¢ i¢in yildizil oldugunu gostermek, |z| < r¢ i¢in

-0R oyt ) < e ) #15)

esitsizliginin gergeklendigini gostermeye denktir. O halde,
m{l—mw}_l—m@@
1+ w(z) 11+ w(2)|
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ve

. zw'(z) 2| |w'(2)]
R’{u+w@»u+ww@»}5|y+w@nu+mu@|

oldugundan, (4.15) esitsizliginin gerceklenmesi i¢in

2] [w'(2)] 1 — |w(z)l”

T+ w1+ bw(E)] 1+ wz)P

(1-0)

esitsizliginin gerceklenmesi yeterlidir. Ustteki esitsizlikten ve Yar.Teorem 4.8. ten

(1—-0) ] 1—hM@V<1—hM@F
LT+w@ 1 +bw)] 11—z [1+w(z)f

(A=b) [z _ [1+bw(z)]

4.16
1—|z)? 14+ w(z)] (410
elde edilir. Ote yandan,
11+ bw(z)| - 1+ blw(z)]
[1+w(z)] = 14 [w(z)]
oldugundan, (4.16) esitsizliginin gerceklenmesi i¢in,
(I-b)r 1+br
< (< =r <)
esitsizliginin gergeklenmesi yeterlidir. O halde, iistteki esitsizlik,
1-2(1=b)r—br*>0
veya
Il+c—4r—(c—1)r*>0
94 \/3 L2
igin gergeklenir. Bu, 0 < ry < +—1+C i¢gin dogrudur.
C J—
Ozel olarak, ¢ = 1 icin 0 < g < % elde edilir.
Her ¢ = 1,2, 3, ... i¢in sonucun kesin oldugunu gostermek amaciyla, F'(z) = a : P
—z

yildizil fonksiyonunu gézoniine alalim. Bu hélde,

f(2)

Zie &Z%UJI 1 (c+1)z—(c—1)2?

T ltcl(1-22]  Tte (11—

dir. Her iki tarafin logaritmik tiirevi alinirsa,

2f'(z)  1+c+4z—(c—1)2°

f(2) (1=2)[14+c—(c—1)z]
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ve

2f'(2) _ l+c+4z—(c—1)22 0= o=y

f(2) (I=2)[1+c—(c—1)z]

elde edilir. Buna gore |z| < r, r > rg igin f(z) fonksiyonu yildizil degildir. =

1—c

Teorem 4.22 F' € K ve f(z) = 12+ [°F(2)]", ¢ = 1,2,3,... olsun. Bu takdirde
c

|z| < 1 idgin f(2) yalinkat ve |z| < rg igin f € K dir. Burada,

—’ﬁ‘ﬁﬁ c>1
g =
% c=1
ile tansmlanmagtir. Sonug kesindir.[)]
. Zl—c ,
Ispat: ' € K ve f(z) = T [2¢F(z)] olsun. Bu hélde,
c

(1 +0)f(z) = cF(z) + 2F'(2)

ve
(1+c)f'(2) = (14 )F'(2) + zF"(2)
dir. F' € K oldugundan,

f'(2)
F(z)

trone{ZE) o fi O

dir. Bu takdirde, f(z) fonksiyonu F'(z) fonksiyonuna gore konvekse yakin ve D de

(1+¢)

=(14c¢)+

ve

yalmkattir. Ote yandan,

1—c
2f(2) = T [ GF ()]
dir. F € K igin zF'(z) € S* oldugundan, bir énceki teoremden |z| < g igin z f'(z) € S*
ve f € K dir.
Her ¢ = 1,2,3, ... i¢in sonucun kesin oldugunu gostermek amaciyla, F\(z) = N j .

konveks fonksiyonunu gozoniine alalim. Bu halde,

e Y1 (T4 ez — e2?
S l4e|l-z] 14c (1-2)

f(2)

95



ve

zf"(z)i l+c+4z—(c—1)22 B R
MR Tt (c_ng T

olur. Buna gore, |z| < r, r > rg igin f(z) fonksiyonu konveks degildir. =

Teorem 4.23 F(z) fonksiyonu G(z) fonksiyonuna gore konvekse yakan,

Zl—c zl—c

— TP vege) = 1

f(2) [2°G(2)] , c=1,2,3,...

olsun. Bu takdirde, |z| < 1o i¢in f(z) fonksiyonu g(z) fonksiyonuna gore konvekse

yakindr. Burada

— 2
2+C— \ﬁ+c c>1
To =

N |

ile tanemlanmagtir. Sonug kesindir.[5)

Ispat: Konvekse yakin fonksiyon tamimindan, G € S* olmak iizere, Re {e

G (z)
0 olacak gekilde bir 3, |f| < g reel say1s1 vardir. Ote yandan, Teorem 4.21 den |z| < g
!/
i¢in g € S* oldugundan, |z| < rq igin Re {ew%(z))} > 0 oldugunu gostermemiz yeter-
g(z

lidir.
F € C(G) oldugundan, p € P olmak iizere,

e [ZGL(S)] = p(2)cos 8+ isin 3

dir. Bu halde,

P [2F' (2)] = p(2)G(2)cosB +iG (z)sin 3

e’ [T F' (2)] = p(2)2°G(2)cos B+ iz°G (z)sin 3

P [T (2)] = [P (2) (2°G (2)) +p(2) (:°G (2))] cos B+ (°G (2)) sin 3
i [Zf' (Z)} _ s @]
9(2) [2°G (2)]'
= cos 3 [p(z) + p’(z)(j%((j))),] +isin 3 (4.17)
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elde edilir. (4.17) esitliginde, her iki tarafin reel kisimlarinin esitliginden,

eeiﬁw cos ez—'zM z
e [0 L 8] > cosp [Ren(e) - 0 | ZE | e )
ilir. C = p—(z) -1 alimirsa
elde edilir. Ote yandan, Yar.Teorem 4.8 de ¢ (2) = (o) +1 1 ,
P (2)] < 21R_6—T(|§), (z € D) (4.19)
gikar. (4.18) dan,
e|e” 2'2) ep(z)|1— 2 FG () Ccos z
e 'L o mep (o) |12 2o | ZEE |ess cen) G
elde edilir. Ayrica,
_ 2(2°G (2)) . 2G' (2)
M) = =250 eTs)

denirse, G € §* ve Yar.Teorem 3.2 den,

1|2 _1te+(c—1)|

|M(z)|ZReM(z)Zc+1+|Z|— T+ (z € D)
z | | G (2) 2] + |2
‘M(z) T EGRY | ST et -1 (4.21)
elde edilir. (4.20) ve (4.21) den,
izl (2) 2 |2 + |2
Re [eﬁ e } > Rep(2) [1 . Fleer (-1 M] cos 3, (z € D)

ve |z| = r yazilirsa,

Re |05 2 rer o) [r S e | s e

elde edilir. Ustteki esitsizligin sag tarafimin pozitif olmasi icin, 1+c—4r—(c —1)r2 >0

olmalidir. Bu |z| = r < rg igin gergeklenir.

Her ¢ =1,2,3, ... i¢in sonucun kesin oldugunu gostermek amaciyla,

F(z)=G(z)= —— €8 cC

(1—2)"
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fonksiyonlarini goz 6niine alalim. Bu halde,

2f'(2)  14c+4dz—(c—1)2

g(2) (1—2)1+c—(c—1)7]

dir. Buradan,

2f'(z)  l4c+dz—(c—1)2* o
9(2) _(1—2’)[1+C—(c—1)z]_02> 0

olur. Buna gore, |z| =r, r > rq i¢in f(z) fonksiyonu g (z) fonksiyonuna gore konvekse
yakin degildir. m

Zl—c

Teorem 4.24 F(z) = z+ --- € H(D), ReF'(z) > 0 ve f(z) = 1+c[ch(z)]',
—1+vV2+2c+c% |

e ic¢in Re f'(z) > 0 dur-.

c=1,2,3,... olsun. Bu takdirde |z| < =
Sonug kesindir.[]

1—c
Ispat: f(z) = f+c [2¢F(z)]" olsun. Bu takdirde, p(0) = 1, Rep(z) > 0 olmak

iizere F'(z) = p(z) denirse,

(14+¢)f(z) =cF(z) + 2F'(2)
(1+o)f'(z)= A+ )F'(2) + 2F"(2) = (1 4+ ¢)p(2) + 2p'(2)
olur. Teorem 4.23 ten
(1+c)Ref'(z) = (1+c)Rep(z)+Re{zp'(2)}

> (1+c)Rep(z) = |2[ [p'(2)]

> Rep(z) [1+c— 2r }

- 1—1r2
1+c—2r—(1+c)r?

elde edilir. Ustteki esitsizligin sag tarafinin pozitif olmasi icin,
l+c—2r—(1+c)r*>0

olmalidir. Bu, |z| = r < r; igin gergeklenir.
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Her ¢ = 1,2,3,... igin sonucun kesin oldugunu gostermek amaciyla, F(z) = —z —

log(1 — z) fonksiyonunu géz 6niine alalim. Bu halde,

2 1+ 2
F, :—1 =
(Z) +1—z 11—z
ve
1 1—1z)?
ReF’(z):Re{ +Z}: |Z’2 >0
1—=2 11— 2|

dir. Bu nedenle,
1—c

f(z) = 12—_*_0 [zC“ —22°log(1 — z)}/

_ 1j1LC [(C+1)Zl:z(c_1)z—ZClog(l—z)}
v 1 [1T+e+22—(1+40¢)2?
f(z)_1+c{ (12 }

olur. Buradan da,

f'(z)

1 [1+c+2z—(1+c)22

1+ec 1 2)2 } T

olur. Bu hélde, |z| <7, r > icin f'(z2) ¢ P dir. m
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4.4 Baz Integral Operatorleri

Bu boliimde f;(z) € A vey, > 0,7 € {1,2,...,n} olmak iizere D.Breaz ve N.Breaz

e = [ (B (HE)

integral operatorii ve D.Breaz, S.Owa ve N. Breaz tarafindan verilen

tarafindan verilen

v [f](2) = / RO - AT de

integral operatorii arasindaki iligki incelenecektir.([6], [7]) Bu operatorlerin S* («) ve
K (a) simflarindaki ozelliklerini incelemek igin ¢ncelikle pre-Schwarzian tiirevi ve o-

peratoér normu tanimlar: verilecektir.

Tamim 4.5 (Diizgiin Yerel Yalinkatlk) : f € H(D) olsun. p € RT, a € D olmak

zZ—aQ

tizere f, her B(a,p) = {z eD:

< tanh ,0} hiperbolik diskinde yalinkat ise f

fonksiyonuna diizgiin yerel yalinkat fonksiyon denir.

Tamim 4.6 (Pre-Schwarzian tiirevi): f € H(D) ve yerel yalinkat olsun.

_ I
f/

fonksiyonuna f fonksiyonunun pre-Schwarzian tirevi denir. Ty fonksiyonun normu

Ty

asaqidaki gibi tamamlanar:

| T¢[| = sup(1 — |2[*) | Ty|
zeD

Yar.Teorem 4.10 f fonksiyonunun D de dizgiin yerel yalinkat olmast i¢in gerek ve
"

yeter kosul, Ty = 7 hiperbolik sumarly ve || T¢|| in sonlu olmasider [25)] .

Becker in yalinkathik kriterine gore;
f € H(D) olsun. Eger [|Ty|| < 1ise f yalmkattir.
f € H(D) ve yerel yalinkat olsun. Eger ||T|| < 2 ise f smirhdir [3].

Yar.Teorem 4.11 f € H,(D) ise ||[Ty| <6 dur [3].
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"
. 6
Ispat: Yar.Teorem 4.5 den, f fonksiyonu D de yalinkat ise ;l ((z)) < - |2 dir.
zZ — |z
Buradan
9 f/l
T¢|| =sup (1 —1|z|7) |=| <6
175 = sup (1= |=P) || <

elde edilir. m

Yar.Teorem 4.12 a € [0,1) olsun. f € S*(a) olmasi igin gerek ve yeter kosul,

9(z) = = {M

a
. } € S* olmasidir (z € D).

!/

Ispat: f € S*(a) ise Re {%} > o dir.

ve boylece g € S*dir.

/

Tersine g € S* olsun. Buradan Re {ﬁ} > 0 olur. Ayrica
g

s e ()

gerceklenir. Hipotez geregi

z9' | 1 zf!
ey e

!/

esitsizligi saglandigindan Re {%} > « elde edilir. Boylece f € S*(«) olur. m

>0

Teorem 4.25 « € [0,1) ve f € S olsun. ||T}| = sup.cp(1 — |2|°)|T}| olmak iizere

zf! ,
1) ReT >« ise [|[Ty]| <6 —4a
Zf”
fl
gerceklenir [26] .

2) Re{l—i— }>aise |1 T¢ < 4(1 —«)
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Teorem 4.26 f € H,(D) ve YT [f](z) = [; @dc’ Alexander tarafindan ve-rilen inte-

gral operatérii olsun. f € S*(a) < Y[f] € K(a) dur [2] .
ispat: f € S*(a) ve T[f] (2) = F() olsun.
Py = 1@
log F'(2) = log f(z) —log =
SUECINET

olur. Dolayisiyla F' € K («) dur.

Tersine F' € K(«) olsun.

Re{l + 25/((5)} - Re{ZTf/} >a

esitsizligi gerceklendiginden f € S*(«) olur. m

v € C olmak iizere Kim ve Merkes tarafindan verilen lineer olmayan integral ope-

T - [ (@) i (4.22)

ratori

bigimindedir.[21]
filz) € Aver,>0,i€{1,2,...,n} olmak iizere D.Breaz ve N.Breaz tarafindan

verilen integral operatorii,

o [f](2) = /O (flt(ﬂ)% e (f”t(t)yn dt (4.23)

v € Cve f € A olmak iizere Kim, Ponnusamy ve Sugawa tarafindan verilen integral

bigimindedir.[6]

operatori;

bigimindedir.[14]
Daha sonra D. Breaz, S. Owa ve N. Breaz tarafindan fonksiyon tiirevleri ile verilen

integral operatorii;

P lf]1(2) = / RO RO dt (4.24)



bigimindedir.[7]

K(a) ve S*(a) smmflarinda F, ve 4 -, arasidaki iligkiyi gosterelim.

.....

Teorem 4.27 ~, >0, 0 < o; < 1,7 € {1,2,...,n} olmak tzere (4.23) ve (4.24) ile

verilen integral operatorleri i¢in
Eu(5%) = Fli—ayye(1-an)r, (K)
dir.[19]
Ispat: f € F,(S*) olsun. O halde i € {1,2,...,n} icin

o[ () (4)

olacak bigimde g;(z) € S*(«;) vardir.
gi(2) € S*(ey;) oldugundan Yar. Teorem 4.12’den

2 {M} = =si(2) € 5"

z

dir. Dolayisiyla,

o= [ (Qy) (#)() ar

dir. s;(2) € S* & si(2) = zul(z) olacak bigimde u; € K fonksiyonu vardir. Ustteki

esitlikte yerine yazilirsa;

f(Z) _ /OZ (ull (t))(lfln)“*l o (u%@))(l—an)wn dt

ve boylece

Fn(S*) C F(lfal)’yl (1—an)7,, (K) (425)

.....

flz) = /Oz (ull(t))(l—al)ﬂ ---(u;l(t))(l_a”)w 2
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olacak bicimde u; € K vardir. u; € K oldugundan s;(z) = zu;(z) € S* dur.

£2) = /0 (slit)>(1“"1)“ (snt(t)>(1—amn B

bigiminde yazilabilir. s;(z) € S* oldugundan Yar.Teorem 4.12’ den

si(2) _ [gxz)} T

z z

olacak bicimde, i € {1,2,...,n} icin g;(z) € S*(a;) vardir.

f(2) = / Z (917@)“ . (gnl@)”” "

dir. Boylece f(z) € F,,(S*) dir. Buradan da,

Fli—a)m e 1=ayy, (K) C Fr(S7) (4.26)

elde edilir. =

Teorem 4.26 da n = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir:
Sonug 4.4 v, =7>0,0< a; =a <1 olmak tizere
Fi(57) = Fli—ayy, (K)
dur.

Simdi Pre-Schwarzian tiirevini ve Teorem 4.25 i ve Becker yalinkatlik kriterini kul-

lanarak F»: -+, integral operatoriiniin bazi 6zelliklerini gosterecegiz.

.....

Teorem 4.28 ~, > 0 ,i € {1,2,...,n} , fi € A ve F»__~. fonksiyonu D de yerel

-----

yalinkat olsun.

1
N Ty|| < =— ise P, v yalinkattor.
Zi:1 Vi
2) HszH < = ise Fri ~n stmarbider [19).

21:1 Yi
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oldugundan,

2
| = suwacn (= 2P [T,

,,,,,

(o LA )™ dr)”
e LA L dry

.....

= sup(1 — [2|*)
zeD

,,,,,

dir. F'(z) = [f1(2)]" -+ [f.(2)]" olmak {izere;

log () = 7, log fi(2) + - - + 7, log fu(2)

FI/ f/l
bicimindedir. — =>"" | v, [ olur. Boylece,
1"
7o o —gggu— =) |4
"
= sup(1 — |z]*) f
zeD
f//
<sup(l — |z
sup(l - | %) Z%

I
= Z% sup(1 — |2[*) |2
i1 zeD
=Y %Iy
=1

.....

gerceklenir. Boylece F,  ~. yalinkat olur.

olursa,

2
Eger |T}]| < ==
Zi:l Yi

.....

gerceklenir. Buradan Fhi v, siirl olur. m

77777

Teorem 4.29 f; € S vei € {1,2,...,n} olsun.
) fi € 5(8,) ise | 1 74(3 - 28)
9) fi € K(B,) ise || T, ., " (1= By) olur [19).

TFM Tn

,,,,,

AAAAA
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<3 E % 1Ty || oldugu (4.27) de gosterildi. Teorem 4.25 geregi

.....

< (6 —4p;) dir. Buradan

.....

< Z%(6 —483;)
i=1

=2) 7,(3-28,)
i=1

gerceklenir. Eger ¢ =1,2,...,n icin
< 4271‘(1 —B;)
=1

1=

,,,,,

elde edilir. =

Sonug 4.5 f; € Swveie€ {1,2,...,n} olsun.
<2(3-28) Z?:l Vi
<A4(1—B) > 0, olur.

.....

~~~~~

Ispat: Teorem 4.27 de 3, = 3, = --- = 3, = (3 alinarak gosterilir. m

Teorem 4.27 de ve Teorem 4.28 de n = 1 alinirsa asagidaki sonuclar elde edilir:

Sonug 4.6 v, > 0 ve f; € A olsun. Fv in D de yerel yalinkat oldugunu varsayalim.

1
) | Ty || < — ise F yalinkattor.
M1

2
2) || T < — ise Fr sinarhdar.
71

Sonug 4.7 v, > 0 ve f; € S olsun.
1) fi € S*(By) ise ||Tr, || < 27:(3 —28))
2) f1 € K(By) ise ||Tp,, || <47, (1= 3,) olur.

4.5 Tiirev Operatérii ile Tanimlanan Integral Operatorleri

Bu boliimde Salagean ve Al-Oboudi tiirev operatorii tanimlar: verilerek bu tiirev o-

peratorleriyle tanimlanan integral operatorleri incelenecektir.
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Tamm 4.7 f € H(D) ven € Ny igin Salagean tiirev operatéri asagdaki gibi tansmlanar.|1]
1) D°f(z) = f(2)
2) D'f(z) = Df(z) = 2f'(2)
8) D"f(z) = D(D""'f(2))

Sonug 4.8 k(z) = = nz" igin

(1—2)*

bicimindedir.

Tanim 4.8 f € A, 0 > 0 ve n € N olmak tizere Al-Oboudi tiirev operatori asagidaksi
gibi tammlanar. [ 1]

1) D°f(z) = f(2)

2) D'f(z) = (1= 6)f(2) + 02f'(2) = Ds f(2)

3) D"f(z) = Ds(D"" f(2))

Df(z)=z+ ooy 14 (k—1)8]" arz®, D" f(0) = 0
bicimindedir. Ozel olarak = 1 alinirsa Salagean tiirev operatorii elde edilir.
4.5.1 Al-Oboudi tiirev operatorii ile tanimlanan integral operatorii

Al-Oboudi tiirev operatoriinii kullanarak bir integral operatorii tanimlayalim.

Tanim 4.9 f; € A, nym € Ny, a; € C, 1 < 7 < m olsun. D" Al-Oboudi tiirev

operatori olmak tizere;

I(frree f)(z) : A" — A
i@ = [ (M)(M)dt

t t

bigimindedir 8.
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Uyar14.1 ) n=0,m=1, =1, =0a3="--=0a,, =0 ve

Dfi(z) := D°f(2) = f(2) € A igin

e [0

Q)TL:O,m:l,CYl:Oé,O[G[O’l]7042:@3:---:am:()f06

Dfi(z) :== D°f(2) = f(2) € S i¢in

Alexander integral operatori olur.

(4.22) de verilen integral operatori olur.

An=0,meNy,aq; €C,1<i<mweDfi(2):= fi(z) € S icgin

v f)(2) ;:/OZ <flT(t))a (ft(t)) dt

(4.23) da verilen integral operatori olur.

"
Yar.Teorem 4.13 f € A ve (1— |2]%) Z;((i)‘ <1 ise f € Hu(D) dir.|d)
z
Teorem 4.30 f,€¢ A, nmeNy,a; € C,1<1i<m olsun.
2D fi(2))
— -1/ <1 ‘e ml <1
D f.(2) <1we ||+ + Jog| <

ise I(f1,..., fm)(2) € S dir.[§

Ispat: f; € A, 1 <i < m icin,

o0

PR 1+ Z 1+ (k= 1)0]" ag:z""
k=2
z
olur. Ayrica
Pl = (ZLE) T (2L
Wl (frr o f)2) = arn 2E L D"J;m(z>

P () s (DGR
M) l Dfi(2) ]
(

(... fm)(Z) (D)
Fiii® | < 20 5 1’
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gergeklenir. % - 1‘ <1velay|+ -+ |am| <1 oldugundan
ZI”(fh"'afW)('z) -
| <1
P ) | = 21l =
ve buradan
oy |21 (f1, o ) (2) 2
R Py SO N

ve boylece I(f1,..., fm)(z) € S elde edilir. =

Sonug 4.9 f;€ A, n,m €Ny, a; >0, 1 <1< m olsun. Eger

z(D" fi(2))'
D fi(2)

ise I(f1,..., fm)(2) € S dir.[§

—1’§1@ea1+--~+am§1

Teorem 4.31 fic A, nmeNy, a, € C,1<1i<m olsun. Eger

1) |D2"fi(2)\ <1
(D" fi(2))
9 lar| 4+ -+ || < 5 dse I(f1,..., fm)(2) € S dir.[8
2"(fr, s ) (2)
[/(fb ) fm)(z)

—1‘§1

Ispat: I nin yalinkat olmasu i¢in (1—|z|%)

< 1 oldugunu géster-

meliyiz.
Ly [ ) () L2 - . 2 (D" fi(2))
1P| T | S O |5 ]
s [ (D))
< 0= ERY ol PG| e
R N eI C I
e ||>;{| || 1

|ID"fi(2)] < 1 ve D"f(0) = 0 oldugundan Schwarz lemmasimn kosullary saglanar.
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D™ fi(2)| < |z| olur.

| £)C) [ 20|
0= | < 0 e | |
2y S [ [ o
< Y il 1] 2]
< (1—|Z|2)Z[|az‘|+2|%|]

IN
—
|
=
[\

< 1 (z € D)

gerceklenir.  Buradan I(f1,..., fm)(2) € H, (D) olur. Ayrica I(fi,..., fn)(0) =
0 ve I'(f1,..., fm)(0) = 1 oldugundan normalizasyon kosulunu saglar. Dolayisiyla

I(fi, .., fm)(2) €S dir. m

4.5.2 Al-Oboudi tiirev operatorii ile tanimlanan 6zel siniflar
S"(4, o) smifi

Tanim 4.10 f € A olsun. 0 < a <1, >0, n € Ny icin D", Al-Oboudi tiirev

operatori olmak tizere;

2 (D"f(2))
Re{ D (2)

kosulunu gercekleyen f fonksiyonlarin sinify S™(0, «) ile gosterilir [9] .

1) n = 0 icin Re {%} — Re { Z}{é?} > a olur. Buradan,

S0, a) = S*(a)

}>a (z € D)

gerceklenir.

2) § = 0 icin Re {%} — Re {Zﬁij)} > a olur. Buradan,

S™0,a) = S*(«a)
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gerceklenir. Boylece
S0, @) = 8™(0,@) = S*(a)

oldugu elde edilir.

M"™(4, 3) smifi

M™ (6, 5) smufim tamimlamadan énce M (3) ve N (5) smuflariin tanimini verelim.

f € Ave > 1 olmak iizere,

Re {ZJ{;S)} <p (z € D)

kogulunu gergekleyen f fonksiyonlarinin simifi M (3) ile gosterilir.

f € A ve 8 > lolmak iizere,

2f"(2)
f'(2)

kogulunu gergekleyen f fonksiyonlarimin simifi N (3) ile gosterilir.

Re{1+ }<B (z€ D)

Tamim 4.11 f € Aolsun. >1,6>0,n € Ny igin D", Al-Oboudi tirev operatiorii

olmak 1tizere;

Re{%}<ﬁ (z € D)

kosulunu gergekleyen f fonksiyonlarman sinyfs M"™ (9, 5) ile gosterilir.

0 =0 veyan =0 igin

M°(6,8) = M™(0,53) = M(«)

esitligi gerceklenir.

S"(d, ) smifinda I, in baz1 6zellikleri

Teorem 4.32 1 <i<m ,0<a;<1,0>0,n €Ny icgin f; € S™(,a) olsun. k; >0

olmak tizere, eger
i=1
ise A\=1+>" ki(a; — 1) i¢in L,(f1,..., fm) € K (N) dir.[9]
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Ispat: f; € A, 1 <i < m icin Teorem 4.29un ispatinda izlenen yol ile

I"(fr, . f)(2) & D" fi(2)) _1}
I'(f1, s fm)(2) zZ;kz[D"fzz) z

esitligi elde edilir. Buradan
2I'(f1, -y fm)(2) } { }
Req1+ k; Re ki +1
S A UL e i
bulunur. f; € S*(, «;) oldugundan
210(f1y oy fm)(2) }
Re<1+ kio; — ki+1=1+ ki (
(0 R0 > e Yk o

olur. Buradan A =1+ >"" k;j(a; — 1) igin L,(f1,..., fm) € K (A\) olur. m

Sonug4.10 1 <i<m ,0<a<1,§>0,n¢€Nyign f; € S"(0,a) olsun. k; > 0

olmak tizere, eger

Zm: k <
i—1

isep=1+(a—1)>" ki icin I,(fr,..., fm) € K (p) dir.
ispat: Teorem 4.31 da oy = - -+ = «,,, = « alinarak elde edilir. m

Sonug 4.11 0<a<1,§>0,n¢€Nyigin f € S"(J,a) olsun. 0 < k < ﬁ olmak

In<f><z>=/oz(Dnﬂ“)kemuk(a—l))

t

uzere

dar.
Ispat: Sonuc 4.10 da m = 1 ve k; = k alinarak elde edilir. m

M™(6, p) smifinda [, in baz1 6zellikleri

Teorem 4.33 1 < i < m, 5, > 1, fi € M"(9,5,;) olsun. k; > 0 i¢in A = 1+
S ki(B; — 1) olmak dzere I,(f1,. .., fm) € N (X) dir.[9]
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ispat:

1+Z]Z(f1,.....,fm)(<z) _ 1+Z/€ [ 571]{1 ))) _1}

)
2 fr o f) (2 (D" fi(= .
Re{” f’(fl,...,fmxz)} B ”Z’“R{ D fi( } 2k
< 1+Zkiﬁi—2ki:1+zki(ﬁ

Buradan A = 1+ > k;(8; — 1) olmak tizere I,,(fi,..., fm) € N (A) olur. m

Sonug 4.12 1 <i<m, 3 >1, f € M™(4,5) olsun. k; > 0 iginp = 1+(8—1) D" k;
olmak tizere I,(f1, ..., fm) € N (p) dir.

Ispat: Teorem 4.32. de By =---=p,, = [ almarak kolayca goriiliir. m

Sonug 4.13 g > 1, f € M™(6,0) olsun. k >0 i¢in I,(f)(2) € N(1+ k(5 —1)) dir.
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5 SON DEGERLENDIRMELER VE ONERILER

Bu calismada oncelikle yalinkatlik kavrami ve kriterleri verilerek analitik fonksiyon-
larin 6zel siniflart incelendi. Birinci, ikinci, tigiincii tip integral operatorleri ile analitik
fonksiyonlarin birtakim kosullar altinda hangi simiflara ait oldugu gosterildi. Bu in-
tegral operatorleri icin ters problemler verildi. Ayrica birinci ve ikinci tiir integral
operatoriiniin 6zel siiflarin genellestirilmis hali i¢in incelenmektedir. Bu ¢aligmada
genellestirilmis birinci tip integral operatoriinde Salegean tiirev operatorii ve Al-Oboudi
tiirev operatorii ile tanimlanan integral operatorleri ve 6zellikleri incelendi.

Her gecen giin yeni smiflarin ve integral operatorlerinin bulunmasi bu konudaki
caligmalarin siirdiiriilebilecegini ortaya koymaktadir. Bundan sonra yapilacak ¢alismalar-

da yeni integral operatorleri ve 6zel siniflar bulunarak incelemeler devam ettirilebilir.
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