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ÖZET 

ANALİTİK FONKSİYONLAR SINIFLARINDA İNTEGRAL 

OPERATÖRLERİ 

 

Biernacki, normalize edilmiş analitik ve yalınkat fonksiyonların bazı integral 

operatörleri altında yine yalınkat olduğunu iddia etmiştir. Fakat bu iddianın doğru 

olmadığı karşıt örnekle ispatlanmıştır. Biernacki’nin bu çalışması, analitik fonksiyon 

sınıflarında, integral operatörlerin özelliklerinin araştırılmasında önemli bir rol 

oynamıştır. 

 Bu tezin ilk bölümünde giriş ve amaç verilmiştir. İkinci bölümde yalınkat 

fonksiyon tanımı verilip bazı özellikler tanıtılmaktadır. Ayrıca bir yalınkatlık kriteri 

olan Schwarzian türev kavramı ve Subordinasyon tanımı verilip  özellikleri 

incelenmiştir. Üçüncü bölümde bazı özel sınıfların tanımları verilmiştir. Tanımı 

verilen sınıflar arasında pozitif reel kısma sahip, normalize edilmiş yalınkat ve 

analitik, yıldızıl, konveks ve konvekse yakın fonksiyon sınıfları vardır. Ayrıca bu 

sınıflarının birbiriyle olan ilişkileri de incelenmiştir. Dördüncü bölümde öncelikle 

birinci, ikinci, üçüncü tür ve genelleştirilmiş integral operatörlerinin tanımları ve 

özellikleri verilmiştir. Ayrıca üçüncü bölümde verilen özel fonksiyon sınıflarından 

alınan fonksiyonların integral operatörleri  altında hangi sınıflara ait olduğu incelen-

miştir. Üçüncü tür ve genelleştirilmiş integral operatörleri için ters problem incelen-

miştir.  

Son olarak dördüncü bölümde son yıllarda çalışılan integral operatörleri ve 

Al-Oboudi türev operatörü ile verilen integral operatörünün  tanımları verilip 

özellikleri incelenmiştir. 
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ABSTRACT 

INTEGRAL OPERATOR ON ANALYTIC FUNCTIONS 

CLASSES 

Biernacki claimed that S class functions are closed under the integral operator 

given by Alexander. However this claim has been proven to be false by a counter 

example. Biernacki’s work has played an important role in the investigation of 

properties of integral operators on analytic function classes. 

In the first part of this thesis an introduction is done and the aim of this work 

is given. In the second part the definition of univalent function is given and some of 

its elementary properties are presented. Moreover Schwarzian derivative and 

Subordination concept are defined as criteria of univalence and their properties are 

studied. In the third part some special classes of functions are defined. These are 

respectively classes of functions having positive real parts, of normalized univalent 

and analytic functions, of starlike functions, of convex and nearly convex functions. 

Additionally the relationsamong these classes are investigated. In the fourth part 

properties of generalized integral operators of first, second, third kind are given. 

Moreover the appartenance of functions taken from the special function classes in the 

third section under integral operators is investigated. Also the inverse problem is 

taken into consideration fort he third kind and generalized integral operatör. 

Finally in the fourth part, properties of integral operator which are studied in 

recent years and the integral operator given by Al-Oboudi differential operator are 

examined. 
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1 G·IR·IŞ VE AMAÇ

Birim dairede analitik olan fonksiyonlar yard¬m¬ile tan¬ml¬integral operatörlerinin

incelenmesi uzun y¬llara dayan¬r. Günümüze kadar integral operatörleri birçok mate-

matikçinin ilgi alan¬ olmuş ve çok say¬da araşt¬rma yap¬lm¬̧st¬r. Farkl¬ biçimlerdeki

operatörler ile tan¬ml¬I(f) = F (z) fonksiyonunun özel sn¬�ara ait olmas¬n¬n gerekli

koşullar¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Başlang¬c¬Biernacki taraf¬ndan yap¬lm¬̧s olup günümüze kadar

uzanmaktad¬r.

1960 y¬l¬nda Biernacki, Alexander taraf¬ndan verilen

F (z) =

Z z

0

f(�)

�
d�

ile tan¬mlanan fonksiyonun birim dairede yal¬nkat oldu¼gu tahmininde bulunmuştur.

Fakat bu iddian¬n do¼gru olmad¬¼g¬kaŗs¬t örnekle ispatlanm¬̧st¬r. Bu çal¬̧sma analitik

fonksiyon s¬n¬�ar¬nda, integral operatörlerinin özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬nda önemli bir

rol oynam¬̧st¬r. Analitik fonksiyon s¬n�ar¬nda integral operatörlerinin özelliklerinin

araşt¬r¬lmas¬nda en çok kullan¬lan integraller aşa¼g¬daki gibidir:

Birinci tür integral operatörü, L1(z) =
R z
0

�
f(�)
�

��
d� f 2 H (D) ; � 2 R

·Ikinci tür integral operatörü, L2(z) =
R z
0
[f 0(�)]� d� f 2 H (D) ; � 2 R


i > 0, fi 2 A; i 2 f1; 2; :::; ng olmak üzere birinci tür integral operatörü D. Breaz

ve N. Breaz taraf¬ndan

Fn [f ] (z) =

Z z

0

�
f1(t)

t

�
1
� � �
�
fn(t)

t

�
n
dt

biçiminde tan¬mlanarak genelleştirilmi̧stir.[6]

Fonksiyonun türevi ile verilen ikinci tür integral operatörü D. Breaz, S. Owa ve N.

Breaz taraf¬ndan

F
1 ;:::;
n [f ] (z) =

Z z

0

[f 01(t)]

1 � � � [f 0n(t)]


n dt

şeklinde genelleştirilmi̧stir.[7]
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Son y¬llarda birinci tür integral operatöründe f fonksiyonu yerine, Salagean, Al-

Oboudi gibi matematikçiler taraf¬ndan tan¬mlanan farkl¬D�f(z) türev operatörleri

yard¬m¬yla yeni integral operatörleri tan¬mlanarak temel problemler incelenmektedir.

Birim dairede analitik ve yal¬nkat fonksiyonlar¬n alt s¬n¬�ar¬na ait fonksiyonlar

cinsinden tan¬mlanan integral operatörlerinin yal¬nkatl¬k problemini incelemek, kar-

maş¬k analizde önemli bir yer tutar. Ayr¬ca, ters integral operatörleri ile tan¬mlanan

fonksiyonlar¬n hangi koşullar alt¬nda yal¬nkat oldu¼gunu incelemek (ters problem), kom-

pleks diferansiyel denklemlerin çözümlerinin yal¬nkatl¬k problemini çözmek anlam¬n-

dad¬r. Bu tezin amac¬ özel s¬n¬�ardaki integral operatörleri üzerindeki çal¬̧smalara

katk¬sa¼glamak ve yeni çal¬̧smalara yard¬mc¬olmakt¬r.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Yal¬nkat Fonksiyonlar

Sonlu kompleks düzlem C, kompleks düzlemde birim daire

D = fz 2 C : jzj < 1g ;

birim dairenin s¬n¬r¬

@D = fz 2 C : jzj = 1g

ve z0 2 C merkezli r yar¬çapl¬ daireyi D (z0; r) = D(r) ile gösterilir. Boştan farkl¬

herhangi iki ayr¬k ve aç¬k kümenin birleşimi olarak yaz¬lamayan kümelere ba¼glant¬l¬

küme denir. Boştan farkl¬, aç¬k, ba¼glant¬l¬kümeye bölge denir.

Tan¬m 2.1 Kompleks de¼gişkenli ve kompleks de¼gerli f fonksiyonu z0 2 C noktas¬n¬n

bir komşulu¼gunda tan¬ml¬olsun.

a) E¼ger limz!z0
f(z)�f(z0)
z�z0 limiti varsa f fonksiyonu z0 noktas¬nda türevlenebilirdir,

denir. Bu limit de¼geri f 0(z0) ile gösterilir ve f 0(z0) say¬s¬na f fonksiyonun z0 noktas¬n-

daki türevi denir.

b) f fonksiyonu bir z0 noktas¬n¬n belli bir D (z0; r) komşulu¼gundaki tüm noktalarda

türevlenebiliyorsa f fonksiyonu z0 noktas¬nda analitiktir denir.

c) E¼ger f fonksiyonu bir A kümesinin bütün noktalar¬nda analitikse, f , A üzerinde

analitiktir denir.

d) f fonksiyonu C nin tüm noktalar¬nda analitikse, f fonksiyonuna tam fonksiyon

denir.

Tan¬m 2.2 Bir B � C bölgesinde analitik ve bire-bir olan fonksiyona B de yal¬nkat

fonksiyon denir.

D de analitik olan fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬,

H(D) = ff : D de analitikg ;

3



Normalize edilmi̧s analitik fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬,

A =
n
f : f 2 H(D); f(0) = 0 ve f 0(0) = 1

o
D de yal¬nkat olan analitik fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬,

HU(D) = ff : f 2 H(D) ve f yal¬nkatg

ile gösterilir.

Tan¬m 2.3 (Yerel yal¬nkatl¬k) w = f(z), z0 da analitik olsun. f fonksiyonunun z0

da yerel yal¬nkat olmas¬için gerek ve yeter koşul, f 0(z0) 6= 0 olmas¬d¬r. Bu takdirde f

fonksiyonu z0 ¬n komşulu¼gunda bire-birdir.[11]

Örnek 2.1 f(z) = z2 fonksiyonu B =

�
z : 1 < jzj < 2 ; 0 < arg z < 3�

2

�
bölgesinde

yerel yal¬nkatt¬r.

TEMEL ÖZELL·IKLER

f 2 HU(B) olsun.

1: g(z) fonksiyonu bir G bölgesinde yal¬nkat ve f(B) = ff(z) : z 2 Bg � G ise g�f

bileşke fonksiyonu da yal¬nkatt¬r:

f bire-bir oldu¼gundan, z1, z2 2 B ve z1 6= z2 ise f(z1) 6= f(z2) dir. g(z), G

bölgesinde bire-bir oldu¼gu için f(z1) 6= f(z2) iken g(f(z1)) 6= g(f(z2)) olur. g � f nin

analitikli¼gini gösterelim:

T = lim
z!z0

g(f(z))� g(f(z0))

z � z0
= lim

z!z0

g(f(z))� g(f(z0))

f(z)� f(z0)
:
f(z)� f(z0)

z � z0

w = f(z) dersek w0 = f(z0) ve f(z) nin süreklili¼ginden z ! z0 iken w ! w0 olur.

Buradan da,

T = g
0
(f(z0)) � f

0
(z0)

bulunur.

2: f(z) 6= 0 olmak üzere
1

f(z)
nin yal¬nkat olmas¬için gerek ve yeter koşul, f(z)

nin yal¬nkat olmas¬d¬r:
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1

f(z)
yal¬nkat olsun. g(z) =

1

z
yal¬nkat fonksiyonunu gözönüne alal¬m. Bu hâlde,

g

�
1

f(z)

�
= f(z) bileşke fonksiyonu da yal¬nkatt¬r.

f(z) yal¬nkat olsun. g(f(z)) =
1

f(z)
bileşke fonksiyonu da yal¬nkatt¬r.

3: z0; f(z) yal¬nkat fonksiyonu için bir kutup noktas¬ise,
1

f(z)
fonksiyonu z0 nok-

tas¬n¬n bir komşulu¼gunda analitik ve yal¬nkatt¬r:

f(z) yal¬nkat fonksiyonu için z0 noktas¬bir kutup noktas¬oldu¼gundan
1

f(z0)
= 0

d¬r. Bu hâlde, z0 noktas¬
1

f(z)
fonksiyonunun bir s¬f¬r noktas¬d¬r ve bu noktan¬n uygun

bir komşulu¼gunda
1

f(z)
fonksiyonu bire-birdir.

Tan¬m 2.4 (Schwarzian Türev) w = f(z) D de analitik bir fonksiyon olmak üzere

fw; zg =
�
f
00
(z)

f 0(z)

�0

� 1
2

�
f
00
(z)

f 0(z)

�2
=
f
000
(z)

f 0(z)
� 3
2

�
f
00
(z)

f 0(z)

�2
ifadesine, w = f(z) fonksiyonun Schwarzian türevi denir.[24]

Teorem 2.1 [21] w = f(z) fonksiyonunun D de yal¬nkat olmas¬için gerek koşul,

jfw; zgj � 6

(1� jzj2)2
(2.1)

ve yeter koşul

jfw; zgj � 2

(1� jzj2)2
(2.2)

olmas¬d¬r.

Teorem 2.2 [23] f(z) = exp [� log(1� z)] biçiminde tan¬mlanan fonksiyon, yaln¬z ve

ancak,

j�+ 1j � 1 veya j�� 1j � 1

ise, D de yal¬nkatt¬r.
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2.2 Subordinasyon Prensibi

Yar.Teorem 2.1 (Schwarz Lemmas¬) : f 2 H(D) , f(0) = 0 ve her z 2 D için

jf(z)j � 1 olsun. Bu takdirde, z 2 D noktalar¬ için jf(z)j � jzj ve
��f 0(0)�� � 1 dir.

Eşitlik durumu � 2 R olmak üzere f(z) = ei�z için gerçeklenir.

Tan¬m 2.5 f , g 2 H(D) olsun. E¼ger f(z) = g(k(z)) olacak biçimde Schwarz lem-

mas¬n¬n koşullar¬n¬gerçekleyen bir k(z) fonksiyonu varsa, f(z) fonksiyonu g(z) fonksi-

yonuna subordinedir, denir ve f � g ile gösterilir [22].

Özellik 1. f � g ise f(D) � g(D) ve f(0) = g(0) dir:

f � g olsun. Tan¬m 2.5 gere¼gi f(z) = g(k(z)) olacak biçimde Schwarz lemmas¬n¬n

koşullar¬n¬gerçekleyen bir k(z) fonksiyonu vard¬r. z1 2 k(D) olsun. O halde z1 = k(z)

olacak biçimde bir z 2 D vard¬r. z 2 Dz için

jz1j = jk(z)j < 1 ve jz1j 2 Dw

dir. O hâlde, k(D) için, k(D) � D ve buradan f(D) = g(k(D)) � g(D) elde edilir.

Di¼ger taraftan, k(0) = 0 oldu¼gundan, f(0) = g(k(0)) = g(0) d¬r.

Özellik 2. f � g ise maxjzj�r jf(z)j � maxjzj�r jg(z)j dir.

f � g olsun. Bu durumda Tan¬m 2.5. gere¼gi f(z) = g(k(z)) olacak şekilde Schwarz

lemmas¬n¬n koşullar¬n¬gerçekleyen, jk(z)j � jzj < 1 dir. z1 2 k(D(r)) alal¬m. Bu

durumda z1 = k(z) olacak biçimde bir z 2 D(r) vard¬r. Buradan,

jz1j = jk(z)j < r ve k(D(r)) � D(r)

gerçeklenir. f(z) = g(k(z)) oldu¼gundan, f(D(r)) � g (D(r)) ve maksimum prensi-

binden,

max
jzj�r

jf(z)j � max
jzj�r

jg(z)j (0 � jzj = r < 1)

eşitli¼gi elde edilir.

Yar.Teorem 2.2 g 2 HU(D) olsun. Yaln¬z ve ancak f(D) � g(D) ve f(0) = g(0)

ise f � g dir. [22]
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·Ispat: g 2 HU(D), f(D) � g(D) ve f(0) = g(0) olsun. w = g(z) fonksiyonu D

de yal¬nkat oldu¼gundan, g�1(w) fonksiyonu g(D) bölgesinde analitiktir. f(D) � g(D)

oldu¼gundan, g�1(w) fonksiyonu f(D) alt bölgesinde de analitiktir. f ve g�1 fonksi-

yonlar¬ analitik oldu¼gundan k(z) = g�1(f(z)) = (g�1 � f)(z) biçiminde tan¬mlanan

k(z) fonksiyonu da analitik ve jk(z)j � 1 olur. Ayr¬ca f(0) = g(0) oldu¼gundan,

k(0) = g�1(f(0)) = g�1(g(0)) = 0

gerçeklenir ve böylece k(z) fonksiyonu Schwarz lemmas¬n¬n koşullar¬n¬ sa¼glar. Bu

biçimde tan¬mlanan k(z) fonksiyonu için f(z) = g(k(z)) ve f � g dir.

Tersine g 2 HU(D), olmak üzere f � g olsun. Bu takdirde f(z) = g(k(z)) olacak

şekilde.Schwarz lemmas¬n¬n koşullar¬n¬gerçekleyen bir k(z) fonsiyonu vard¬r. Buradan

jk(z)j � jzj < r elde edilir. z1 2 k (D (r)) olsun. z1 = k(z) olacak şekilde z 2 D(r)

vard¬r. Bu nedenle jz1j = jk(z)j � jzj < r dir. Bu halde, z1 2 D (r) ve k(D(r)) � D(r)

dir. g(z) fonksiyonu D de yal¬nkat oldu¼gundan,

f(D(r)) = g(k(D(r))) � g(D(r)) ve r ! 1 iken f(D) � g(D)

dir. Ayr¬ca, f(0) = g(k(0)) = g(0) olur.

7
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3 ÖZEL SINIFLAR

3.1 Pozitif Reel K¬sma Sahip Fonksiyonlar

D de analitik ve p(0) = 1, Re fp(z)g > 0, (jzj < 1) koşullar¬n¬gerçekleyen p(z) fonksi-

yonuna pozitif reel k¬sma sahip fonksiyon denir. Bu fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬P ile gösterilir.

Yar.Teorem 3.1 Yaln¬z ve ancak p(z) � 1 + z

1� z
ise p 2 P dir.[22]

·Ispat: p(z) � 1 + z

1� z
olsun. Subordinasyon tan¬m¬ndan Schwarz lemmas¬n¬n koşullar¬n¬

gerçekleyen bir k(z) fonksiyonu, p(z) =
1 + k(z)

1� k(z)
olacak biçimde vard¬r. z = 0 için

p(0) = 1 ve k(z) : Dz ! Dw oldu¼gundan, k(z) 6= 1 ve p(z) fonksiyonu D de analitiktir.

Bu hâlde,

p(z) =
1 + k(z)

1� k(z)
:
1� k(z)

1� k(z)
=
1� jk(z)j2 � 2i _Im fk(z)g

j1� k(z)j2

ve

Re fp(z)g = 1� jk(z)j2

j1� k(z)j2
> 0

gerçeklenir. Bu nedenle, p 2 P dir.

Tersine, p 2 P olsun. g(z) =
1 + z

1� z
fonksiyonunu alal¬m. g(0) = 1 = p(0) dir.

w 2 p(D) olsun. Bu hâlde w = p(z) gerçeklenmek üzere bir z 2 D vard¬r. Bu tür z

ler için Re fwg = Re fp(z)g > 0 dir. Buna göre w = g(z1) olacak biçimde bir z1 2 D

vard¬r. w 2 g(D) ve p(D) � g(D); p(0) = g(0) oldu¼gundan, p � g dir.

Yar.Teorem 3.2 p 2 P ise
1� jzj
1 + jzj � jp(z)j �

1 + jzj
1� jzj ve jp

0(0)j � 2 dir.[22]

·Ispat: p 2 P oldu¼gundan p(z) � 1 + z

1� z
dir ve p(z) =

1 + k(z)

1� k(z)
olacak biçimde

Schwarz lemmas¬n¬n koşullar¬n¬gerçekleyen bir k(z) fonksiyonu vard¬r. Bu hâlde,

jp(z)j =
����1 + k(z)1� k(z)

���� � 1 + jk(z)j
1� jk(z)j �

1 + jzj
1� jzj (3.1)
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dir. p(z) s¬f¬rs¬z bir fonksiyon oldu¼gundan,
1

p(z)
analitik ve Re

�
1

p(z)

�
> 0 d¬r. Bu

nedenle,
1

p
2 P olur. O hâlde, eşitsizlik

1

p(z)
için gerçeklenir:

1

jp(z)j �
1 + jzj
1� jzj

ve

jp(z)j � 1� jzj
1 + jzj (3.2)

dir. (3.1) ve (3.2) eşitsizliklerinden,

1� jzj
1 + jzj � jp(z)j �

1 + jzj
1� jzj

elde edilir. Öte yandan,

p0(z) =
k0(z) [1� k(z)] + k0(z) [1 + k(z)]

(1� k(z))2
=

2k0(z)

(1� k(z))2

oldu¼gundan, p0(0) = 2 jk0(0)j � 2 bulunur.

Teorem 3.1 f(z) = 1 + a1z + a2z
2 + � � � fonksiyonu D de analitik ve f 2 P ise,����f 0(z)f(z)

���� � 2

1� r2

dir.[20]

·Ispat: '(z) =
f

�
z + z0
1 + �z0z

�
� f(z0)

f

�
z + z0
1 + �z0z

�
+ f(z0)

olsun. '(z) dönüşümü de D de analitik ve

Schwarz lemmas¬n¬n koşullar¬n¬gerçekler. z = 0 için '(0) = 0 ve

'
0
(0) =

�
1� jz0j2

�
f
0
(z0)

f(z0) + f(z0)
=

�
1� jz0j2

�
f
0
(z0)

2Re ff(z0)g

olur. '(z) Schwarz lemmas¬n¬n koşullar¬n¬gerçekledi¼ginden,���'0
(0)
��� = �����

�
1� jz0j2

�
f
0
(z0)

2Re f(z0)

����� � 1
dir. Bu hâlde, �

1� jz0j2
� ���f 0(z0)��� � 2 jRe f(z0)j � 2 jf(z0)j

10



ve ����f 0(z0)f(z0)

���� � 2

1� jz0j2

elde edilir. z0 2 D key� bir nokta oldu¼gundan ,����f 0(z)f(z)

���� � 2

1� r2
jzj = r < 1

dir.

3.2 S S¬n¬f¬

Birim dairede analitik, yal¬nkat ve normalize edilmi̧s fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu

s¬n¬f S ile gösterilir.

S = HU(D) \ A =
n
f : f 2 HU(D) ; f(0) = f

0
(0)� 1 = 0

o
f 2 S ise f(z) = z + a2z

2 + a3z
3 + � � � biçimindedir.

S s¬n¬f¬na ait bir fonksiyon örne¼gi olarak, Koebe fonksiyonu verilebilir.

k(z) =
z

(1� z)2
= z + 2z2 + 3z3 + � � �

Koebe fonksiyonu birim daireyi, başlang¬ç noktas¬ �1
4
olup sonsuza uzanan ¬̧s¬n hariç

tüm düzleme resmeder.

k(z) : D! Cn
�
�1 < Rew < �1

4
; Imw = 0

�
biçimindedir.

1) f(z) = z f : D ! D

2) f(z) =
z

1� z
f : D ! Rew > �1

2

3) f(z) =
z

1� z2
f : D ! C�

�
�1 < Rew < �1

2
;
1

2
< Rew <1

�
fonksiyonlar¬S s¬n¬f¬na aittir.
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Uyar¬3.1 S s¬n¬f¬ndaki herhangi iki fonksiyonun toplam¬n¬n bu s¬n¬fa ait olmas¬gerek-

mez.

Örne¼gin, f(z) =
z

1� z
2 S ve g(z) = z

1 + iz
2 S alal¬m. (f + g)0 (0) = 2 d¬r. z = 0

noktas¬ndaki 1�den farkl¬oldu¼gu için f + g, S ye ait de¼gildir.

S S¬n¬f¬n¬n Özellikleri

1) Eşlenik : f 2 S ise g(z) = f(�z) = z + a2z
2 + a3z

3 + � � � 2 S dir.

2) Döndürme : f 2 S ise g(z) = e�i�f(ei�z) 2 S dir:

3) Dilatasyon : f 2 S ise (0 < r < 1) olmak üzere g(z) = r�1f(rz) 2 S dir:

4) Al¬nmayan De¼ger Dönüşümü : f 2 S; f(z) 6= ! ise g(z) =
!f

! � f
2 S dir.

S s¬n¬f¬ndaki en önemli fonksiyon Koebe fonksiyonu rotasyonlar¬d¬r.

Yar.Teorem 3.3 (Bieberbach Tahmini) f 2 S ise, janj � n dir. Eşitlik sadece

Koebe fonksiyonu ve rotasyonlar¬ için gerçeklenir. Bu tahmin 1985 y¬l¬nda Louis de

Branges taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.[11]

Teorem 3.2 (Disk Otomor�zmas¬) f 2 S olsun. Bu takdirde,

h(�) =

f

�
� + z0
1 + �z0�

�
� f(z0)�

1� jz0j2
�
f 0(z0)

biçiminde tan¬mlanan h(�) fonksiyonu S s¬n¬f¬na aittir.

·Ispat: f 2 S ise f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + � � � ; (jzj < 1) biçimindedir.

z = T (�) =
� + z0
1 + �z0�

dönüşümünü göz önüne alal¬m. Bu hâlde,

T : j�j < 1! jzj < 1 ve � = 0! z = z0

dir. f(z) = f

�
� + z0
1 + �z0�

�
= g(�) diyelim. Do¼grusal dönüşüm analitikli¼gi ve yal¬nkatl¬¼g¬

korudu¼gu için g(�), D� da analitik ve yal¬nkatt¬r. g(�) fonksiyonunun Maclaurin

aç¬l¬m¬n¬bulal¬m. Öncelikle katsay¬lar¬hesaplayal¬m:

� = 0 için g(0) = f(z0) ve

g
0
(�) =

"
1� jz0j2

(1 + �z0�)2

#
f
0
�
� + z0
1 + �z0�

�
12



olur. � = 0 için g0(0) = (1� jz0j2)f 0(z0);

g00(�) =

"
1� jz0j2

(1 + �z0�)2

#2
f 00
�
� + z0
1 + �z0�

�
+

"
(1� jz0j2)(�2�z0)
(1 + �z0�)3

#
f 0
�
� + z0
1 + �z0�

�
oldu¼gundan, � = 0 için g00(0) = (1 � jz0j2)2f 00(z0) � 2f 0(z0)�z0(1 � jz0j2) olur. Benzer

biçimde di¼ger katsay¬lar hesaplan¬rsa,

g(�) = g(0) + g0(0)� +
1

2!
g00(0)�2 + � � �

= f(z0) + (1� jz0j2)f 0(z0)� +
1

2!

�
(1� jz0j2)2f 00(z0)� 2f 0(z0)�z0(1� jz0j2)

�
�2 + � � �

elde edilir. Normalizasyonu sa¼glamak için bir h(�) fonksiyonu tan¬mlayal¬m:

h(�) =
g(�)� f(z0)

(1� jz0j2)f 0(z0)
= � +

"
(1� jz0j2)

2

f 00(z0)

f 0(z0)
� �z0

#
�2 + � � � j�j < 1 (3.3)

olsun. h(�) fonksiyonu için h(0) = 0 ve h0(0) = 1 oldu¼gundan, h 2 S dir.

Yar.Teorem 3.4 f 2 S ise,
�����z f 00(z)f 0(z)

� 2 jzj2

1� jzj2

����� � 4 jzj
1� jzj2

dir.[22]

·Ispat: (3.3) deki h fonksiyonu için, h(�) = � + h0(0)�2 + � � � 2 S dir. S s¬n¬f¬na

ait fonksiyonlar için Bieberbach tahminine göre ja2j � 2 oldu¼gundan, jh0(0)j � 2 dir.

O hâlde (3.3) ten, �����(1� jz0j2)2

f 00(z0)

f 0(z0)
� �z0

����� � 2����f 00(z0)f 0(z0)
� 2�z0

1� jz0j2

���� � 4

1� jz0j2�����z0f 00(z0)f 0(z0)
� 2 jz0j2

1� jz0j2

����� � 4 jz0j
1� jz0j2

elde edilir. z0 key� oldu¼gundan z0 = z yaz¬larak,�����zf 00(z)f 0(z)
� 2 jzj2

1� jzj2

����� � 4 jzj
1� jzj2

(0 < jzj < 1)

elde edilir.

Teorem 3.3 f 2 S ise, jzj = r < 1 için

13



(a)
1� r

(1 + r)3
� jf 0(z)j � 1 + r

(1� r)3

(b)
r

(1 + r)2
� jf(z)j � r

(1� r)2

(c)
1� r

(1 + r)
�
����zf 0(z)f(z)

���� � 1 + r

1� r
eşitsizlikleri gerçeklenir.[11]

·Ispat: (3.3) deki h fonksiyonu için, h(�) = � + h0(0)�2 + � � � 2 S dir.Yar.Teorem

3.4 te ifade edilen, �����z f 00(z)f 0(z)
� 2 jzj2

1� jzj2

����� � 4 jzj
1� jzj2

eşitsizli¼ginden,

� 4 jzj
1� jzj2

� Re
(
z
f 00(z)

f 0(z)
� 2 jzj2

1� jzj2

)
� 4 jzj
1� jzj2

veya
2 jzj (jzj � 2)
1� jzj2

� Re
�
z
f 00(z)

f 0(z)

�
� 2 jzj (jzj+ 2)

1� jzj2
(3.4)

elde edilir. log f(z) fonksiyonunu göz önüne alal¬m:

@ log f 0(z)

@ log z
=
@ log f 0(z)

@z

1

@ log z

@z

ve z = rei�; r < 1; 0 � � � 2� için dz = ei�dr oldu¼gundan,

@ log z

@z
=
@(log r + i�)

@r

1

@z

@r

=
1

r

1

ei�
=
1

r
e�i�

ve
@ log f 0(z)

@ log z
=
f 00(z)

f 0(z)

1
1
r
e�i�

=
zf 00(z)

f 0(z)

gerçeklenir. Buna göre,

Re

�
z
f 00(z)

f 0(z)

�
= Re

�
@ log f 0(z)

@ log z

�
= Re

8><>:@ log f 0(z)

@r

@r

@z

1

@ log z

@z

9>=>;
= Re

�
r@ log f 0(z)

@r

�
= r

@

@r
log jf 0(z)j

14



dir.(3.4) ten
2r2 � 4r
1� r2

� r
@

@r
log jf 0(z)j � 2r2 + 4r

1� r2

ve
2r � 4
1� r2

� @

@r
log jf 0(z)j � 2r + 4

1� r2

elde edilir. Buradan ,Z r

0

2r � 4
1� r2

dr �
Z r

0

@

@r
log jf 0(z)j dr �

Z r

0

2r + 4

1� r2
dr

log

�
1� r

(1 + r)3

�
� log jf 0(z)j � log

�
1 + r

(1� r)3

�
1� r

(1 + r)3
� jf 0(z)j � 1 + r

(1� r)3

elde edilir. Böylece (a) ş¬kk¬ispatlanm¬̧s olur.Di¼ger taraftan, jf 0(z)j : C ! R+ ve (a)

ba¼g¬nt¬s¬gere¼gi

jf 0(z)j � 1 + r

(1� r)3

oldu¼gundan,

jf(z)j �
Z r

0

��f 0 ��ei���� d�
�
Z r

0

1 + �

(1� �)3
dr =

r

(1� r)2

dir. Benzer i̧slemle jf(z)j için bir alt s¬n¬r bulunabilir. Bu amaçla, jzj = r çemberi

üzerinde, görüntüsü başlang¬ç noktas¬na en yak¬n olan bir nokta seçelim. Bu noktan¬n

görüntüsünü w = 0 başlang¬ç noktas¬na uzanan bir ¬̧s¬nla birleştirelim. Bu hâlde do¼gru

boyunca;

jf(z)j =
Z
L

jf 0(z)j jdzj =
Z
L

jdwj

�
Z r

0

1� r

(1 + r)3
dr =

r

(1 + r)2

olur. O hâlde,
r

(1 + r)2
� jf(z)j � r

(1� r)2
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elde edilir.Böylece (b) ş¬kk¬ispatlanm¬̧s olur. Öte yandan, h(�) = � + h0(0)�2+ � � � 2 S

oldu¼gundan, � = �z0 için

h(�z0) =
f
�
�z0+z0
1��z0z0

�
� f(z0)

(1� jz0j2)f 0(z0)
= � 1

1� jz0j2
f(z0)

f 0(z0)

elde edilir ve (b) ile verilen eşitsizlik �h(�z0) için yaz¬l¬rsa:

jz0j
(1 + jz0j)2

� j�h(�z0)j �
jz0j

(1� jz0j)2

jz0j
(1 + jz0j)2

�
����� 1�
1� jz0j2

� f(z0)
f 0(z0)

����� � jz0j
(1� jz0j)2

ve
jz0j

�
1� jz0j2

�
(1 + jz0j)2

�
���� f(z0)f 0(z0)

���� � jz0j
�
1� jz0j2

�
(1� jz0j)2

ç¬kar. Buradan
1� jz0j

jz0j (1 + jz0j)
�
����f 0(z0)f(z0)

���� � 1 + jz0j
jz0j (1� jz0j)

ve z0 key� oldu¼gundan
1� r

1 + r
�
����zf 0(z)f(z)

���� � 1 + r

1� r

elde edilir.

Teorem 3.4 (Koebe Örtülüş Teoremi) f 2 S ise,
�
w : jwj < 1

4

	
� f(D) dir.[11]

·Ispat: c =2 f(D) olsun. Bu takdirde c 6= 0 d¬r.

h(z) =
cf(z)

c� f(z)
= z +

�
a2 +

1

c

�
z2 + � � �

olacakt¬r. O hâlde h(z) 2 Hu(D) dir. h(0) = h0(0) � 1 = 0 oldu¼gundan h 2 S dir.

Bieberbach tahmininden

����a2 + 1c
���� � 2 ve����1c

����� ja2j � ����a2 + 1c
���� � 2) ����1c

���� � 2 + ja2j ) jcj � 1

4

olur. ja2j = 2 için eşitlik gerçeklenir ve bu sonuç Koebe fonksiyonunun rotasyonlar¬

için gerçeklenir.
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3.2.1 Y¬ld¬z¬l fonksiyonlar

Tan¬m 3.1 (Y¬ld¬z¬l Bölge): E � C olsun. Her w 2 E ve 0 � t � 1 için tw 2 E

ise, E ye orjine göre y¬ld¬z¬l bölge denir.[22]

Yar.Teorem 3.5 f(z) ve g(z) fonksiyonlar¬, D de analitik, f(0) = g(0) = 0 ve g

fonksiyonu alt¬nda birim dairenin görüntüsü, orjine göre y¬ld¬z¬l ve çok yaprakl¬ bir

bölge olsun. Bu takdirde,
f 0

g0
2 P ise

f

g
2 P

dir.[16]

·Ispat: P s¬n¬f¬n¬n özelli¼ginden, p 2 P ise����p(z)� 1 + r21� r2

���� � 2r

1� r2
; (jzj < r < 1) (3.5)

dir. Öte yandan, 0 < r < 1 için (1 � r)2 > 0 ve 2r < 1 + r2 oldu¼gundan, (3.5) yerine

daha kaba olan , ����p(z)� 1 + r21� r2

���� � 1 + r2

1� r2
; (jzj < r < 1)

eşitsizli¼gi kullan¬labilir. Bu durumda,

p 2 P ise jp(z)� a(r)j < a(r) (jzj < r < 1)

gerçeklenecek biçimde bir a(r) > 0 say¬s¬vard¬r. O halde,
f
0

g0
2 P için

����f 0(z)g0(z)
� a(r)

���� < a(r)

eşitsizli¼gini sa¼glayan bir a(r) > 0 say¬s¬vard¬r. z 2 D(0; r) noktas¬için jA(z)j < a(r)

olacak biçimde

A(z) =
f
0
(z)

g0(z)
� a(r)

seçelim. z0 2 D sabit bir nokta, D nin g(z) alt¬ndaki görüntüsünde 0 ile g(z0) noktas¬n¬

birleştiren do¼gru parças¬L ve 0 ile z0 noktas¬n¬birleştiren do¼gru parças¬L�1 olsun.
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Ayr¬ca z 2 L�1 için r = max jzj olsun. Bu durumda,

jf(z0)� a(r)g(z0)j =
����Z
L�1

�
f
0
(t)� a(r)g

0
(t)
�
dt

����
=

����Z
L�1

g
0
(t)A(t)dt

���� < a(r)

Z
L�1

���g0(t)��� dt
olur. u = g(t) dersek, du = g

0
(t)dt , t = 0 için u = g(0) ve t = z0 için u = g(z0) olur ve

jf(z0)� a(r)g(z0)j < a(r) jg(z0)j !
����f(z0)g(z0)

� a(r)

���� < a(r)

bulunur. Bu nedenle,
f

g
2 P dir.

Tan¬m 3.2 f(z) = a1z + � � � fonksiyonu D de yal¬nkat ve f(D) başlang¬ç noktas¬na

göre y¬ld¬z¬l ise, f(z) ye y¬ld¬z¬l fonksiyon denir. f(z) = z + a2z
2 + � � � aç¬l¬m¬na sahip

y¬ld¬z¬l fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬S� ile gösterilir.

Örnek 3.1 k(z) =
z

(1� z)2
orjine göre y¬ld¬z¬l bir fonksiyondur.

Teorem 3.5 f(z) analitik fonksiyonunun D de y¬ld¬z¬l olmas¬ için gerekli ve yeterli

koşul,
zf 0(z)

f(z)
2 P

olmas¬d¬r.([11], s 42)

Yar.Teorem 3.6 f 2 S� olsun. Bu takdirde, H(z) = zp�1f(z) fonksiyonu D de p-

de¼gerli y¬ld¬z¬ld¬r. (p = 1; 2; 3; :::) [4]

·Ispat: H(z) = zp�1f(z) olsun. Her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬p düzenlenirse,

zH 0(z)

H(z)
= p� 1 + zf 0(z)

f(z)

elde edilir. f 2 S� oldu¼gundan,

Re

�
zH 0(z)

H(z)

�
= p� 1 + Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> p� 1 � 0
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ve H 2 S� d¬r. Öte yandan, H(z) = zp�1f(z) = zp + a2z
p+1 + � � � fonksiyonu z = 0 da

p. mertebeden s¬f¬ra sahip oldu¼gu için argüman prensibine göre,

�(argH) = (p� 1)� (arg z) + � (arg f)

= 2� (p� 1) + 2� = 2p�

dir. O hâlde, H(z) fonksiyonu p-de¼gerli y¬ld¬z¬ld¬r.

Yar.Teorem 3.7 f(z) ve g(z) fonksiyonlar¬D de analitik olsun ve g(z) fonksiyonu

D yi çok yaprakl¬ bir y¬ld¬z¬l bölgeye resmetsin. �; � 2 R, g(0) = f(0) = 0 ve

Re

�
ei�
zf 0(z)

g0(z)

�
> �; (jzj < 1) ise,

Re

�
ei�
f(z)

g(z)

�
> � (jzj < 1)

dir.[4]

Yar.Teorem 3.8 f 2 S� ve g(z) =
R z
0
H(t)dt =

R z
0
tp�1f(t)dt olsun. Bu hâlde, g 2

S�p+1 dir. (p = 1; 2; : : :) [4]

·Ispat: f 2 S� oldu¼gundan Yar.Teorem 3.6 gere¼gi Re
�
zH 0(z)

H(z)

�
> p � 1 dir. O

hâlde, g(z) =
R z
0
H(t)dt eşitli¼ginde her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa

zg0(z)

g(z)
=

zH(z)R z
0
H(t)dt

elde edilir. Buradan,
(zg0(z))0

g0(z)
= 1 +

zH 0(z)

H(z)

ve

Re

�
(zg0(z))0

g0(z)

�
= 1 + Re

�
zH 0(z)

H(z)

�
> p > 0

eşitsizli¼ginden
(zg0(z))0

g0(z)
2 P dir. Yar.Teorem 3.5 ten

zg0(z)

g(z)
2 P gerçeklenir. Teorem

3.5. gere¼gi g 2 S� olur. zg0(z) = zH(z) oldu¼gundan zg0(z) 2 S�p+1 dir.
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Tan¬m 3.3 f 2 A olsun. 0 � � < 1 için

Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> � (z 2 D)

koşulunu sa¼glayan f(z) fonksiyonuna � mertebeden y¬ld¬z¬ld¬r denir. Bu s¬n¬f S�(�) ile

gösterilir.

3.2.2 Konveks fonksiyonlar

Tan¬m 3.4 B � C olsun. 0 � t � 1 olmak üzere her z1; z2 2 B için tz1+(1� t)z2 2 B

ise B bölgesine konveks bölge denir. [22]

Tan¬m 3.5 f(z) = a1z+� � � fonksiyonuD de yal¬nkat ve f(D) bölgesi konveks ise, f(z)

ye konveks fonksiyon denir. f(z) = z+a2z
2+� � � aç¬l¬m¬na sahip konveks fonksiyonlar¬n

s¬n¬f¬K ile gösterilir.

Teorem 3.6 f(z) analitik fonksiyonunun D de konveks olmas¬ için gerek ve yeter

koşul,

1 +
zf 00(z)

f 0(z)
2 P

olmas¬d¬r. ([11], s 42)

Uyar¬3.2 Koebe fonksiyonu y¬ld¬z¬l bir fonksiyon olmas¬na ra¼gmen konveks de¼gildir.

Tan¬m 3.6 f 2 A olsun. 0 � � < 1 için

Re

�
1 +

zf 00(z)

f 0(z)

�
> � (z 2 D)

koşulunu sa¼glayan f(z) fonksiyonuna � mertebeden konvekstir denir. Bu s¬n¬f K(�)

ile gösterilir.

Teorem 3.7 (Alexander Teoremi) f(z) analitik fonksiyonunun D de konveks olmas¬

için gerek ve yeter koşul, zf 0(z) fonksiyonunun D de y¬ld¬z¬l olmas¬d¬r.[11]
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·Ispat: f 2 K olsun. g(z) = zf 0(z) diyelim. Her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬p

düzenlenirse,

Re

�
1 +

zf 00(z)

f 0(z)

�
= Re

�
zg0(z)

g(z)

�
> 0

gerçeklenir. Teorem 3.5 gere¼gi g(z) = zf 0(z) y¬ld¬z¬ld¬r.

Tersine, g(z) = zf 0(z) y¬ld¬z¬l olsun.

Re

�
zg0(z)

g(z)

�
= Re

�
z(zf 0(z))0

zf 0(z)

�
= Re

�
1 +

zf 00(z)

f 0(z)

�
> 0

elde edilir. Teorem 3.6. gere¼gi f konvekstir.

Teorem 3.8 f(z) analitik fonksiyonunun D de � mertebeden konveks olmas¬için gerek

ve yeter koşul, zf 0(z) fonksiyonunun D de � mertebeden y¬ld¬z¬l olmas¬d¬r.

·Ispat: f 2 K(�) olsun. g(z) = zf 0(z) diyelim. Her iki taraf¬n logaritmik türevi

al¬n¬p düzenlenirse,

Re

�
1 +

zf 00(z)

f 0(z)

�
= Re

�
zg0(z)

g(z)

�
> �

olur. Buradan g(z) = zf 0(z) 2 S�(�) d¬r.

Tersine, g(z) = zf 0(z) 2 S�(�) olsun.

Re

�
zg0(z)

g(z)

�
= Re

�
z(zf 0(z))0

zf 0(z)

�
= Re

�
1 +

zf 00(z)

f 0(z)

�
> �

elde edilir. Buradan f 2 K(�) d¬r

Teorem 3.9 f(z) = z + a2z
2 + � � � 2 K ise Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
>
1

2
dir.[11]

Uyar¬3.3 K s¬n¬f¬na ait her fonksiyon S� s¬n¬f¬na aittir. Fakat tersi her zaman do¼gru

de¼gildir. Karş¬t örnek olarak Koebe fonksiyonu verilebilir. Buradan K � S� � S oldu¼gu

görülür.

3.2.3 Konvekse yak¬n fonksiyonlar

Tan¬m 3.7 D de analitik olan f(z) fonksiyonu için,

Re

�
zf 0(z)

g(z)

�
> 0
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olacak biçimde bir g 2 S� fonksiyonu varsa, f(z) fonksiyonuna konvekse yak¬n denir.

Konvekse yak¬n fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬n¬C veya bulunan g 2 S� fonksiyonu için C(g) ile

gösterilir.

Sonuç 3.1 D de analitik olan f(z) fonksiyonu için

Re

�
f 0(z)

h0(z)

�
> 0 veya

����Argf 0(z)h0(z)

���� < �

2

olacak biçimde bir h 2 K fonksiyonu varsa, f(z) fonksiyonu konvekse yak¬nd¬r.

·Ispat: h 2 K ise zh0(z) 2 S� dir. Bu hâlde tan¬mdan,

Re

�
zf 0(z)

zh0(z)

�
= Re

�
f 0(z)

h0(z)

�
> 0

dir. Arg
f 0(z)

h0(z)
= ' olsun. Re

�
f 0(z)

h0(z)

�
> 0 oldu¼gundan,

cos' =

Re

�
f 0(z)

h0(z)

�
����f 0(z)h0(z)

���� > 0)
����Argf 0(z)h0(z)

���� < �

2

olur.
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4 ·INTEGRAL OPERATÖRLERi

Bu bölümde, bir B � C bölgesinde tan¬ml¬analitik fonksiyonlar¬n H(B) s¬n¬f¬nda

tan¬mlanm¬̧s integral operatörlerini tan¬mlayaca¼g¬z. Bu operatörler, yal¬nkat fonksiy-

onlar teorisinde baz¬özelliklerin incelenmesinde önemli bir araçt¬r.

Biernacki, f 2 S olmak üzere,

F (z) =

Z z

0

f(t)

t
dt

biçiminde tan¬mlanan F fonksiyonunun S s¬n¬f¬na ait oldu¼gunu göstermeye çal¬̧sm¬̧st¬r.

Biernacki�nin bu iddias¬n¬n yanl¬̧s oldu¼gunu Krzyz ve Lewandowski aşa¼g¬daki örnekle

ispatlam¬̧st¬r:

f(z) =
z

(1� iz)1�i

olmak üzere; her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬p düzenlenirse;

Re

�
e
�i
4
zf 0 (z)

f(z)

�
=

1p
2

1� jzj2

j1� izj2
> 0

elde edilir. Bu nedenle, f fonksiyonu �
4
� spirallike ve yal¬nkatt¬r [11]. f(z) fonksiyonu

F (z) de yerine yaz¬l¬rsa,

F (z) =

Z z

0

e(i�1) log(1�it)dt = exp fi log (1� iz)g � 1

elde edilir.

z1 = i
e2� � 1
e2� + 1

ve z2 = �z1 olsun. jz1j = jz2j < 1 ve z1; z2 2 D dir.

F (z1) = exp

�
i log

�
2e2�

e2� + 1

��
� 1 = F (z2)

oldu¼gundan, F bire-bir de¼gildir.

Biernacki�nin elde etti¼gi bu olumsuz sonuç, yal¬nkat fonksiyonlar¬n teorisinde ·In-

tegral Operatörler ile çal¬̧smalar¬n başlat¬lmas¬nda önemli bir rol oynam¬̧st¬r.
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4.1 Birinci Tür ·Integral Operatörü Alt¬nda Özel Fonksiyon

S¬n¬�ar¬n¬n ·Incelenmesi

Bir f 2 H(B) fonksiyonu için Biernacki (1960) taraf¬ndan tan¬mlanan,

L1(f) = F�(z) =

Z z

0

�
f(t)

t

��
dt; F 0�(0) = 1

integral operatörü birinci tür integral operatörü olarak adland¬r¬l¬r.

Yar.Teorem 4.1 g 2 K ve h 2 K olsun. 0 � � � 1 ve 0 � � � 1 için,

H(z) =

Z z

0

�
g(t)

t

���
h(t)

t

��
dt 2 K

olur.[10]

·Ispat: g 2 K ve h 2 K; H(z) =
R z
0

�
g(t)

t

���
h(t)

t

��
dt olsun. Bu takdirde,

H 0(z) =

�
g(z)

z

���
h(z)

z

��
olur. Her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa,

1 +
zH 00(z)

H 0(z)
= �

zg0(z)

g(z)
+ �

zh0(z)

h(z)
+ 1� �� �

elde edilir. Sonuç 3.1. gere¼gi

Re

�
1 +

zH 00(z)

H 0(z)

�
= �Re

�
zg0(z)

g(z)

�
+ � Re

�
zh0(z)

h(z)

�
+ 1� �� � > 1� 1

2
(�+ �)

dir. O hâlde, 0 � � � 1 ve 0 � � � 1 için H 2 K olur.

Teorem 4.1 f 2 S ve g 2 K olsun. f(z) fonksiyonu h 2 K fonksiyonuna göre

konvekse yak¬n ise, 0 � � � 1 ve 0 � � � 1 için F (z) =
R z
0

�
f(t)

t

���
g(t)

t

��
dt

fonksiyonu H(z) =
R z
0

�
h(t)

t

���
g(t)

t

��
dt fonksiyonuna göre konvekse yak¬nd¬r.[10]

·Ispat: F (z) ve H(z) fonksiyonlar¬n¬n tan¬m¬ndan

F 0(z) =

�
f(z)

z

���
g(z)

z

��
, H 0(z) =

�
h(z)

z

���
g(z)

z

��
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ve
F 0(z)

H 0(z)
=

�
f(z)

h(z)

��
> 0

elde edilir. f 2 C(h) oldu¼gundan,

Re

�
f 0(z)

h0(z)

�
> 0 (z 2 D)

ve h 2 K � S� oldu¼gundan, Yar.Teorem 3.5 ten,

Re

�
f(z)

h(z)

�
> 0 (z 2 D)

elde edilir. 0 � � � 1 için,

Re

�
F 0(z)

H 0(z)

�
= Re

��
f(z)

h(z)

���
> 0

elde edilir. O hâlde, H 2 K olmak üzere Yar.Teorem 3.5 ten,

Re

�
F (z)

H(z)

�
> 0

olur. Buna göre, F (z) fonksiyonu H(z) fonksiyonuna göre konvekse yak¬nd¬r.

Sonuç 4.1 f 2 S ve h 2 K olsun. f(z) fonksiyonu h 2 K fonksiyonuna göre konvekse

yak¬n ise, 0 � � � 1 ve 0 � � � 1 için F (z) =
R z
0

�
f(t)

t

��
dt fonksiyonu, H(z) =R z

0

�
h(t)

t

��
dt fonksiyonuna göre konvekse yak¬nd¬r.

·Ispat: g(z) = z 2 K fonksiyonu için Teorem 4.1 den aç¬kt¬r.

Teorem 4.2 f 2 S ve F (z) =
R z
0

�
f(t)

t

��
dt olsun. Bu takdirde, 0 � � �

p
5� 2
4

için F 2 S dir.[10]

·Ispat: F (z) =
R z
0

�
f(t)

t

��
dt olsun. Bu hâlde,

F 0(z) =

�
f(z)

z

��
elde edilir ve her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa,

F 00(z)

F 0(z)
=
�

z

�
zf 0(z)

f(z)
� 1
�

(4.1)
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elde edilir. f 2 S için Teorem 3.3 ten,����zf 0(z)f(z)

���� � 1 + r

1� r
(jzj = r) (4.2)

gerçeklenir. h(z) =
F 00(z)

F 0(z)
fonksiyonu jzj � r < 1 de analitiktir ve bundan dolay¬

�D (0; r) içindeki maksimum de¼gerini s¬n¬rda al¬r. O hâlde,

max
jzj�r

����F 00(z)F 0(z)

���� = �max
jzj�r

����1z
�
zf 0(z)

f(z)
� 1
�����

� �

r
max
jzj�r

�����zf 0(z)f(z)

����+ 1�
� �

r

�
1 + r

1� r
+ 1

�
=

2�

r (1� r)

elde edilir. 0 < r < 1 için sup'(r) = sup 1
r(1�r) = '

�
1
2

�
= 4 olur. O hâlde,����F 00(z)F 0(z)

���� � 8� � 8�

1� r2

�
jzj � 1

2

�
dir.

1

2
� jzj = r � 1 için (4.1) ve (4.2)den����F 00(z)F 0(z)

���� =
�

r

����zf 0(z)f(z)
� 1
���� � 2� �����zf 0(z)f(z)

����+ 1�
� 4�

1� r
=
4� (1 + r)

1� r2
� 8�

1� r2

�
1

2
� r � 1

�
elde edilir ve buradan, ����F 00(z)F 0(z)

���� � 8�

1� r2
(0 � r < 1)

ç¬kar. Yar.Teorem 4.4. ten �����F 00(z)F 0(z)

�0���� � 32�

(1� r2)2

dir. F (z) fonksiyonunun Schwarzian türevinden,

jfF; zgj =
�����
�
F 00(z)

F 0(z)

�0
� 1
2

�
F 00(z)

F 0(z)

�2����� �
�����F 00(z)F 0(z)

�0����+ 12
����F 00(z)F 0(z)

����2 � 32�2 + 32�

(1� r2)2

elde edilir. Teorem 2.1 den F (z) nin yal¬nkat olmas¬ için, 32�2 + 32� � 2 olmas¬

yeterlidir. Bu, 0 � � �
p
5� 2
4

için gerçeklenir.
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Teorem 4.3 f 2 K ve F (z) =
R z
0

�
f(t)

t

��
dt olsun. Bu takdirde, 0 � � �

p
5 � 2

için F 2 S dir.[20]

·Ispat: f 2 K oldu¼gundan, Re
�
zf 0(z)

f(z)

�
>
1

2
dir. h(z) = 2

�
zf 0(z)

f(z)
� 1
2

�
olsun.

h(z) fonksiyonu 2 H (D), h(0) = 1 ve h 2 P dir. Bu hâlde,

1

2
[h(z)� 1] = zf 0(z)

f(z)
� 1

Yar.Teorem 4.6. dan

jh(z)� 1j = 2
����zf 0(z)f(z)

� 1
���� � 2r

1� r
(jzj � r < 1)

ve bu eşitsizlikten����zf 0(z)f(z)
� 1
���� � r

1� r
=
r(1 + r)

1� r2
<

2r

1� r2
(jzj � r < 1)

elde edilir. O hâlde, (4.1) ve yukar¬daki eşitsizlikten����F 00(z)F 0(z)

���� = �����z
�
zf 0(z)

f(z)
� 1
����� � 2�

1� r2

olur. Yar.Teorem 4.4 dan ve F (z) nin Schwarzian türevinden,

jfF; zgj =
�����
�
F 00(z)

F 0(z)

�0
� 1
2

�
F 00(z)

F 0(z)

�2����� �
�����F 00(z)F 0(z)

�0����+ 12
����F 00(z)F 0(z)

����2 � 2�2 + 8�

(1� r2)2

ç¬kar. Teorem 2.1 den F (z) nin yal¬nkat olmas¬için 2�2 + 8� � 2 olmas¬yeterlidir.

Bu, 0 � � �
p
5� 2 için gerçeklenir ve F 2 S dir.

Teorem 4.4 f 2 S� ise �1
2
� � � 3

2
için F (z) =

R z
0

�
f(t)

t

��
dt 2 C dir. Ayr¬ca,

� =2
�
�1
2
; 3
2

�
ise F =2 S ye karş¬l¬k bir f 2 S� vard¬r.[18]

·Ispat: F 2 C olmas¬için gerek ve yeter koşulun,Z �2

�1

Re

"
1 + rei�

F 00
�
rei�

�
F 0(rei�)

#
d� > �� (0 � r � 1; 0 � �1 � �2 � 2�)
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oldu¼gu Kaplan taraf¬ndan ispatland¬(s:48; [11]). F (z) =
R z
0

�
f(t)

t

��
dt olsun. Bu-

radan, F 0(z) =
�
f(z)

z

��
olur. Her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬p düzenlenirse,

1 +
zF 00(z)

F 0(z)
= �

zf 0(z)

f(z)
� �+ 1 (4.3)

elde edilir. Bu hâlde, f 2 S� oldu¼gundan � � 0 içinZ �2

�1

Re

"
1 + rei�

F 00
�
rei�

�
F 0(rei�)

#
d� = �

Z �2

�1

Re

"
1 + rei�

f 0
�
rei�

�
f(rei�)

#
d� +

Z �2

�1

(1� �) d�

> (1� �) (�2 � �1)

dir. 0 � � � 3

2
için �1

2
� 1� � � 1 olur. Dolay¬s¬yla Kaplan teoreminden F 2 C dir.

�1
2
� � � 0 için; Re

�
f(z)

z

��
> 0 oldu¼gundan, ReF 0(z) = Re

�
f(z)

z

��
> 0 dir.

O hâlde, F 2 C dir. � =2
�
�1
2
;
3

2

�
ve f(z) =

z

(1� z)2
2 S� olsun. Bu hâlde,

F 0(z) =
1

(1� z)2�
ve F (z) = � 1

1� 2�(1� z)1�2�

dir. F (z) nin D de yal¬nkat olmas¬için gerek ve yeter koşul,

h(z) = (1� z)1�2�

fonksiyonunun D de yal¬nkat olmas¬d¬r. Teorem 2.2 den h(z) nin yal¬nkat olmas¬için

gerek ve yeter koşul,

j1� 2�� 1j � 1 veya j1� 2�+ 1j � 1

olmas¬d¬r. Buradan da,

j1� 2�� 1j � 1) �1
2
� � � 1

2

veya

j1� 2�+ 1j � 1) 1

2
� � � 3

2

bulunur. Bu , � =2
�
�1
2
; 3
2

�
; � 6= 1

2
olmas¬ile çeli̧sti¼gi için ve h =2 S ve dolay¬s¬yla F =2 S

dir. � = 1
2
için F (z) = � ln(1� z) ve F 2 S dir.
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Teorem 4.5 f 2 K ise �1 � � � 3 için F (z) =
R z
0

�
f(t)

t

��
dt 2 C dir. Ayr¬ca,

� =2 [�1; 3] ise F =2 S ye karş¬l¬k bir f 2 K vard¬r.[18]

·Ispat: f 2 K için

Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
>
1

2

dir. 0 � � � 2 ve (4.3) dan

Re

�
1 +

zF 00(z)

F 0(z)

�
= �Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
+ 1� �

>
�

2
+ 1� � = 1� �

2
> 0

oldu¼gundan, F 2 K � C dir

2 � � � 3 için �1
2
� 1� �

2
� 0 veZ �2

�1

Re

"
1 + rei�

F 00
�
rei�

�
F 0(rei�)

#
d� = �

Z �2

�1

Re

"
1 + rei�

f 0
�
rei�

�
f(rei�)

#
d� +

Z �2

�1

(1� �) d�

> �

Z �2

�1

1

2
d� +

Z �2

�1

(1� �) d�

=
�
1� �

2

�
(�2 � �1)

oldu¼gundan,
�
1� �

2

�
(�2 � �1) > �� ve F 2 C dir.

f 2 K için, Re
�

z

f(z)

�
> 0 dir. �1 � � � 0 için,

ReF 0(z) = Re

�
f(z)

z

��
= Re

�
z

f(z)

���
> 0 oldu¼gundan, F 2 C dir.

� =2 [�1; 3] ve f(z) = z

1� z
2 K olsun. Bu hâlde,

F 0(z) =
1

(1� z)�
ve F (z) = � 1

1� �
(1� z)1��

dir. F (z) nin D de yal¬nkat olmas¬için gerek ve yeter koşul,

h(z) = (1� z)1��

fonksiyonunun D de yal¬nkat olmas¬d¬r. Teorem 2.2 den h(z) nin yal¬nkat olmas¬için

gerek ve yeter koşul,

j1� �� 1j � 1 veya j1� �+ 1j � 1
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olmas¬d¬r. Buradan,

j1� �� 1j � 1) �1 � � � 1

veya

j1� �+ 1j � 1) 1 � � � 3

bulunur. Bu, � =2 [�1; 3] ; � 6= 1 olmas¬ile çeli̧sti¼gi için ve h =2 S ve F =2 S dir. � = 1

için F (z) = � ln(1� z) ve F 2 S dir.

Yar.Teorem 4.2 f(z) =
P1

n=1 anz
n ve g(z) =

P1
n=1 bnz

n fonksiyonlar¬D de analitik,

g(z) fonksiyonu yal¬nkat ve orjine göre y¬ld¬z¬l olsun. D nin
f 0

g0
dönüşümü alt¬ndaki

konveks zarf¬H ile gösterilirse,
f

g
2 H; (z 2 D) dir.

·Ispat: w = g(z) ve z =  (w) = g�1(w) olsun. Bu hâlde, f(z) = f( (w)) = h(w)

diyelim.

f(z)

g(z)
=

h(w)

w
=
1

w

Z w

0

h0(t)dt

=
1

w

Z w

0

f 0( (t)) 0(t)dt

=
1

w

Z w

0

f 0( (t))

g0( (t))
dt

t = rei� dersek, dt = ei�dr ve t = 0 için r = 0; t = w için r = � olur. O hâlde,

f(z)

g(z)
=
1

�

Z �

0

f 0( (rei�))

g0( (rei�))
dr

dir.

Yar.Teorem 4.3 f1; f2 2 P olsun. 0 � t1; t2 ve t1 + t2 � 1 için f = [f1]t1 [f2]t2 2 P

dir.

·Ispat: f1 2 P ise f1 = r1e
i�1 ; 0 < r1 <1 ve ��

2
� �1 � �

2
dir. Benzer biçimde,

f2 2 P ise f2 = r2e
i�2 ; 0 < r2 <1 ve ��

2
� �1 � �

2
dir. Bu hâlde,

f = �ei' = rt11 r
t2
2 e

i(t1�1+t2�2)
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oldu¼gundan,

0 < � = rt11 r
t2
2 <1 ve � �

2
(t1 + t2) � ' = t1�1 + t2�2 �

�

2
(t1 + t2)

elde edilir. 0 � t1 + t2 � 1 için ��
2
� ' � �

2
ve f 2 P dir.

Teorem 4.6 f 2 C ise �1
2
� � � 1 için F (z) =

R z
0

�
f(t)

t

��
dt 2 C dir.[18]

·Ispat: f 2 C için

Re

�
f 0(z)

�0(z)

�
> 0

olacak biçimde bir � 2 K vard¬r.

0 � � � 1 ve � 2 K için

�(z) =

Z z

0

�
�(t)

t

��
dt

olsun. Bu hâlde,

Re

�
1 +

z�00(z)

�0(z)

�
= �Re

�
z�0(z)

�(z)

�
+ 1� �

> 1� �

2
� 0

ve � 2 K d¬r. Yar.Teorem 4.2.den

Re

�
F 0(z)

�0(z)

�
= Re

�
f(z)

�(z)

��
> 0

ve F 2 C dir.

�1
2
� � � 0 için

�(z) = e�i(1+�)�
Z z

0

�
�(t)

t

�1+2�
dt , � = Arg�0(0)

fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Bu hâlde,

�0(z) = e�i(1+�)�
�
�(z)

z

�1+2�
dir. Her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬p düzenlenirse

1 +
z�00(z)

�0(z)
= (1 + 2�)

z�0(z)

�(z)
� 2�
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elde edilir. Böylece

Re

�
1 +

z�00(z)

�0(z)

�
= (1 + 2�) Re

�
z�0(z)

�(z)

�
� 2�

> (1 + 2�)
1

2
� 2� > 1

2
� �

ve � 2 K d¬r. Bu hâlde,

Re

�
F 0(z)

�0(z)

�
= Re

(�
f(z)

�(z)

�� �
ei�

z

�(z)

�1+2�)

dir. Yar.Teorem 4.3 ve � 2 K için Re
�

z

�(z)

�
> 0 oldu¼gundan, Re

�
F 0(z)

�0(z)

�
> 0 d¬r.
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4.2 ·Ikinci Tür ·Integral Operatörü Alt¬nda Özel Fonksiyon

S¬n¬�ar¬n¬n ·Incelenmesi

f 2 H(B) fonksiyonu için,

L2(f) = f�(z) =

Z z

0

[f 0(t)]
�
dt; f 0�(0) = 1

şeklinde tan¬mlanan integral operatörü ikinci tür integral operatörü olarak adland¬r¬l¬r.

Yar.Teorem 4.4 f(z) 2 H(D) ve jf(z)j � C

(1� r2)
ise, jf 0(z)j � 4C

(1� r2)2
dir.[10]

·Ispat: Cauchy integral formülünden, 
 : j�j = � ve �2 =
(1 + r2)

2
olmak üzere,

f 0(z) =
1

2�i

Z



f(�)d�

(� � z)2

dir. Bu durumda,

jf 0(z)j =
���� 12�i

Z



f(�)d�

(� � z)2

����
� 1

2�

Z



jf(�)j jd�j
j� � zj2

� C

2�(1� �2)

Z
j�j=�

jd�j
j� � zj2

=
C�

2�(1� �2)

Z 2�

0

d�

j� � zj2

=
C�

2�(1� �2)(�2 � r2)

Z 2�

0

�2 � r2

j� � zj2
d�

ve (1� �2)(�2 � r2) =
(1� r2)

2

4
;
1

2�

R 2�
0

�2 � r2

j� � zj2
d� = 1 ve 0 < � < 1 oldu¼gundan,

jf 0(z)j � 4C

(1� r2)2

elde edilir.

Yar.Teorem 4.5 Bir f(z) analitik fonksiyonunun D de yal¬nkat olmas¬ için gerek

koşul ����f 00(z)f 0(z)

���� � 6

1� jzj2
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yeter koşul ����f 00(z)f 0(z)

���� � 2(
p
5� 2)

1� jzj2

olmas¬d¬r.[20]

·Ispat: f 2 S olsun. Bu hâlde Yar. Teorem 3.4. gere¼gi,

�����zf 00(z)f 0(z)
� 2 jzj2

1� jzj2

����� �
4 jzj
1� jzj2

, (jzj < 1) dir. Disk otomor�zmas¬ndan sabit bir � 2 D için

F (z) =

f

�
z + �

1 + �z

�
� f(�)�

1� j�j2
�
f 0(�)

= z + A2(�)z
2 + � � � 2 S

dir. Yar. Teorem 3.3. gere¼gi jA2(�)j � 2 dir. Buradan,

A2(�) =
1

2

��
1� j�j2

� f 00(�)
f 0(�)

� 2�
�

oldu¼gundan,

jA2(�)j =
1

2

�����1� j�j2� f 00(�)f 0(�)
� 2�

���� � 2
ve ����f 00(�)f 0(�)

� 2�

1� j�j2

���� � 4

1� j�j2

olur. Buradan, ����f 00(�)f 0(�)

���� � 4

1� j�j2
+

2 j�j
1� j�j2

� 6

1� j�j2
j�j < 1

bulunur. Yeterlili¼gi göstermek için F (z) =
f 00(z)

f 0(z)
fonksiyonunu göz önüne alal¬m.

jF (z)j � C

(1� r2)
ise, Yar.Teorem 4.4.ten jF 0(z)j � 4C

(1� r2)2
dir. Schwarzian türev

tan¬m¬ndan,

jff; zgj =
�����
�
f 00(z)

f 0(z)

�0
� 1
2

�
f 00(z)

f 0(z)

�2�����
�

�����f 00(z)f 0(z)

�0����+ 12
����f 00(z)f 0(z)

����2
� 1

(1� r2)2

�
4C +

C2

2

�
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elde edilir. (2.2) uyar¬nca
�
4C +

C2

2

�
� 2 olmas¬yeterlidir. Bu, 0 � C � 2

�p
5� 2

�
için gerçeklenir. Buradan da,����f 00(z)f 0(z)

���� � C

(1� r2)
�
2
�p
5� 2

�
(1� r2)

bulunur.

Teorem 4.7 f(z) 2 H (D) olsun. 0 � j�j �
p
5� 2
3

eşitsizli¼gini gerçekleyen her

� 2 C için [f 0(z)]� fonksiyonu D de yal¬nkat olan bir fonksiyonun türevidir.[20]

·Ispat: f�(z) =
R z
0
[f 0(t)]� dt olsun. Bu hâlde,

f 0�(z) = [f
0(z)]

�

dir. Üstteki eşitlikte her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa,

f 00�(z)

f 0�(z)
= �

f 00(z)

f 0(z)
(4.4)

elde edilir. f�(z) fonksiyonunun Schwarzian türevinden,

jff�; zgj =
�����
�
f 00�(z)

f 0�(z)

�0
� 1
2

�
f 00�(z)

f 0�(z)

�2�����
�

�����f 00�(z)f 0�(z)

�0����+ 12
����f 00�(z)f 0�(z)

����2
ve (4.4) ten

jff�; zgj � j�j
�����f 00(z)f 0(z)

�0����+ j�j22
����f 00(z)f 0(z)

����2
elde edilir. Yar.Teorem 4.4 ve Yar. Teorem 4.5 birlikte göz önüne al¬n¬rsa

jff�; zgj �
24 j�j+ 18 j�j2

(1� r2)2

olur. Bu, 0 � j�j �
p
5� 2
3

için gerçeklenir ve f� 2 Hu(D) dir.

Teorem 4.8 f 2 S ise 0 � � � 2�
p
3

3
için f� 2 S dir.[20]
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·Ispat: f�(z) =
R z
0
[f 0(t)]� dt olsun. Schwarzian türev tan¬m¬ve (4.4) eşitli¼ginden,

ff�; zg =
�
f 00�(z)

f 0�(z)

�0
� 1
2

�
f 00�(z)

f 0�(z)

�2
= �

�
f 00(z)

f 0(z)

�0
� �2

2

�
f 00(z)

f 0(z)

�2

= �

�
f 00(z)

f 0(z)

�0
� �2

2

�
f 00(z)

f 0(z)

�2
� �

2

�
f 00(z)

f 0(z)

�2
+
�

2

�
f 00(z)

f 0(z)

�2
= � ff; zg+ 1

2
�(1� �)

�
f 00(z)

f 0(z)

�2
ve buradan

jff�; zgj � � jff; zgj+ 1
2
�(1� �)

����f 00(z)f 0(z)

����2
olur. Üsteki eşitsizlikte Nehari�nin sonucu ve Yar.Teorem 4.5 in ilk eşitsizli¼gi uygu-

lan¬rsa,

jff�; zgj �
6�+ 18�(1� �)

(1� r2)2

elde edilir. f�(z) nin yal¬nkat olmas¬ için �18�2 + 24� � 2 olmas¬ yeterlidir. Bu

0 � � � 2�
p
3

3
için gerçeklenir ve f� 2 S dir.

Teorem 4.9 f 2 S ve konvekse yak¬n olsun. Bu takdirde, 0 � � � 1 için f�(z)

fonksiyonu S s¬n¬f¬na ait ve konvekse yak¬nd¬r.[23]

·Ispat: f 2 C ise p 2 P ve g 2 K (z 2 D) olmak üzere

f 0(z) = p(z) � g0(z)

biçiminde yaz¬labilir. O hâlde,

f 0�(z) = [f
0(z)]

�
= [p(z)]� [g0(z)]

�
= [p(z)]� (g0�(z))

dir. p 2 P oldu¼gundan, 0 � � � 1 için [p]� 2 P dir. Gerçekten,

p(z) = rei�; 0 � r � 1 ve
��
2

< � <
�

2

olsun. Bu hâlde,

[p(z)]� = r�ei�� = �ei' ;
���
2

< ' = �� <
��

2
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olur. Şimdi g� 2 K oldu¼gunu gösterelim: g 2 K oldu¼gundan

Re

�
1 +

zg00(z)

g0(z)

�
> 0 (z 2 D)

dir.

g0�(z) = [g
0(z)]

�

oldu¼gundan her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa,

g00�(z)

g0�(z)
= �

g00(z)

g0(z)

1 +
zg00�(z)

g0�(z)
= 1 + �

zg00(z)

g0(z)
+ �� �

ve

Re

�
1 +

zg00�(z)

g0�(z)

�
= 1� �+ �Re

�
1 +

zg00(z)

g0(z)

�
> 1� � � 0 (z 2 D; 0 � � � 1)

elde edilir. O hâlde, g� 2 K dir. Böylece [p]� 2 P ve g� 2 K; (z 2 D) için

f 0�(z) = [p(z)]
� (g0�(z)) (0 � � � 1)

oldu¼gundan f� 2 C dir.

Yar.Teorem 4.6 f(z) = 1 + a1z + a2z
2 + � � � biçiminde tan¬mlanan fonksiyon D de

analitik ve f 2 P olsun. Bu takdirde,

jf(z)� 1j � 2r

1� r
(jzj � r < 1)

dir.[20]

·Ispat: f 2 P oldu¼gundan,

1� jzj
1 + jzj � jf(z)j �

1 + jzj
1� jzj

gerçeklenir ve Schwarz lemmas¬n¬n koşullar¬n¬gerçekleyen bir w(z) fonksiyonu için

f(z) =
1 + w(z)

1� w(z)
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dir. O hâlde,

jw(z)j =
����f(z)� 1f(z) + 1

���� � jzj � r (jzj � r < 1)

ve

jf(z)� 1j �
���� 2w(z)1� w(z)

���� � 2 jzj
1� jzj �

2r

1� r

olur.

Teorem 4.10 f 2 K olsun. Bu hâlde, 0 � � � 7�
p
33

8
için f� 2 S dir.[20]

·Ispat: f 2 K oldu¼gundan, h(z) = zf 0(z) 2 S� olur. Her iki taraf¬n logartimik

türevi al¬n¬rsa,
f 00(z)

f 0(z)
=
1

z

�
zh0(z)

h(z)
� 1
�

elde edilir. h 2 S� oldu¼gundan, Re
�
zh0(z)

h(z)

�
> 0 dir. Yar.Teorem 4.6 dan, jzj � r < 1

için, ����f 00(z)f 0(z)

���� = 1

jzj

����zh0(z)h(z)
� 1
���� � 1

r

2r

1� r
=
2(1 + r)

1� r2
� 4

1� r2
(4.5)

elde edilir. Bu hâlde,

ff�; zg = � ff; zg+ 1
2
�(1� �)

�
f 00(z)

f 0(z)

�2
ve

jff�; zgj � � jff; zgj+ 1
2
�(1� �)

����f 00(z)f 0(z)

����2
oldu¼gunu biliyoruz. (2.1) ve (4.5) den,

jff�; zgj �
6�

(1� r2)2
+
8�(1� �)

(1� r2)2
=
14�� 8�2

(1� r2)2

elde edilir. O hâlde, Teorem 2.1 den 14� � 8�2 � 2 olmas¬yeterlidir. Bu eşitsizlik,

0 � � � 7�
p
33

8
için gerçeklenir ve f� 2 S dir.
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4.3 Üçüncü Tür ·Integral Operatörleri Alt¬nda Özel Fonksiyon

S¬n¬�ar¬n¬n ·Incelenmesi

Bu bölümde Libera (1965) taraf¬ndan,

L3(f) = F (z) =
2

z

Z z

0

f(t)dt

biçiminde tan¬mlanan üçüncü tür integral operatörünün özelliklerini inceleyece¼giz.

Yar.Teorem 4.7 f 2 S� ise H(z) =
R z
0
f(t)dt 2 S�2 dir.[16]

·Ispat: D(z) = zH 0(z) = zf(z) ve N(z) = H(z) diyelim. D(z) = zf(z) her iki

taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa,

zD0(z)

D(z)
= 1 +

zf 0(z)

f(z)

elde edilir. f 2 S� oldu¼gundan,

Re

�
zD0(z)

D(z)

�
= 1 + Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> 1 > 0 (z 2 D)

ve D 2 S� dir. Di¼ger taraftan, D(z) = zH 0(z) = zf(z) oldu¼gundan,

D0(z)

N 0(z)
= 1 +

zf 0(z)

f(z)

ve buradan,

Re

�
D0(z)

N 0(z)

�
= 1 + Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> 1 > 0 (z 2 D)

bulunur. O hâlde,
D0

N 0 2 P dir. Yar.Teorem 3.5 ten
N 0(0)

D0(0)
6= 1 olmas¬na ra¼gmen N

D
2 P

ve

Re

�
zH 0(z)

H(z)

�
> 0

olur. Bununla birlikte, harmonik fonksiyonlar için ortalama de¼ger teoreminden,Z 2�

0

Re

�
rei�H 0(rei�)

H(rei�)

�
d� = 2�

1

2�

Z 2�

0

Re

�
rei�H 0(rei�)

H(rei�)

�
d�
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2�

�
zH 0(z)

H(z)

�
z=0

= 4� (jzj � r < 1)

elde edilir ve H 2 S�2 dir[13]. Öte yandan, H
0(z) = f(z) oldu¼gundan, her iki taraf¬n

logaritmik türevi al¬n¬p düzenlenirse,

Re

�
1 +

zH 00(z)

H 0(z)

�
= 1 + Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> 0

elde edilir. O hâlde, H 2 K dir.

Teorem 4.11 f 2 S� ise F (z) = 2

z

R z
0
f(t)dt 2 S� dir.[16]

·Ispat: F (z) =
2

z

R z
0
f(t)dt için her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬p düzenlenirse,

zF 0(z)

F (z)
=
zf(z)�

R z
0
f(t)dtR z

0
f(t)dt

olur. Yar.Teorem 4.7 den,

zF 0(z)

F (z)
=
zH 0(z)�H(z)

H(z)

dir. Pay ve paydan¬n türevleri oran¬ndan,

[zF 0(z)]0

F 0(z)
=
H 0(z) + zH 00(z)�H 0(z)

H 0(z)
=
zH 00(z)

H 0(z)
=
zf 0(z)

f(z)

elde edilir. f 2 S� ve Yar.Teorem 3.5 ten, F 2 S� dir.

Sonuç 4.2 f 2 S� ise F (z) =
R z
0

2

t2

hR t
0
f(w)dw

i
dt 2 S� ile tan¬mlanan F 2 K dir.

Gerçekten, zF 0(z) =
2

z

R z
0
f(t)dt ve Teorem 4.11 den zF 0(z) 2 S� ve F 2 K dir.

Teorem 4.12 f 2 K ise F (z) =
2

z

R z
0
f(t)dt 2 K dir.[16]

·Ispat: f 2 K olsun. Bu hâlde, g(z) = zf 0(z) 2 S� dir. Teorem 4.11 den

G(z) =
2

z

R z
0
g(t)dt ile tan¬mlanan G 2 S�dir.

G(z) =
2

z

Z z

0

tf 0(t)dt =
2

z

�
zf(z)�

Z z

0

f(t)dt

�
z

�
2

z
f(z)� 2

z2

Z z

0

f(t)dt

�
= zF 0(z)

olur. Buradan G(z) = zF 0(z) 2 S� ve F 2 K dir.
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Sonuç 4.3 f 2 K, F (z) = 2

z

R z
0
f(t)dt ve h(z) = 2f(z)� F (z) ise h 2 S� dir.

·Ispat: f 2 K olsun. Bu hâlde,

h(z) = 2f(z)� 2
z

Z z

0

f(t)dt = z

�
2

z
f(z)� 2

z2

Z z

0

f(t)dt

�
= zF 0(z)

ve f 2 K oldu¼gundan, Teorem 4.12 den F 2 K olur. O hâlde, h(z) = zF 0(z) 2 S�

dir.

Teorem 4.13 f 2 C(g) , F (z) =
2

z

R z
0
f(t)dt ve G(z) =

2

z

R z
0
g(t)dt olsun. Bu hâlde

F 2 C(G) dir.[16]

·Ispat: f 2 C(g) ise zf
0(z)

g(z)
2 P olacak biçimde bir g 2 K vard¬r. Ayr¬ca

zF 0(z)

G(z)
=

z

�
2

z
f(z)� 2

z2
R z
0
f(t)dt

�
2

z

R z
0
g(t)dt

=
zf(z)�

R z
0
f(t)dtR z

0
g(t)dt

olur.
zf(z)�

R z
0
f(t)dtR z

0
g(t)dt

=
N(z)

D(z)
diyelim.

N 0(z)

D0(z)
=
zf 0(z)

g(z)
2 P

ve Yar.Teorem 3.5 ten,
zF 0(z)

G(z)
2 P dir.

4.3.1 Genelleştirilmi̧s integral operatörleri

Bu k¬s¬mda, ci parametrelerinin özel seçimiyle, bir önceki bölümde verilen Teorem 4.11.-

Teorem 4.13 ün sonuçlar¬n¬içeren F (ci; f) fonksiyonlar¬n¬n çok parametreli bir s¬n¬f¬

incelenmektedir.

Tan¬m 4.1 f; g 2 H(D) ve f(z) =
P1

j=0 ajz
j g(z) =

P1
j=0 bjz

j olsun. f � g kon-

volüsyonu aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r [4] :

(f � g) (z) =
1X
j=0

ajbjz
j
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Tan¬m 4.2 fbng1n=1 ; kompleks say¬lar¬n sonsuz bir dizisi olsun. f 2 K için

E(z) = f(z) �
1X
n=1

bnz
n � f(z)

ise, fbng1n=1 dizisine subordinasyon faktör dizisi denir.[4]

fbng1n=1 ve fcng
1
n=1 dizileri subordinasyon faktör dizisi ise, fbncng

1
n=1 çarp¬m dizisi

de bir subordinasyon faktör dizisidir.

Tan¬m 4.3 fbng1n=1 ; kompleks say¬lar¬n sonsuz bir dizisi olsun. f(z) =
P1

n=1Anz
n

fonksiyonu bir T özelli¼gine sahip oldu¼gunda, J(z) = f(z) �
P1

n=1 bnz
n konvolüsyonu da

T özelli¼gine sahip ise, fbng1n=1 dizisine T özelli¼gini koruyor denir.[4]

Tan¬m 4.4 f�ng
1
n=0 ; R de non-negatif bir dizi olsun. Dizinin elemanlar¬n¬n ard¬l fark-

lar¬s¬ras¬yla, non-negatif ve non-pozitif ise, aç¬k ifadeyle

�k�n =
kX

m=0

(�1)m ck;m�n+k�m (k = 0; 1; 2; : : :)

olmak üzere

(�1)k�k�n � 0 (k; n = 0; 1; 2; : : :)

gerçekleniyorsa, f�ng
1
n=0 dizisine tamam¬yla monotonik dizi denir.[4]

Bu tan¬m, Widder (1946) taraf¬ndan f�ng
1
n=0 dizisinin � (t) ; 0 � t � 1 için azal-

mayan ve s¬n¬rl¬bir fonksiyon olmak üzere,

�n =

Z 1

0

tnd� (t) (n = 0; 1; 2; : : :)

gösterili̧sine sahip olmas¬ için gerek ve yeter koşulun, f�ng
1
n=0 dizisinin tamam¬yle

monotonik dizi olmas¬gerekti¼gi ispatlanarak verilmi̧stir.

Teorem 4.14 f(z) = z + a2z
2 + � � � 2 S� olsun. c = 1; 2; 3; : : : için,

g(z) =
1X
n=1

c+ 1

c+ n
anz

n = (c+ 1) z�c
Z z

0

tc�1f(t)dt (a1 = 1)

ise, g 2 S� dir.[4]
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·Ispat: J(z) =
R z
0
tc�1f(t)dt olsun. Yar.Teorem 3.8 den J 2 S�c+1 dir. Bu hâlde,

g(z) = (c+ 1) z�cJ(z)

olmak üzere,

g0(z) = (c+ 1)
�
�cz�(c+1)J(z) + z�1f(z)

�
ve �

zc+1g0(z)
�0
= (c+ 1) zcf 0(z)

dir. Buradan,
(zc+1g0(z))

0

J 0(z)
= (c+ 1)

zf 0(z)

f(z)

olur. f 2 S� oldu¼gundan,

Re

�
(zc+1g0(z))

0

J 0(z)

�
= (c+ 1)Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> 0

bulunur ve Yar.Teorem 3.5 ten,

Re

�
zc+1g0(z)

J(z)

�
> 0

elde edilir. Di¼ger taraftan

zc+1g0(z)

J(z)
= (c+ 1)

zg0(z)

(c+ 1) z�cJ(z)
= (c+ 1)

zg0(z)

g(z)

dir. Buna göre,

Re

�
zc+1g0(z)

J(z)

�
= (c+ 1)Re

�
zg0(z)

g(z)

�
> 0

ve g 2 S� d¬r. Yar.Teorem 3.8.ve argüman prensibi gere¼gi,

�(arg g) = �c�(arg z) + � (arg J)

= �2�c+ 2�(c+ 1) = 2�

bulunur. O hâlde g(z) fonksiyonu yal¬nkatt¬r.

Teorem 4.15 f(z) = z + a2z
2 + � � � 2 K olsun. c = 1; 2; 3; : : : için,

g(z) =

1X
n=1

c+ 1

c+ n
anz

n = (c+ 1) z�c
Z z

0

tc�1f(t)dt (a1 = 1)

ise, g 2 K dir.[4]
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·Ispat: g(z) = (c+ 1) z�c
R z
0
tc�1f(t)dt olsun. Buradan,

zg0(z) = (c+ 1) z�c
�
zcf(z)� c

Z z

0

tc�1f(t)dt

�
(4.6)

dir. I (z) =
R z
0
tcf 0(t)dt integralini göz önüne alal¬m. u = tc ve dv = f 0(t)dt dersek,

du = ctc�1dt ve v = f(t) olur. Buradan,

I =

Z z

0

tcf 0(t)dt

= tcf(t)jz0 � c

Z z

0

tc�1f(t)dt

= zcf(z)� c

Z z

0

tc�1f(t)dt

elde edilir. O hâlde, (4.6) eşitsizli¼gi,

zg0(z) = (c+ 1) z�c
Z z

0

tc�1 (tf 0(t)) dt

biçiminde yaz¬labilir. f 2 K oldu¼gundan, zf 0(z) 2 S� d¬r. O hâlde Teorem 4.14 ten

zg0(z) 2 S� ve dolay¬s¬yla g 2 K elde edilir.

Teorem 4.16 f 2 C(g) olsun. c = 1; 2; 3; : : : için F (z) = (c+ 1) z�c
R z
0
tc�1f(t)dt ve

G(z) = (c+ 1) z�c
R z
0
tc�1g(t)dt ise, F 2 C(G) dir.[4]

·Ispat: g 2 S� için f 2 C(g) oldu¼gundan, zf
0(z)

g(z)
2 P dir.

F (z) = (c+ 1) z�c
Z z

0

tc�1f(t)dt ve G(z) = (c+ 1) z�c
Z z

0

tc�1g(t)dt

olsun. Teorem 4.14 ten G 2 S� dir. Bu hâlde,

zc+1F 0(z) = (c+ 1)

�
zcf(z)� c

Z z

0

tc�1f(t)dt

�
�
zc+1F 0(z)

�0
= (c+ 1) zcf 0(z) (4.7)

ve

[zcG(z)]0 = (c+ 1) zc�1g(z) (4.8)

olur. (4.7) ve (4.8) in taraf tarafa oranlanmas¬yla,

[zc+1F 0(z)]
0

[zcG(z)]0
=
zf 0(z)

g(z)
2 P
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bulunur. O hâlde, Yar.Teorem 3.5 ten,

zc+1F 0(z)

zcG(z)
=
zF 0(z)

G(z)
2 P

ve böylece F 2 C(G) olur.

4.3.2 Ters problem

Yar.Teorem 4.8 �(z); D de analitik ve j�(z)j � 1 ise j�0(z)j � 1� j�(z)j2

1� jzj2
dir.

·Ispat: �(z); D de analitik ve j�(z)j � 1 olsun. jzj < 1 ve j�j < 1 için

g(z) =
�(z)� �(�)

1� �(�)�(z)

olacak biçimde bir g(z) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. z = � için g(�) = 0 ve 1��(�)�(z) 6=

0 oldu¼gundan, g(z) 2 H(D) dir. O hâlde, maksimum prensibinden,

jg(z)j � 1 (jzj < 1; j�j < 1)

dir. g(z) fonksiyonu yard¬m¬yla,

h(z) =
g(z)
z��
1���z

=
�(z)� �(�)

z � �

1� ��z
1� �(�)�(z)

olacak biçimde bir h(z) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. jzj = 1 için
���� z � �

1� ��z

���� = 1 dir. Mak-
simum prensibinden, jzj � 1 için jh(z)j � 1 olur ve z = � için h(�) = 0 dir. Buradan,

lim
z!�

jh(z)j = lim
z!�

������(z)� �(�)

z � �

1� ��z
1� �(�)�(z)

�����
= lim

z!�

�����(z)� �(�)

z � �

����
����� 1� ��z
1� �(�)�(z)

����� � 1
ve

j�0(z)j � 1� j�(z)j2

1� jzj2

elde edilir.

Teorem 4.17 F 2 S� ise jzj < 1
2
için f(z) = 1

2
[zF (z)]0 2 S� dir. Sonuç kesindir.[17]

45



·Ispat: F 2 S� olsun. Bu hâlde, D de analitik ve j�(z)j � 1 olan bir �(z)

fonksiyonu,
zF 0(z)

F (z)
=
1� z�(z)

1 + z�(z)
(4.9)

olacak biçimde vard¬r. Öte yandan,

F (z) =
2

z

Z z

0

f(t)dt

oldu¼gundan, her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa,

zF 0(z)

F (z)
=
zf(z)�

R z
0
f(t)dtR z

0
f(t)dt

bulunur. (4.9) eşitli¼ginden,

zf(z)�
R z
0
f(t)dtR z

0
f(t)dt

=
1� z�(z)

1 + z�(z)
(4.10)

ve

f(z) =
2

z (1 + z�(z))

Z z

0

f(t)dt (4.11)

elde edilir. Bu son ifadede, her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa,

zf 0(z)

f(z)
= �1� z�(z) + z2�0(z)

1 + z�(z)
+

zf(z)R z
0
f(t)dt

ve (4.10) eşitli¼ginden
zf 0(z)

f(z)
=
�1� 2z�(z)� z2�0(z)

1 + z�(z)

elde edilir. O hâlde,

Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
= Re

�
�1� 2z�(z)� z2�0(z)

1 + z�(z)

�
=

1

j1 + z�(z)j Re
n�
�1� 2z�(z)� z2�0(z)

� �
1 + z�(z)

�o
dir. f(z) nin y¬ld¬z¬l oldu¼gu bölgeyi bulmak için,

Re
n�
�1� 2z�(z)� z2�0(z)

� �
1 + z�(z)

�o
> 0

eşitsizli¼ginin hangi z ler için gerçeklendi¼gini göstermek yeterlidir. Bu hâlde,

Re
n
z2�0(z)

�
1 + z�(z)

�o
< Re

n�
1 + z�(z)

�o
� 2Re

n
z�(z)

�
1 + z�(z)

�o
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< 1� Re fz�(z)g � 2 jzj2 j�(z)j2

ve her w 2 C için � jwj � Rew � jwj oldu¼gundan,

Re
n
z2�0(z)

�
1 + z�(z)

�o
� jzj2 j�0(z)j (1 + jzj j�(z)j)

dir. Ayn¬zamanda Yar.Teorem 4.8 den,

Re
n
z2�0(z)

�
1 + z�(z)

�o
� jzj2

1� jzj2
�
1� j�(z)j2

�
(1 + jzj j�(z)j)

elde edilir. Bu hâlde (4.9) eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬için

jzj2

1� jzj2
�
1� j�(z)j2

�
(1 + jzj j�(z)j) < 1� jzj j�(z)j � 2 jzj2 j�0(z)j2

veya buna denk olarak,

2 jzj2 + 2 jzj j�(z)j
�
1� jzj2

�
� jzj2 j�0(z)j2 < 1

eşitsizli¼ginin gerçeklenmesi yeterlidir. Bu durumda, Yar.Teorem 4.8 in koşullar¬n¬

sa¼glayan �(z) fonksiyonunun jzj < 1

2
için üstteki eşitisizli¼gi gerçekledi¼gini gösterelim:

jzj = a ve j�(z)j = x dersek,

p(x) = 2a2 + 2a(1� a2)x� a2x2

olur. Bu hâlde, 0 � a < 1
2
eşitsizli¼gini gerçekleyen sabit bir a say¬s¬ için p(x) poli-

nomunun 0 � x � 1 olmak üzere 1 ile üstten s¬n¬rl¬oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir.

Buradan,

p0(x) = 2a(1� a2)� 2a2x = 0) x0 =
1� a2

a

bulunur. 0 � x � 1 ve 0 � a < 1
2
için,

0 � x0 =
1� a2

a
� 1) 1� a2 � a

a
� 0

elde edilir. Bu ise, 0 < a <
p
5�1
2

için gerçeklenir. O hâlde, a <

p
5� 1
2

ve 0 � x � 1

için p0(x) > 0 d¬r. Buradan,

max
x2[0;1]

p(x) = p(1) = 2a+ a2 � 2a3 = q(a)

47



ve

q0(a) = �6a2 + 2a+ 2 = 0) a1 =
1�

p
13

6
�= �0:4 ve a2 =

1 +
p
13

6
�= 0:9

elde edilir. Buna göre, 0 � a < 1
2
için, q0(a) > 0 olur. Öte yandan,

max
a2[0; 12)

q(a) = q

�
1

2

�
> q(a)

dir Böylece, 2a+ a2 � 2a3 < 1 bulunur. Bu ise, p(x) < 1 oldu¼gunu ifade eder.

Sonucun kesin oldu¼gunu göstermek için, F (z) =
z

(1� z)2
2 S� fonksiyonunu göz

önüne alal¬m. Bu hâlde,

f(z) =
1

2

�
z2

(1� z)2

�0
=

z

(1� z)3

ve
zf 0(z)

f(z)
=
1 + 2z

1� z
= 0) z = �1

2

olur. Buna göre, jzj < r, r > 1
2
için f(z) fonksiyonu y¬ld¬z¬l de¼gildir.

Teorem 4.18 F 2 K ise jzj < 1
2
için f(z) = 1

2
[zF (z)]0 2 K dir. Sonuç kesindir.[17]

·Ispat: f(z) = 1
2
[zF (z)]0 olsun. Bu hâlde,

2f(z) = F (z) + zF 0(z)

ve

2f 0(z) = F 0(z) + zF 00(z)

dir. O hâlde F 2 K oldu¼gundan,

2Re

�
f 0(z)

F 0(z)

�
= 2 + Re

�
zF 00(z)

F 0(z)

�
ve

Re

�
f 0(z)

F 0(z)

�
=
1

2
+
1

2

�
1 + Re

�
zF 00(z)

F 0(z)

��
>
1

2
> 0

dir. f(z) fonksiyonu F (z) fonksiyonuna göre konvekse yak¬n veD de yal¬nkatt¬r. F 2 K

oldu¼gundan, zF 0(z) 2 S� dir. Buradan,

f 0(z) = F 0(z) +
1

2
zF 00(z)
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ve

zf 0(z) =
1

2
[z (zF 0(z))]

0

dir. O hâlde, önceki teoremden, zf 0(z) , jzj < 1
2
için y¬ld¬z¬ld¬r ve bu nedenle f(z)

fonksiyonu jzj < 1
2
için konvekstir.

Sonucun kesin oldu¼gunu göstermek için, F (z) =
z

1� z
2 K fonksiyonunu göz önüne

alal¬m. Bu hâlde,

f(z) =
1

2

�
z2

1� z

�0
=

2z � z2

2 (1� z)2

ve

1 +
zf 00(z)

f 0(z)
=
1 + 2z

1� z
= 0) z = �1

2

olur. Buna göre, jzj < r , r > 1
2
için f(z) fonksiyonu konveks de¼gildir.

Yar.Teorem 4.9 f 2 P ise jf 0(z)j � 2Re f(z)

1� jzj2
dir.[17]

·Ispat: S¬f¬r noktas¬n¬bir z noktas¬na dönüştürelim:

g(�) = f

�
� + z

1 + �z�

�
= f(z) + b1� + b2�

2 + � � �

olur. g(�) fonksiyonu D de yal¬nkatt¬r. f(0) 6= 1 oldu¼gundan normalize edelim. Bu

amaçla,

p(�) =
g(�)� i Im f(z)

Re f(z)

tan¬mlayal¬m. Bu hâlde, p(0) = 1 ve p 2 P dir. P s¬n¬f¬n¬n özelli¼ginden,

jp0(0)j =
���� g0(0)

Re f(z)

���� � 2 ve jg0(0)j � 2Re f(z)
olur. Öte yandan,

g0(�) = f 0
�
� + z

1 + �z�

�
1� jzj2

(1 + �z�)2

oldu¼gundan,

jf 0(z)j � 2Re f(z)

1� jzj2

dir.
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Teorem 4.19 F 2 C ise jzj < 1
2
için f(z) = 1

2
[zF (z)]0 konvekse yak¬nd¬r. Sonuç

kesindir.[17]

·Ispat: F 2 C ve f(z) = 1
2
[zF (z)]0 olsun. Bu hâlde,

Re

�
zF 0(z)

G(z)

�
> 0 (z 2 D) (4.12)

olacak biçimde bir G 2 S� vard¬r. O hâlde,

zF 0(z)

G(z)
=
zf(z)�

R z
0
f(t)dtR z

0
g(t)dt

dir ve (4.12) dan p 2 P olmak üzere,

p(z) =
zf(z)�

R z
0
f(t)dtR z

0
g(t)dt

diyelim. Buradan,

zf(z) = p(z)

Z z

0

g(t)dt+

Z z

0

f(t)dt

zf 0(z) = p(z)g(z) + jp0(z)j
Z z

0

g(t)dt

olur.Yar.Teorem 4.9 ve üstteki eşitlikten dolay¬,

Re

�
zf 0(z)

g(z)

�
= Re p(z) + Re

�
p0(z)

R z
0
g(t)dt

g(z)

�

� Re p(z)� jp0(z)j
����
R z
0
g(t)dt

g(z)

����
= Re p(z)

�
1� 2

1� jzj2

����
R z
0
g(t)dt

g(z)

�����
elde edilir. Öte yandan, G 2 S� oldu¼gundan,

zg(z)R z
0
g(t)dt

=
1
2

�
z [zG(z)]0

�
1
2
[zG(z)]

= 1 +
zG0(z)

G(z)

Re

�
zg(z)R z
0
g(t)dt

�
= 1 + Re

�
zG0(z)

G(z)

�
> 1 > 0

dir. (4.11) den
zg(z)R z
0
g(t)dt

=
2

1 + z�(z)
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ve ����
R z
0
g(t)dt

g(z)

���� = ����z + z2�(z)

2

���� � 1

2

�
jzj+ jzj2

�
elde edilir. O hâlde,

Re

�
zf 0(z)

g(z)

�
� Re p(z)

"
1� jzj+ jzj

2

1� jzj2

#
= Re p(z)

�
1� 2 jzj
1� jzj

�
dir. Bu durumda üstteki ba¼g¬nt¬n¬n sa¼g taraf¬jzj < 1

2
için pozitiftir ve f(z) fonksiyonu

g(z) fonksiyonuna göre konvekse yak¬nd¬r.

Sonucun kesin oldu¼gunu göstermek için, F (z) =
z

(1� z)2
2 S� � C fonksiyonunu

göz önüne alal¬m.

f(z) =
1

2

�
z2

(1� z)2

�0
=

z

(1� z)3
ve f 0(z) =

1 + 2z

(1� z)4

dir. Buradan da,

f 0(z) =
1 + 2z

(1� z)4
= 0) z = �1

2

olur. Buna göre, jzj < r; r > 1
2
için f(z) fonksiyonu yal¬nkat de¼gildir ve bu nedenle de

konvekse yak¬n de¼gildir.

Teorem 4.20 f(z) = 1
2
[zF (z)]0 ve ReF 0(z) > 0; (z 2 D) olsun. Bu takdirde,

jzj <
p
5� 1
2

için Re f 0(z) > 0 d¬r. Sonuç kesindir.[17]

·Ispat: p(0) = 1 ve p 2 P; (z 2 D) olmak üzere F 0(z) = p(z) diyelim. Bu hâlde,

2f(z) = F (z) + zF 0(z)

ve

2f 0(z) = F 0(z) + zF 00(z) = 2p(z) + zp0(z)

dir. Yar.Teorem 4.9 dan

2Re ff 0(z)g = 2Re fp(z)g+Re fzp0(z)g � 2Re fp(z)g � jzj jp0(z)j

� 2Re fp(z)g
�
1� jzj

1� jzj2
�
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2Re fp(z)g
"
1� jzj � jzj2

1� jzj2

#
elde edilir. p 2 P oldu¼gundan, üsteki eşitli¼gin pozitif olabilmesi için

1� jzj � jzj2

1� jzj2
> 0

olmal¬d¬r. Bu ise, 0 < jzj <
p
5� 1
2

için gerçeklenir.

Sonucun kesin oldu¼gunu göstermek için, F (z) = �z�2 log(1� z) fonksiyonunu göz

önüne alal¬m. Bu hâlde,

f(z) =
1

2

�
�z2 � 2z log(1� z)

�0
ve f 0(z) =

1 + z � z2

(1� z)2

olur. Buradan,

f 0(z) =
1 + z � z2

(1� z)2
= 0) z1 =

p
5 + 1

2
ve z2 =

�
p
5 + 1

2

olur. Buna göre, jzj < r; r >

p
5� 1
2

için f 0 =2 P dir.

4.3.3 Genelleştirilmi̧s integral operatörü için ters problemlerin incelenmesi

Bu bölümde, bir önceki bölümde bulunan sonuçlar¬n c = 1; 2; 3; : : : için genel durumunu

inceleyece¼giz.

Teorem 4.21 F 2 S� ve f(z) =
z1�c

1 + c
[zcF (z)]0 ; c = 1; 2; 3; : : : olsun. Bu takdirde

jzj < r0 için f 2 S� dir. Burada,

r0 =

8<:
�2+

p
3+c2

c�1 c > 1

1
2

c = 1

ile tan¬mlanm¬̧st¬r. Sonuç kesindir.[5]

·Ispat: F 2 S� oldu¼gundan, Schwarz lemmas¬n¬n koşullar¬n¬ sa¼glayan bir w(z)

fonksiyonu,
zF 0(z)

F (z)
=
zcf(z)� c

R z
0
tc�1f(t)dtR z

0
tc�1f(t)dt

=
1� w(z)

1 + w(z)
(4.13)
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olacak biçimde vard¬r. O hâlde,

f(z) =
z1�c

1 + c
[zcF (z)]0 =

z1�c

1 + c

�
czc�1F (z) + zcF 0(z)

�

=
1

1 + c

�
c+

zF 0(z)

F (z)

�
F (z)

=
1

1 + c

�
c+

1� w(z)

1 + w(z)

�
(c+ 1)

Z z

0

tc�1f(t)dt

=
c+ 1 + (c� 1)w(z)
(1 + w(z)) zc

Z z

0

tc�1f(t)dt

dir. Bu son ifadede,
c� 1
c+ 1

= b dersek,

f(z) =
(1 + bw(z)) (c+ 1)

(1 + w(z)) zc

Z z

0

tc�1f(t)dt

olur. Üstteki eşitli¼gin her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa,

f 0(z)

f(z)
=

bw0(z)

1 + w(z)
� czc�1 (1 + w(z)) + zcw0(z)

(1 + w(z)) zc
+

zc�1f(z)R z
0
tc�1f(t)dt

ve
zf 0(z)

f(z)
=

bzw0(z)

1 + w(z)
� c (1 + w(z)) + zw0(z)

1 + w(z)
+

zcf(z)R z
0
tc�1f(t)dt

(4.14)

elde edilir. (4.13) ve (4.14) birlikte düşünülmesiyle,

zf 0(z)

f(z)
=

bzw0(z)

1 + w(z)
� c (1 + w(z)) + zw0(z)

1 + w(z)
+ c+

1� w(z)

1 + w(z)

=
1� w(z)

1 + w(z)
� (1� b)

�
zw0(z)

(1 + w(z)) (1 + bw(z))

�
ve

Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
= Re

�
1� w(z)

1 + w(z)

�
� (1� b) Re

�
zw0(z)

(1 + w(z)) (1 + bw(z))

�
elde edilir. f(z) fonksiyonunun jzj < r0 için y¬ld¬z¬l oldu¼gunu göstermek, jzj < r0 için

(1� b) Re

�
zw0(z)

(1 + w(z)) (1 + bw(z))

�
< Re

�
1� w(z)

1 + w(z)

�
(4.15)

eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gini göstermeye denktir. O hâlde,

Re

�
1� w(z)

1 + w(z)

�
=
1� jw(z)j2

j1 + w(z)j2
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ve

Re

�
zw0(z)

(1 + w(z)) (1 + bw(z))

�
� jzj jw0(z)j
j1 + w(z)j j1 + bw(z)j

oldu¼gundan, (4.15) eşitsizli¼ginin gerçeklenmesi için

(1� b)
jzj jw0(z)j

j1 + w(z)j j1 + bw(z)j <
1� jw(z)j2

j1 + w(z)j2

eşitsizli¼ginin gerçeklenmesi yeterlidir. Üstteki eşitsizlikten ve Yar.Teorem 4.8. ten

(1� b) jzj
j1 + w(z)j j1 + bw(z)j

1� jw(z)j2

1� jzj2
<
1� jw(z)j2

j1 + w(z)j2

(1� b) jzj
1� jzj2

<
j1 + bw(z)j
j1 + w(z)j (4.16)

elde edilir. Öte yandan,
j1 + bw(z)j
j1 + w(z)j �

1 + b jw(z)j
1 + jw(z)j

oldu¼gundan, (4.16) eşitsizli¼ginin gerçeklenmesi için,

(1� b)r

1� r2
<
1 + br

1 + r
, (jw(z)j � jzj = r < 1)

eşitsizli¼ginin gerçeklenmesi yeterlidir. O hâlde, üstteki eşitsizlik,

1� 2(1� b)r � br2 > 0

veya

1 + c� 4r � (c� 1)r2 > 0

için gerçeklenir. Bu, 0 < r0 <
�2 +

p
3 + c2

c� 1 için do¼grudur.

Özel olarak, c = 1 için 0 < r0 <
1
2
elde edilir.

Her c = 1; 2; 3; : : : için sonucun kesin oldu¼gunu göstermek amac¬yla, F (z) =
z

(1� z)2

y¬ld¬z¬l fonksiyonunu gözönüne alal¬m. Bu hâlde,

f(z) =
z1�c

1 + c

�
zc+1

(1� z)2

�0
=

1

1 + c

(c+ 1) z � (c� 1)z2

(1� z)3

dir. Her iki taraf¬n logaritmik türevi al¬n¬rsa,

zf 0(z)

f(z)
=

1 + c+ 4z � (c� 1)z2
(1� z) [1 + c� (c� 1)z]
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ve
zf 0(z)

f(z)
=

1 + c+ 4z � (c� 1)z2
(1� z) [1 + c� (c� 1)z] = 0) z = �r0

elde edilir. Buna göre jzj < r; r > r0 için f(z) fonksiyonu y¬ld¬z¬l de¼gildir.

Teorem 4.22 F 2 K ve f(z) =
z1�c

1 + c
[zcF (z)]0 ; c = 1; 2; 3; : : : olsun. Bu takdirde

jzj < 1 için f(z) yal¬nkat ve jzj < r0 için f 2 K dir. Burada,

r0 =

8<:
�2+

p
3+c2

c�1 c > 1

1
2

c = 1

ile tan¬mlanm¬̧st¬r. Sonuç kesindir.[5]

·Ispat: F 2 K ve f(z) =
z1�c

1 + c
[zcF (z)]0 olsun. Bu hâlde,

(1 + c)f(z) = cF (z) + zF 0(z)

ve

(1 + c)f 0(z) = (1 + c)F 0(z) + zF 00(z)

dir. F 2 K oldu¼gundan,

(1 + c)
f 0(z)

F 0(z)
= (1 + c) +

zF 00(z)

F 0(z)

ve

(1 + c) Re

�
f 0(z)

F 0(z)

�
= c+Re

�
1 +

zF 00(z)

F 0(z)

�
> c > 0

dir. Bu takdirde, f(z) fonksiyonu F (z) fonksiyonuna göre konvekse yak¬n ve D de

yal¬nkatt¬r. Öte yandan,

zf 0(z) =
z1�c

1 + c
[zc (zF 0(z))]

0

dir. F 2 K için zF 0(z) 2 S� oldu¼gundan, bir önceki teoremden jzj < r0 için zf 0(z) 2 S�

ve f 2 K dir.

Her c = 1; 2; 3; : : : için sonucun kesin oldu¼gunu göstermek amac¬yla, F (z) =
z

1� z
konveks fonksiyonunu gözönüne alal¬m. Bu hâlde,

f(z) =
z1�c

1 + c

�
zc+1

1� z

�0
=

1

1 + c

(1 + c)z � cz2

(1� z)2
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ve

1 +
zf 00(z)

f 0(z)
=

1 + c+ 4z � (c� 1)z2
(1� z) [1 + c� (c� 1)z] = 0) z = �r0

olur. Buna göre, jzj < r; r > r0 için f(z) fonksiyonu konveks de¼gildir.

Teorem 4.23 F (z) fonksiyonu G(z) fonksiyonuna göre konvekse yak¬n,

f(z) =
z1�c

1 + c
[zcF (z)]0 ve g(z) =

z1�c

1 + c
[zcG(z)]0 , c = 1; 2; 3; : : :

olsun. Bu takdirde, jzj < r0 için f(z) fonksiyonu g(z) fonksiyonuna göre konvekse

yak¬nd¬r. Burada

r0 =

8<:
�2+

p
3+c2

c�1 c > 1

1
2

c = 1

ile tan¬mlanm¬̧st¬r. Sonuç kesindir.[5]

·Ispat: Konvekse yak¬n fonksiyon tan¬m¬ndan, G 2 S� olmak üzere, Re
�
ei�
zF 0 (z)

G (z)

�
>

0 olacak şekilde bir �, j�j < �

2
reel say¬s¬vard¬r. Öte yandan, Teorem 4.21 den jzj < r0

için g 2 S� oldu¼gundan, jzj < r0 için Re
�
ei�
zf 0 (z)

g (z)

�
> 0 oldu¼gunu göstermemiz yeter-

lidir.

F 2 C (G) oldu¼gundan, p 2 P olmak üzere,

ei�
�
zF 0 (z)

G (z)

�
= p (z) cos � + i sin �

dir. Bu halde,

ei� [zF 0 (z)] = p (z)G (z) cos � + iG (z) sin �

ei�
�
zc+1F 0 (z)

�
= p (z) zcG (z) cos � + izcG (z) sin �

ei�
�
zc+1F 0 (z)

�0
=

�
p0 (z) (zcG (z)) + p (z) (zcG (z))0

�
cos � + i (zcG (z))0 sin �

ei�
�
zf 0 (z)

g (z)

�
= ei�

[zc+1F 0 (z)]
0

[zcG (z)]0

= cos �

�
p(z) + p0(z)

zcG (z)

(zcG (z))0

�
+ i sin � (4.17)
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elde edilir. (4.17) eşitli¼ginde, her iki taraf¬n reel k¬s¬mlar¬n¬n eşitli¼ginden,

Re

�
ei�
zf 0 (z)

g (z)

�
� cos �

�
Re p(z)� jp0(z)j

���� zcG (z)(zcG (z))0

����� ; (z 2 D) (4.18)

elde edilir. Öte yandan, Yar.Teorem 4.8 de � (z) =
p(z)� 1
p(z) + 1

al¬n¬rsa,

jp0 (z)j � 2Re p (z)

1� jzj2
; (z 2 D) (4.19)

ç¬kar. (4.18) dan,

Re

�
ei�
zf 0 (z)

g (z)

�
� Re p (z)

�
1� 2

1� jzj2

���� zcG (z)(zcG (z))0

����� cos �; (z 2 D) (4.20)

elde edilir. Ayr¬ca,

M (z) =
z (zcG (z))0

zcG (z)
= c+

zG0 (z)

G (z)

denirse, G 2 S� ve Yar.Teorem 3.2 den,

jM (z)j � ReM (z) � c+
1� jzj
1 + jzj =

1 + c+ (c� 1) jzj
1 + jzj (z 2 D)

ve ���� z

M (z)

���� = ���� zcG (z)(zcG (z))0

���� � jzj+ jzj2

1 + c+ (c� 1) jzj (4.21)

elde edilir. (4.20) ve (4.21) den,

Re

�
ei�
zf 0 (z)

g (z)

�
� Re p (z)

"
1� 2

1� jzj2
jzj+ jzj2

1 + c+ (c� 1) jzj

#
cos �; (z 2 D)

ve jzj = r yaz¬l¬rsa,

Re

�
ei�
zf 0 (z)

g (z)

�
� Re p (z)

�
1 + c� 4r � (c� 1) r2
(1� r) [1 + c+ (c� 1) r]

�
cos �; (z 2 D)

elde edilir. Üstteki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬n¬n pozitif olmas¬için, 1+c�4r�(c� 1) r2 > 0

olmal¬d¬r. Bu jzj = r < r0 için gerçeklenir.

Her c = 1; 2; 3; : : : için sonucun kesin oldu¼gunu göstermek amac¬yla,

F (z) = G(z) =
z

(1� z)2
2 S� � C
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fonksiyonlar¬n¬göz önüne alal¬m. Bu halde,

zf 0 (z)

g (z)
=

1 + c+ 4z � (c� 1) z2
(1� z) [1 + c� (c� 1) z]

dir. Buradan,

zf 0 (z)

g (z)
=

1 + c+ 4z � (c� 1) z2
(1� z) [1 + c� (c� 1) z] = 0) z = �r0

olur. Buna göre, jzj = r; r > r0 için f(z) fonksiyonu g (z) fonksiyonuna göre konvekse

yak¬n de¼gildir.

Teorem 4.24 F (z) = z + � � � 2 H(D), ReF 0(z) > 0 ve f(z) =
z1�c

1 + c
[zcF (z)]0 ;

c = 1; 2; 3; : : : olsun. Bu takdirde jzj < r1 =
�1 +

p
2 + 2c+ c2

1 + c
için Re f 0(z) > 0 d¬r.

Sonuç kesindir.[5]

·Ispat: f(z) =
z1�c

1 + c
[zcF (z)]0 olsun. Bu takdirde, p(0) = 1, Re p(z) > 0 olmak

üzere F 0(z) = p(z) denirse,

(1 + c)f(z) = cF (z) + zF 0(z)

ve

(1 + c)f 0(z) = (1 + c)F 0(z) + zF 00(z) = (1 + c)p(z) + zp0(z)

olur. Teorem 4.23 ten

(1 + c) Re f 0(z) = (1 + c) Re p(z) + Re fzp0(z)g

� (1 + c) Re p(z)� jzj jp0(z)j

� Re p(z)

�
1 + c� 2r

1� r2

�
= Re p(z)

�
1 + c� 2r � (1 + c)r2

1� r2

�
elde edilir. Üstteki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬n¬n pozitif olmas¬için,

1 + c� 2r � (1 + c)r2 > 0

olmal¬d¬r. Bu, jzj = r < r1 için gerçeklenir.
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Her c = 1; 2; 3; : : : için sonucun kesin oldu¼gunu göstermek amac¬yla, F (z) = �z �

log(1� z) fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Bu hâlde,

F 0(z) = �1 + 2

1� z
=
1 + z

1� z

ve

ReF 0(z) = Re

�
1 + z

1� z

�
=
1� jzj2

j1� zj2
> 0

dir. Bu nedenle,

f(z) =
z1�c

1 + c

�
zc+1 � 2zc log(1� z)

�0
=

1

1 + c

�
(c+ 1)z2 � (c� 1)z

1� z
� 2c log(1� z)

�
ve

f 0(z) =
1

1 + c

�
1 + c+ 2z � (1 + c)z2

(1� z)2

�
olur. Buradan da,

f 0(z) =
1

1 + c

�
1 + c+ 2z � (1 + c)z2

(1� z)2

�
= 0) z = �r1

olur. Bu hâlde, jzj < r; r > r1 için f 0(z) =2 P dir.
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4.4 Baz¬·Integral Operatörleri

Bu bölümde fi(z) 2 A ve 
i > 0, i 2 f1; 2; : : : ; ng olmak üzere D.Breaz ve N.Breaz

taraf¬ndan verilen

Fn [f ] (z) =

Z z

0

�
f1(t)

t

�
1
� � �
�
fn(t)

t

�
n
dt

integral operatörü ve D.Breaz, S.Owa ve N. Breaz taraf¬ndan verilen

F
1 ;:::;
n [f ] (z) =

Z z

0

[f 01(t)]

1 � � � [f 0n(t)]


n dt

integral operatörü aras¬ndaki ili̧ski incelenecektir.([6]; [7]) Bu operatörlerin S� (�) ve

K (�) s¬n¬�ar¬ndaki özelliklerini incelemek için öncelikle pre-Schwarzian türevi ve o-

peratör normu tan¬mlar¬verilecektir.

Tan¬m 4.5 (Düzgün Yerel Yal¬nkatl¬k) : f 2 H(D) olsun. � 2 R+; a 2 D olmak

üzere f; her B(a; �) =
�
z 2 D :

����z � a

z � �a

���� < tanh �� hiperbolik diskinde yal¬nkat ise f

fonksiyonuna düzgün yerel yal¬nkat fonksiyon denir.

Tan¬m 4.6 (Pre-Schwarzian türevi): f 2 H(D) ve yerel yal¬nkat olsun.

Tf =
f 00

f 0

fonksiyonuna f fonksiyonunun pre-Schwarzian türevi denir. Tf fonksiyonun normu

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

kTfk = sup
z2D
(1� jzj2) jTf j

Yar.Teorem 4.10 f fonksiyonunun D de düzgün yerel yal¬nkat olmas¬ için gerek ve

yeter koşul, Tf =
f 00

f 0
hiperbolik s¬n¬rl¬ve kTfk in sonlu olmas¬d¬r [25] .

Becker in yal¬nkatl¬k kriterine göre;

f 2 H(D) olsun. E¼ger kTfk � 1 ise f yal¬nkatt¬r.

f 2 H(D) ve yerel yal¬nkat olsun. E¼ger kTfk � 2 ise f s¬n¬rl¬d¬r [3]:

Yar.Teorem 4.11 f 2 Hu(D) ise kTfk � 6 d¬r [3]:
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·Ispat: Yar.Teorem 4.5 den; f fonksiyonu D de yal¬nkat ise

����f 00 (z)f 0 (z)

���� � 6

1� jzj2
dir.

Buradan

kTfk = sup
z2D

�
1� jzj2

� ����f 00f 0
���� � 6

elde edilir.

Yar.Teorem 4.12 � 2 [0; 1) olsun. f 2 S�(�) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

g(z) = z

�
f(z)

z

� 1
1��

2 S� olmas¬d¬r (z 2 D) :

·Ispat: f 2 S�(�) ise Re
�
zf 0

f

�
> � d¬r.

g0(z) =

�
f(z)

z

� 1
1��
(
1 +

1

1� �

�
f(z)

z

��1 �
zf 0 � f

z

�)

zg0(z)

g(z)
= 1 +

1

1� �

�
zf 0

f
� 1
�

Re

�
zg0

g

�
> 1 +

1

1� �
(�� 1) = 0

ve böylece g 2 S�d¬r.

Tersine g 2 S� olsun. Buradan Re
�
zg0

g

�
> 0 olur. Ayr¬ca

zg0(z)

g(z)
= 1 +

1

1� �

�
zf 0

f
� 1
�

gerçeklenir. Hipotez gere¼gi

Re

�
zg0

g

�
= 1 +

1

1� �

�
Re

�
zf 0

f

�
� 1
�
> 0

eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan Re
�
zf 0

f

�
> � elde edilir. Böylece f 2 S�(�) olur.

Teorem 4.25 � 2 [0; 1) ve f 2 S olsun. kTfk = supz2D(1� jzj
2) jTf j olmak üzere

1) Re
zf 0

f
> � ise kTfk � 6� 4�

2) Re
�
1 +

zf 00

f 0

�
> � ise kTfk � 4(1� �)

gerçeklenir [26] .
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Teorem 4.26 f 2 Hu(D) ve � [f ] (z) =
R z
0
f(�)
�
d� Alexander taraf¬ndan ve-rilen inte-

gral operatörü olsun. f 2 S�(�), � [f ] 2 K(�) d¬r [2] .

·Ispat: f 2 S�(�) ve � [f ] (z) = F (z) olsun.

F 0(z) =
f(z)

z

logF 0(z) = log f(z)� log z

Re

�
1 +

zF 00(z)

F 0(z)

�
= Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> �

olur. Dolay¬s¬yla F 2 K(�) d¬r.

Tersine F 2 K(�) olsun.

Re

�
1 +

zF 00(z)

F 0(z)

�
= Re

�
zf 0

f

�
> �

eşitsizli¼gi gerçeklendi¼ginden f 2 S�(�) olur.


 2 C olmak üzere Kim ve Merkes taraf¬ndan verilen lineer olmayan integral ope-

ratörü

�
 [f ] (z) =

Z z

0

�
f(�)

�

�

d� (4.22)

biçimindedir.[21]

fi(z) 2 A ve 
i > 0, i 2 f1; 2; : : : ; ng olmak üzere D.Breaz ve N.Breaz taraf¬ndan

verilen integral operatörü,

Fn [f ] (z) =

Z z

0

�
f1(t)

t

�
1
� � �
�
fn(t)

t

�
n
dt (4.23)

biçimindedir.[6]


 2 C ve f 2 A olmak üzere Kim, Ponnusamy ve Sugawa taraf¬ndan verilen integral

operatörü;

l
 [f ] (z) =

Z z

0

[f 0(t)]


dt

biçimindedir.[14]

Daha sonra D. Breaz, S. Owa ve N. Breaz taraf¬ndan fonksiyon türevleri ile verilen

integral operatörü;

F
1 ;:::;
n [f ] (z) =

Z z

0

[f 01(t)]

1 � � � [f 0n(t)]


n dt (4.24)

62



biçimindedir.[7]

K(�) ve S�(�) s¬n¬�ar¬nda Fn ve F
1 ;:::;
n aras¬ndaki ili̧skiyi gösterelim.

Teorem 4.27 
i > 0, 0 � �i < 1, i 2 f1; 2; : : : ; ng olmak üzere (4.23) ve (4.24) ile

verilen integral operatörleri için

Fn(S
�) = F(1��1)
1;:::;(1��n)
n(K)

dir.[19]

·Ispat: f 2 Fn(S�) olsun. O hâlde i 2 f1; 2; : : : ; ng için

f(z) =

Z z

0

�
g1(t)

t

�
1
� � �
�
gn(t)

t

�
n
dt

olacak biçimde gi(z) 2 S�(�i) vard¬r.

gi(z) 2 S�(�i) oldu¼gundan Yar. Teorem 4.12�den

z

�
gi(z)

z

� 1
1��i

= si(z) 2 S�

dir. Dolay¬s¬yla,

f(z) =

Z z

0

�
s1(t)

t

�(1��1)
1
� � �
�
sn(t)

t

�(1��n)
n
dt

dir. si(z) 2 S� , si(z) = zu0i(z) olacak biçimde ui 2 K fonksiyonu vard¬r. Üstteki

eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa;

f(z) =

Z z

0

(u01(t))
(1��1)
1 � � � (u0n(t))

(1��n)
n dt

ve böylece

f(z) 2 F(1��1)
1;:::;(1��n)
n(K)

olur. Sonuç olarak;

Fn(S
�) � F(1��1)
1;:::;(1��n)
n(K) (4.25)

dir. Tersine , f 2 F(1��)
1;:::;(1��)
n(K) alal¬m. O hâlde, i 2 f1; 2; : : : ; ng için

f(z) =

Z z

0

(u01(t))
(1��1)
1 � � � (u0n(t))

(1��n)
n dt
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olacak biçimde ui 2 K vard¬r. ui 2 K oldu¼gundan si(z) = zu0i(z) 2 S� d¬r.

f(z) =

Z z

0

�
s1(t)

t

�(1��1)
1
� � �
�
sn(t)

t

�(1��n)
n
dt

biçiminde yaz¬labilir. si(z) 2 S� oldu¼gundan Yar.Teorem 4.12�den

si(z)

z
=

�
gi(z)

z

� 1
1��i

olacak biçimde, i 2 f1; 2; : : : ; ng için gi(z) 2 S�(�i) vard¬r.

f(z) =

Z z

0

�
g1(t)

t

�
1
� � �
�
gn(t)

t

�
n
dt

dir. Böylece f(z) 2 Fn(S�) dir. Buradan da,

F(1��)
1;:::;(1��)
n(K) � Fn(S
�) (4.26)

dir. Sonuç olarak (4.25) ve (4.26) den

Fn(S
�) = F(1��)
1;:::;(1��)
n(K)

elde edilir.

Teorem 4.26 da n = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 4.4 
1 = 
 > 0 , 0 � �1 = � < 1 olmak üzere

F1(S
�) = F(1��)
1(K)

d¬r.

Şimdi Pre-Schwarzian türevini ve Teorem 4.25 i ve Becker yal¬nkatl¬k kriterini kul-

lanarak F
1 ;:::;
n integral operatörünün baz¬özelliklerini gösterece¼giz.

Teorem 4.28 
i > 0 , i 2 f1; 2; : : : ; ng , fi 2 A ve F
1 ;:::;
n fonksiyonu D de yerel

yal¬nkat olsun.

1) kTfik �
1Pn
i=1 
i

ise F
1 ;:::;
n yal¬nkatt¬r.

2) kTfik �
2Pn
i=1 
i

ise F
1 ;:::;
n s¬n¬rl¬d¬r [19].
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·Ispat:



TF
1 ;:::;
n


 = supz2D(1� jzj2) ���TF
1 ;:::;
n ��� oldu¼gundan,


TF
1 ;:::;
n


 = sup

z2D
(1� jzj2)

�����
�R z
0
[f 01(t)]


1 � � � [f 0n(t)]

n dt

�00�R z
0
[f 01(t)]


1 � � � [f 0n(t)]

n dt

�0
�����

dir. F 0(z) = [f 01(z)]

1 � � � [f 0n(z)]


n olmak üzere;

logF 0(z) = 
1 log f
0
1(z) + � � �+ 
n log fn(z)

biçimindedir.
F 00

F 0
=
Pn

i=1 
i
f 00i
f 0i
olur. Böylece,




TF
1 ;:::;
n


 = sup
z2D
(1� jzj2)

����F 00F 0
����

= sup
z2D
(1� jzj2)

�����
nX
i=1


i
f 00i
f 0i

�����
� sup

z2D
(1� jzj2)

nX
i=1


i

����f 00if 0i
����

=
nX
i=1


i sup
z2D
(1� jzj2)

����f 00if 0i
����

=
nX
i=1


i kTfik (4.27)

dir. E¼ger kTfk �
1Pn
i=1 
i

olursa,




TF
1 ;:::;
n


 � nX
i=1


i
1Pn
i=1 
i

= 1

gerçeklenir. Böylece F
1 ;:::;
n yal¬nkat olur.

E¼ger kTfk �
2Pn
i=1 
i

olursa,




TF
1 ;:::;
n


 � nX
i=1


i
2Pn
i=1 
i

= 2

gerçeklenir. Buradan F
1 ;:::;
n s¬n¬rl¬olur.

Teorem 4.29 fi 2 S ve i 2 f1; 2; : : : ; ng olsun.

1) fi 2 S�(�i) ise



TF
1 ;:::;
n


 � 2Pn

i=1 
i(3� 2�i)

2) fi 2 K(�i) ise



TF
1 ;:::;
n


 � 4Pn

i=1 
i(1� �i) olur [19].
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·Ispat:



TF
1 ;:::;
n


 �Pn

i=1 
i kTfik oldu¼gu (4.27) de gösterildi. Teorem 4.25 gere¼gi

i = 1; 2; : : : ; n için fi 2 S�(�i) ise kTfik � (6� 4�i) dir. Buradan


TF
1 ;:::;
n


 � nX
i=1


i(6� 4�i)

= 2
nX
i=1


i(3� 2�i)

gerçeklenir. E¼ger i = 1; 2; : : : ; n için

fi 2 Ki(�) ise kTfik � 4(1� �i) dir. O hâlde,


TF
1 ;:::;
n


 � 4 nX
i=1


i(1� �i)

elde edilir.

Sonuç 4.5 fi 2 S ve i 2 f1; 2; : : : ; ng olsun.

1) fi 2 S�(�) ise



TF
1 ;:::;
n


 � 2(3� 2�)Pn

i=1 
i

2) fi 2 K(�) ise



TF
1 ;:::;
n


 � 4(1� �)

Pn
i=1 
i olur.

·Ispat: Teorem 4.27 de �1 = �2 = � � � = �n = � al¬narak gösterilir.

Teorem 4.27 de ve Teorem 4.28 de n = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir:

Sonuç 4.6 
1 > 0 ve f1 2 A olsun. F
1 in D de yerel yal¬nkat oldu¼gunu varsayal¬m.

1) kTf1k �
1


1
ise F
1 yal¬nkatt¬r.

2) kTf1k �
2


1
ise F
1 s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 4.7 
1 > 0 ve f1 2 S olsun.

1) f1 2 S�(�1) ise


TF
1

 � 2
1(3� 2�1)

2) f1 2 K(�1) ise


TF
1

 � 4
1(1� �1) olur.

4.5 Türev Operatörü ile Tan¬mlanan ·Integral Operatörleri

Bu bölümde Salagean ve Al-Oboudi türev operatörü tan¬mlar¬verilerek bu türev o-

peratörleriyle tan¬mlanan integral operatörleri incelenecektir.

66



Tan¬m 4.7 f 2 H(D) ve n 2 N0 için Salagean türev operatörü aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.[1]

1) D0f(z) = f(z)

2) D1f(z) = Df(z) = zf 0(z)

3) Dnf(z) = D(Dn�1f(z))

Sonuç 4.8 k(z) =
z

(1� z)2
=
P1

n=0 nz
n için

Dnf(z) =

24(k � k � � � � � k)| {z }
n kez

� f

35 (z) f 2 H(D)

biçimindedir.

Tan¬m 4.8 f 2 A, � � 0 ve n 2 N olmak üzere Al-Oboudi türev operatörü aşa¼g¬daki

gibi tan¬mlan¬r.[1]

1) D0f(z) = f(z)

2) D1f(z) = (1� �)f(z) + �zf 0(z) = D�f(z)

3) Dnf(z) = D�(D
n�1f(z))

Dnf(z) = z +
P1

k=2 [1 + (k � 1)�]
n akz

k; Dnf(0) = 0

biçimindedir. Özel olarak � = 1 al¬n¬rsa Salagean türev operatörü elde edilir.

4.5.1 Al-Oboudi türev operatörü ile tan¬mlanan integral operatörü

Al-Oboudi türev operatörünü kullanarak bir integral operatörü tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 4.9 fi 2 A, n;m 2 N0; �i 2 C; 1 � i � m olsun. Dn Al-Oboudi türev

operatörü olmak üzere;

I(f1; : : : ; fm)(z) : Am ! A

I(f1; : : : ; fm)(z) : =

Z z

0

�
Dnf1(t)

t

��1
� � �
�
Dnfm(t)

t

��m
dt

biçimindedir [8].
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Uyar¬4.1 1) n = 0 , m = 1 , �1 = 1 , �2 = �3 = � � � = �m = 0 ve

D0f1(z) := D0f(z) = f(z) 2 A için

I(f)(z) :=

Z z

0

f(t)

t
dt

Alexander integral operatörü olur.

2) n = 0 , m = 1 , �1 = � , � 2 [0; 1] , �2 = �3 = � � � = �m = 0 ve

D0f1(z) := D0f(z) = f(z) 2 S için

I�(f)(z) :=

Z z

0

�
f(t)

t

��
dt

(4.22) de verilen integral operatörü olur.

3) n = 0 , m 2 N0 , �i 2 C , 1 � i � m ve D0fi(z) := fi(z) 2 S için

I(f1; : : : ; fm)(z) :=

Z z

0

�
f1(t)

t

��1
� � �
�
fm(t)

t

��m
dt

(4.23) da verilen integral operatörü olur.

Yar.Teorem 4.13 f 2 A ve
�
1� jzj2

� ����zf 00(z)f 0(z)

���� � 1 ise f 2 Hu(D) dir.[3]

Teorem 4.30 fi 2 A , n;m 2 N0 , �i 2 C , 1 � i � m olsun.����z(Dnfi(z))
0

Dnfi(z)
� 1
���� � 1 ve j�1j+ � � �+ j�mj � 1

ise I(f1; : : : ; fm)(z) 2 S dir.[8]

·Ispat: fi 2 A, 1 � i � m için,

Dnfi(z)

z
= 1 +

1X
k=2

[1 + (k � 1)�]n ak;izk�1

Dnfi(z)

z
6= 0

olur. Ayr¬ca

I 0(f1; : : : ; fm)(z) =

�
Dnf1(z)

z

��1
� � �
�
Dnfm(z)

z

��m
ln I 0(f1; : : : ; fm)(z) = �1 ln

Dnf1(z)

z
+ � � �+ �m ln

Dnfm(z)

z

I 00(f1; : : : ; fm)(z)

I 0(f1; : : : ; fm)(z)
=

mX
i=1

�i

�
(Dnfi(z))

0

Dnfi(z)
� 1
z

�
����zI 00(f1; : : : ; fm)(z)I 0(f1; : : : ; fm)(z)

���� �
mX
i=1

j�ij
����z (Dnfi(z))

0

Dnfi(z)
� 1
����
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gerçeklenir.

����z(Dnfi(z))
0

Dnfi(z)
� 1
���� � 1 ve j�1j+ � � �+ j�mj � 1 oldu¼gundan

����zI 00(f1; : : : ; fm)(z)I 0(f1; : : : ; fm)(z)

���� � mX
i=1

j�ij � 1

ve buradan

(1� jzj2)
����zI 00(f1; : : : ; fm)(z)I 0(f1; : : : ; fm)(z)

���� � 1� jzj2 � 1
ve böylece I(f1; : : : ; fm)(z) 2 S elde edilir.

Sonuç 4.9 fi 2 A, n;m 2 N0, �i > 0, 1 � i � m olsun. E¼ger����z(Dnfi(z))
0

Dnfi(z)
� 1
���� � 1 ve �1 + � � �+ �m � 1

ise I(f1; : : : ; fm)(z) 2 S dir.[8]

Teorem 4.31 fi 2 A , n;m 2 N0 , �i 2 C , 1 � i � m olsun. E¼ger

1) jDnfi(z)j � 1

2)

����z2(Dnfi(z))
0

(Dnfi(z))
2 � 1

���� � 1
3) j�1j+ � � �+ j�mj � 1

3
ise I(f1; : : : ; fm)(z) 2 S dir.[8]

·Ispat: I nin yal¬nkat olmas¬için (1�jzj2)
����zI 00(f1; : : : ; fm)(z)I 0(f1; : : : ; fm)(z)

���� � 1 oldu¼gunu göster-
meliyiz.

(1� jzj2)
����zI 00(f1; : : : ; fm)(z)I 0(f1; : : : ; fm)(z)

���� � (1� jzj2)
mX
i=1

j�ij
����z (Dnfi(z))

0

Dnfi(z)
� 1
����

� (1� jzj2)
mX
i=1

�
j�ij

����z (Dnfi(z))
0

Dnfi(z)

����+ j�ij�
= (1� jzj2)

mX
i=1

�
j�ij

����z2 (Dnfi(z))
0

(Dnfi(z))
2

���� jDnfi(z)j
jzj + j�ij

�
jDnfi(z)j � 1 ve Dnf(0) = 0 oldu¼gundan Schwarz lemmas¬n¬n koşullar¬ sa¼glan¬r.
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jDnfi(z)j � jzj olur.

(1� jzj2)
����zI 00(f1; : : : ; fm)(z)I 0(f1; : : : ; fm)(z)

���� � (1� jzj2)
mX
i=1

�
j�ij

����z2 (Dnfi(z))
0

(Dnfi(z))
2

����+ j�ij�
� (1� jzj2)

mX
i=1

�
j�ij

����z2 (Dnfi(z))
0

(Dnfi(z))
2 � 1

����+ 2 j�ij�
� (1� jzj2)

mX
i=1

[j�ij+ 2 j�ij]

= 3(1� jzj2)
mX
i=1

j�ij

� 1� jzj2

� 1 (z 2 D)

gerçeklenir. Buradan I(f1; : : : ; fm)(z) 2 Hu (D) olur. Ayr¬ca I(f1; : : : ; fm)(0) =

0 ve I 0(f1; : : : ; fm)(0) = 1 oldu¼gundan normalizasyon koşulunu sa¼glar. Dolay¬s¬yla

I(f1; : : : ; fm)(z) 2 S dir.

4.5.2 Al-Oboudi türev operatörü ile tan¬mlanan özel s¬n¬�ar

Sn(�;�) s¬n¬f¬

Tan¬m 4.10 f 2 A olsun. 0 � � < 1 , � � 0 , n 2 N0 için Dn; Al-Oboudi türev

operatörü olmak üzere;

Re

�
z (Dnf(z))0

Dnf(z)

�
> � (z 2 D)

koşulunu gerçekleyen f fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬Sn(�; �) ile gösterilir [9] .

1) n = 0 için Re
�
z (D0f(z))

0

D0f(z)

�
= Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> � olur. Buradan,

S0(�; �) = S�(�)

gerçeklenir.

2) � = 0 için Re
�
z (Dnf(z))0

Dnf(z)

�
= Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> � olur. Buradan,

Sn(0; �) = S�(�)
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gerçeklenir. Böylece

S0(�; �) = Sn(0; �) = S�(�)

oldu¼gu elde edilir.

Mn(�;�) s¬n¬f¬

Mn (�; �) s¬n¬f¬n¬tan¬mlamadan önce M (�) ve N (�) s¬n¬�ar¬n¬n tan¬m¬n¬verelim.

f 2 A ve � > 1 olmak üzere,

Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
< � (z 2 D)

koşulunu gerçekleyen f fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬M (�) ile gösterilir.

f 2 A ve � > 1olmak üzere,

Re

�
1 +

zf 00(z)

f 0(z)

�
< � (z 2 D)

koşulunu gerçekleyen f fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬N (�) ile gösterilir.

Tan¬m 4.11 f 2 A olsun. � > 1 , � � 0 , n 2 N0 için Dn , Al-Oboudi türev operatörü

olmak üzere;

Re

�
z (Dnf(z))0

Dnf(z)

�
< � (z 2 D)

koşulunu gerçekleyen f fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬Mn(�; �) ile gösterilir.

� = 0 veya n = 0 için

M0(�; �) =Mn(0; �) =M(�)

eşitli¼gi gerçeklenir.

Sn(�;�) s¬n¬f¬nda In in baz¬özellikleri

Teorem 4.32 1 � i � m , 0 � �i < 1, � � 0 , n 2 N0 için fi 2 Sn(�; �) olsun. ki > 0

olmak üzere, e¼ger
mX
i=1

ki(1� �i) � 1

ise � = 1 +
Pm

i=1 ki(�i � 1) için In(f1; : : : ; fm) 2 K (�) dir.[9]
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·Ispat: fi 2 A, 1 � i � m için Teorem 4.29�un ispat¬nda izlenen yol ile

I 00n(f1; : : : ; fm)(z)

I 0n(f1; : : : ; fm)(z)
=

mX
i=1

ki

�
(Dnfi(z))

0

Dnfi(z)
� 1
z

�
eşitli¼gi elde edilir. Buradan

Re

�
1 +

zI 00n(f1; : : : ; fm)(z)

I 0n(f1; : : : ; fm)(z)

�
=

mX
i=1

kiRe

�
z (Dnfi(z))

0

Dnfi(z)

�
�

mX
i=1

ki + 1

bulunur. fi 2 Sn(�; �i) oldu¼gundan

Re

�
1 +

zI 00n(f1; : : : ; fm)(z)

I 0n(f1; : : : ; fm)(z)

�
>

mX
i=1

ki�i �
mX
i=1

ki + 1 = 1 +

mX
i=1

ki (�i � 1)

olur. Buradan � = 1 +
Pm

i=1 ki(�i � 1) için In(f1; : : : ; fm) 2 K (�) olur.

Sonuç 4.10 1 � i � m , 0 � � < 1, � � 0 , n 2 N0 için fi 2 Sn(�; �) olsun. ki > 0

olmak üzere, e¼ger
mX
i=1

ki �
1

1� �

ise � = 1 + (�� 1)
Pm

i=1 ki için In(f1; : : : ; fm) 2 K (�) dir.

·Ispat: Teorem 4.31 da �1 = � � � = �m = � al¬narak elde edilir.

Sonuç 4.11 0 � � < 1, � � 0 , n 2 N0 için f 2 Sn(�; �) olsun. 0 < k � 1
1�� olmak

üzere

In(f) (z) =

Z z

0

�
Dnf(t)

t

�k
2 K (1 + k (�� 1))

dir.

·Ispat: Sonuç 4.10 da m = 1 ve k1 = k al¬narak elde edilir.

Mn(�; �) s¬n¬f¬nda In in baz¬özellikleri

Teorem 4.33 1 � i � m , �i > 1; fi 2 Mn(�; �i) olsun. ki > 0 için � = 1 +Pm
i=1 ki(�i � 1) olmak üzere In(f1; : : : ; fm) 2 N (�) dir.[9]
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·Ispat:

1 +
zI 00n(f1; : : : ; fm)(z)

I 0n(f1; : : : ; fm)(z)
= 1 +

mX
i=1

ki

�
z (Dnfi(z))

0

Dnfi(z)
� 1
�

Re

�
1 +

zI 00n(f1; : : : ; fm)(z)

I 0n(f1; : : : ; fm)(z)

�
= 1 +

mX
i=1

kiRe

�
z (Dnfi(z))

0

Dnfi(z)

�
�

mX
i=1

ki

< 1 +

mX
i=1

ki�i �
mX
i=1

ki = 1 +

mX
i=1

ki (�i � 1)

Buradan � = 1 +
Pm

i=1 ki(�i � 1) olmak üzere In(f1; : : : ; fm) 2 N (�) olur.

Sonuç 4.12 1 � i � m, � > 1; fi 2Mn(�; �) olsun. ki > 0 için � = 1+(��1)
Pm

i=1 ki

olmak üzere In(f1; : : : ; fm) 2 N (�) dir.

·Ispat: Teorem 4.32. de �1 = � � � = �m = � al¬narak kolayca görülür.

Sonuç 4.13 � > 1; f 2Mn(�; �) olsun. k > 0 için In(f) (z) 2 N (1 + k(� � 1)) dir.
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5 SON DE¼GERLEND·IRMELER VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada öncelikle yal¬nkatl¬k kavram¬ve kriterleri verilerek analitik fonksiyon-

lar¬n özel s¬n¬�ar¬incelendi. Birinci, ikinci, üçüncü tip integral operatörleri ile analitik

fonksiyonlar¬n birtak¬m koşullar alt¬nda hangi s¬n¬�ara ait oldu¼gu gösterildi. Bu in-

tegral operatörleri için ters problemler verildi. Ayr¬ca birinci ve ikinci tür integral

operatörünün özel s¬n¬�ar¬n genelleştirilmi̧s hali için incelenmektedir. Bu çal¬̧smada

genelleştirilmi̧s birinci tip integral operatöründe Salegean türev operatörü ve Al-Oboudi

türev operatörü ile tan¬mlanan integral operatörleri ve özellikleri incelendi.

Her geçen gün yeni s¬n¬�ar¬n ve integral operatörlerinin bulunmas¬ bu konudaki

çal¬̧smalar¬n sürdürülebilece¼gini ortaya koymaktad¬r. Bundan sonra yap¬lacak çal¬̧smalar-

da yeni integral operatörleri ve özel s¬n¬�ar bulunarak incelemeler devam ettirilebilir.
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