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OZET

Diferansiyel denklemler, bir sistemin zaman i¢indeki degisimini incelemek i¢in kul-
lanilan, doga bilimlerinden sosyal bilimlere, miihendislikten ekonomiye kadar genis
bir alanda fiziksel, biyolojik ve yapay sistemlerin dinamiklerini anlamak ve sistemleri
modelleyip tahminler yapmak icin bir aragtir. Diferansiyel denklem sistemlerinin ¢ok
biiytik bir kismi, karmasikliklari ve birbirlerine bagli olmalar1 sebebiyle lineer olmayan
yapidadir. Diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri, yiiksek hizli ve verimli bilgisayarlarin
gelismesiyle birlikte; sayisal ve cesitli hesaplama yontemleri ile elde edilebilir. Fakat
elde edilen ¢oziimlerden fiziksel anlamli sonuglar ¢ikarmak ve bu ¢oziimlerle disiplin-
ler aras1 baglant1 kurmak kolay olmadigindan lineer olmayan denklem sistemleri i¢in
analitik ¢oziime ihtiyag dogmustur.

Lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin integrasyonuna yonelik ilk ¢aligmalar, 19.
yiizyilda Sophus Lie tarafindan baslatilmistir ve simetri grubu kavrami ortaya konmus-
tur. Bir diferansiyel denklem sisteminin simetri grubu; sistemin herhangi bir ¢6ziimiinii,
sistemin bagka bir ¢6zlimiine doniistiiren doniisiim grubudur. Lie, modern cebir metot-
lar1 yardimiyla, siirekli bir-parametreli doniisiim gruplarini incelemis ve grup teorisini
kullanarak bazi diferansiyel denklemlerin integre edilebilecegini gostermistir. Bir adi
diferansiyel denklemin, stirekli bir-parametreli bir doniisiim grubu altinda degismez
kaldig1 durumlarda, denklemin mertebesini bir derece diisiirmenin miimkiin oldugunu
ispatlamistir. Simetri yontemlerinin diferansiyel denklemlere uygulama yontemlerin-
den biri yapay hamiltonyen metodudur, diger bir adiyla kismi hamiltonyen yaklagimi
olarak bilinmektedir. Bu yaklasim kismi hamiltonyen operatorlerinin belirlenmesini
saglar ve operatorlere karsilik gelen ilk integraller ile analitik ¢ézlimler iiretilebilir.

Bu caligmada ele alinan matematiksel modeller literatlirdeki tiimor modelleri olup, ya-
pay hamiltonyen metodu ile analitik ¢oziimler elde edilmistir. Aragtirmada, tedavi sira-
sinda ve sonrasinda tlimor hacimlerinin evrimini matematiksel olarak modelleyen iki
boyutlu dogrusal olmayan dinamik sistemlerin analizi incelenmistir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde, matematikte simetri kavrami ve simetrinin kisa tarihinden bahsedil-
mistir.

Ikinci béliimde, Lie doniisiim gruplarindan, sonsuz kii¢iik doniisiimlerden ve genisle-
mis doniisiimlerle ilgili tanim ve teoremler belirtilmistir.

Uciincii boliimde, Lie’nin degismezlik kosulu ve standart integrasyon tekniklerinde
sonsuz kiiclik doniisiimlerle elde edilen degismezlik durumlari ele alinmistir. Noether
teoremi ve teoremin sonucunda elde edilen simetri gruplari ve korunum yasast arasin-
daki baglantiya yer verilmistir.

Dordiincii boliimde, standart hamiltonyen denklemlerinden ve standart hamiltonyen
metodunun farkli bir versiyonu olan yapay hamiltonyen yaklasimindan bahsedilmis-
tir ve ilk integral i¢in tanimlama yapilmistir.

Besinci boliimde, timdr modelleri i¢in yapay hamiltonyen metodu kullanilarak analitik
cOziimler elde edilmistir.

Altinc1 ve son boliimde sonuglara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yapay Hamiltonyen, Lie Doniisiim Grubu, Tiimor Matema-
tiksel Model, Noether Teoremi, Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemleri,
ik integral
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ABSTRACT

Differential equations are tools used to examine the change of a system over time and to
understand the dynamics of physical, biological, and artificial systems. They are widely
applied across various fields, including natural sciences, social sciences, engineering
and economics for modeling systems and making predictions. A significant portion of
differential equation systems are nonlinear due to their complexity and interdependen-
cies. The solutions of differential equations can be obtained through numerical and va-
rious computational methods, and computers can perform these operations quickly and
efficiently. However, deriving physically meaningful results from these solutions and
establishing interdisciplinary connections is not always straightforward. This difficulty
has led to a need for analytical solutions for nonlinear differential equation systems.
The first studies on the integration of nonlinear ordinary differential equations were
initiated in the 19th century by Sophus Lie. The symmetry group of a differential equ-
ation system is the transformation group that maps one solution of the system to another.
Using modern algebraic methods, Lie examined continuous one-parameter transforma-
tion groups and demonstrated that some differential equations could be integrated using
group theory. He proved that if an ordinary differential equation remains invariant un-
der a continuous one-parameter transformation group, it is possible to reduce its order
by one. One of the methods for applying symmetry techniques to differential equations
is the artificial Hamiltonian method, also known as the partial Hamiltonian approach.
This approach allows the determination of partial Hamiltonian operators, which corres-
pond to first integrals and can be used to obtain analytical solutions.

This thesis focuses on mathematical models of tumors found in the literature. This thesis
aims to obtain analytical solutions using artificial hamiltonian method on mathematical
models of tumors found in the literature.

This thesis consists of six chapters:

The first chapter discusses the concept of symmetry in mathematics and provides a brief
history of symmetry.

The second chapter introduces Lie transformation groups, infinitesimal transformati-
ons, and definitions and theorems related to extended transformations.

The third chapter examines Lie’s invariance condition and the invariance cases obtained
using infinitesimal transformations in standard integration techniques. Additionally,
Noether’s theorem and the relationship between the symmetry groups derived from
the theorem and conservation laws are discussed.

The fourth chapter explains standard Hamiltonian equations and introduces the artifi-
cial Hamiltonian approach, which is a modified version of the standard Hamiltonian
method, along with a definition for the first integral.

The fifth chapter explores tumor models, where analytical solutions were derived using
the artificial Hamiltonian method.

The sixth and final chapter presents the conclusions.

Keywords: Artificial Hamiltonian, Lie Transformation Group, Mathematical Tu-
mor Models, Noether Theorem, Nonlinear Differential Equation Systems, First
Integral.
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1. GIRIS

Matematikte simetri; seklin, nesnenin, fonksiyonun, denklemin veya grafigin orijinal
haliyle ayn1 kaldig1 bir doniisiimdiir. Daha genel tanimla; simetri, ifadeyi ‘degismez,
invaryant’ birakir. Simetri, bilimsel ve matematiksel analizde merkezi bir role sahip-
tir ve farkli bilim insanlarinin katkilari ile tarih boyunca evrilmistir. Bu alanlardaki
caligmalar simetri ve grup teorisin gelisimi acisindan ¢ok dnemli olmustur ve Emmy
Noether’in teorisiyle 6nemi daha da agik hale gelmistir. Noether, simetriyi sadece do-
ganin bir estetik 6zelligi olmaktan ¢ikarip, bilimin en gii¢lii araglarindan biri haline
getirmistir.

Simetrinin Kisa Tarihi

Grup teorisi, ilk olarak polinom denklemlerinin ¢6ziimlerini anlamak i¢in gelistirilmis-
tir. Lagrange (1736-1813), Abel (1802-1829), Galois (1811-1832), polinomlarin kok-
leri arasindaki iligkileri simetri acgisindan incelemis ve grup teorisinin temellerini at-
mistir. Daha sonra Sophus Lie (1842-1899), diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerindeki
simetrileri incelemek i¢in grup teorisini gelistirmistir [1]. Lie gruplari, stirekli simetrile-
rin analizi i¢in temel bir aractir. Emmy Noether (1882—1935) ise fiziksel sistemlerdeki
simetrilerle korunum yasalar1 arasinda dogrudan bir baglant1 kurarak bilimde devrim
yaratmistir [2]. Bir sistemin zamanla degismemesinin enerji korunumu ile iligkili oldu-
gunu ispatlamistir. Noether’in teoremi ve sonuglari, Kuantum Alan Teorisi (QFT) nden
topolojik simetrilere, yapay zeka algoritmalarindan optimizasyona kadar her alan et-
kilemistir ve etkileri devam etmektedir. Daha sonraki yillarda, grup teorisini kuantum
mekanigine uygulanmas1 Weyl (1885-1955), Wigner (1902-1995) ve digerleri tarafin-
dan yapilmistir. Bu ¢aligmalar, atom alt1 pargaciklarin davraniglarini anlamada kritik
katkilar saglamastir 3, 4].

Matemetigin farkli dallarinda ¢esitli amaglarla simetri kavrami kullanilmaktadir.

Geometride Simetri Kavrami

1. Yansima Simetrisi (Ayna Simetrisi): Bir nesne bir dogru boyunca yansitildi-
ginda, kendisiyle ayn1 kaliyorsa, o nesne o dogruya gore simetriktir. Ornegin,
insan yiizii, kelebegin kanatlari, dogadaki yapraklarin ¢ogu, geometrik sekiller-

den; kare, dikdortgen, eskenar liggen.



2. Donme Simetrisi (Rotasyon): Bir nesne, bir nokta etrafinda belirli bir a¢1 kadar
dondiiriildiigiinde, degismez kaliyorsa donme simetrisinden sz edilir. Ornegin;

bisiklet tekerlegi, kar taneleri, diizgiin altigen.

3. Oteleme Simetrisi (Transformasyon): Bir nesnenin belirli bir mesafeye ve
yoéne kaydirldiginda kendisiyle ayn1 kalmas1 durumudur. Ornegin; fraktal de-

senler, siniis ve kosiniis fonksiyonlart .

4. Kayma - yansima Simetrisi (Glide): Bir nesnenin belirli bir yonde kaydirildik-

tan sonra yansitilmasiyla olusan simetridir. Kristal yapilar, fraktaller 6rnektir.

5. Heliksel (sarmal) Simetri: Bir nesnenin hem bir eksen etrafinda donmesi hem
de bu eksen boyunca kaydirilmasiyla olusur. En belirgin 6rnek DNA molekiilii-

diir. Korona viriisler heliksel simetriye sahip RNA viriisleridir.
Analizde Simetri Kavrami

1. Fonksiyonel Simetri: f(x), reel sayilarda taniml bir fonksiyon olsun; eger bu
fonksiyon f(—x) = f(z) seklinde yazilabiliyorsa ¢ift (even) simetriye sahiptir.
Eger, f(—x) = — f(z) seklinde ifade edilebiliyorsa tek (odd) simetriye sahiptir.

2. Integral Simetrisi: Belirli integrallerde, fonksiyonun belirli bir simetri 6zelligi
tastyip tasimadigina bakilir. Ornegin, —a ile a arasindaki integrallerde, integ-
rallerin degeri hakkinda yorum yapmak i¢in fonksiyonun ¢ift simetrisine sahip

olmasi1 durumuna bakilabilir.

3. Dizilerde Simetri: Bir dizinin belirli bir diizene gore tekrar eden 6gelere sahip
olmas1 durumudur. Ornegin, ¢ift fonksiyonlarin Maclaurin serisi ¢ift kuvvetleri
icirirken, tek fonksiyonlarinki tek kuvvetleri icermektedir. Diger bir 6rnek; peri-
yodik ¢ift fonksiyonun Fourier serisi sadece kosiniis terimlerini,tek fonksiyonun

Fourier serisi yalnizca siniis terimlerini igerir.

Lineer Cebirde Simetri Kavrami

A bir matris olsun;

1. Simetrik Matrisler: A matrisinin transpozu, kendisine esitse simetrik matristir:

A= AT,



2. Antisimetrik Matrisler: A matrisi, transpozunun negatifine esitse antisimetrik-
tir:
AT = — A,
3. Ortogonal Matrisler: Transpozunun tersi kendisine esit olan matrisler ortogo-
naldir:
ATA =1
4. Hermisyen Matrisler: Bir kompleks kare matris A, kendi konjiige transpozuna

esitse hermisyen matrisdir:

H*=H.
Soyut Cebirde Simetri Kavramm

1. Simetrik gruplar: X # () bir kiime olsun; X den X e tanimli birebir ve orten
fonksiyona permiitasyon denir. n € Z* olmak tizere I,, = {1,2, ..., n} lizerinde
taniml1 biitiin permiitasyonlarin kiimesini .S, ile gosterilsin. Her n sayis1 i¢in S,

fonksiyonlar1 bileske islemine gore bir gruptur. Bu gruba simetrik grup denir.

2. Simetrik polinomlar: P(z1, xo, . .., ;) bir polinom olsun, eger bu polinom tiim
degiskenlerin permiitasyonlar1 altinda ayni kaliyorsa simetrik polinom olarak

adlandirilir ve asagidaki sekilde ifade edilir
P(To(1)s To(2)s - - > Tom)) = P(T1,T2,...,2,), o herhangi bir permiitasyon.

Simetrik polinomlar icin basit 6rnekler
P(z,y) = 2% + 7,
yada
P(z,y,2) =2+ y* + 2 + 2y + vz + yz,

seklinde verilebilir.

Galois Teorisi: Galois teorisi, bir polinomun koklerinin permiitasyonlari (simetrik ilis-

kileri) ve bu kokler arasindaki denklemlerin ¢6ziimlerini anlamada kullanilir.

Diferansiyel Denklemlerde Simetri Kavrami

Diferansiyel denklemin simetrisi, denklemin yapisini bozmadan ¢oziimlerini belirli ku-
rallara gére yeniden diizenleyen doniisiimlerdir. Bu doniisiim, diferansiyel denklemi
degismez, invaryant birakir. Bu simetriler, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini bul-

mada ve analiz etmede 6nemli bir rol oynar.
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Diferansiyel denklemler i¢in gelistirilen simetri teorisi ile birlikte, simetri gruplar kav-
rami1 ortaya ¢ikmistir. Gliniimiizde, Lie gruplar1 olarak adlandirilan bu matematiksel
yapilarin mimari, Norvegli matematik¢i Sophus Lie’dir (1842-1899). Sophus Lie, Oslo
Universitesi‘nde (eski adiyla Christiania Universitesi) 6grenciyken bu kavramlarla il-
gilenmeye baslamistir. Ayn1 zamanlarda Oslo Universitesi‘nde Ludvig Sylow; Galois
teorisi ve Abel’in ilgili ¢aligmalar: iizerine ders vermekteydi. Lie‘nin ¢aligmalari, ho-

cast Sylow sayesinde derinlik kazanmustur.

Simetri Kavramina Genel 6rnekler:

Ornek 1.1 (Eskenar Uc¢genin Degismezligi). Bir eskenar iiggenin yansimalari, iigge-
nin bir simetri dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle olusan ayna goriintiilerini ifade eder.
Eskenar ticgen, {li¢ es kenar1 ve li¢ es agis1 olan 6zel bir iiggen tiiriidiir. Bu nedenle, es-
kenar liggenin ii¢ tane simetri dogrusu vardir ve bu dogrular iizerinden yansitildiginda
ticgen kendisiyle ¢akisir, yani degismez kalir.

Ornek 1.2 (Cember Uzerindeki Noktanin Degismezligi). Cember iizerinde bir nokta
A(z,y) ve yarigapt 7 olsun. Noktanin koordinatlari, radyan ve « agisi cinsinden yazi-
lirsa;

T =TCoSq, y = rsina, (1.1)

elde edilir. Merkezi O(0, 0) ve yarigapi r olan bir gemberin denklemi:

seklinde yazilir. A(z,y) noktasi, gemberin denklemini saglar. Nokta € agis1 kadar don-

durilirse ve yeni nokta A’'(z’,y') olarak tanimlanirsa
z' =rcos(a+e), y' = rsin(a + ¢),
ifadeleri yazilir. Toplam-fark formiillerinin kullanilmasiyla
2’ =rcosacose — rsinasine, Yy = rsinacose + rcosasine,
olarak bulunur. Denklem (1.1)’in uygulanmasiyla

1’ = xcose —ysine, y' = ycose+ xsineg, (1.2)



yazilir. A’'(z’,y") noktasinin da ¢emberin denklemini sagladig1 gosterildiginde, nokta-

nin dondiirme sonucu invaryant kaldig1 asagidaki islemler yapilarak ispatlanmis olur

(z')? = (v cose — ysine)?,

(y')? = (zsine + ycose)?,
ifadelerinin toplanmasiyla

(") + (y)* = (wcose —ysine)? + (ycose + xsine)?,
= 22cos’c — 2zysinecose + y?sin’e,
+ 2%sin’e + 2zy sine cose + y? cos? ¢,
= 2" +y’,

=l

Sonug olarak, A’ noktasi da ¢gemberin denklemini sagladi. Yani, gemberin merkezine
gore ¢ kadar dondiiriilen bir nokta yine ¢ember iizerinde kalir.

Ornek 1.3 (Bir Denklemin Degismezligi).
R(z,y) = 2 — 3xy +9°
bir polinom olsun. Bu polinom,
w=x+ex’, ve q=y— ey’

doniisiimii altinda invaryant midir?

x ve y ifadeleri w ve ¢ cinsinden yazilirsa:
x:w—ng, ve y:q—|—5q2,
belirlenir. Bu durumda R(z, y) polinomu asagidaki sekilde yazilir
R(w,q) = w® — 3wq + ¢* + O(e).

Sonug olarak, ¢ok kiigiik ¢ terimleri ihmal edilirse, R(w, q) ~ w® — 3wq + ¢> olur. Bu
doniisiim altinda polinomun orijinal ifadesi olan R(z,y) = z° — 3zy + 3 ile aymdir.
Ornek 1.4 (Diferansiyel Denklemin Degismezligi). Bir diferansiyel denklem

dy _ vty

de 1+ 22’ (1.3)

5



seklinde verilmis olsun. Bu denklem asagidaki esitlikler altinda degismez midir?

x
1+ ex’

T = Yy=1y—¢c. (1.4)

Bunu anlamak i¢in 6ncelikle (1.3) denklemi altinda esitligin sol tarafi incelenmedir

yani tiirevlerin nasil degistigi analiz edilmedir.

Tiirevin (%) doniigiimil zincir kurali ile yazilirsa:

Ay _dy da
& (1.5)
= %(1 +8$)2,

olarak esitligin sol tarafi belirlenir. Simdi de esitligin sag tarafina bakilirsa:

CC2
4§ Tt T (y—e)
72 _Lta? ’
" (ren)? (1.6)

22+ (1+ex)*(y —e)
4 1+ 22

Y

olarak bulunur. Degismezligi gormek i¢in sunu gostermek gerekir:

dy oty

dy 747
de 1+ 22

" _ T4y
o dr 1+ 72’

(1.7)

saglantyorsa degismezlik s6z konusudur. (1.5) ve (1.6) denklemleri, (1.7) denkleminde

yerine koyuldugunda (1.7) denkleminin saglandig1 goriiliir.



2. LIE DONUSUM GRUPLARI ve SONSUZ KUCUK
DONUSUMLER

2.1. Lie Doniisiim Gruplari

2.1.1. Grup Kavram

G, bostan farkli bir kiime olsun. Bu kiime lizerinde tanimhi A : GXG — G fonksi-
yonuna ikili islem denir. G‘nin grup olabilmesi i¢in asagidaki 6zelliklerin saglanmast

gerekir;

1. Kapalilik: Va,b € G igin
A(a,b) € G

olmalidir.

2. Birlesme: Va,b,c € G igin
aA(bAc) = (aAb)Ac

esitligi saglaniyorsa birlesme 6zelligi vardir.

3. Birim eleman: Ya € G igin, dyle bir e eleman1 vardir ki;
(ale) = (eAa) = a,

esitligi saglanir. e’ ye birim eleman denir.

4. Ters eleman: Va € G igin yle bir a~! elemani vardir ki;

(aNa™) = (a7t Aa) = e,

—1>

esitligi saglanir. ™ ’e ters eleman denir.

(G, A) bir grup ve Va, b € G igin aAb = bAa saglaniyorsa, G grubuna degismeli grup
veya Abel grubu denir. Ayrica H C G iken, eger H, G nin grup islemi altinda bir grup

olusturuyorsa, H bir alt grup (subgroup) olarak adlandirilir.



2.1.2. Doniisiim Grubu

D C R™de bir vektor, x = (x1, za, ....., T,,) Ve € ve § parametreleri , S C R kiimesinin
elemanlari olsun. ¢(e, )‘nin € ve § parametrelerinin bilesimi yasasini sagladigi sartlar

altinda D’deki her x i¢in tanimlanmis doniisiimlerin kiimesi
T =X(x;¢e), (2.1)
seklinde tanimlanir ve asagidaki aksiyomlari saglamas1 durumunda, D {izerinde tanimli

doniisiim grubu olur: [5]

1. S’deki her ¢ parametresinin doniisiimii bire-bir ve ortendir, 6zellikle D’de yer

alan Z i¢in de gecerlidir.
2. Bilesim yasasini saglayan .S kiimesi i¢in ¢, G grubu formundadir.

3. € = e oldugunda ¥ = z olur. Yani;

X(z;e) =z,

seklinde yazilir.

2.1.3. Bir Parametreli Lie Doniisiim Grubu
Bir doniisiim grubu, yukaridaki aksiyomlara ek olarak asagidaki aksiyomlar1 saglarsa
eger bir parametreli doniisiim grubu olur.

5. €, Rnin alt kiimesi olan S, aralifinda taniml bir parametre oldugundan stirekli-

dir. Genel gecerliligi kaybetmeksizin, ¢ = 0 birim eleman e’ye karsilik gelir.

6. X, D kiimesine ait olan z’e gore sonsuz sekilde tiirevlenebilir ve S’deki ’nun

analitik bir fonksiyonudur.
7. ¢(e,6), € ve § ‘nin analitik bir fonksiyonudur. (¢ € S, 6 € 5)

Daha genel bir tanimla ifade edilirse; ¢, j = 1,2, ..., n olmak iizere
:i'i = f’i(xjyg)a

doniistimiine bir parametreli Lie grubu denir.



2.2. Sonsuz Kii¢iik Doniistimler

D C R? ve S C R olmak iizere
A={(z,y,¢) | (v,y) € D, € € S},

kiimesinin elemanlar1 kullanilarak yazilmas;

j = f(x7 y? 6)7
(2.2)
g = g(x’ y? 8)7
doniisiim sistemi olsun. ¢ = 0 degeri i¢in;
f(x7 y7 O) = x?
(2.3)
g($, Y, 0) =Y,

seklinde tanimlansin.
Taylor serisi, bir fonksiyonun o noktadaki davranigin1 anlamak i¢in tiirevlerin etkile-
rini i¢eren bir seridir. Bu nedenle, ¢‘nun ¢ok kiigiik degerleri i¢in; (¢ — 0) f ve g

fonksiyonlarinin Taylor serisi yazilirsa

0
a::f(x,y,())—i-a—f e+ 0(e?),
898 =0 (2.4)
_ 99 2
y_g(x7y7 )+ 86 o= 0€+O(8 )7
elde edilir. Bu ifadenin sadelesmesi i¢in;
0
a—f = X(z,y),
£ le=0 (2.5)
0 =Yy
0¢ le=0 Y

olarak yazilir ve eger, (2.3) ve (2.7) kullanilarak (2.6) yeniden ifade edilirse

r+ X(z,y)e + O(e?),

E% I

(2.6)
y+Y(x,y)e + O(?),

@ |

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemine sonsuz kii¢iik doniisiimler denir.

e , sifira gok yakin bir deger oldugu i¢in O(&?) ihmal edilebilir, bu durumda:

T=x+X(x,y)e, ve y=y+Y(r,y)e, (2.7)

seklinde de yazilabilir.

Sonsuz kii¢iik doniigiimler, tim dontistimlerin (simetriler) kiimesinin ¢ok kiigiik () bir
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degisim yaptig1 halidir. Burada X (z,y) ve Y (x, y), sistemin her bir koordinati {izerin-

deki sonsuz kiiciik degisimini tanimlar.

2.2.1. Lie’nin Birinci Temel Teoremi

Oyle bir 1)(g) parametrelendirmesi vardir ki, Lie déniisiim grubu (2.1), baslangi¢ de-
gerleri

Yv=0iken =2 (2.8)

olan, birinci mertebeden diferansiyel denklem sisteminin

dz
7 2.
=@, 29)
¢Ozlimiine esittir [5].
Burada v (¢);
P(e) = / O(c’)de’ (2.10)
0
seklinde tanimlanmigtir. Ayrica O () suna esittir:
9¢(a, b)
O(e) = 2.11
(¢ I lab=(c1e) @11)
ve ¢ = ( iken,
00)=1 (2.12)

olur. (7!, e’nun ters elemanini ifade eder.)

2.2.2. Sonsuz Kiiciik Uretecler

Bir parametreli Lie doniisiim grubu (2.1)’in sonsuz kiigiik iireteci asagidaki sekilde

tanimlanir:

X = X(2) =€)V = Y &la) o @.13)
i=1 !

Burada V, gradyan operatoriidiir:

o 0 B
V = (axl’axz"”’axn>' (2.14)

Herhangi bir tirevlenebilir F'(x) = F(xy, 2o, ..., x,) fonksiyonu igin:

XF@) =€) VP = ST xw =g, @19
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olarak ifade edilir.
Lie’nin Birinci Temel Teoremi’ne gore sonsuz kiiciik doniisiime esdeger” olan bir pa-
rametreli Lie doniisiim grubu, ayn1 zamanda sonsuz kiiciik tiretece de esdeger”dir.
Lie doniisiim grubunun sonsuz kii¢iik iiretegleri, grup doniisiimlerinden tiirev alarak
elde edilir ve bu iireteglerden, grubun tiim doniisiimleri yeniden insa edilebilir.
Ornek 2.1. zy-diizleminde bir noktanin ¢ acis1 kadar dondiiriilmesiyle;

T =xc0Se —ysine, ¥ =yCoSe+ xsine,
Lie grubu elde edilir. O zaman sonsuz kii¢iik tiretecleri ve Lie grubu formundaki sistem
arasindaki baglant1 nedir?
Sonsuz kiiciik liretegler, z ve y’nin €’a gore tiirevleri alinarak ve ¢ = 0 noktasindaki
degerine bakilarak bulunur:
Z i¢in tiirev:

0T )

—— = —xsine — ycose,
Oe
0T y
Oe | Y

olur ve ¥ i¢in tiirev

oy’
De
oy’
De
bi¢iminde belirlenir. Bu durumda sonsuz kiigiik iiretecler;

X($,y):_y, Y(l’a?/):ff
seklinde ifade edilir. Sonsuz kiigiik tiretegler X (z,y) ve Y (x,y) biliniyorsa, Lie gru-

= —ysine 4+ xcose,

e=0

Y

buna ait doniisiimler asagidaki diferansiyel denklemler sistemi ¢oziilerek yeniden olus-

turulabilir:
dz
d_€ :X(x,y), :Z‘|€:0:J},
dy
_— = Y 1 e= — .
e (z,9), Ylemo=1y

Sonsuz kiigiik iiretecler yerine koyulursa (X (z,y) = —y ve Y (z,y) = x):

@
de
dy
de

11



bulunur ve birinci dereceden adi diferansiyel denklem sistemi elde edilerek ¢6ziim asa-

gidaki sekilde yazilir

T =1xcose —ysineg, ¢y =ycosec+ xrsine.

Bu ¢ozlimler, baslangigta verilen Lie grup doniisiimleriyle aynidir. Bu siireg, Lie grup
teorisinin temel tas1 olan, sonsuz kiiciik simetriler ile global doniisiimler arasindaki
iliskiyi ortaya koyar ve agiklar.

Teorem 2.1. Bir parametreli Lie doniistimler grubu (2.1) asagidaki sekilde de ifade
edilebilir:

2
€
J’U:eaxx:x—i—sXx—i—?XijL...,

2
:[1+5x+%x2+...]g;, (2.16)

o _k
_ N vk
i Z k!X L
k=0
burada X = X(z) operatorii (2.13)’de verilmistir ve X* = XX* 1 k = 1,2,...

olarak tammlanir. Ozellikle X* F'(x), X operatdriiniin X*~1F'(x) fonksiyonuna uygu-

lanmasi ile elde edilir. Baslangi¢ kosulu olarak ise
XF(z) = F(x)

alnir [5].
Onerme 2.1. Eger F'(x) sonsuz kez tiirevlenebilir bir fonksiyon ise, 0 zaman

X=X(x)=>", xz(:v)a% sonsuz kiigiik iireteci ile tanimlanan bir Lie doniisimler

grubu (2.1) i¢in, asagidaki esitlik gegerlidir:

F(7) = F(eXz) = X F(z). (2.17)

2.2.3. Degismez Fonksiyonlar
F(z) olarak ifade edilen bir fonksiyon agagidaki kosulu saglarsa,

F(z) = F(x), (2.18)
Lie doniistimleri grubu (2.1) i¢in bir de@ismez fonksiyon olarak tanimlanir ve boylece

F(z), (2.1) altinda degismez olarak kabul edilir.
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Teorem 2.2. F'(z), bir parametreli Lie doniisiim grubu (2.1) altinda asagidaki gerek ve

yeter kosul saglandiginda degismez fonksiyon olur [5]
XF(z)=0. (2.19)
Teorem 2.3. Bir Lie doniisiim grubu (2.1) i¢in, birim elemanin;

F(z) = F(z) +e¢, (2.20)

XF(z) =1, (2.21)
oldugunda miimkiindiir.[5]
2.2.4. Kanonik Koordinatlar
x = (x1,x9,...,x,) parametreleri ile tanimli Lie simetri grubunun sonsuz kiigiik tire-
teci (2.13); 4
X = ; &(m)% (2.22)

seklinde tanimlanir. Uygun bir tanim kiimesinde bire bir ve siirekli tiirevlenebilir bir

koordinat doniistimii agagidaki formiille

y=Y(2) = (y1(2), p2(2), ..., ya(2)), (2.23)
tanimlanmis olsun. y = (y1,¥2, - - ., Yn) koordinatlarina gére sonsuz kiigiik iireteg ye-
niden ifade edilirse

B 0
Y = i(y)—, 2.24
; ), (2.24)

elde edilir. Bu durumda, ayni grup etkisini saglamak i¢in Y = X olmalidir.

y koordinatlarina gore sonsuz kiigiik lirete¢ ise soyledir:

n(y) = (m), ), -, my) =Y, (2.25)

Sonug 2.1. Zincir kuralin1 kullanilarak, sonsuz kiigiik iirete¢ asagidaki sekilde elde edi-

lebilir:

B - Oy;(z) 0

—Z&(x) Su, Dy (2.26)
2,j=1

~ 0
nj(y)5— =Y.

; 7 0y,



Bunun sonucunda:

n(y) = Xy, (2.27)
bulunur.
Teorem 2.4. Verilen y = (y1, ya, - - - , Y ) koordinatlarma gére yeni Lie doniisiim grubu
(2.1)
y=c"y, (2.28)

olarak tanimlanir.

Ispat 2.1. (2.17) ve (2.23) denklemleri kullanilarak yukaridaki déniisiim grubunu
7 =Y(z) =Y (2) = XY = ey, (2.29)

seklinde yeniden yazmak miimkiindiir.
Tanim 2.1. Bir koordinat doniisiimii (2.23), bir parametreli Lie doniisiim grubu (2.1)

icin yeni koordinatlarla asagidaki baglantilarin kurulmasiyla
gi:yia /L.:1,2,...,’I7,—1, (230)

elde edilen kiimeye bir parametreli Lie doniisiim grubu (2.1) i¢in kanonik koordinat-
lar kiimesi denir.

Teorem 2.5 (Kanonik Koordinatlarin Varhgi). Herhangi bir Lie doniisiimii grubu
(2.1) i¢in bir kanonik koordinatlar kiimesi y = (Y1, Ys, ..., Y,,) mevcuttur dyle ki

T = X(x; ) doniisiim grubu, kanonik koordinatlar kiimesi (2.30)-(2.31)’e denktir.

Kanonik koordinatlar i¢in sonsuz kiigiik tireteg;

0

Yy = —
OYn

(2.32)

olarak yazilir.

2.2.5. Kanonik Koordinat Ornekleri

R2‘de tanimli olacak sekilde; parametreleri X = (z, ) olan Lie doniisiim grubu tanim-
lansin ve kanonik koordinatlar1 Y = (r, s) olsun. Bu durumda kanonik koordinatlar

cinsinden bir parametreli Lie doniisiimii grubu asagidaki gibi olur [5]:
r=r, §=s+c¢. (2.33)
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Burada sonsuz kiigiik iireteg ise

olarak yazilabilir.

Ornek 2.2 (Ol¢ekleme Simetri Grubu Ornegi).
5 2e

r=ex, Yy=c¢€e"y,

seklinde simetri grubu olsun. Sonsuz kiigiik tiretec,

0 0
X =a 4oy~
Tor * yay’
olur. Kanonik koordinat r(x, y) ise
or or
Xr=2—+4+2y—=0
= o7 + 2y oy )

esitligini saglar. Karakteristik diferansiyel denklemlerin sadelestirilmesiyle

dy
2 =9
d:L‘ y?

elde edilir. Bu durumda ¢6ziim asagidaki sekilde elde edilir

r(z,y) = x’y = sabit.

Kanonik koordinat s(x,y) i¢in asagidaki esitlik mevcuttur

s Os
XS_$8_x+2y6_y_1'

Bu denklemin bir 6zel ¢ozimii s(z,y) = s(x) ’tir ve

ds

% - )

1
x
diferansiyel denklemini saglar. Dolayisiyla s(x, y) i¢in

s(x,y) = logz,

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

ifadesi mevcuttur. Sonug olarak, kanonik koordinatlar (r, s) = (22, log x) seklinde bu-

lunur.
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Ornek 2.3 (Dénme (rotasyon) Simetri Grubu Ornegi).
T =1xcose —ysineg, ¢ = xsine+ ycose,

seklinde simetri grubu tanimlansin. Bu durumda sonsuz kiigiik iiretec;

0 0
X=r— —y—
Yoy You
olur. Diferansiyel denklem;
y_ 2
dr vy

olarak yazilir ve bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii
r=ya?+y?

seklinde elde edilir. O halde, s(z, y) i¢in bir ¢6ziim asagidaki gibi ifade edilir
ds 1 1

dy @ TR

Dolayisiyla s asagidaki ifadeye esittir:

s=0=sin"" <Q>

r

Yani kanonik koordinatlar, polar koordinatlardir ve

(r,s) = (r,0) = (/22 + y2,sin"* %),

seklinde yazilir.

Boylece kanonik koordinatlar, donme simetri grubu (2.43) cinsinden

F=r, O=0+c¢.

olacak seklide tanimlanmis olur.

Uyar 2.1.
r=r(z,y), s=s(x,y)
olsun ve bu denklemler degismez olsun:

r=r(z,y), §=s(z,y).

(2.52) denkleminin £’a gore tlirevi alinirsa ve (2.33) denklemi uygulanirsa

or s
— =0, —=1
de 7 Qe
bulunur ve € = 0 alinip, (2.53) ve (2.7) kullanilirsa asagidaki esitlikler yazilir
or or ds 0s
X@y) o +Y(@y) 5 =0 Xy +Y(r,y), =1
(@,9) 5. +Y(@,y) T (@,9)5- +Y(z, y)ay
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2.2.6. Degismez Yiizeyler, Degismez Egriler, Degismez Noktalar

Tamm 2.2 (Degismez Yiizey). Bir yiizey, ancak ve ancak F'(xz) = 0 oldugunda

F(z) = 0 oluyorsa bir parametreli Lie doniisiim grubu (2.1) i¢in de@ismez bir yii-
zeydir.

Tanim 2.3 (Degismez Egri). Bir parametreli Lie doniisiim grubu (2.1) ;

T=X(z,y,¢) =z +e&(z,y) + O(?), (2.55)

g=Y(x,y.¢) =y +enlz,y) +O(e?), (2.56)
seklinde tanimlansin ve sonsuz kiigiik iireteci;

0

o (2.57)

X = £(x,y)a% +n(z,y)

olsun.

Bir egri F'(z,y) = 0, yukarida tanimlanan bir parametreli Lie doniisim grubu i¢in
ancak ve ancak F'(z,y) = 0 oldugunda ve F'(x,y) = 0 kosulu saglandiginda de@ismez
bir egri olur.

Teorem 2.6. (i) F'(x) = =, — f(x1,29,...,2,-1) = 0 seklinde yazilmis bir yiizey,
ancak ve ancak F'(x) = 0 oldugunda X F'(x) = 0 oluyorsa & = X(x;¢) donisimi

icin degismez bir ylizey olur.
(ii) F'(z,y) = y — f(z) = 0 seklinde yazilmis bir egri, ancak ve ancak agagidaki kosul
saglandiginda; (2.55) ve (2.56) doniistimleri i¢in degismez bir egridir:

F(z,y) =y — f(x) =0 iken XF(z,y)=n(zy)—&,y)f (z) =0.

Yani,
n(z, f(z)) — &z, f()f'(z) =0

esitligi saglanmalidir.
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2.3. Genisletilmis Dontisiimler

2.3.1. Genisletilmeler icin Notasyon
T =z(z,y;¢€), (2.58)
y=ylz,ye); (2.59)

formunda ifade edilen bir parametreli Lie doniisiim grubu asagidaki diferansiyel denk-

leme uygulanirsa tiirevlerin nasil dontistiigiine dikkat etmek gerekir.

dy

H<xayvy/7y//7"'7y(n)) = 07 y, = T (260)
dx
tanimdan yola ¢ikarak basit bir sekilde gosterilebilir ki
j=9_dye
dz  dzi(z,y;e)’
0y 4 /98
_ =V (2.61)
e
a g/(x7 y? yl; 8)7
olur. ¢” i¢in ifade edilirse
d—/
7= =y e, (2.62)
x
7™ igin de yazildiginda;
g(n) = g(n) (:'B7 y? y/7 y”? ct g(n_l); 6)7 (2'63)

belirlenir.
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2.3.2. Genisletilmeler icin Sonsuz Kiiciik Uretec

Gentigsletilmeler i¢in sonsuz kiictik ireteg

T =g+ eg(z,y) + O,

J=y+en(z,y)+ O,

7=y +en(zy,y)+ 0@, 1 = 3¢ (2.64)

g™ =y 4 en™(z,y,y ..y + O(Y), 0™ = o€
e=0

seklinde ifade edilir.

Not: n™) n@ . n(™ terimleri n‘nin tiirevleri degildir.

Eger sonsuz kiiciik tirete¢ X, asagidaki gibi verilmisse;

0 0

n‘inci mertebeden genigletilmenin tireteci;

0 0 0 0
X =@ y)gg t@yg +10@ygs+ 1@ yga, 266

n™ = 0" (2, y, 0y y™),

olarak ifade edilir.
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3. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

3.1. Lie’nin Degismezlik Kosulu

dy

diferansiyel denkleminin,
T=u+X(r,9)e+0(), y=y+Y(z,y)e+0(), (3.2)

seklinde verilen sonsuz kii¢iik doniisiim altinda degismez kalip kalmadigini incelensin.
Sonsuz kii¢iik doniisiim sadece x ve y‘yi degistirmekle kalmaz, ayn1 zamanda tiirevin

% de nasil degistigini etkiler. Bu nedenle, tiirevin doniisiimiinii de ifade etmek gerek-

lidir yani
dj &
g _ dz 33
& (3.3)
olmalidir.

(3.2) doniisiimii kullanilarak yukaridaki ifade yeniden diizenlenirse

dj _ gz Wt Y(eye+ 0E) (3.4)

dz & (x4 X(z,y)e + O(2))

elde edilir.

Payin ve paydanin tiirevleri alinarak denklemler daha agik yazilirsa

_ B+ (et Yy)e+ 0
L+ (Xe + Xyy) e+ 0(e?)

olur. Kiigiik terimler yani O(£?)’ler ihmal edildiginde;

_ Bt (Vat+Yy)e
1+ (X +Xy)e

bi¢ciminde belirlenir. Kesirin genisletilmasiyle

dy dy
+ (Y +Y, d d d
z yix)€z<—y+(Yx+Y;, y)&) (1—(Xx—|—Xy y)a)
1+ (X + X, E)e  \dz dx dx

esitligi bulunur.
Sonug olarak;

dy . dy ' 2 2
dj—dx—i-(Y}c—i-[Yy—Xx]y — X,y”?) e+ 0(e%), (3.5)
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ifadesi yazilir. Simdi, asagidaki adi diferansiyel denklem (ADD) i¢in yukarida agikla-

nanlar uygulanirsa
dy
— =F(z,y 3.6
- = F(@.9), (3.6)

yani bu denklemin sonsuz kii¢iik doniistimleri (3.2) ve birinci dereceden tlirev donii-

stimii (3.5), denklem (3.6)’de yerine koyulursa asagidaki ifade elde edilir:

dy / 12 2
= Y, Y, — X, v — X
dx+(z+[y Y — Xyy?) e+ 0(e?) a7

=F (24 X(z,y)e + O(?),y + Y(z,y)e + O(e?)) .
(3.7) denklemi; bir tarafin tiirev ve pertiirbasyon (¢) terimleri igerdigi, diger tarafin ise
F(z,y) ‘nin pertiirbasyonlu x ve y degerlerini igerdigi bir denklemdir.

Esitligin sag tarafinda x ve y‘nin € kadar degistigi durum i¢in Taylor serisi yaklagimi

uygulanarak O(c?) mertebesine genisletilirse;

oF oF
F (ZE + X(x7y)87y S Y(Iay>5) = F(J],y) 2 —X(I,y)€ + —Y(I7y)€ + 0(62)7

ox dy
(3.8)
elde edilir ve
oF oF
— =F, — =F,
ox ve Jy v
ifadeleri kullanilarak daha sade sekilde yazilirsa:
F(x,y) + (XE, + YE,))e+ O(€), (3.9)

belirlenir ve daha sonra (3.7) esitliginin sol tarafi ile (3.9) denklemi esitlenirse

+ (Yx + ¥y, — Xx]y/ - Xy?//Q) €+ 0(52) = F(z,y) + (XF, +YF,))e + 0(52)7
(3.10)

¥y
dx
olarak bulunur.

g—g = F(z,y) oldugundan ve O(g?) ifadeleri birbibirini gotiireceginden (3.10) denkle-

minden geriye kalan terim asagidaki ifadeden olugsmaktadir

Yo+ (Y, — X.) F— X, F*=XF, +YF,. (3.11)

Budenklem, Lie’nin degismezlik kosulu olarak adlandirilir. Verilen bir F'(x, y) fonksi-
yonu i¢in, bu denklemi saglayan X (z, y) ve Y (x, y) fonksiyonlari sonsuz kii¢iik fonk-

siyonlardir.[5]
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Ornek 3.1.

dy y*—2y
- 3.12
dx 241" ( )

denklemi verilmis olsun.

Bu diferansiyel denklem i¢in agsagidaki sonsuz kiigiik doniisiim grubu altinda, doniisiim
fonksiyonlart X (x,y) ve Y (z,y) nedir ve Lie’nin degismezlik kosulunu saglar ni?

Sonsuz kiigiik dontigiim grubu
T=x+ex, Y=y—_¢ey, (3.13)

olsun. Burada, sonsuz kii¢iik doniistimler X = z ve Y = —y se¢ilmistir. Bu doniisii-

miin Lie’nin degismezlik kosulunu saglayip saglamadigi kontrol edilirse:

2
Y- —2y
F(z,y) = PR (3.14)

diferansiyel denklemi i¢in £, ve F, asagidaki sekilde ifade edilir

P d [(y?—2y B 0(z%+1) — (y* — 2y)2x _ —2x(y? — 2y) (3.15)
Tde \ 2241 ) (22 +1)2 T (x2+1)2 '
d (y?—2y 2y — 2
F,=— = , 3.16
Y dy(x2+1) x2 41 (3.16)
X = x veY = —y degerleri yerine koyulursa:
Y,=0, Y,=-1, X,=1 X,=0, (3.17)

ifadeleri bulunur. Belirlenen tiim degerler Lie’nin degismezlik kosulu (3.11)’de yerine

koyulursa:

0+(-1-1)

2
v -2 <y2—2y> _ 2yt =2y 2y -2

22 + 1 22 + 1 @2+12 @yl

olur. Sadelestirmeler yapilinca sonug olarak asagidaki esitlik yazilir

Y2y 20yt —2y) y(2y—2)
241 (x2 4+ 1)2 22 +1

Biliyoruz ki esitligin sag tarafi ve sol tarafi birbirine esittir ve boylece X (z,y) = = ve

Y (x,y) = —y, Lie’nin degismezlik kosulunun saglanmis oldugu gosterilmis olur.
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3.2. Standart integrasyon Teknikleri

Birinci dereceden diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in standart integrasyon teknikler
mevcuttur fakat aslinda bu denklemlerin ortak bir 6zeligi vardir; hepsi bazi sonsuz kii-
¢lik doniisiimler altinda degismezdir ve uygun simetriler belirlendiginde ayrilabilir di-
feransiyel denkleme indirgenebilirler. Bu boliimde bazi temel diferansiyel denklemler
icin simetri doniisiimlerinin nasil bulundugu ve bu doniistimlerin uygulamalar agikla-

nacaktir. [6]

3.2.1. Lineer Diferansiyel Denklemler

Bir lineer diferansiyel denklemin genel formu

— + P(z)y = Q(x), (3.18)

T=z, yJ=y+ee JP@ (3.19)

Lie grubu (3.19)’dan , sonsuz kiiciik doniisimler X = 0 ve = e~/ P®)4* Y olarak elde

edilir. (2.54) denklemi kullanilarak degisken doniisiimleri tanimlanirsa
e/ P@dry =0, e/ P@drg =1, (3.20)

belirlenir ve bu ifade

r,=0=1r=R(x),
S, = efP(:r)d:v - g = efP(x)dxy+ S(Q?),

ifadelerine denktir. Burada R(z) ve S(x) serbest fonksiyonlar olmak iizere; R = x ve

S = 0 segilirse,

J P(r)dr

r=r, y=e S,

bulunur ve daha sonra j—fc hesaplanirsa:

Ay _ -~y peyards -
< = rdrZZ _ p S P(r)dr
o e o (r)e S

biciminde elde edilir ve ardindan (3.18) denkleminde yerine koyulup sadelestirildi-
ginde;
ds

e el POTQ(r),

olarak bulunur. Agiktir ki yukaridaki denklem ayrilabilir bir diferansiyel denklemdir.
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3.2.2. Bernoulli Diferansiyel Denklemi

Asagidaki formdaki denklemler

dy

i P(r)y = Q(x)y", n#0,1

Bernoulli denklemleri olarak adlandirilir. X' = 0 varsayimi altinda, Lie’nin degismez-

lik kosulu;

Y, +Y, (Qz)y" — P(z)y) =Y (nQ(x)y" ' — P(x)) (3.21)

olarak tanimlanur.

Burada, (3.21) denkleminden
Y = / P(x)dzy" (3.22)
denklemini elde etmek miimkiindiir. Degisken doniistimiinii elde etmek igin,
e(n—=1) [ P(z)dz yr, =0, e(n=1) [ P(z) dz ys, =1, (3.23)

denklemi ¢oziildiigiinde ayrilabilir bir diferansiyel denklem elde edilir.

3.2.3. Homojen Diferansiyel Denklem

Homojen olan diferansiyel denklemler

W _p (y) , (3.24)

de x
formunda tanimlanir. Bu denklem asagidaki Lie grubu altinda degismezdir:

£

T=¢cx, y=ey. (3.25)

Sonsuz kiigiik tiretegler ise X = x ve Y = y’dir. Dolayisiyla, degisken doniistimii

asagida verilen denklemi ¢ozerek elde edilir:
xry +yry =0, w8, +ys, =1,

bu denklem ¢oziiliirse ve R ve S serbest fonksiyonlar oldugundan; r = £, s =Inx

seklinde secilirse



ve
dy 1+rs
de s

sonugclari elde edilir. Tiim denklemler (3.24) de yerine koyulursa:

, 1
= F (3.26)

bulnur ve yine ¢6ziilebilir bir diferansiyel denklem belirlenmis olur. Ayrica F'(r) = r

oldugu durumda, orijinal denklem ayrilabilir hale gelir!

3.2.4. Tam Diferansiyel Denklemler

dy
2 =F 3.27
7 (z,y), (3.27)

diferansiyel denklemi verilsin ve bu denklem aciktir ki
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0, (3.28)

formunda da yazilabilir. Eger bu denklem asagidaki kosulu saglarsa tam diferansiyel

denklem olarak kabul edilir:
oM _ 0N
oy  Ox’

Ancak bu durum nadiren goriiliir. O zaman integral ¢arpani x’nun

(3.29)

puMdx + pNdy =0

esitligini saglayacak sekilde bulunmasi gerekir ve bu da tam (exact) olma sartidir. Bu
durumda da denklemin ¢6ziimii kolay olmayabilir. Halbuki; (3.28) denkleminin agagi-

daki sonsuz kii¢iik doniisiim altinda degismez oldugu bilinmektedir:
T=x+eX(r,y)+0(E%), §=y+eY(,y)+O0().

Integral carpani ise asagidaki gibi belirlenir

1

M= MX ¥ NY
Orijinal denklem (3.27)’de yerine koyulup denklem agilirsa;

~F,(Y-FX)+F(Y,-FX-FX,) Y,-FEX-FX,
(Y — FX)2 B Y —-FX)2

elde edilir. Sadelestirmeler yapildiginda sonug olarak
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Y, + (Y, — X,)F — X,F> = XF, + YF,,

bulunur ve elde edilen bu sonug aslinda Lie’nin degismezlik kosulu (3.11)’in kendisi-

dir!

3.2.5. Riccati Diferansiyel Denklem

Bir Riccati ADD’inin genel formu asagidaki sekilde tanimlanir

dy _

. P(x)y* + Q(z)y + R(x). (3.30)

Buradaki amag Lie’nin degigsmezlik kosulu (3.11)’1 saglayan X ve Y’yi bulmaktir. Hem
lineer hem de Bernoulli denklemlerinde oldugu gibi, X = 0 oldugu varsayilirsa bu

durumda Lie’nin degismezlik kosulu
Y, + (P(@)y + Q@)y + R(@) Y, = @P)y + Q)Y.  (3.31)
olarak tanimlanir ve (3.31)’in bir ¢oziimii
Y =(y—u) F(),

formunda elde edilir. Burada ¥, (3.30)’un bir ¢oziimiidiir ve F' asagida verilen ifadeyi
saglar

F' + (2Py, + Q) F = 0.

Kanonik degiskenler r ve s’yi belirlemek i¢in
(y—y1)* Fla)ry =0, (y—u)" Fla)s, =1,

denklemlerinin ¢6ziilmesi gerekir ve bununla birlikte asagidaki ifadeler elde edilir:

1
r=R(x), s=85(xr)— ———,
S A
burada R ve S, serbest fonksiyonlar olmak tizere R(z) = x ve S(z) = 0 olarak segil-
diginde
1
r=r, Y=y — T(T),

sonugclari elde edilir ve boylece orijinal Riccati denklem, (3.30) asagidaki sekilde ifade

edilmis olur
ds  a(r)
dr — F(r)
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3.3. Noether Teoremi

3.3.1. Simetri Gruplar: ve Korunum Yasasi

Korunum yasasi1 kavrami, diferansiyel denklem sistemlerinin incelenmesinde ve ¢o-
zliimlerin temel 6zelliklerinin analizinde 6nemli bir rol oynar. Bir korunum yasasi, enerji
korunumu, momentum korunumu gibi fiziksel yasalarin matematiksel bir ifadesidir.
Ornegin, masanin iizerindeki iki topun birbirine ¢arpmasiyla, onlarn yerde ¢arpismasi
aynidir; bulunduklar yer fark etmez, 6nemli olan toplarin ayni sekilde carpismasidir ve
bu 6rnekteki korunmus nicelik momentumdur. 1918 yilinda Emmy Noether, varyasyo-
nel bir prensipten tiireyen sistemlerde her korunum yasasi ile simetri arasinda baglanti
oldugunu ortaya koydu [2].

Noether Teoremi’ne gore, bir sistem siirekli bir simetriye sahipse, bu simetriye karsilik
gelen ve degeri korunan niceliklerin olmasi gerekmektedir. Yani aksiyon fonksiyone-
linin (action function) her siirekli simetri grubuna karsilik gelen bir korunum yasasi
vardir ve bunun tersi de gegerlidir.

Aksiyon fonksiyoneli, genelde bir fiziksel sistemin dinamiklerini tanimlayan Lagrange
fonksiyonunun zamana gore integralidir. Eger bir sistemin Lagrange fonksiyonu bir
stirekli simetriye sahipse (6rnegin, zamana, mekana ya da bagka bir doniisiime gore de-
gismezse), o zaman asagidaki korunum yasalari ortaya ¢ikar:

Simetri «+— Korunum Yasasi
* Zaman simetrisi (time symmetry) <—> Enerji korunumu
+ Oteleme simetrisi (translational symmetry) +— Dogrusal momentum

* Donme simetrisi (rotational symmetry) <— Ag¢isal momentum

3.3.2. Varyasyonel Problem

Oklid uzaymda; X = R? *de z = (a', 22, ..., 2P) bagimsiz degiskenleri , U = R? *da
u= (u',u? ... u?) bagiml degiskenleri temsil etsin ve Q C X olsun. Bir varyasyo-

nel problem,

J[ul] :/QL(x,u”) dx (3.32)
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fonksiyonelinin, belirli bir fonksiyon sinifi iginde (6rnegin burada €2 lizerinde tanimli
u = j(x) fonksiyonlar) ekstremumlarinimn (maksimum veya minimumlarini) bulunma-
styla tanimlanir [7].

(3.32) integralinde L fonksiyonu, Lagrangian olarak adlandirilir ve L(z,u") integ-
rand1 z, u ve v’ nun tiirevlerinin diizgiin (smooth) fonksiyonudur. Varyasyonel problem

olan J[u| integraline aksiyon integrali denir.

3.3.3. Euler-Lagrange Denklemleri

Asagidaki gibi verilen bir fonksiyonelin minimumu

J[u] = / L(z,u™) dz (3.33)

yine fonksiyonelin gradyanin sifir oldugu yerde ortaya ¢ikar yani

olmalidir. Bu, Euler-Lagrange denklemleri olarak bilinen bir diferansiyel denklem sis-
temidir:
A=E(L)=0.

Burada, F, Euler operatorii (varyasyonel tiirev) olarak adlandirilir:

E(L) = oL _ > (-D)’ oL _,, (3.34)

uo ous

Fonksiyonelin diizgiin (smooth) minimumlari (u(x)), Euler-Lagrange denklemlerinin
¢cozlimleridir. Ayn1 zamanda, fonksiyonelin maksimum noktalar1 ve genel olarak tim

“kritik fonksiyonlar” da bu denklemleri saglar.

3.3.4. Varyasyonel Simetri

G, bagimsiz ve bagiml degiskenler uzayinda etkili olan bir Lie doniisiim grubu olsun.

Bir varyasyonel simetri, uzay/zaman ve alan degiskenlerinin
(i’7ﬂ) =9 (x,u)

seklinde bir doniisiimiidiir. G doniisiimii, varyasyon problemini asagidaki sekilde de-

gismez birakmalidir:
/ L(z,a™)dz = / L(z,u™) dz. (3.35)
Q Q
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G grubu fonksiyonlar iizerinde etki ettigi igin, tiirevleri ( u(™) iizerinde de etkili olur

ve bu sebeple grubun uzanimi (prolongation) asagidaki bigimde belirlenir
@ﬁm)) = pr™yg. (x,u(”)).

Uzanim formulasyonu,
p
pr™ v =pr™ vy + Y "¢D; (3.36)
i=1

seklinde ifade edilir.

Uzanimli sonsuz kiiglik {irete¢ (prolonged infinitesimal generator) ise

0

prv=v-+ ngaj(x,u(”))m;
a,J

olarak tanimlanir.
Teorem 3.1 (Sonsuz Kiiciik Degismezlik Kriteri). Bir doniisiim grubu G, ancak ve

ancak

pr'™v(L) + LDivé = 0 (3.37)

esitligi saglaniyorsa; bir fonksiyonel (3.32) i¢in varyasyonel simetri grubu olur [7].

Buna ek olarak, G’nin her sonsuz kiiciik {ireteci,
auy 0 I 0
Uzizlf(%u)%JF;?b (%u)% (3.38)

seklinde yazilmalidir [7].
Teorem 3.2. Eger G, bir fonksiyonel J[u] = [, L(z,u™) dz igin varyasyonel simetri
grubu ise, o zaman G, Euler-Lagrange denklemleri £(L) = 0 i¢in bir simetri grubu

olur [7].

3.3.5. Korunum Yasasi

Bir sistemin korunum yasasi, diverjansi sifir olan bir denklem seklinde ifade edilir:
divf=D,f =0, (3.39)

burada, vektor fonksiyonu olan f; x,u ve u’nun tlirevlerine baglidir ve korunan bir

akis (conserved flux) olarak adlandirilir.
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(3.39) denklemi, (3.32)’nin herhangi bir ekstremal fonksiyonu u(x) i¢in gegerli olma-
lidur.

Noether, aksiyon integralini degismez birakan

T=ax+el(m,u,ur,us, ..., u,) + O(?),
g (3.40)

= u+en(z,u,u,ug, ..., uy) + O(e?),
seklindeki doniistimleri analiz etmistir [2]. Bu doniisiimler, aksiyon integrali J[u| yu,
herhangi bir € icin degismez tutar. Noether, simetrilerle (sonsuz kiigiikler; £, ) korunan

akis (f) arasindaki iliskiyi agik¢a ortaya koymustur [2].

3.3.6. Noether’in Birinci Teoremi

Teorem 3.3. Bir varyasyonel problem (3.32);

J[u] :/L(x,u(”))d:c (3.41)

olsun ve G, varyasyonel problemin simetri grubu olsun. ( L(z, u™) Lagrange fonksi-
yonu).
Simetri grubunun sonsuz kiigiik tireteci (3.38) denkleminde belirtildigi gibi

p

, 0 & 9
\— Zfz@’u)axi + ; ba(z, u)%, (3.42)

i=1

seklinde yazilr.

v’ye karsilik gelen karakteristik fonksiyon ise asagidaki sekilde verilir:
p .
Qu(,u) = ¢o — > Eul’ (3.43)
i=1

Burada Q,(z, u), v vektor alaninin karakteristik bilesenidir.

Bu durumda, @ = (@1, ..., Q,) ayni zamanda Euler-Lagrange denklemlerinin bir koru-
num yasasinin karakteristigidir. Yani, bir P(z,u™) = (P, ..., P,) vektdr fonksiyonu

vardir ki;

q
DivP = QE(L) = Y _Q,E,(L) (3.44)
v=1

denklemi, Euler-Lagrange denklemleri £(L) = 0 i¢in bir korunum yasasi olusturur

[7].
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Ispat 3.1. Uzanim formulasyonu (3.36), sonsuz kiiciik degismezlik kriteri (3.37)’da

yerine koyulursa:

0 = pr™v(L) + LDiv¢,
p p
=prvo(L)+ > &DL+ LY D,
=1 =1

= pr™vyq (L) + Div(LE), (3.45)

elde edilir. [LE = (L&Y, ..., LEP) ]

(3.45) denkleminin ilk terimi kismi integrasyonla ¢oziillince;

0L
Pr(n)VQ<L) = Z DJQa%a
J

= Qa- Ea(L) + DivA, (3.46)

oldugu goriiliir.

Not: Burada A = (A;,..., A,) seklinde olup, ()’ya, L’ye ve tiirevlerine bagli bazi
fonksiyonlardan olusur. Ancak kesin formuna burada ihtiya¢ duyulmamaktadir.
Sonug olarak,

pr"vQ(L) = Q - E(L) 4 DivA, (3.47)

elde edilir. Ayrica (3.45)’de elde edilen sonug asagidaki gibidir:
0 = pr™vo(L) + Div(LE). (3.48)
Dolayistyla (3.47) ve (3.48) denklemleri birlikte ;
0=@Q - E(L)+Div(A+ L¢), (3.49)

seklinde yazilr.
DivP = QE(L) =>"?_, Q,E,(L) sartim1 saglayacak olan P;

P=—(A+ L&), (3.50)

olmalidir. Bu, Noether teoreminin ispatini tamamlar.
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4. YAPAY HAMILTONYEN ve ILK INTEGRAL

Yapay hamiltonyen metodu, sistem dinamiklerini analiz etmek ve kontrol etmek i¢in
kullanilan bir yontemdir ve bu metot standart hamiltonyenin genisletilmis bir versi-
yonu olarak diigiiniilebilir [8]. Ayn1 zamanda yapay hamiltonyen metodu, lineer olma-
yan birinci dereceden baglantili adi diferansiyel denklem sistemlerinin kesin ¢éztimiinii
hesaplamaya yardimci olur [9]. Diferansiyel denklemlerin yapilandirilmasinda, ¢ozii-
miinde ve kontroliinde yapay hamiltonyen metodunu kullanmak baz1 durumlarda ¢ok
daha elverisli olabilir. Standart hamiltonyen formiilasyonundan farkli olarak yapay ha-
miltonyen ek terimler igerir ve Lie simetrileri ve gauge terimleriyle birlestirilerek, sis-
temin daha karmasik 6zelliklerini incelemeye olanak tanir ve ayrica en 6nemli nokta-
lardan biri de ilk integralleri tiiretmek i¢in kullanilir.

Yapay hamiltonyen yaklagimini kullanarak birinci dereceden adi diferansiyel denklem-
leri hamiltonyen’ forma sokmak bazen karmasik veya zor olabilir, ama sonu¢ olum-
luysa bir sonraki asama; kismi hamiltonyen operatdrlerini hesaplamak i¢in kismi hamil-
tonyen yaklagiminin kullanilmasidir. Kismi hamiltonyen yaklasimi, 6zellikle sistem-
deki simetrileri inceleyerek ilk integralleri elde etmenin etkili bir yoludur. ilk integral,
diferansiyel denklemlerle modellenen sistemlerde, zamanla degismeyen bir niceliktir
ve analitik ¢ozlimler elde etmeye yardimci olabilir. Fakat ilk integralin elde edilmesi, li-
neer olmayan birinci dereceden adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii konusunda garanti

vermez [10].
4.1. Standart Hamiltonyen

4.1.1. Hamiltonyen Fonksiyonu Kavrami

Bir faz uzay1 (q,p) = (¢*,¢%, ...,¢", p1, D2, - - -, Pn) ve asagrdaki sekilde tanimlanan
birinci dereceden ADD’lerden olusan bir sistem verilsin [11]
q.i = Fz(taqz7pz)7

pi =Gt q" ps), i=1,2,...,n.

(4.1)

Sistemdeki ¢, zamani temsil eden bagimsiz degiskendir, F(t, ¢, p;) ve G'(t, ¢", p;) ise

stirekli olarak tlirevlenebilir fonksiyonlardir. Ayrica, bagimsiz degisken ¢ ve faz uzayi
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koordinatlari (¢°, p;) arasinda asagidaki diferansiyel iliski vardir:

pi = Di(ps), ¢ = Di(q"). (4.2)

Toplam tiirev notasyonu D, ise

g -0 .0

seklinde tanimlanir [12].

4.1.2. Hamiltonyen Denklemleri

t,q, p degiskenlerinin olusturdugu alan ve bu alanin uzanimlar1 (prolongations) iize-
rinde tanimlanan bazi 6nemli operatorler bulunmaktadir. Bu operatorler sirastyla
Euler operatorii:

=~ D2, i=1,2,...,n, (4.4)

varyasyonel operator:

59 9
Spi Op; op;’

1=1,2,...,n, (4.5)
olarak bilinir. Burada L Lagrangian olmak iizere (4.4) ve (4.5) operatorleri kullanilarak,

denklemi yazilabilir. (4.6) ifadesi sifira esit oldugunda, standart hamiltonyen denk-

lemleri elde edilir:

. OH
q = )
Op;
' OH . 4.7)
;= — -, 1= 1,...,N.
p o7
(t,q, p) faz uzayindaki nokta simetrilerinin sonsuz kiigiik tireteci;
0 ; 0 0

ot dq' Op;
seklinde yazilir. (4.8) operatorii, (4.7) standart hamiltonyen sisteminin sonsuz kii¢iik

tireteci ise, (4.7) sistemi lizerinde

(4.9)




sartlarini saglar.

Evrensel veya kanonik formda hamiltonyen simetrileri kavramlar1 da ayrica daha 6nce
literatiirde ele alinmistir [7]. Asagidaki 6nemli sonuglar, Noether simetrilerinin ve No-
ether teoreminin sonucudur.

Teorem 4.1 (Hamiltonyen Aksiyon Simetrileri). Bir hamiltonyen aksiyonu
pidq' — Hdt, (4.10)

(4.8) tarafindan tiretilen bir gauge fonksiyonu B(t, ¢, p) ile ancak ve ancak asagidaki

kosul saglanirsa degismez olur [11]:
oH ;
Cia—p +piD(n') — X(H) — HD(£) — D(B) = 0. (4.11)

Teorem 4.2 (Noether Teoreminin Hamiltonyen Versiyonu). Simetrik doniisiim al-
tinda aksiyonun degismezliginden s6z edebilmek i¢in sistemin bir korunmus (conver-
sed) bliyiikliigliniin var olmasi gerekir. Bu biiyiikliik ilk integral’dir [11].

B = B(t,q,p) , bir gauge fonksiyonu olsun. Standart hamiltonyen sistemi (4.7) nin ilk

integralinin asagidaki gibi ifade edilebilmesi
[ =paf —€H - B, (4.12)
ancak ve ancak hamiltonyen aksiyon operatoriiniin, (4.7) denklem sisteminin ¢oziimleri

tizerinde verilen X operatorii (4.8) altinda degismez olmasi durumuda miimkiindiir.

Standart formda olmayan denklem sistemlerinde teorem (4.1) ve (4.2) gecerli degildir.

Bu nedenle, mevcut sonuglarin diizenlenmesi gerekmektedir.

4.2. Yapay Hamiltonyen

I's(t, ¢, p;), sifirdan farkli bir fonksiyon ve ¢'(t, ¢*), integrallenebilir bir fonksiyon ol-
sun. G'(t, q', p;) fonksiyonlar1 asagidaki gibi ayrilabiliyorsa [13]:

i

. OF
G'(t,qi,pi) = —/ 4, dp; + gi(t, ;) + Ti(t, i, pi), (4.13)

ve asagidaki formda bir H (¢, ¢;, p;) fonksiyonu bulunabiliyorsa:
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(4.1) sistemi, standart olmayan hamiltonyen sistemleri i¢in su sekilde yeniden yazilir:

i’ =——,

Op;

%H (4.15)
pi:_ .+Fi7 2':1,2,...,n.

oq

Bu yeni denklem sistemini (4.15)’i saglayan fonksiyona H (¢, ¢, p); kismi hamiltonyen
yada yapay hamiltonyen denir.

Not: ¢'(t, ¢*) fonksiyonu, bazt ADD’ler igin sifir olabilir.

Yapay Hamiltonyen Operatorii

Asagida verilen esitlikler saglandigi takdirde standart olmayan hamiltonyen sistemleri

icin sonsuz kii¢iik lirete¢ yazilabilir:
n"=q&—X ( ) =0,

. . oH
Ci_pi€+X<__Fi) =0, i=12,...,n.

(4.16)

Bu denklemlerin (4.9)’daki esitliklerden farkli oldugunu belirtmek gerekir. Ciinkii ya-
pay hamiltonyen sistemi (4.15), kanonik hamiltonyen sistemi (4.7)’den farkli olarak
”Gamma fonksiyonuna (I';)” sahiptir. Bu sebeple diger denklemlerin de genisletilmesi
gereklidir. (4.16) denklemlerinin saglandig1 durumda, standart hamiltonyen i¢in verilen

sonsuz kiiciik iirete¢ (4.8), yapay hamiltonyen i¢in de gecerlidir;

0 , 0 0

ve bu operatore yapay hamiltonyen operatorii denir.

4.2.1. Belirleyici Denklem
Yapay hamiltonyen operatorii (4.17),
OH , . OH
L nD) ~ X(H) ~ HDAS) ~ DuB) + (o ~ €50 ) (1) =0, (@19)

denklemini saglamak zorundadir ve bu denkleme yapay hamiltonyen belirleyici denk-

¢

lemi (determining equation) denir.
Teorem 4.3 (Noether Teoreminin Yapay Hamiltonyen Versiyonu). Belirleyici denk-
lem (4.18)’i saglayan &(t,q°, pi), n'(t, ¢", pi), C'(t, ¢*, i) ve B(t,q’, p;) fonksiyonlar

ve H Hamiltonyen fonksiyonu bulunabiliyorsa; ilk integral asagidaki sekilde yazilir:

I =pn' —€EH — B. (4.19)
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5. YAPAY HAMILTONYEN UYGULAMALARI

Kanser, viicuttaki hiicrelerin normal biiyiime ve ¢ogalma diizenini kaybetmesiyle or-
taya cikan bir hastaliktir. Hastaligin gelisimi ve dinamikleri fazla oldugundan dikkate
alinmas1 gereken ¢ok sayida degisken vardir bu sebeple insanlik i¢in en 6liimciil hasta-
liklardan biridir. 72022 yilinda, yaklasik 20 milyon yeni kanser vakasi ve 9,7 milyon
kanser kaynakli 6liim rapor edilmistir. Tahminlere gore, her bes erkekten veya kadindan
biri kansere yakalanmakta ve her dokuz erkekten biri ile her 12 kadindan biri kanser ne-
deniyle hayatin1 kaybetmektedir [14].” Dogadaki bir¢ok olay ve durum, biyoloji, fizik,
miihendislik, matematik ve ekonomi gibi disiplinlerdeki kavramlara uygun olarak dife-
ransiyel denklemlerle modellenebilir. Tiimoriin matematiksel modellenmesi, biyoloji,
tip ve matematigin kesisiminde yer alan 6nemli bir aragtirma alanidir. Matematiksel
modeller, tiimor biiyiime siire¢lerini sayisal ve analitik olarak incelemek i¢in giiglii bir
aractir. Bu modeller, tedavi siirecinin daha iy1 anlasilmasini ve hastalara yonelik daha
etkili tedavi stratejilerinin gelistirilmesini saglar.

Kanser hiicreleri; hiicre boliinmesi, besin tiikketimi, hiicre 6liimii ve ¢evreyle etkilesim
gibi parametrelere bagl oldugundan oldukg¢a karmasiktir ve dogrusal bir iligki kurmak
oldukca zordur. Bu nedenle tiimor modellerinde kullanilan diferansiyel denklemler ge-
nellikle lineer olmayan yapidadir [15]. Cogu model i¢in numerik ¢6ziim yontemleri,
pertiirbasyon yontemleri, sayisal optimizasyon yontemleri gibi yaklasik ¢éziim veren
yontemler tercih edilir. Gelisen teknoloji ile tedavi yontemleri artmistir ve en ¢ok bagvu-
rulan tedaviler; cerrahi miidahaleler, kemoterapi, radyoterapi, hormon terapisi, immii-
noterapi, kok hiicre tedavisi, ilag tedavisidir. Cesitli tedavi yontemlerinin varlig, teda-
vilerin olumlu sonuglanmasi i¢in sansin artmasi demektir ama ayni1 zamanda bu kadar
tedavi gesitliliginin olmasi ve kanser ¢esitliliginin de fazla olusu yaklasik ¢oziimlerle
riske atilmamasi gereken sonuglar meydana getirmektedir. Ustelik en iyi sonuglarin, ki-
siye 0zel tedavilerle elde edilebilecegi bilinmektedir. Tiim bu parametreler goz oniine
alindiginda kanser tedavisinde tam veya analitik ¢6ziimlerin kiymeti oldukga biiytiktiir.
Lineer olmayan diferansiyel denklemleri ¢ozmeye yonelik yogun ¢alismalar bulunmak-
tadir ve bu ¢alismalar sonucunda c¢esitli yontemler ortaya ¢ikmistir. Bu yontemlerden
en etkili ve gii¢lii olanlarindan biri Lie grup teorisidir. Onceki boliimlerde detaylar1 ve

teorinin ortaya ¢ikmasinda 6nem arz eden teoremlerinden bahsedilen ¢6ziim yontemi;
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yapay hamiltonyen ile analitik ¢6ziim bulmak miimkiindiir.

Bu boliimde, yapay hamiltonyen metodu kullanilarak bahsi gecem sistemin ¢oziimleri
elde edilmistir. Uygulama, tiimoriin matematiksel modellenmesi sonucu ortaya ¢ikmis
lineer olmayan baglantili adi diferansiyel denklemler iizerinde yapilmistir. Modeller

[16] ve [17] makalelerinden alinmistir.

5.1. FLASH Radyoterapi ve Geleneksel Radyoterapi Modeli

[lgili makale [16]’de, FLASH radyoterapi (FLASH-RT) ve geleneksel radyoterapi (CONV-
RT) tedavisinden sonra tiimor hacimlerinin durumunu incelemek amactyla matematik-

sel modelleme yapilmaistir.

5.1.1. Matematiksel Model

Iki tiimér hiicresi popiilasyonu dikkate almmis olup bunlardan biri, canli (viable) hiicre-
lerdir ve hacmi C' ile adlandirilmistir. Diger hiicre ise radyasyonla yok olan (radiation-
doomed) hiicrelerdir; hacmi ise Cj ile isimlendirilmistir.

Hiicrelerin, biiylime hiz1 A\ ve tasima kapasitesi K dir. Ayrica, 6li (doomed) hiicreler
~ oraninda yok edilir. Bu oran A\’dan daha yiiksek olacak sekilde sinirlidir yani pozitif

bir tiikenme oran1 mevcuttur ve agsagidaki gibi tanimlanir

d=7—A\ (5.1)

Bu da hasar goren hiicrelerin kademeli olarak yok olmasina yol agar.
Birinci mertebe lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerden olugsan matematiksel

timor modeli

dt K

dCq(t) | C(t) + Cy(t)
e —)\TCd(t) — ¢Cy(t).

dC'(t) _ (1 o)+ Od(t)) o),
(5.2)

olarak verilmistir [16]. Toplam hacim V/, iki hacmin toplam1 olarak ifade edilir ve asa-
gidaki gibi yazilir
V(t) = C(t) + Cq(t).
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5.1.2. Yapay Hamiltonyen Metodunun Modele Uygulanmasi

[lk olarak faz uzay1 tanimlanir ise modele ait ifadeler C' ve Cj

p(t) = C(t), qt) = Cad), (5.3)

olarak tanimlanmis olur. Bu durumda lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi (5.2)

tekrar yazilirsa:
, p(t) +q(t
)= (1 21 i, (5.4
. p(t) +q(t
i) = - ("1 a0 - gt 5:5)
lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi yeni faz uzay1 degiskenleri ile tanim-

lanmis olur ve ayrica (5.3)’de tanimlanan faz uzayi ile (4.15)’deki yapay hamiltonyen

denklemleri kullanilarak asagidaki adi diferansiyel denklem sistemi yazilir

. OH . oOH
i=3, — Ci=pe (5.6)
oOH . OH
y=—— 4T —» ——— 4T, .
D 34 + C ac, + (5.7)

(5.4) ve (5.5) denklem sistemini saglayan; (4.13) ve (4.14)’de denklemlerinde yer alan,

yapay hamiltonyen fonksiyonu H ve gamma fonksiyonu I' bulunursa:

q(¢Kp + 2 + \pg)

H = 7 : (5.8)
B p+q PA %+qu+pK¢
L=p (1 - ) A i i : (5.9)

sonugclari elde edilir.

5.1.3. Belirleyici Denklemlerin ve Simetrilerin Bulunmasi

Elde edilen (5.3)-(5.9)denklemleri; belirleyici denklem (4.18)’de yerine konulur ve ar-
dindan burada bulunmus olan denklemlerin ¢oziimiiniin daha kolay olabilmesi a¢isin-
dan faz uzayinda kisitlama yapilir. Bu ¢aligmada belirlenecek olan denklemlerin sadece
(t,q) bagimsiz degiskenlerine bagli oldugu kabul edilmistir ve bdylece p degiskeni ih-
mal edilmigtir. A¢iktir ki belirleyici denklemler lineer degildir ve (¢, p, ¢) degiskenle-
rini igererek ¢oziilmeleri neredeyse imkazsizdir. Benzer sekilde faz uzay1 (¢, p) secilip

q ihmal edilerek de islemler yapilabilir.
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Ardmdan (4.17) sonsuz kiigiik tiretecinin katsayilari £(¢, ¢), n(t, ¢) ve (4.18) igin tim
yukaridaki denklemler yerine konulrsa B(t,q) i¢eren yapay hamiltonyen belirleyici

denklemi elde edilir:

—5,3 | RPNk + Ap + 4Aq)
+p(26(¢ — X) + 3Ap + 6Aq) (¢€(kd + A(p + q)) + k1)
—2r%By) — 26By(Aq(p + @) + £q9) + 26p (qng(ké + Mp + q)) — )

+pq(26¢ 4+ Ap + 27q) (¢4 (kP + AP+ q)) — K&) |- (5.10)

Faz uzay1 (t, q) se¢ilmis oldugundan belirleyici denklemler p’nin kuvvetlerinin katsa-

yilar sifira esitlenerek asagidaki gibi yazilir:

Nq (g€ + 3¢)
. q _
P — o2 0,
9 A
P 32 [—2/%77 —q [(g(—zm + 5k 4+ 9INg) + 261, + 3¢€, (kP + Aq) — Ii&” =0,
1
pt: - [Fg)\(q — k)N + ¢€(Kd + Aq) (=K + Ko + 3\q)
—KkAgB, + /\2q4fq + 2/f/\q3gz5§q) + m\anq
+r2 PN, + K + ¢ ¢°E — KA — Kg&(rd + Ag)| =0,
0 M};*N-’)—Bt:o (5.11)

(5.11) sisteminin ¢oziimii, kismi hamiltonyen operatdriiniin katsayilarini ve gauge fonk-

siyonunu verir.

5.1.4. Genel Durum

(5.11) sisteminin dogrudan integrali alinip genel ¢6ziim yapildiginda asagidaki sonsuz

kii¢iik fonksiyonlar elde edilir:

— ot Xt ot
gm0, g CTOTRTT) g 0 (ZZKJ“AQ). (5.12)
q q

Bu fonksiyonlar diferansiyel denklem sisteminin simetrilerdir. Burada ¢, d, d3 integ-

rasyon sabitleridir.
Genel Durum igin Ilk integral : Elde edilen sonsuz kiigiik fonksiyonlar, (4.19) denk-
leminde (I : p;n' — EH — B) yerine yazilir ve sirasiyla;

e 0y =1, 09 =0, 03 = 0, alinirsa I; elde edilir.
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* 01 =0,0, =1, 03 =0, alinirsa I, elde edilir.
* 01 =0,09 =0, 63 = 1, alinirsa I5 elde edilir.

Ve ilk integarller asagidaki gibi belirlenir:

et (1)

s q(t)

— ¢ =0, (5.13)

_[2 M — Cy = 0, (514)

Iy —1. (5.15)

c1, Co, sabittir ve (5.2) denklem sisteminin baslangi¢ kosullaridir ve daha sonra hesap-
lanacaktir.

Onerme 5.1. Bagimsiz integrasyon sabitlerinin sayis1 (d; sayisi), elde edilen ilk integ-
rallerin sayisini belirler. Eger sistem n bagimsiz simetriye sahipse, o zaman en fazla n
bagimsiz ilk integral bulunabilir.

Ispat 5.1. Her bir bagimsiz integrasyon sabiti, §; degeri, sonsuz kii¢iik doniisiime kars1-
lik gelen bir simetriyi temsil eder ve sistemin korunmus bir biiyiikliigiinii (ilk integral)
Verir.

Uyan 5.1. [lk integraller birbirinden bagimsiz degilse, elde edilen her ilk integralle-
rin ¢0ziim verme garantisi yoktur. Yeterince bagimsiz ilk integral varli§i durumunda,
sistem tamamen integrallenebilir.

Sonugc 5.1. I3 = —1 sabite esit oldugundan yani asikar (trivial) sonug geldigi i¢in denk-
lem sistemini ¢6zmek i¢in yeterli olmayacaktir. Analitik ¢6ziim elde etmek i¢in; asikar
olmayan ilk integrallerin bagimli/bagimsiz olma durumlari g6z 6niine alinmalidir.
Tamim 5.1 (Poisson Parantezi). Faz uzayina ve zamana bagl olan iki fonksiyon
F(q,p) ve G(q, p) fonksiyonlar1 verilsin.

Bu iki fonksiyon arasindaki Poisson parantezi,

OF 9G  OF 9G

{6} = dg dp  9p Iq’

(5.16)

seklinde yazilir [18].
Poisson parantezi, klasik mekanikte ve hamiltonyen mekaniginde 6nemli bir ikili islem-

dir. Hamiltonyen hareket denklemleri, bir dinamik sistemin zaman i¢indeki evrimini
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belirlerken, Poisson parantezi iki fonksiyon arasindaki iliskinin nasil degistigini ana-
liz eder. Bu durum sistemin temel simetrileri ve korunumluluk yasalariyla dogrudan
baglantilidir.

Teorem 5.1. Bir Hamiltonyen sistemde I, I, . . ., I; fonksiyonlari, sistemin ilk integ-

ralleri olsun. Eger tiim i, j ler i¢in;
{4, I;} =0, (5.17)

esitligi saglantyorsa; ilk integraller i¢cin korunum mevcuttur [19].

Teorem 5.2 (ilk Integrallerin Korunumu). Eger bir diferansiyel denklem sisteminin
genisletilmis faz uzaymdaki yapay hamiltonyeni belirli bir siirekli simetri doniistimii
altinda degismiyorsa, bu dontisiime karsilik gelen biiyiikliik yani ilk integral I;

dl
i 0 (5.18)
kosulunu saglar [18] .

Ispat 5.2. Noether Teoremine gére, bir sistemin yapay hamiltonyeni degismez kalabi-
liyorsa korunum yasasi1 vardir ve ilk integral korunur, zamana gore tiirevi sifirdir.
Teorem 5.3. n-boyutlu bir diferansiyel denklem sisteminin m sayida bagimsiz ilk in-
tegrali olsun; Iy, Iy, ..., I, (m < n).

Teorem (5.2) sebebiyle ilk integraller i¢in

dl; .
EZO (1=1,2,...,m)

saglanir.
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Analitik Coziimlerin Elde Edilmesi
Durum 1: /; ilk integralinin kullamilmasi

(5.13)’deki ilk integral kullanilarak D, I = 0 ifadesi ¢oziiliirse ve denklem sistemi (5.4)

ve (5.5) i¢in sonuglar belirlenirse:

( ) (bKCle(M'd))t
p(t) = (5.19)
=X+ pe?t(creM + 3 K)’
oK
q(t) = (5.20)
®) —\ + ¢e?(creM + c3K)
elde edilir. Bu sonuglar, (5.2) denklem sisteminin ¢oztimleridir.
plt Farkli ¢1 degerleri icin pl[t] Farkli ¢4 degerleri icin qft]
20000 1 L
10000 — o=t 2x10 — ¢r=1
€1=3 {4024 ¢1=3
L , . . t - ¢1=5 - ¢1=5
500 520 61=7 ° 440 460 480 500 520t — =7
— =g -1x107% — ¢1=9
-2x10724 j;q
-3x10724
(a) (b)

Sekil 5.1: Genel durumda /; kullanilarak elde edilen ¢6ziim grafigi.

Canli hiicrelerin hacmi C'; p(t) (a). Radyasyonla yok olan hiicrelerin hacmi Cy; q(t) (b).
Degiskenler; c3 = 1,A = 0.134, K = 4.80 x 10%, ¢ = 2.94 x 1072,V (0) = C(0) =
84.87 C4(0) = 0.
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Durum 2: [, ilk integralinin kullanilmasi

Benzer sekilde (5.14)’deki ilk integral kullanilarak denklem sistemi (5.4) ve (5.5) ¢6-

ziliirse asagidaki ¢oziimlere ulasilir:

B K (A + c1¢e?)
p(t) = K — S (o K TN (5.21)
o(t) = oK (5.22)

T pedt (¢ — o KeM) + A

Bu sonuglar (5.2) sistemin agik ¢oziimleridir.

plt] Farkli ¢, degerleri icin pl[t] " Farkli ¢, degerleri icin qt]
q
20000 \ 3x10°2
\ 2x10724 ’
10000 — C=1 ! — =1
c=3  1x107%- =3
0 ‘ \— &=5 ol  — =5
360 38 420 440 . 360 380 400 420 440
— =T — =7
—1x10724,
— =9 —_— =9
-10000 2 [ \ 2
_2x10724 " ‘
20000 -3x10724 \
(a) (b)

Sekil 5.2: Genel durumda 7, kullanilarak elde edilen ¢6ziim grafigi.

Canl1 hiicrelerin hacmi C'; p(t), (a). Radyasyonla yok olan hiicrelerin hacmi Cy; q(t),
(b). Degiskenler; co = 1,A = 0.134, K = 4.80 x 103, ¢ = 2.94 x 1072, V(0) =
C'(0) =84.87,C4(0) =0
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Teorem 5.4 (Hamiltonyen Dinamigi). Eger bir sistemin hamiltonyen fonksiyonu za-
manla degigsmiyorsa, bu sistemin dinamikleri zamanla belirli bir enerji seviyesinde kalir.
Yani;
dH
o 0
saglanir [18] .
Bu teoremin temeli Noether teoremine dayanmaktadir, enerjinin korunumu ile baglan-
tilidir. Hamiltonyen fonksiyonu, genellikle bir sistemin toplam enerjisini (kinetik ve
potansiyel enerjilerin toplami) temsil eder ve klasik mekanigin temel araglarindan biri-
dir.
Onerme 5.2. Bu model i¢in elde edilen yapay hamiltonyen fonksiyonu H (5.8); elde
edilen p(t) (5.19) ve ¢(t) (5.20) fonksiyonlar1 kullanilarak yeniden yazilirsa:

c1 K239 (cle'M9)(2k¢ + AK) + 2K (c3kge'® + \) — 2k))

H(t)= < 3
2k (¢e'? (cleM + c3K) — \)
(5.23)
elde dilir. Bu durumda H (¢)’nin zamana gére degisimine bakilirsa;
dH
i 5.24
7 =0 (5.24)

oldugu goriiliir.

Sonug 5.2. Bu, tiimdr hiicrelerinin dinamiklerinin, sabit bir enerji seviyesinde evrildi-
gini ve timor biliylime orani ile yok olma siireclerinin birbirine baglandigini gosterir.
Sonug 5.3. /;’ler birbirinden bagimsizsa, o zaman sistemin genel ¢oziim uzayi, bagim-
s1z ilk integrallerin sayis1 m arttik¢a daha fazla parametre igerir ve ¢dzliim uzay1 boyu-

tunun artmasiyla daha fazla analitik ¢6ziim bulmak miimkiindiir.
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5.1.5. Durum 1.1

(A = —20)
Belirleyici denklemleri ¢ozerken karsilasilan zorluklarin asilmasi i¢in ifade edilebi-
lecek durumlardan biri parametrelerin arasinda A = —2¢ iligkisinin olmasidir. Béylece
bu sart altinda islemler yeniden yapilirsa farkli simetriler, dolayisiyla farkl ilk integ-

raller ve tam ya da analitik ¢dziimler elde edilir. Islemler sonucunda belitlenen sonsuz

kiigiik fonksiyonlar:
o dae 9 + G3e% 61 Oz (K —2
S A B e e
q q K q

seklindendir ve burada d;, 95, 93, 0,4 integrasyon sabitleridir.
Durum 1.1 i¢in ilk integral : Genel durumla benzer sekilde, elde edilen simetriler,

(4.19) denkleminde (I : p;n' — EH — B) yerine yazilir ve sirasiyla;
* 01 =1,0, =0, 03 = 0, alirsa 1, elde edilir.
e 01 =0, 09 =1, 03 = 0, alinirsa [, elde edilir.
* 01 =0,09 =0, 63 = 1, alinirsa 15 elde edilir.

Bu durum i¢in belirlenen ilk integraller

—(p(t) +q(1))*¢ + p(t) K¢

]11 . Kq(t)2 — C1 = 0, (526)
Pty(t

[ IO N— (5.27)
q(t)

— ¢y =0. (5.28)

seklindedir ve ¢, s, c3, sabittir.

Durum 1.1 i¢in ¢6ziim : Alt durumlar i¢in elde edilmis olan tiim ilk integraller igin ¢6-
ziimlere yer verilmemistir sadece bir ilk integral ile belirlenmis olan ¢dziimlerin vermis
oldugu sonuglar yeterli goriilmiistiir. Diger alt durumlar i¢in de benzer sekilde sonuglar

sunulmustur. (5.28)’deki I3 ilk integrali ¢oziilerek elde edilen sonuglar modelde p(t)
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ve ¢(t) i¢in yazilirsa asagidaki ¢oziimlere ulagilir:

61K2
t) = 5.29
p(t) 2ePt(—cze2t 4+ 1K)’ (5.29)
e K
a(t) (5.30)

- 29 (—c3e?? + 1K)

Onerme 5.3. Tiimdr modeli (5.2) icin, biiyiime oran1 A ve tiikkenme orani ¢ arasindaki
A= —2¢ (5.31)

esitligi, modelin fiziksel varsayimlariyla gelistigi i¢in fiziksel olarak anlamli degildir.
Ispat 5.3. Tiimér modeli (5.2) icin verilen diferansiyel denklem sisteminde yer alan

sabitler arasinda;
p=v—A (5.32)

tiikenme oran1 mevcuttur. A\ = —2¢ oldugunda, cebirsel olarak islemler yapilabilir ve
(5.29)-(5.30) ¢oztimleri elde edilebilir . Ancak bu durum fiziksel olarak anlamli degildir.
Ciinkii A = —2¢ ise;

A4+20=0

olur. ¢ = v — A ifadesi yerine koyulursa:
A+2(y—A) =0,

—A+ 27 =0,

A =27.

Fakat, baglangi¢cta modelin fiziksel varsayimi geregi v > A oldugu verilmistir. Ancak
yukaridaki cebirsel sonuca gore A = 2v oldugu i¢in v > 2+ olur. Bu esitsizlik ancak

v < 0 oldugunda saglanir. Fakat -, yok olma oranidir ve pozitif olmas1 gerekmektedir.

5.1.6. Durum 1.2

(A=9)

Parametreler arasinda A = ¢ olmas1 durumunda benzer iglemlerin yapilmasiyla farkl

46



sonuglar elde edildi. Bu kosulda belirlenen sonsuz kiiciik fonksiyonlar asagidaki gibi-

dir:
—2te 2t thy _ 9
P (U e ‘;"f 1= 2:9) (5.33)

(g 1 )00 ~ 3\ + K)0)
: |

B =064+ (5.34)

Burada 01, 09, 03, 04 integrasyon sabitleridir.
Durum 1.2 icin ilk integral : Elde edilen sonsuz kii¢iik fonksiyonlar, (4.19) denkle-
minde (I : p;n’ — EH — B) yerine koyulur ve sirasiyla;

e 9 =1,0, =0, 03 = 0, alinirsa I,; elde edilir.
* 01 =0,09 = 1, 63 = 0, alinirsa 5, elde edilir.
* 01 =0,0, =0, 03 = 1, alinirsa I3 elde edilir.

Parametreler arasinda A\ = ¢ iliski sonucunda belirlenen ilk integraller

e (p(t) (p(t) + 29(t)A + (=2p(H K + (q(t) + K)*)¢)

]21 . 2q<t>2K — C1 = 07 (535)
—2t

Iy : & q(Lf;(t) ey =0, (5.36)

Iy PO+ +K) (5.37)

q(t)

olarak verilir ve ¢y, co, c3, sabittir.
Durum 1.2 i¢in ¢6ziim : (5.37)’deki I»5 ilk integrali i¢cin D, I3 = 0 islemleri yapilir
ise p(t) ve ¢(t) i¢in asagidaki ¢oziimlere ulasilir:

01K2

t) = 5.38
p(t) =20t 4 cye 9t — 1 K’ (5-38)
K
t) = : 5.39
a(t) —1 — cz3e? + 12 K (5.39)
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Onerme 5.4. Tiimdr modeli (5.2) i¢in, biiyiime oran1 \ ve tiikkenme orani ¢ arasindaki
A = ¢ esitligi, yalnizca biiyiime oran1 dogal tiikenme oraninin yarist oldugunda \ = 3
mimkiindiir.

Ispat 5.4. Modelde tiikenme orani ¢ = v — X\’dir. Eger A = ¢ ise;
A=7—2A (5.40)

olmalidir. Buda A = 7 esittir. Bu sonug, v > 0 oldugu siirece fiziksel olarak anlamlidir.

Dolayisiyla, A = ¢ ancak ve ancak

~
A=~ 5.41
: (5:41)
oldugunda miimkiindiir.
5.1.7. Durum 1.3
¢
A=—=
A==
Parametlerin arasindaki A = —Qg esitligi durumunda yeniden inceleme yapilacak olursa,
simetriler:
Jre 1o 0 (Jyq + d3eTq — 0
bt it

—to(H _ _
B_s 22%53}( %0) (5.43)

olarak elde edilir ve 01, 09, 03, 04 integrasyon sabitleridir.

Durum 1.3 icin ilk integral : Elde edilen sonsuz kiigiik fonksiyonlarin, (4.19) denkle-
minde (I : p;n' — EH — B) yerine yazilmasiyla asagidaki gibi ilk integraller belirlenir.

e 0y =1, 09 =0, 03 = 0, alinirsa I5; elde edilir.

* 01 =0,09 =1, 63 = 0, alinirsa I3, elde edilir.

* 01 =0, 0, =0, 03 = 1, alinirsa I35 elde edilir.
Ve boylece ilk integraller

e "((p(t) + q(t))* — 2qK)¢
4q(t)?K

131 L= —C = O, (544)
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— ey =0, (5.45)

e '(2p(t) + q(t) — 2K)
2q(t)

olarak ifade edilir ve burada ¢y, cs, c3, sabittir.

133 : — C3 = 0. (546)

Durum 1.3 i¢in ¢6ziim : (5.28)’deki /33 ilk integrali i¢in ayni1 islemlerin yapilmasiyla

asagidaki sonuclar bulunur:

Pt
2cie 2 K?
p(t) = ; o (5:47)
1 —2c3e® + 2cie2 K
2K
q(t) = T (5.48)
1 —2cse?t + 2cie2 K
Onerme 5.5. Tiimor modelinde A = —% durumu fiziksel olarak anlamli degildir.
Ispat 5.5. » = v — X seklinde tanimlanmistir. A\ = —% oldugunda;
A+ % =0 (5.49)
olur. Ifade (5.1) *de yerine koyulursa; A\ = —v elde edilir. Bu sonug, A\’nin negatif

olmasi gerektigini gosterir. Ancak A, timor hiicrelerinin biiylime oranidir ve fiziksel
olarak pozitif olmas1 gerekir. 7y ise, radyasyonla yok olan hiicrelerin dogal tiikkenme

oranidir ve pozitif olmasi gerekir.Bu nedenle, bu sart fiziksel olarak anlamli degildir.
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5.2. Tumor ve Normal Hiicre Etkilesim Modeli

TUmor hiicreleri ve normal hiicrelerin hem hacimsel hem diger kaynaklar agisindan
rekabetlerini incelemek amaciyla matematiksel modellemeler yapilmistir. Bu ¢aligma-

larin bir tanesi ilgili makale [17]’de detaylar ile agiklanmustir.

5.2.1. Matematiksel Model

Tiimor hiicreleri ve normal hiicreler, rekabet halinde olan popiilasyonlardir ve bir or-
ganin kii¢iik bir dokusunda yer almak i¢in siirekli savasirlar. Asagida verilen modelde,
tiimor hiicre toplumlarinin heterojenligi ve normal dokularda bulunan ¢gesitli hiicre tiir-
leri incelenmistir. Belirli bir zamanda baskin; tiimér popiilasyonu (/V;) ve normal po-
pilasyon (N,) ile isimlendirilmistir.

Modellenmis denklem sistemi

dN; N Ki — N1y — a1aN,
—_ =7
dt 14V1 Kl )
(5.50)
dN, N Ky — Ny — a1 Ny
—_— =7
dt 24V2 K2 )

olarak belirlenir ve burada degiskenler ve parametlerin ne anlam ifade ettikleri agagida

aciklamalariyla verilmistir:
* Nj: Tiimor hiicrelerinin popiilasyonu,
* Ny: Tiimoriin ortaya ¢iktig1 normal hiicrelerin popiilasyonu,

 r: Her popiilasyon i¢in i¢sel biiyiime orant,

K': Tagima kapasitesi,

* (o Tumor hiicrelerinin (/V;), (/Vy) tizerindeki etkilerini 6l¢en rekabet katsayist,

a12: Normal hiicrelerin (Ns), N; lizerindeki etkilerini 6l¢en rekabet katsayisi.
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5.2.2. Yapay Hamiltonyen Metodunun Modele Uygulanmasi

Oncelikle (5.50) matematiksel tiimor modeli igin faz uzay1 tanimlanirsa

p(t) = Ni(t),  q(t) = Na(2), (5.51)

olur.Bu durumda (5.50) matematiksel tiimor diferansiyel denklem sistemi (5.51) faz

uzay1 ile yeniden yazildiginda;

o) = rap(e (FE =2 =),

K
(5.52)

Q(t) = raq(t) <K2 —a(t) - a21p<t>>

Ky
sistemi elde edilir. (5.51)’de tanimlanan faz uzayi igin, (4.15)’deki yapay hamiltonyen

fonksiyonlar1 kullanilarak asagidaki adi diferansiyel denklem sistemi yazilabilir:

om o
(5.53)
0H . OH
j= — 4T Ny= -2 4T,
p 9 + — 1 N, ==

(5.53) denklem sistemini saglayan; (4.13) ve (4.14)’de bahsedilen, yapay hamiltonyen

fonksiyonu H ve I hesaplar yapilarak belirlenirse

_pgra (—2K5 + ao1p + 2q)

H =
2K, ’

(5.54)

_pra(asip+4q)  pri(=Ki+p+ ang)

I' =
2K, K

+ pra, (5.55)

sonugclari elde edilir.

5.2.3. Belirleyici Denklemin ve Simetrilerin Bulunmasi

Belirlenen tiim denklemler (5.52)-(5.55); belirleyici denklem (4.18)’de yazilir ve yine
hesaplarin yapilabilmesini miimkiin kilmak i¢in faz uzayinda kisitlama yapilirak yal-
nizca (t, ¢) bagimsiz degiskenleri kullanirak islemler yapilir ve ayni sekilde p degiskeni

g6z ard1 edilir. Ardindan (4.17) sonsuz kiigiik tiretecinin katsayilar1 (¢, ¢), n(t, q) ve
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(4.18) i¢in tiim yukaridaki denklemler yerine yazilarak B(t, ¢) i¢eren yapay hamilton-

yen belirleyici denklemi bulunur:

,
—2qK2 [2 (=Ko + anp + q) (Bg — png) + p& (—2K5 + aoip + 2q) — Bt]
2
,
—[f;( (=K1 +p + a12q) (qra€ (— K3 + aaip + q) + Kn)
1K
pqrs
Y [_K2 + ao1p + Q[ng (—2K5 + anp + 2q)
2

+& (—2K3 + agip + 461)} + pﬁt] : (5.56)

Belirleyici denklemin p’nin kuvvetlerine gore ayristirilmasiyla asagidaki lineer olma-

yan kismi diferansiyel denklemler belirlenir:

Qo1qT

p3 4 —2[2(11q[(222 |:O{21K1T2 (ng —+ 5) + 2KQT1£:| =0
p*: w [—0421K1q27"2 (g€, + 5€) — 2K3ry (n — qra)

+Koqro [a21K1 (3ra (g€ + &) — 21 + &)

—2r1 (91 (a12¢ — K1) +q) f“ =0,

1. 1 1Koy (K — anzq) (gr2 (¢ — K32) £+ kan)
PR K
9 1

—ars |2 (g = K2) (0, — &) — a1 B,)
by (3K + K2 +20°) €+ a(a — K2)%6,) || =0,

o qr2(q—Ky) B,
: e

— B, (5.57)

Agiktir ki (5.57) sisteminin ¢6zlimii, yapay hamiltonyen operatoriiniin katsayilarini ve

gauge fonksiyonunu verir.

5.2.4. Genel Durum

Genel durumda, sistem (5.57) nin sonsuz kiigiik fonksiyonlart;
£E=0, n=0, B=24 (& sabit) (5.58)

olarak bulunur fakat (5.58), ilk integral i¢in sabit ¢6ziim verdigi i¢in; denklem sistemi-
nin ¢oziimiine katki saglamaz.
Teorem 5.5. Eger bir sistemin sonsuz kiigiik fonksiyonlariin tamamu sifira veya bir

sabite esitse bu durumda sistem i¢in genel bir ilk integral elde edilemez.
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Ispat 5.6. Noether Teoreminden yola ¢ikilarak, ilk integralin varliginin, korunum ya-
sasina karsilik gelen bir simetrinin varligina dayandigi sdylenebilir. Eger sistemin bir

simetrisi varsa, simetri liretegleri £ ve 7 sifir olmamalidir.
E=0, n=0 (5.59)

oldugunda, sistemde herhangi bir bagimsiz simetri bulunmamaktadir.

Gauge fonksiyonunun sifira esit veya sabit bir say1 olmasi:
B=¢ (5.60)

sistemin korunum yasasina sahip olmasini saglayacak ek bir kosul getirmez.
[lk integral formiiliinde;

I=pm' —&H — B,
degerler yani sifir ve sabitler yerine koyuldugunda sistemde ilk integral elde edileme-
digi goriiliir.
Onerme 5.6. Bir diferansiyel denklem sisteminde, lineer olmayan etkilesimlerin fazla
olmasi, ¢ok sayida parametre ve karmasik faz uzayi yapisindan olusmasi, genel ¢oziim
elde etmeyi zorlastirir hatta imkansiz hale getirir.
Sonug 5.4. Genel ¢oziimiin elde edilememesi durumunda 6zel kosullar igin ¢6ziim ara-

mak gerekir.

5.2.5. Durum 2.1

_ 1 _ Kiro
(a1 = ann 7 Ky = a12r1)
Coziim elde etmek amaciyla, oy = - ve Ky = Kir2 Jurumuna bakilirsa; bu sartlar

a12 a1271

altinda elde edilen sonsuz kiigiik fonksiyonlar agagidaki gibidir

62(7’277“1 )t

§ = —q3 (51 + €rlt (52 + 536T1t)) s
6—27"115
- 2K 1q%ry

—p e(nt2r)t (52 + 2536”'5) + 2ge(mFr2)t (54 + 556”’5)]

n |:K1T2 [27”262T2t ((51 + et (52 + (536“'5))

Fanagre?™ (=205 + 0y (11— 2r2) €7 1255 (1 — 1) )],

rot

B=4§ —[
6+2K1q2r§

Kiry — a12q7"1} [537’1€T2t (041297“1 - K17"2) + 255K1QT2]-
(5.61)
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Burada 4y, . . ., dg integrasyon sabitleridir.
Durum 2.1 icin ilk integral : Elde edilen sonsuz kii¢iik fonksiyonlar, (4.19) denkle-
minde (I : p;n® — EH — B) yerine koyulursa ve sirasiyla;

* 01 =1vedy=0,...06 = 0, alinirsa I; elde edilir

0g =1ved; =0,03=0,...,06 =0, alinirsa I, elde edilir.

03 =1ved; =0,00=0,...,d0s =0, alinirsa I3 elde edilir.

0, =1ved; =00, =0,03=0,...,06 = 0, alinirsa I, elde edilir.

05 =1ved; =0,...,04 = 0,06 = 0, alinirsa I elde edilir.

06 =1ved; =0,...,05 =0, alinirsa I elde edilir.
Hatirlatma 5.1. Onerme 5.1°de belirtildigi iizere §;’lerin sayisinin fazla olmasi, daha

fazla ilk integral elde etmeyi saglamistir.

[lk integraller:

p(t)2T162(T27T1)t

2K1Q<t)2

Il Z — C1 = O, (562)

I : rip(t)e 2D (ry (p(t) — K1) 4 anarig(t)) R (5.63)
2K17m2q(t)?

122t (1 (p(t) — K1) + cnar1q(t)) 2

I : — 5.64
3 2K1T%q(t)2 Cs, ( )
p(t)etr—m)

1y — 5.65
4 q(t) Cyq, ( )
I - e (ra (p(t) — Ki) + anarig(t)) s, (5.66)

72q(t)
I : —1. (5.67)

C1,...,Cg, Sabittir.

Bu modelin genel durumundaki ile benzer sekilde /4 bir sabittir ve denklem sistemini
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¢ozmek i¢in yeterli degildir.

Durum 2.1 i¢in ¢6ziim : Bu kosul atinda, ilk integrallerin sayisinin fazla olmas1 avan-
taji kullanilarak; 7; yardimi ile ¢éziimlerden biri p(¢) bulundu ve daha sonra I3 yardimi
ile ¢(t) belirlendi.

(5.62)’deki I; ilk integrali ile elde edilen p(t):

@ \/aKf’/Qrge“t <\/§a127‘i’/26r2t —2VK 1y (\/6 — \/ae“t)>
p(t) =

B —2K172 (cy — cre?nt) + 2\/§0512\/C_1\/K1T2T?/26(T1+72)t + oc%rife?”?t‘
(5.68)

(5.64)’deki I3 ilk integrali ile elde edilen ¢(t):

Ky/rimae (anrt et — /2y Ers (e — yeie') )
% —2K,72 (co — cre21t) + 2\/50412\/5\/717“27":1)’/26(””2)'5 + 04%27“%627"2'5.

q(t)

Farkli ¢; degerleri icin p[t] " Farkli ¢4 degerleri icin q[t]
i q
o 0.0004 -
5x10°
o — &1=10 5000 — ¢=10
5x10 / C1=20 C1=20
— ¢1=30 — ¢4=30
5108 0.0002 -
— ;=40 — =40
— ¢4=50 — ¢4=50
5x10° 0.0001
t _— . . :
160 165 170 175 180 185 190 0.0000° o 180 200 220 P
(@ (b)

Sekil 5.3: Durum 2.1°de [; ve I3 ile elde edilen ¢o6ziim grafigi.

Tiimor hiicrelerinin popiilasyonu Ny; p(t), (a). Tiimoriin ortaya ¢iktig1 normal hiicre-
lerin popiilasyonu. Ns; q(t), (b). Degiskenler; c; = 10,7 = 0.18 , K; = 5 x 10°,
app = 4.401 x 1078
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Uyan 5.2. ay, = —— ve ky = X172 kosulu matematiksel olarak anlamlidir ve sonug
12 1271

vermistir. Fakat kosullarin biyolojik anlamini incelemek gerekirse:
* (g = 0%12 sartl: as Ve a1, biyolojik olarak normal (/N5) ve tiimdr (V) hiicreleri
icin rekabet katsayilar1 arasindaki etkilesimi tanimlar. Eger kosul saglaniyorsa,
bu iki popiilasyonun karsilikli etkilesiminin ters orantili oldugunu gosterir. Bu,

bazi1 ekolojik modellerde gézlemlenebilir, ancak her biyolojik sistem i¢in gegerli

olmayabilir.
o ky = % sarti: normal hiicrelerin tagima kapasitesinin tiimor hiicreleri ve bii-

ylime oranlari ile iligkili oldugunu ifade eder. Bu kosulun fiziksel olarak anlaml
olup olmadigini belirlemek i¢in biiyiime oranlar1 (rq, r2) ve tasima kapasiteleri
(K1, K,) arasindaki bagintiy1 incelemek gerekir. Eger K, degeri biyolojik olarak
miimkiin olmayan bir negatif veya sifir deger aliyorsa, bu kosul gegerli olmaz.

Sonug olarak; verilen kosullar fiziksel olarak anlamli olabilir; ancak timor ve
normal hiicreler arasindaki etkilesimin dogasi, biyolojik verilerle dogrulanmali-

dir.

5.2.6. Durum 2.2

(0421 = % A~ Kl = —0412:2{27“1)
esitligi halinde islemler tekrar edildiginde farkli simetriler, dolayistyla farkl ilk integ-

raller ve tam ¢oziimler elde edildi. Bu sart altinda elde edilen sonsuz kii¢iik fonksiyon-

lar:
. 62(T2_T1)t (51 + erlt ((52 + (Sgerlt))
g - 3 9
q
(5.70)
elr2—mt t 1t t t t
= 7 [q (7’167”2 (52 + 263e™ ) — 2pge(r2=r) (51 + e (52 + 5" )))
2
o (€7 (23 (01670 6 + 8e™) = 1y (35 + 285e™)) + 2 (61 + 83e™)) |,
(5.71)
_ rot (__S. _ rot 2
B— Q27 (C] k2) € ( 031y (q k‘z)e 55k29) + 6.
2]’(?2(]27”2
(5.72)
01, . .., 0¢ integrasyon sabitleridir.
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Durum 2.2 icin ilk integral : Elde edilen sonsuz kiigiik fonksiyonlar, (4.19) denk-
leminde (I : p;n' — EH — B) yerine koyulursa ve sirasiyla;

* )1 =1vedy =0,...06 =0, alinirsa I; elde edilir.

0g =1ved; =0,03=0,...,0s =0, alinirsa I, elde edilir.

03 =1ved; =0,0, =0,...,06 = 0, alinirsa /5 elde edilir.

0, =1ved; =00, =0,03=0,...,06 = 0, alinirsa I, elde edilir.

05 =1ved; =0,...,04 = 0,06 = 0, alinirsa I elde edilir.

0 =1ved; =0,...,d0; =0, almirsa I elde edilir.

,,,.2p(t)262(r2—7‘1)t
20112k2q(t)?

Il . — C1 = O, (573)

p(£)e™ " (auary (q(t) — ka) + 12p(t))

I : — g = 5.74
2 20[12k2q(t)2 C2 07 ( )
e*2! (augry (q(t) — ko) + rop(t)) ?
I —c3 = 5.75
3 20612]€2T2q<t>2 “ 07 ( )
p(t)e(TQ—Tl)t
1 —c1 =0 5.76
I5 : erzt (04127"1 (Q<t) - kZ) + T2p(t)) — 5 =0, (577)
7“2(]<t)
Iy —1. (5.78)
c1,...,Cs, sabittir.

[ bir sabittir ve denklem sistemini ¢6zmek i¢in yeterli degildir.
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Durum 2.2 sart1 i¢in ¢6ziim : Bu kosulda (5.62)’deki I, ilk integrali ile modelde p(t)

ve ¢(t) arasindaki baglanti kurulursa;

041254l€27“16r1t
t) = 5.79
p(t) dyreet 4+ aiory (crko + €72t)’ (5.79)
k rot
q(t) m i (5.80)

darae™t + aqory (c1kg + €72t)

elde edilir.

Bu ¢oztimler (5.50) matematiksel modeli i¢in tam ¢oziimlerdir.
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6. SONUCLAR

Son yiizyillarda, lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinin matematiksel
modelleri, matematik, fizik, ekonomi alanlarinin yanisira teknolojinin de gelismesiyle
yapay zeka ve robotik alanlarinda da ¢ok genis uygulama ve ¢aligmalarla yer almistir ve
bu denklemlerin ¢6ziimlerinin aragtirilmasi ¢ok daha 6nemli olmustur. Hayatimizin her
noktasini etkileyen, degistiren koronaviriis pandemisi tiim diinyada dengeleri degistir-
mis insanlik i¢in dncesi ve sonrasi miladi olusturan kiiresel bir saglik sorunu olmustur.
[1k baslarda herkesi korku, endise ve panik hallerine sarip sarmalayan bu durum zaman
gectikce elde edilen veriler, uygulanan tedaviler ve sonuglari sayesinde 6ncelikle bilim
diinyas1 agisindan ongoriilebilir ¢aligmalar i¢in bir umut, 151k olmustur. Bu nokta da
yine ilk olarak matematigin ve ayni zamanda matematiksel modellerin 6nemi dylesine
biiyiiktiir ki bilimsel ¢calismalara katkisiyla birlikte; bu ¢aligmalarin verdigi sonuglarla
tiim diinyay1 saskina ¢eviren pandemi konusunda pek ¢ok fikir sahibi olma imkani ta-
nimistir. Enfekte olan insan sayisi, ne kadar zaman iginde iyilestikleri ya da hayatini
kaybettikleri, verilen ila¢ tedavilerin etkileri ve sonuglar1 agiktir ki hep matematiksel
verilere dayanmaktadir. Zaman i¢inde bu verilerin dncelikle her iilke i¢in baz alinmasi
ve tiim bunlarin degerlendirilmesi sonuncunda diinya ¢apinda pek ¢ok koronoviriis ma-
tematiksel modeli olusturulmus olup, bu modellerin gerek niimerik gerek analitik ¢6-
zliimlerinin verdigi sonuglarla pandemi hangi iilkede ne zaman bitecek, diinyada seyri
nasil olacak sorularinin cevaplarini bulabilmek miimkiin hale gelmistir.

Literatiirde lineer olmayan birinci mertebe adi diferansiyel denklemlerden olusan pek
¢ok matematiksel model bulunmaktadir. Bu modeller iki tane denklemden de olusabi-
lir fakat ¢ok daha fazla mesela sekiz denklemden de olusan modelleri arastirmalarda
gormek miimkiindiir. Yapilan caligmalarda bu diferansiyel denklem sistemlerini ¢6z-
mek i¢in daha ¢ok niimerik yaklagimlar kullanilsa da analitik yaklagimlar da mevcuttur
[20-22]. Sophus Lie’nin gii¢lii teorisi 1800 li yillardan bu yana lineer olmayan dife-
ransiyel denklemlerin tam ya da acgik ¢oziimlerini bulmak icin en etkili yontemlerden
biri olmustur. Hesaplamalarin zorlugu sebebiyle; bilgisayar kullaniminin bu noktada
verimli hale gelmesine kadar yayginligi pek miimkiin olamamistir. Fakat gelisen tek-
nolojinin bilgisayar hesaplarina yansimasiyla Lie’nin metodunun 6nemi bir kez daha

bilim diinyasinda farkindalik olusturmustur. Lie’nin metodunu lineer olmayan diferan-
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siyel denklem sistemlerine direkt uygulamak hesaplamalarda bilgisayar teknolojileri
kullanilsa bile ¢6ziim elde etmek konusunda imkan saglamayabilir. Bu noktada sistem-
lerin hamiltonyenlerini yazmak da etkili bir yontemdir fakat agiktir ki lineer olmayan
sistemlerin hamiltonyenlerini belirlemek pek ¢ok kez miimkiin degildir. Lie’nin teorisi
ile baglantili olarak ortaya konan yapay hamiltonyen metodunda sistemin tam hamil-
tonyeni yazilamasa da belirlenen yapay hamiltonyenle yapilan iglemler sonucunda sis-
temin ilk integrali bulunabilmekte ve boylece sistemin ¢oziimlerine ulagilabilmektedir.
Bu tez ¢aligmasinda, baz1 timor matematiksel modelleri i¢in yapay hamiltonyen yon-
temi uygulanarak, verilen modeller i¢in pek cok veri degerlendirilmesi yapilabilecek
tam ya da acik ¢ozlimler elde edilmistir. Glinlimiizde kanser hastalig1 ne yazik ki uzun
yillardan beri diinya ¢apinda pek ¢ok insani etkilemektedir. Koronaviriis agisindan ma-
tematiksel modellerin 6nemi ne kadar farkindalik yarattiysa, timor modelleri i¢in de ay-
nisindan bahsetmek miimkiindiir. Hastalik ne kadar zamanda hangi dl¢iide ilerleyecek,
tedaviye verdigi cevapla hasta ne zaman iyilesebilecek ya da ne yazik ki hayatin1 kay-
bedecek gibi sorularin cevaplarini tiimdr matematiksel modelllerinin ¢oziimleri ile bul-
mak miimkiin olabilmektedir. Tez ¢aligsmasi bu sekilde iki modelin sonug¢larini igermek-
tedir. Lineer olmayan denklem sistemlerinden olusan bu matematiksel timor modelleri
icin ilk integraller belirlenerek modellerin ¢6ziimlerine ulasilmistir, baz1 durumlarda
hesaplarin zorlugunun asilmasi i¢in parametreler arasinda kisitlamaya gidilmistir. Elde
edilen sonuglarin grafiklerle agiklandig1 bazi durumlarda mevcuttur.

Bu tez calismasinda Sophus Lie’nin giiclii teorisinin temel 6gelerinden bahsedilmis,
Emmy Noether’in simetri korunum kanunu iliskisi detaylarini agiklanmis ve bu iki dev-
rim yaratmis teorinin etkilerinin oldugu yapay hamiltonyen metodunun tiimér matema-
tiksel modellerine uygulamalarina yer verilmistir. Bastan sona bahsi gegen teorilerin
onemi konusunda gerekli detaylarin verilmesine 6zen gdsterilmis olup, kanser model-
lerine de uygulama agisindan odaklanilmis olmasiyla literatiire 6nemli bir katki sagla-
yacag1 umit edilerek tez ¢alismasi ortaya ¢ikmistir. Modeller i¢in elde edilen ¢6ziimler
ve grafikler sayesinde kanser hastaliklarina daha hassas tedavi saglamak miimkiin ola-
bildigi glinlimiizde, bu tez aragtirmasinin da bahsi gecen tedavi asamalarina katkilarinin

olabilecegi diisliniilmektedir.
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