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ONSOZ ve TESEKKUR

Bu tezin hazirlanma siirecinde bana her zaman destek olan, sabirlarin1 ve anlayislarini
esirgemeyen aileme en derin siikranlarimi sunarim. Ozellikle zorlu zamanlarda yanimda
olarak bana gii¢ verdiler ve bu basariya ulasmamda biiyiik bir rol oynadilar. Onlarin
sevgisi ve destegi olmasaydi, bu yolculugu tamamlamak ¢ok daha zor olurdu.

Ayrica, tez siirecim boyunca bilgi ve deneyimlerini benimle paylasan, yol gosteren ve her
asamada bana rehberlik eden damismanim Dog¢. Dr. Aysun YURTTAS GUNES’e,
akademik ¢evremdeki hocalarim Prof. Dr. ismail Naci CANGUL’e ve Dog. Dr. Hacer
OZDEN AYNA’ya igten tesekkiirlerimi sunarim. Onlarmn degerli katkilar1 ve yapici
elestirileri, bu ¢galismanin daha nitelikli bir hale gelmesine biiylik 6l¢iide katki saglamistir.

Bunun yani sira, arkadaglarim Duygu Kose’ye ve Yasin Balseven’e ve c¢aligma
arkadaslarima da tesekkiir etmek isterim. Motivasyonumu yiiksek tutmamda, bana ilham
vermede ve her zaman yanimda olarak bu siireci daha keyifli hale getirmede biiyiik
paylar1 var. Onlarin dostluklar1 ve destegi, bu zorlu stirecte beni ayakta tutan 6nemli bir
gii¢ kaynagi oldu.

Son olarak, bu tezin tamamlanmasinda dogrudan veya dolayli olarak katkisi bulunan

herkese minnettarligimi ifade etmek isterim. Her birinizin destegi ve katkisi, bu basartya
ulagsmamda biiyiik bir anlam tasiyor. Hepinize sonsuz tesekkiirler.

Berke Ozmen
veel o0 /2025
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1. GRAFLARA GIRIiS

Graflarla ilgili sertiven, 1736 yilinda matematigin biiyiik ustalarindan Leonhard Euler'in,
Konigsberg kasabasinin sakin sularinda yedi kopriiyle oriilii bir adacik olan Kneigh'in

etrafinda doniip dolasip baslangic noktasina geri donebilir mi sorusuyla basladi.

Sekil 1.1 Konigsberg efsanevi yedi kopriisii

Sekil 1.1'de gortilen Konigsberg ve onun efsanevi yedi kopriisii, sadece bir cografyanin
degil, ayn1 zamanda matematik diinyasinin da sinirlarini zorluyordu. Euler, bu sorunu bir
matematik solenine doniistiirerek graf teorini temelini atmisti. Pregel Nehri'nin bu
kopriilerle boliinen dort bolgeyi asip, yedi kopriiyii birer kez gegerek baslangi¢ noktasina
donebilme sorusu sadece Konigsberg sakinlerini degil, tim matematik diinyasini
biiylilemistir. Euler'in simgelerle dokudugu bu matematiksel hikaye, Graf Teori'nin
kapilarii aralayarak, matematiksel diisiincenin sinirlarint genisletti. Biggs, Lloyd ve
Wilson (1986), bu biiyiilii aniy1 hatirlatarak Euler'in bu seriivenle baslattigi matematiksel

devrimi vurguladi.

Bilgisayar bilimleri, ag tasarimi, ulasim planlamasi gibi bir¢ok alanda Graf Teori'nin izleri
goriilebilir. Euler'in bu efsanevi hikayesi, matematigin sadece bir problem ¢6zme araci
olmanin 6tesinde bir kesif ve sanat alan1 oldugunu vurgulayarak, matematik diinyasina

kattig1 derinlikle hatirlanmaktadr.



Sekil 1.2. Konigsberg’in yedi kopriisii grafi

1.1. Graf ile Ilgili Temel Kavramlar
1.1.1. Kose ve kenar
G = (V, E) ikilisine graf denir. Bir grafta kése kiimesi V(G) = {vi, v2, ... , vn} olmak lizere

[V(G)| = n sayisina grafin mertebesi, kenar kiimesi E(G) = {e1, ez, ... , em} olmak lizere

|E(G)| = m sayisina grafin boyutu denilir.

\

Sekil 1.3 Bir grafin temsili
1.1.2. Derece ve omega invaryant
Bir G grafinda bir koseye komsu olan koselerin sayisina o kosenin derecesi denilir ve

deg(vi) ile ifade edilir. Bir G grafinin kdse derecelerinin toplami kenarinin sayisinin iki

katina esittir (Euler, 1736). Yani



2m = deg(v;) (1.1)

viEV

olur. D = {1(‘11), 2(az) 3(as) A(aﬂ)}, ifadesi derece dizisi olarak tanimlanir. Sirasiyla
her dereceden kag tane eleman oldugunu belirtir. Grafin en biiyiik kdse derecesine grafin
maksimum derecesi denir ve A ile gosterilir. Omega invaryant1 ve devir (yiiz) sayisi

(Delen, 2019)

N(G) =a3;+2a,+3as+ -+ (A—-2)ay—a, =2(m—n) (1.2)
r =@+c (1.3)

seklinde verilir. Burada ¢ sayis1 grafin bilesen sayisidir.

Sekil 1.4 Sekil 1.3°deki grafin derece temsili

1.1.3. Basit baglantili ve baglantisiz graf

Bir grafta bir kdseden diger kdseye mutlaka bir patika ¢izilebilirse baglantilidir aksi halde

iki veya daha fazla ayrik graftan olusur.



Sekil 1.5 Sekil 1.3°deki grafin baglantili ve baglantisiz temsili

1.1.4. Yonlendirilmis ve yonlendirilmemis graflar

V’deki farkli koselerin sirali ikililerinden elde edilen kenarlara yonlii kenar denilir.
Kenarlar1 yonlii olan grafa yonlii graf ad1 verilir. Bir yonlii grafta farkli u ve v her bir kose
ikilisi (u.v) ve (v,u) kenarlarindan sadece birisi yonlii bir kenar ise bu grafa ayni zamanda

yonlendirilmis graf denir.

Sekil 1.6 Sekil 1.3’deki grafin yonlendirilmis temsili
1.1.5. Patika, agac ve devir graflan
Patika grafi bir kdseden diger kdseye uzanan bir yoldur. Bu yolda tekrar ayn1 koseden

gecilmez. Devir grafi verilen baslangic ve bitis kdselerinin ayni oldugu patika grafidir.

Devir grafi icermeyen graflara aga¢ denir.



Sekil 1.7 Sekil 1.3°deki grafin tizerindeki patika, devir ve bir agag grafi

1.1.6. Uzakhk

Bir G grafinda u ve v kdsesi arasinda farkli patikalar bulunabilir. Bu patikalardan en kisa

olanin uzunluguna u,v koseleri arasindaki uzaklik denir ve d(u, v) ile gosterilir.

1.1.7. Cap, yaricap ve merkez

Bir G grafinin merkezi, diger noktalara olan en kisa toplam yol uzunlugunun en kii¢iik
oldugu noktalardir. Bir grafin yaricapi, grafin genel yapist ve noktalar arasindaki

baglantilarin uzunluklarina bagl olarak degisir.

Bir grafin koseleri arasindaki uzakliklarin en biiytigiine G’nin ¢ap1 denir ve ¢ap(G) veya
d(G) ile gosterilir. Graf teorisinde "yarigap", bir grafin merkezinden en uzak noktaya olan
en kisa yolun uzunlugunu ifade eder. Yani, bir grafin yarigapi, graf i¢indeki herhangi bir

nokta ile merkezi nokta arasindaki en kisa yolun uzunlugudur.

Ozetle, bir grafin yarigapi, grafin merkezi kdsesinden en uzak kdseye olan en kisa yolun
uzunlugunu ifade eder ve grafin topolojik 6zelliklerini anlamak i¢in kullanilir.

Cap ve yarigap, bir grafin "genisligi" veya "uzaklig1" hakkinda fikir veren olgiitlerdir.



Sekil 1.8 Sekil 1.3’teki grafin merkez, ¢cap ve yarigap1
1.1.8. Komsuluk matrisi
A(G), komsuluk matrisi graf i¢indeki koseler arasindaki baglantilarin iliskilerini gosterir.
Bir A, kare matrisinin (i, j) bileseni, i. kose ile j. kose arasinda bir kenar varsa, matrisin

(i,)) ve (j, i) bilesenleri 1 olur; aksi halde, her ikisi de 0 olur:

y {1 ;i.kose, j. kose ile bagliysa
=10 ;i kose, j. kose ile baglt degilse

A
01100 0]
101001
110110
001010
001100
010000

Cizelge 1.1. Sekil 1.3°deki grafin komsuluk matrisi

1.1.9. Derece matrisi

Derece matrisi kosegeni grafin dereceleri olan bir matristir ve deg(G) ile gosterilir. Bir
komsuluk matrisinin her bir siitunun elemanlar1 toplami ile G grafinin derece dizisinin d;

elemanlar1 elde edilir ve d derece dizisi olusturulur. Yani,



n
d= {dldz,d3, "'Pdi} ,ai'j € A(G) ise di = 2 ai‘j (14)
j=1

olur. Ornegin d=(2,3,4,2,2,1) derece dizisi olan grafin derece matrisi asagidaki gibidir:

Deg(G)
20000 0]
030000
004000
000200
000020
000001

Cizelge 1.2 Sekil 1.3’deki grafin derece dizisinin derece matrisi

1.1.10. Bitisiklik matrisi

B(G) bitisiklik matrisi, G grafinin kenarlar1 ve koseleri arasindaki baglantilarini gosteren
matristir. Bir By, y , matrisinin (i, j) bileseni, i. kenar ile j. kose arasinda bir baglant1 varsa,

matrisin (i, j) ve (j, i) bilesenleri 1 olur; aksi halde, her ikisi de 0 olur:

b = {1 ;i.kenar j. koseye bagliysa
7|0 ;i.kenar j.koseye bagl degilse

—_— B JR—
1000010
1100001
0110110
0011000
0001100
000000 1]

Cizelge 1.3 Sekil 1.3’deki grafin bitisiklik matrisi



1.1.11. Laplace matrisi

L(G), Laplace matrisi derece matrisinin komsuluk matrisiyle arasindaki farka esittir. Ayn1
zamanda bitigiklik matrisinin transpozu ile kendisinin ¢arpimi olarak da ifade edilir:

(Chung, 1992)

L=D-A (1.5)
L=B"B (1.6)
— L —_—
2 -1-100 0
13-100 -1
1-14-1-10
00-12-10
00-1-120
0-100 0 1]

Cizelge 1.4 Sekil 1.3’deki grafin Laplace matrisi

1.1.12. Mesafe matrisi

D(G) mesafe matrisi, G grafinin her bir kdsesinin diger késelere uzakliklarini gosteren

matristir. D;; = d(vi, vj) ile gosterilir.

D
01122 2]
101221
110112
221013
221103
212330

Cizelge 1.5 Sekil 1.3°deki grafin mesafe matrisi



1.1.13. Statii

Bir v kosesinin statiisii 6(v), v kdsesinin tiim koselere uzakliklar toplamidir. Statii ayrica,
her bileseni mesafe matrisinde karsilik gelen kolonun bilesenleri toplami olarak da

tanimlanir (F. Harary, 1959):

o(v) = Z d(v,w) (1.7)

uev(c)

Si statli indeksi, kenarlar tizerinden her bir kenar1 olusturan koselerin statiilerinin

toplaminin toplamidir:

S Z o(u) + o) (1.8)

UveE(G)

S, statii indeksi, kenarlar ilizerinden her bir kenari olusturan koselerin statiilerinin

carpiminin toplamidir:

S, = o(u).o(v) (1.9)
uveZE(G)

Bu tezin amaci graflarin birinci ve ikinci statii indekslerinin hesaplanmasidir. Ayrica
cekirdek, golge ve gorintii graflarinin mesafe matrisleri verilecektir. Bu matrisler

verildiginde grafin nasil elde edilecegi lizerinde durulacaktir.



2. GRAF HESAPLAMALARI ICiN YARDIMCI OZELLIKLER
2.1. Baz1 Temel Kavramlar

Bu kisimda ileride kullanilacak olan bazi temel kavramlar verilecektir.
2.1.1. Hadamard ¢arpimi

Hadamard carpimi o ile gosterilir. A = [ai j] ve B = [bi j], mxn boyutlu matris olmak
lizere Ao B = [ai b j]mxn olarak tanimlanan ikili islemdir. Birimi J olarak gosterilir tim

bilesenleri 1 olan mxn boyutlu matristir ve bir matrisin her bir bileseni 0’dan farkl1 ise
Hadamard tersi vardir ve bu matris, her bir bileseni kendisinin ¢arpma islemine gore
tersini baridiran matristir. Ayrica birlesme ve degisme 6zelligine sahiptir. Sifir matrisi

tiim elemanlar1 0 olan matristir (Horn, 2011). Cebirsel 6zellikleri asagidaki gibidir:

AoB=BoA
Ao(BoC)=(AoB)oC
Ao(B+C)=(A+B)oC
AoJ=A

Ao0=0
AoA=]
2.1.2. Statii dizisi

o statii dizisi, elemanlar1 tiim koselerin statiileri olan dizidir. Koselerin statiileri
o ={o(v,),0(v,),0(v3),...,0(v,)} seklinde ifade edilir.
D

WFRLROFDNDN
WORFrRrEFEDNDN
’O(}O(}ONI—‘N‘

N PR OR

1
1
0
1
1
2
6

0:

oo

9 9 11}

Cizelge 2.1 Sekil 1.3’deki grafin mesafe matrisi ve statii dizisi
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Mesafe matrisinin her bir kolonunun toplam1 her bir kdsenin statiisiinii verecektir.

2.1.3. Signum matrisi

3(A) veya sgn A ile gosterilen signum matrisi, bir A matrisinin a;; elemanmnin degerine
basit sgn fonksiyonu uygulayarak elde edilen matristir. Bu sayede agirlikli ve yonlii olan
bir graf matrisi, agirliksiz ve yonsiiz graf matrisine doniisecektir. Sonug olarak §(A4) =

[Sgn( a; ])] olacaktir (Thomas, 2020):

1; al-j >0
§(A) =< 0;a;=0 (2.1)
—1; al-j <0

Bu tezde yonlii olmayan, agirliksiz, basit, baglantili graflarla calisilacaktir. Dolayisiyla
boyle graflarin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrislerinin bilesenleri 0 ya da pozitif

sayilar olacaktir. Ornegin:

Sekil 2.1 Yonlendirilmis ve agirlikli graf ve onun signum grafi

034000 011000
20100 3 10100 1
A=[1 101 10|8A)= (1107110
001020 0010710
001300 001100
02000 0| 0100 0 0|

Cizelge 2.2 Sekil 2.1°deki grafin agirlik matrisinin signum matrisi

11



2.1.4. Bitisiklik matrisi yardimiyla komsuluk matrisi hesabi

Bir G grafinin bitisiklik matrisi biliniyorsa bu matristen faydalanarak Laplace matrisi
bulunur ve bu sayede komsuluk matrisi asagidaki sekilde hesaplanir.
Burada yapilan islem ilk olarak bitisiklik matrisi ve transpozunu carparak Laplace

matrisini bulmak, sonra da Laplace matrisinden derece matrisini ¢ikarmaktir:

BBT =1 (2.2)
L—deg(G)=A (2.3)
B B L
[1000010| [1t10000] [21100 0]
1100001 |01 1000 131001
0110110[(x{001100[={114110
0011000/ (000110 |[001210
0001100/ 001010/ |[001120
0000001 (101000 |[010001
- ~ |lo1o0001] o
L deg(G) A
211000 200000 011000
131001 030000 101001
114110 004000/={11 10110
001210 000200 001010
001120 000020 001100
010001/ (000001 (01000 0]

Cizelge 2.3 Sekil 1.3’deki grafin bitisiklik matrisi ile komsuluk matrisi hesab1
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2.1.5. Komsuluk matrisi yardimiyla mesafe matrisi hesabi

Komsuluk matrisinden mesafe matrisine ulasmak i¢in ilk bilinmesi gereken grafin ¢ap1
olacaktir. Bir grafin ¢ap1 bulunurken herhangi iki kosesi arasindaki uzaklik

bulunacagindan bu sayede mesafe matrisi de elde edilir.

Bir matrisin kuvvetlerini A" ile gosterirsek bu matrisin signum matrisi 6(A") olacaktir.
Burada en biiylik kuvveti d=n olarak kabul edilirse bu sayede mesafe matrisi su sekilde

hesaplanir (Thomas, 2020):

D, = §(A™) — 8[8(A™) o S(A™1) + §(A™) o §(A™2) + - + S5(A™) o S(AL) + 8(A") 0 S(AD)]  (2.4)
D, matrisi, A matrisinin en biiyilk kuvvetinin signum matrisinin kendinden Onceki
kuvvetlerinin signum matrisleriyle Hadamard c¢arpimlarinin toplaminmi alarak ve son

olarak da yine en biiyiik kuvvetli A signum matrisinden c¢ikarilmasiyla elde edilir

(Thomas, 2020):

D = dDd + (d - 1)'Dd—1 + (d - Z)Dd_z‘l‘ O 2D2 + 1D1

d
D= z n.D" (2.5)
n=1

Dy matrisleri kendi indisi kadar ¢arpilir ve daha sonra tiimii toplanirsa D mesafe matrisi

elde edilir.

@
@

Sekil 2.2 Bir grafin cap1

13



Yukaridaki sekilde verilen G grafi ele alinirsa bu grafin ¢ap1 d = 3 olacaktir.

A" S(AM D"
011000/ 011000/ [011000]
101001 101001 101001
110110 110110 110110
n=l (001010 001010 001010
001100 001100 001100
010000 010000 010000
211111 [t11111] [o0011 1]
131110 111110 000110
n=2 (114111 111111 000001
111210 111110 110000
111120 111110 110000
101001 101001 101000
- 4 y 2 o D
245221 [111111] [0oo0000] [011222]
426223 111111 000000 101221
d=n=3|5 6 4 55 1 111111 000000 110112
225231 111111 000001 221013
225321 111111 000001 221103
131110 111110 000110 212330

Cizelge 2.4 Sekil 1.3’deki grafin mesafe matrisi hesabi

2.1.6. Mesafe matrisi yardimiyla komsuluk matrisinin hesabi

“Yukaridaki islemler ile elde edilen bir mesafe matrisinden komsuluk matrisine nasil
doniilebilir?” sorusu akillara gelebilir. Tek yapilmasi gereken D mesafe matrisinin
bilesenleri 1 olan degerlerinin komsuluk matrisinin elemanlar1 oldugunun goriilmesidir.

O halde D matrisinin 1 disindaki tiim elemanlar1 sifir yapilmalidir.

14



O
>

011222 [011000
101221 (101001
110112 (110110
221013 (001010
221103 (001100
212330/ (010000

Cizelge 2.5 Sekil 1.3’teki grafin mesafe ve komsuluk matrisi

2.1.7. Birinci ve ikinci statii indekslerinin hesaplanmasi
Bu indeksleri hesaplamak icin ilk olarak simetriden faydalanarak mesafe matrisinin
satirlar1 toplamiyla statii dizisi ¢ elde edilir. ikinci asama olarak o ile B bitisiklik

matrisinin her B}, j=1, 2, ..., n kolonuyla Hadamard ¢arpimi yapilip yeni bir S matrisi

elde edilir:

g o B] = Sj (26)

Bu S = (54,53, 53, ..., Sp) matrisi yardimiyla S; ve S; asagidaki gibi bulunur.

© © O N® g

N
PN PR OB
N R OPR R
WrRrOR NN

WO R Rk NN
o wwn kN

Q

cCorRrrR,roOoOW
O OoORr OO
ORrRrOoOOO
Ik oo or o
- © © O N ®
cCcoooom®
cooo~NoO
coowo oo wm
cwoooo
o w©ww©wo oo
‘I:OOO\IO‘

|oooo»—\|—\|
COoOOoORrR OR
cCooOoRrR RO
|oooo\|oo|

1

Cizelge 2.6 Sekil 1.3’deki grafin S matrisi ile statii dizisi hesab1
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S1 birinci statii indeksi, tim komsu olan koselerin statiilerinin toplamini olusturan bir s;
dizisi tanimlanirsa, bu dizinin elemanlarinin toplamidir. Bunun i¢in S matrisinin
stitunlarinin toplamiyla s; dizisi elde edilir. Bu s; dizisinin elemanlar1 toplanarak S birinci

statl indeksi elde edilir.

—_— S JE—
8 8 00000
7 07000 7
0 6 6 6 6 0 0
0 009 090
0 0009 90
0 000 0 0 11

si= {15 14 13 15 15 18 18}  S1=108

Cizelge 2.7 Sekil 1.3’deki grafin S, statii indeksi hesab1

S, ikinci statii indeksi, tiim komsu olan koselerin statiilerinin ¢arpimini olusturan bir s
dizisi tanimlanirsa, bu dizinin elemanlarinin toplamidir. Bunun i¢in S matrisi yardimryla
S"= S+ (J — B) matrisi elde edilir. Bu sayede matristeki 0 degerleri 1 olarak alinir.
Sonra siitun ¢arpimiyla s> dizisi elde edilir. Ardindan s> dizisinin elemanlar1 toplanarak S»

elde edilir. Sekil 1.3’deki graf ele alinirsa,

1100000 111 1111
1010001 111 1111
0111100 111 1111
0001010 111 1111
0000110 111 1111
0000001 |1 1 1 1 1 1 1]
o S . §'=s+(@B)
8800000 8 8 1 1111
707 000 7 71 7 1117
06 6 6 600 16 6 6 6 11
0009090 111 91091
0000990 111 1991
00000011 |1 1 1 1 1 1 11|
s2 ={56 48 42 54 54 81 77} S,=412

Cizelge 2.8 Sekil 1.3’deki grafin S; statii indeksi hesab1
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2.1.8. Wiener indeksi

Bir G grafinin Wiener indeksi W(G), graf {izerindeki herhangi iki u, v kdsesinin
arasindaki uzakliklarin toplamidir. Ayn1 zamanda kdselerin statiilerinin toplaminin yarisi

olarak da ifade edilebilir (H. Wiener):

1
W(G) = z d(w,v) =3 2 o (1) 2.7)

w,veV(G) uev(e)
2.1.9. Birinci ve ikinci Zagreb indeksleri

Bir G grafinin birinci Zagreb indeksi M, graftaki koselerin derecelerinin karelerinin
toplam1 veya her bir kenar1 olusturan koselerin derecelerinin toplaminin toplamidir. (1.

Gutman, N. Trinajstic, 1972)

M, (G) = Z d(w)? = Z d(w) + d(v) (2.8)

uev(e) uveE(G)

Ayrica bitisiklik matrisinin stitunlar1 B; ile derece dizisi Hadamard ¢arpimi yapilirsa
olusan siitunlar ile yeni bir M matrisi olusturulursa M matrisinin siitun toplami yapilarak
m; dizisi ve bu dizinin elemanlariin toplamiyla da M birinci Zagreb indeksi bulunabilir.

Ornegin:

B d D
1100000] |2] [2200000
1010001| [3] [3030003
0111100||4|>[0444400
0001010 |2 [0002020
0000110 |2 [0000220
0000001 [1] [000000 1]

m ={5 6766 4 4} M;=38
Cizelge 2.9 Sekil 1.3°deki grafin birinci Zagreb indeksi
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Bir grafin ikinci Zagreb indeksi M», graftaki kenarlar1 olusturan koselerin derecelerinin

carpimlarinin toplamidir: (I. Gutman, N. Trinajsti’c, 1972)

M@= ) dwdw) (2.9)

uveE(G)

Ayrica bitigiklik matrisinin sttunlari B; ile derece dizisi Hadamard ¢arpimi yapilirsa ve
olusan siitunlar ile yeni bir M matrisi olusturulursa
M'=M-(J-B) matrisinin siitunlar1 toplamiyla m; dizisi ve bu dizinin elemanlar1 toplamiyla

da M; ikinci Zagreb indeksi bulunabilir.

B d M M’
[1100000| [2] [22000 00 (221111 1]
1010001| (3] [3030003 3131113
0111100|c|4|/>|l0444400[> |1444411
0oo01010| [2] [o002020 1112121
0ooo00110| [2] [o0o00220 1111221
0000001 [1] [o000001 1111111

my ={9 10 11 10 10 8 8} M»=49

Cizelge 2.10 Sekil 1.3 deki grafin ikinci Zagreb indeks
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3. OZEL GRAFLAR VE STATU iNDEKSLERI

3.1. Sifir grafi

Nn sifir grafi, kenar kiimesi bos kiime olan graftir. (oo, iki kdse arasinda baglanti

olmadigin belirtir.)

Sekil 3.1 Sifir grafi

AN BN DN
000000 6] 0 oo, o, o0, 00, ©
000O0O0O o, 0 oo, o0, 0, ©
000O0O00O0 oo, o, 0 o0, 00, o0
000000 0, 0, o, 0 o0, ©
000000 0, o, o, o, 0 oo
000000 0, o, o, o, ©, 0

Cizelge 3.1 Sekil 3.1°deki grafin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri

3.2. Patika grafi

Pn patika grafi, i = 1, 2, ... ,n i¢in birbirinden farkli vi kdselerinin vivi+i seklinde
birlesmesiyle olusan graftir. Bu graf n kdseye ve n — 1 kenara sahiptir. vi ve vn kdselerine
patika grafinin ug¢ koseleri, kenar sayisina da uzunlugu denir. Bu tez ¢alismasinda patika

grafi icin kose sayisi en az iki alinacaktir.

19



Sekil 3.2 Patika grafi

A B D
010000 [10000 0 1234 5
101000 (11000 1 0123 4
010100/ (01100 2 1012 3
001010/ (00110 3 2101 2
000101 (00011 4 3210 1
000010/ (00001 |5 4321 0|

o= {15 11 9 9 11 15}

Cizelge 3.2 Sekil 3.12°deki patika grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri

Bir P, patika grafinin birinci ve ikinci statii indeksleri (Yalnaik1, 2016):

ii-1) (—-1-)n-1i
2 + 2

Os(py) (v) =

1
S1(B) = ) [0() + ()] = 3 [n(n — D(@n — D]
i=1

n-—1

S:(P) = ) 0 ()0 (visn)
_(=-D™*-n*) n-1)@ -n) nn-1DC2n-1)2n*-1)
- 4 B 2 * 6

_ n(n—1)?2 1

5 +35 [6(n—1)°+15(n— 1)*

+10(n—1)% — (n — 1)] (2.10)

20



3.3. Devir grafi

Cn devir grafi, patika grafindaki u¢ koselerin bir kenarla birlestirilmesi sonucu olusan

grafa denilir. Bu grafin kenar ve kose sayisi birbirine esittir. Her bir kosenin derecesi 2’dir.

Kose sayisinin 1 ve 2 oldugu durumlarda devir grafi, patika grafi ile aynidir. Bu tez

calismasinda devir grafi i¢in kose sayisi en az ii¢ alinacaktir. Bir C, devir grafinin birinci

ve ikinci statii indeksleri,

L, (D1
2
C.) =
o( n) 4
n tek ise;
n3—n
51(Cy) = Z oy t o, = 2
w,veE(S(Cp))
n? —1\°
S,(Cy) = Z Oy Oy = 2 N
u,veE(Cp)
n ¢ift ise;
3
n
Sl(Cn) = Z oy t o, = 7
u,veE(S(Cn))
n5
Sz(Cn) = z Oy- 0y :1_6

ile hesaplanir.

Sekil 3.3 Devir grafi

21
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c ={ 16 16 16 16 16 16 16 16}
Cizelge 3.3 Sekil 3.3’deki devir grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri

3.4. Yildiz grafi
Sn yildiz grafi, merkezdeki bir kdsenin n — 1 tane kdse ile birlestirilmesiyle olusan grafa

denilir. Bu grafta kenar sayisi, kose sayisinin bir eksigidir. Bu tez calismasinda y1ldiz grafi

icin kose sayisi en az iki alinacaktur.

Sekil 3.4 Yildiz grafi

Yildiz gafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri asagida verilmistir:
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cNeNel N ololNol N0

OO P OO0 O0oOR
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o000 OOR
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CoO0O0O0O oK
|ooooooon~|
|oooooon~n~|
OO0 O0OOr oK
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NMNNNNRNRNDRN O R

|I—\I—\HHHI—\I—\O|
oNoNoleNoNoNeN=

o= {7 13 13 13 13 13 13 13}

Cizelge 3.4 Sekil 3.4’daki devir grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri

Bir S, yildiz grafinin birinci ve ikinci statii indeksleri,
05(S,) (vp) =n—-1

Us(sn) (171): 2n-1

$.(Sp) = Z o, + 0, =3n%>—-5n+2
u,VeE(Sy)

$,(S,) = Z 0y.0, = 2n3 — 5n% + 4n (2.12)
u,VeE(Sy)

ile hesaplanir.
3.5. Tam grafi

K., tam graf, her bir kdsesinin diger tiim koselerle komsu oldugu graftir. Her kdse n-1 tane

kenara komsudur.
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Sekil 3.5 Tam graf

D

B
0111111

110100100010000100000

A

0111111

1011111

1101111

1110111

1111011

1111101

1111110

101010010001000010000

1011111

1101111/011001001000100001000
1110111/000111000100010000100
1111011/000000111100001000010
1111101|000000000011111000001

1111110 /000000000000000111111

o= {66666 6 6}

Cizelge 3.5 Sekil 3.5’deki tam grafin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri

Bir K, tam grafinin birinci ve ikinei Statii indeksleri:

ox,(v) =n—1

(2.13)

\
(@\]
_
<
(9\]
p—
/-~
= o
_ <
o (@\]
rm [
pay
+ a.u
<
SN— © —
[ &
& o\
+ 3
& [

SZ (Kn)

u,veE(Ky)

Sl (Kn)
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3.6. Larva grafi

Trslarva grafi, devir grafi ile patika grafinin ortak bir kosede birlestirilmesi ile olusan
grafa denir. Devir grafinin uzunlugu r, patika grafinin uzunlugu da s olmak iizere larva

grafi r + s tane kose ve kenara sahiptir.

Sekil 3.6 Larva grafi

B A y A B A U D -
01001100 10010100 [0122 11273
10100000 11000000 (10122234
01010000/ (01100000 [2101234FH5
00101000/ 00101000/ (22 10134GH5
10010000/ (00011000 (12210234
10000010/ (00000110 [1233201 2
00000101 (00000011 |2 3 4 43 10 1
00000010 (00000001 |3 4554 2 10 |

o={ 12 15 18 18 15 14 18 24}

Cizelge 3.6 Sekil 3.6°deki larva grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri

Bir Trs larva grafinin birinci ve ikinci statii indeksleri

r?2 s(s+1)

U(UO)ZZ‘F 5

o(v) =" +is+ 280 = 1237,

25



2 e L
G(US]'):%JF]_H(S J)(s2 ]+1)+J(121);

j=123..5s (2.14)

ile hesaplanir.

3.7. Merdiven grafi

Ln merdiven grafi, bir devir grafinin ayni devir grafi ile ayn1 koselerin birer kenar

olusturmasiyla ortaya ¢ikan graftir. Bagka bir deyisle, iki n-genin karsiliklt birer

koselerinden birlestirilmesiyle elde edilir. Bu grafin kose sayisi 2n, kenar sayist ise 3n ile

hesaplanir.
Sekil 3.7 Merdiven grafi
A B D

(01 00110000/ [100000000011000| [012211233 2]
1010001000[/|0000100000100°0°1 1012221233
0101000100[|0001000000000°T11 2101232123
0010100010//001000000000110 2210133212
1001000001/ {010000000001100 1221023321
1000001001/ {10000110000000°0 1233201221
0100010100[|0000110001000°00 2123310122
0010001010[/|0001000011000°00 3212321012
0001000101/ |/0010000110000°00 3321222101
0000110010[/|/01000011000000°0 2332112210

o={ 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 }

Cizelge 3.7 Sekil 3.7°daki merdiven grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri
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3.8. Tekerlek grafi

Whtekerlek grafi, n > 3 olmak iizere devir grafinin biitiin koseleriyle baglantis1 olacak
sekilde yeni bir kose eklenmesi ile tekerlek grafi olusur. n kdse ve 2n — 2 tane kenara
sahiptir. Komsuluk matrisi i¢in merkez nokta cikarildiginda devir grafi elde edildigi

goriilir.

Sekil 3.8 Tekerlek grafi

A B D
011111111/ [0000000011111111/ 011111111
101000001 [1000000100000001| (101222221
110100000 [1100000010000000 (110122222
101010000 [0110000001000000 {12101 2222
100101000 [0011000000100000 [{122101222
100010100 [0001100000010000 {122210122
100001010 [0000110000001000 {122221012
100000101 0000011000000100 (122222101
110000010/ /0000001100000010/ (112222210

c{ 8 13 13 13 13 13 13 13 13 }

Cizelge 3.8 Sekil 3.8”deki tekerlek grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri

Bir Wx tekerlek grafinin birinci ve ikinci statii indeksleri

ow,(v)) =n—1

oy, (v;) =2n—5
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S, (W,) = z o, + 0, = 92 — 250 + 16
uveE(Wy)

S,(W,) = Z 0y.0, = 26n —33n? + 57n — 30 (2.15)
uveE(Wy)

ile hesaplanir.
3.9. Cark grafi

Gn cark grafi tekerlek grafinin devir iizerindeki kenarlarin iizerine birer kose
eklenmesiyle elde edilir. Cark grafinin komsuluk matrisi incelenirse ilk satir siitunda

ardisik 0,1 elemanlar1 goriiliir. Geri kalan girdiler devir grafinin komsuluk matrisidir.

Sekil 3.9 Cark grafi

o A - B - D o
001010101 |[0O000000011112 021212121
001000001 |200000010000O 2 01234321
110100000/ 2110000000100 110123232
001010000 |011000000000O0 221012343
100101000/ 0011000000120 132101232
000010100, |000110000000O0 2 43210123
100001010/, /000011000001 132321012
000000101 |[0O000021100000O 2 23432101
110000010/ 0000001112000] (1 12323210]

o={ 12 18 15 18 15 18 15 18 15}

Cizelge 3.9 Sekil 3.9’daki cark grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri
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3.10. Petersen grafi

P(G) Petersen grafi 6zel bir graftir. Petersen grafinin komsuluk matrisi, bir devir grafinin
komsuluk matrisi ile bu devir grafinin birim matrisle toplaminin bir J matrisinden

cikarilmas1 yardimiyla hesaplanabilir. J-I yerine K tam grafinin komsuluk matrisi

alinabilir:

A(CY) I
AP(G =[ n n ] 2.16
(()) In ]n_ln_A(Cn) ( )

Sekil 3.10 Petersen graf
- A o B o D o
0100110000/|1100101000000000/|0122112222
1010001000{|210000100000000{|121012221222
0101000100/|011000010000000{|2101222122
0010100010/{|001010000100000(|12210122212
1001000001/|000110000000100{{2221022221
1000000110/(000001001010000{{2222202112
0100000011/|/000000100001010{|2122220211
0010010001/|/000000011000001}|2212212021
0001011000/|/000000000111000{|2221211202
0000101100/|0000000000001112]|2222121120
o={ 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 }

Cizelge 3.10 Sekil 3.10°deki Petersen grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri
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3.11. Dostluk grafi

Dy dostluk grafi, r tane Cs devir grafinin tek bir ortak noktada birlesmesiyle olusur.

@
©

Sekil 3.11 Dostluk grafi

A B D
111111100000000[11000110001100011000/[01122122112211
000000000001000/|00000010010000000000/|[10212233223322
000000000000100/ |00000101000000000000/ [12021233223322
000000000000010/ |00000000110000000000| |21201344334433
000000000000001 |00000001100000000000| |22110344334433
000000010000000/ |10010000000000000000|(12233012223322
000000001000000/ |00011000000000000000| (2334410123443 3
000000000100000/ |00101000000000000000| (2334421013443 3
000000000010000/ |01100000000000000000| |[12233221023322
000100000001000/ |00000000000000001100/ |[12233233201222
000010000000100/ |00000000000000000110| |23344344310123
000001000000010/ |00000000000000000011 (2334434432101 3
000000100000001 |00000000000000010001||12233233222102
000000010000000/ |00000000001000100000| |[12233233223320
100000001000000 |[00000000000110000000| |12233233223322
010000000100000/ |[00000000000011000000| |2334434433443?2
001000000010000/ |00000000000001100000| |23344344334431

o= {24 36 36 48 48 36 48 48 36 36 48 48 36 36 36 48 48}

Cizelge 3.11 Sekil 3.11°deki dostluk grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe matrisleri

Birinci statii indeksi,
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m.(n? —1)

o(vy) = 2 +4n—1)(m—-1)-i
Sl(Dr,s) = z oy + 0y = Opec,(v).2rs —s —r + 1) (2.17)
uveE(Dys)

ile hesaplanir.
3.12. Yel degirmeni grafi
W, yel degirmeni grafi, m tane K, tam grafin bir noktada birlesmesiyle olusur. n-1 ve

mn dereceli iki tip noktaya sahiptir. K, komsuluk matrisiyle iliskisi ve kdselerinin statii

hesab1 agagida verildigi gibidir:

Sekil 3.12 Yel degirmeni grafi

Gwp(vy) = m(n — 1)

oym(vy) =2nm—-2m—-n+1

01 1 - 1
1 4 0 - 0

Wm=GxG,=[1 0 4 ~ (2.18)
S |
10 0 A



A
(01111111111111111
10111000000000000
11011000000000000
11101000000000000
11110000000000000
10000011100000000
10000101100000000
10000110100000000
10000111000000000
10000000001110000
10000000010110000
10000000011010000
10000000011100000
10000000000000111
10000000000001011
10000000000001101
10000000000001110

(100010101001011000
110000000000000000
001000000000000000OC
010100000000000000
001100000000000000
0000O11000000000000
0oo00O10000000Q000O0O
0ooo0o00O0O10000000000O0
000000110000000000
00o00000O01100000000
0o0000O00O00O110000000O0
0oooo0000O0O010100000
0ooo0o000O0O0OO00O01100000
0ooo0o000O0O0OO0OCOO10010
0oo00O0O0OO00O0OOOOO1100
0o0o000O0OO0O0OOOOOO1O01

|000000000000000011

O O OO OPFRPRFOPFPFOOOOOOOoOOoODOo
O O OO PFrRPRORFPFOOOOOOOOoOOoODOo

0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
B
1100
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0010
1000
0100
0010
0001
0000
0001
0000

D
1111111111111111
0111222222222222
1011222222222222
1101222222222222
1110222222222222
2222011122222222
2222101122222222
2222110122222222
2222111022222222
2222222201112222
2222222210112222
2222222211012222
2222222211102222
2222222222220111
2222222222221011
2222222222221101
2222222222221110

001111000110000 1]
0000000110000000
0000101100000000
0000011000000000
0000000011000000
0o00O0O0O0O0OOO0OO0OO11O00O0
0000000000OO010011
0o00O00000OO0O111O000
0000O000O00OO0OOO110
0000000O0OOO0OOGOOOO
0000O000O0OOO0OOGOOOO
0o00O0O00O0OOOOOOOOO
0o00O0O00O0OOOOOOOOO
1000000000000000
1100000000000000
0001000000000000

0110000000000000

o= {16 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28}

ile

Cizelge 3.12 Sekil 3.12°deki yel degirmeni grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe

matrisleri
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3.13. iki parcah tam grafi

Ky m iki parcali tam graf, Vi, V2 iki kose kiimesi olmak tizere Vi’deki her bir kdsenin
Vz’deki her bir kdseyle birlestirilmesiyle elde edilir. Iki pargali tam grafin komsuluk

matrisi

Ay (6)) = [ Jrem - Jrocm (2.19)

]n><m Onxm

ile verilebilir.

Sekil 3.13 Iki pargali tam graf

A B D
0000111/(1112000000000] [022211 1]
0000111/(000111000000| [2022111
0000111/(000000111000| [2202111
0000111/(000000000111| [2220111
1111000//100100010001| [111102°2
1111000//010010100010| (1111202
1111000//001001001100| [1111220

o= {9 990988 8}

Cizelge 3.13 Sekil 3.13’deki iki parcali tam grafinin komsuluk, bitisiklik ve mesafe
matrisleri
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4. TURETILMIiS GRAFLAR

Bu boliimde, tiiretilmis graflarin  bilinen graf matrislerini kullanarak komsuluk

matrislerinin nasil elde edilebilecegi verilecektir.

4.1.1. Dogru grafi

L(G) dogru grafi, bir grafin kenarlarin1 kése kabul ederek G grafinda birbirine komsu
olan kenarlarin L(G) de komsu koseler kabul edildigi graftir (Skiena, 1990).

=
Q@
@ @

@
g @

€6
Sekil 4.1 Sekil 1.3°deki grafin dogru grafi

Sekil 1.3’deki grafin dogru grafinin komsuluk matrisi

L(G) =B™B -2I (3.1)
ile bulunur.
o BT o B - 21 o L(G) o
110000 1100000200000 0110001
101000 1010001 |020000 1011100
011000(x{0111100(-|002000|=1101101
001100/ |0001010/|000200 0110110
001010/ |[0O0O0012110|000020 0111010
000110, 0O0O000CO01/|000002 |0001100O0
01000 1] 1101000 0]

Cizelge 4.1 Dogrusal grafin komsuluk matrisi hesab1
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4.1.2. Cekirdek grafi

K(G) cekirdek grafi, bir grafin kdselerinin derecelerinin minimum 2 dereceli olacak
sekilde indirgenmesi ile elde edilir. Yani, bir dereceli koselerin graftan ¢ikarilmasiyla elde
edilen graftir. Eger hala sallanan kenar kalirsa bunlar da silinir. Bu isleme sallanan kenar

kalmayana kadar devam edilir.

Sekil 4.2 Bir grafin ¢ekirdegi

R OOR OR
OrRrRrORrRPR
O OFR OO
oOorRrR,rOO
o oo or o
RO S WN

OFR L oo

NN A NN

EEERE)

OI—‘OOI—‘OOOOI—‘O}
N
w
o
N
N
H

PP R RPRPRP OO WDN

OCoo0cO0ORrR OO0 OO
COO0OO0O0OO0O0OO0 O OK
OCooco0coOorRroO0OOO
lccoococococoocoor

[Fooroococorr o
COO0OO0OFrR OO K OK
CO0OO0O0O0O Rk, ORK
COCOROO0OOROKOO
OCO0OO0OO0O0O0ORK L OO
OCoocoo0o0cOoroOoOoO

o
w
I
w
N
w

111

[N
-

Cizelge 4.2 Cekirdek grafin komsuluk matrisi hesabi

Cekirdek grafinin hesab1 komsuluk matrisi hesab1 yapilirken grafin komsuluk matrisin alt
ve yan toplamalarinda (derece dizisi) 1 olan satir ve siitun silinir. Bu islem tekrarlanirsa

sonucta dereceleri 1’den biiyiik olan ¢ekirdek grafinin komsuluk matrisine ulagilabilir.
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Ayrica matrisin siitun sirast derece degerlerini biiylikten kiiciige siralanirsa iglem basitge

son satir ve suitunlar: silmek olarak belirtilebilir.

4.1.3. Goriintii grafi

Im(G) goriintli grafi, bir grafin kendisi ve kopyast alinarak koselerin kendi kopyalartyla

birlestirilmesiyle elde edilir.

Sekil 4.3 Goriintii grafi

Sekil 3.3’deki goriintii grafinin komsuluk matrisi:

g

OO O0OO0OO0OORL,OOO
CoORr P OO0OORFROOOO
‘oooon—\on—\ooooo|

[coococorocoocorr o
OCOO0ORrROROOR OR
COORROOOR LRORR
OCOrROO0OO0OOROR OO
O O0OO0OO0O0OO0O Rk, OO
PO O0OO0OO0OO0O0OO0OO RO
COORROOOOO O
FPOOROROOOO RO
ORrFRPORRPROOOR OO

Cizelge 4.3 Gortintii grafin komsuluk matrisi

A(G)  Inxn

AUmE) =1} = A6

(3.2)

ile hesaplanir.
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4.2. Golge grafi

Sh(G) golge grafi, bir grafin kendisi ile kenarlar1 silinmis olan kopyasi alinip grafin
koselerinin  kenarsiz kopyasinda kendi komsularma denk gelen koseler ile

birlestirilmesiyle elde edilir.

Sekil 4.4 Golge grafi

Sekil 3.4°deki golge grafin komsuluk matrisi,

A(G) A(G)
A(SR(G)) [ NG O (3.3)

A
011000[011000
101001/101001
110110[110110
001010001010
001100001100
010000(010000
011000000000
101001/000000
110110000000
001010000000
001100000000
010000/00000 0

Cizelge 4.4 Golge grafin komsuluk matris
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4.3. Graflarda islemler

4.3.1. Kose birlesimi

Gi1 ve G2 graflarinin bir kosesini ortak kullanarak elde edilir. Bu islem GiAG: ile
gosterilsin. Herhangi bir karigikliga yol agmamak i¢in birlestirilecek noktalarin ardisik
indisli olmasina dikkat edilmelidir. Bu islem ile edilen grafin komsuluk matrisini
bulurken iki grafin da komsuluk matrisleri hesaplanip G| matrisinin son satir ve siitiin

bileseni ile G2 matrisinin ilk satir ve stitiin bileseni denk gelecek sekilde birlestirilip

kalan bilesenleri 0 ile doldurulur.

A(G1)
01000
10111
01011
01100
01100

Sekil 4.5 Bir kosede birlestirilmis graf

A(G2)

A(G11G2)
00 0]

000
000
000

Cizelge 4.5 Bir kdsede birlestirilmis grafin komsuluk matrisi
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Simdi bu iki matris yardimiyla G1AGz grafinin mesafe matrisi hesaplanabilir. Burada
iki grafin mesafe matrislerine ihtiya¢ duyulacaktir. Bunlar elde edildikten sonra
komsuluk matrisini elde etmede kullanilan asamalar aynen uygulanacaktir. Gi
matrisin son siitunu ile G, matrisinin ilk satirini toplam tablosu olusturacak sekilde
kullanilsin. Son olarak bulunan toplam tablosunun sonucu bir T matrisi ile gosterilip

T matrisi, transpozu ve 0 matrisleri yerine yerlestirilir.

D(G1) D(G2) D(G11nG2)
011 2] 0 0]
1011 00
1102 00
2120 00
ayy 4 12
11
02
20

Toplam T D

Tablosu 3 3 4] 3 4
3 3 4] 2 23 2 3
223 223 23
223 334 34
334 - 12
112 T 11
- 3223 02
3223 20
4334 -

Cizelge 4.6 Bir kosede birlestirilmis grafin mesafe matrisi
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4.3.2. Koprii ekleme

G ve Gy graflarinin arasinda bir koprii olusturacak sekilde yeni bir kenar eklenerek elde
edilir. A(G1---G2) ile gosterilsin. Bu iki grafin bir kenar ile birlestirilecek kdseleri ardigik
sekilde indislenmelidir. iki grafin komsuluk matrisleri bulunup bunlar1 asagida verilecek
sekilde bir baglantisiz grafin komsuluk matrisi olusturulur. Ardindan birlestirilen ardisik

koselerin komsu oldugunu gostermek icin 1 elemanlar1 eklenir.

Sekil 4.6 Iki grafin koprii ile birlestirilmesi

A(G1) A(G2) A(GIUG,) A(Gr-+- G2)
01000 010000000/ (0200000 00
10111 101110000 (2101110000
01011 010110000/ (010110000
01100 011000000/ [011000000
01100 011000000/>/01100
o B 00000 0000

00000 0000
00000 0000
00000 0000

Cizelge 4.7 Bir koprti ile birlestirilmis grafin komsuluk matrisi
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Simdi elde edilen grafin mesafe matrisi kolayca hesap edilebilir. Bunun i¢in iki grafin
mesafe matrisini elde ettikten sonra bu graflar1 baglantisiz iki graf mesafe matrisi seklinde
bir mesafe matrisi olusturulacaktir. G grafinin mesafe matrisinin son siitiinii ile G2
grafinin mesafe matrisinin ilk satirinin her elemanin bir fazlasini alarak toplam
tablosu olusturulacaktir. Son olarak bulunan toplam tablosunun sonucu bir T matrisi

ile gosterilip T matrisi, transpozu ve 0 matrisleri yerine yerlestirilecektir:

D(Gy) D(G.) D(G:UG;) D(Gs---G2)
011 2] 00 0] 4 5]
1011 0000 34
1102 0000 34
2120 0000 45
N 0000 23
000000112 12
0112 000001011 433421011
+1111 000001102 433421102
1223 000002120 544532120
; L _| L ]
3445 [3445 T
2334/ (2334 [32231]
2334 (2334 (43342
3445 |(3445 (43342
1223 (1223 (54453
+1223 B

Cizelge 4.8 Bir koprii ile birlestirilmis grafin mesafe matrisi

4.3.3. Toplama
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Gi1 ve Gy graflarinin toplami, kose kiimesi ViUV> ve kenar kiimesi hem Gi ve G2
graflarinin kenarlarint hem de G; grafindaki her bir kose ile Gy grafindaki koselerin

birlestirilmesiyle olusan kenarlarin olusturdugu graftir. G;+G, ile gosterilir.
Kose dereceleri hesaplanirsa, her nokta komsularina 1 uzaklikta iken diger noktalara

karsisindaki grafa gidip geldiginden uzakligt 2 olacagi goriiliir. Basitce bu grafi

olusturmak i¢in bir komsuluk matrisi olusturulsun.

Sekil 4.7 Iki grafin toplami

@

P O ORFr O~
O OOOo

A(G1+Gy)

ol oNel SN
Orror g
cNoNoNSNo)

COO0OFRPRORRPRRERPRELPR
OCRPPRPORRPRPREPRELERPR
COO0ORPRORRPRRERPRELPR
RPOORPRORRPRREREER
lorcocorkr e

Cizelge 4.9 ki grafin toplamimin komsuluk matrisi

Kose sayisi:ng +n,

Kenar sayist:m; + m, + ny.n,
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1n1><m1 ]n1Xm2

A(Gy + G,) = (3.4)

]le Xm4q Ganxmz

ile hesaplanir.
4.3.4. Kartezyen ¢arpim

G1XG: kartezyen ¢arpim grafi V(G1xG2)=V(G1).V(G2) kose kiimesi lizerinde u=(u1,u»)
ve v=(v1,12) koselerinin ya birinci bilesenler esitken ikinci bilesenlerin komsu olmasi ya
da ikinci bilesenler esitken birinci bilesenlerin komsu olmasi durumunda iki kdsenin bir

kenar olusturmasiyla elde edilen graftir.

Kartezyen ¢arpim ne kadar karmasik olsa da asagidaki adimlart uygulayarak komsuluk
matrisi kolayca elde edilebilir. {1k olarak iki grafin komsuluk matrisleri elde edilir. Ikinci
grafimizda her bir bileseni incelenir. Eger, bilesenler kdsegen iizerindeyse o bilesen
yerine ilk grafin matrisi yazilir. Degilse iki durum vardir: komsuluk degeri 1 ise birim
matris o bilesen yerine yazilir, komsuluk degeri 0 ise sifir matrisi yazilir. Bu matrisler ilk

matrisin boyutundadir. Kartezyen ¢arpiminin komsuluk matrisi bu sekilde elde edilir.
Kose sayist: ny.n,
Kenar sayisi:n.m, + my.n,

a;; =0 ;h;; =0,y

aij (S GZ lcln h” = aij =1 ;hij = Inxm
f =1 hij = A(Gy)
AGRG) =] =~ (3.5)
hij hij

Asagidaki gdsterimden yararlanilabilir:
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Sekil 4.8 Iki grafin kartezyen ¢arprmi

001000
000100

001000

001000
000100

001000
000100

000010

000010

000001

000001

100000
010000
001000
000100

100000
010000
001000
000100

000010

000010

000001

000001

100000
010000
001000

100000
010000
001000
000100

000100

000010

000010

000001

000001

Cizelge 4.10 Iki grafin kartezyen garpimin komsuluk matrisi

A grafi bir harita gibi diisliniilebilir. Bu harita sayesinde kartezyen ¢arpim grafi kolaylikla

elde edebilir.

44



4.3.5. Simetrik fark

Simetrik fark islemi “Gi ve G2 graflarinin koselerinin olusturdugu sirali ikililerin arasinda

iki bilegeni de kendi grafinda komsuysa komsu degildir” olarak tanimlanur.

Bu islem, basit olarak iki grafin sirali bir sekilde olmasina dikkat ederek komsuluk
matrislerinin farkini bularak elde edilir. Tabii ki kose sayilari farkli olabileceginden kiigiik
boyutlu matrise 0 satir ve siitunlari ile ayn1 kare matrise ulastirip ¢ikarma islemi yapilir.
Baglantisiz noktalardan kurtulmak icin 0 satir ve siitunlarini silinir. Indisleme farkli olursa

tamamen farkli bir graf elde edilir.

Sekil 4.9 Graflarin simetrik farki

A A’
[011000] [022000] [00000O0] A-A’
101000/ (102000 |[000000| [0110]
110110/—[1120000(=/000110/—1010
001010/ (000000l [001010| 1101
001101 |[00000O0| [D0O1101] [0010
000010/ [0000O0O| [DOOO1O0O]

Cizelge 4.11 Graflarin simetrik farkinin komsuluk matrisi

Kose sayist: nq.n,

Kenar sayisi:2.ny.m, + 2.n,my —4.my;.m, (3.6)
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4.3.6. Ta¢ carpim

Tag ¢arpiminin hesaplanmasi i¢in iki grafin komsuluk matrisi kullanilacaktir. Hangi
grafin merkezde oldugu onemlidir. Bu grafa birinci graf denilsin. Bu graftaki tiim
koselerin karsisinda ikinci graf ¢izilsin ve tiim koselerle birlestirilsin. Bu sayede tag grafi
c¢izilmis olacaktir. Simdi ikinci grafin komsuluk matrisinin {ist ve sol tarafina bir satir ve
siitiin eklensin ilk bilesen ilk grafin komsuluk matrisi diger bilesenler birim matris olacak
sekilde alinir. Geri kalan matris elemanlarinin bilesenleri 1 ise birim matris, 0 ise sifir

matris yazilarak grafin komsuluk matrisi olusturulur.

Sekil 4.10 Tag carpimi

Kose sayist: nq + nq.n,
Kenar sayist: my + ny.(m, +ny)

a;; =0 ;hyj=0pm

2 € Gz feinhy; = {aij =1 hy=lhim

A(GixGy) =| S (3.7)

Lj
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A(G1x G2)

AT ITTI

A(G2)

0010

00110

0010

01010

I

I
I

1 101

0010

01101

(=)

10010

A(G1x G2

Cizelge 4.12 Tag carpimi komsuluk matrisi
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5. SONUC

Yapilan islemler excel iizerinden detayli o6rneklerle kontrol edilmistir. Graphonline.ru
internet sitesinin sunmus oldugu algoritmalarla hesaplamalar yapilmis ve excelde kendi
kurdugumuz hesaplamalar ile birlestirerek bilesen sayisinin artisindan dogan karmasadan
styrilarak genellemelere ulasilmistir. Bu sayede bir grafin komsuluk, bitisiklik, mesafe
matrisleri ve derece dizilerinin birbiriyle iliskileri incelenmis, statii ve statii indeksleri
hesabinda kullanimi  gosterilmistir. Cekirdek, golge, goOriinti graf tiirlerinin

genellemelerine bu sayede ulagilmstir.
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