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OZET

DUZLEMSEL CIZGELERIN 2-UZAKLI RENKLENDIRMESI

Elif ARAS

Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Zakir DENIZ

Nisan 2025, 33 sayfa

Bir cizgede, komsu koselerin farkli renk almasi kosuluyla yapilan tiim koselerin
renklendirmesine kose renklendirme denir. 2-uzaklh renklendirme ise, yalnizca komsu
koselerin degil, ayn1 zamanda ortak bir komsuya sahip olan (birbirine 2-uzaklikta bulunan)
koselerin de farkli renk almasiyla olusturulan bir renklendirme tiiriidiir. Bir G ¢izgesinin
2-uzakli renklendirmesinde kullanilan en az renk sayisina ¢izgenin 2-uzakli renklendirme
sayist denir ve ), (G) ile gosterilir. Cizgenin ¢evrim parametresi, icerdigi en kisa dongiiniin
uzunluguna karsilik gelmektedir. Meshur Dort Renk Teoremi’ne gore, bir diizlemsel
cizgenin klasik kose renklendirmesi i¢in 4 renk yeterlidir. Ancak, 2-uzakli renklendirme
s0z konusu oldugunda bu say1 ¢ok daha biiyiik degerlere ulagsabilmektedir. Bu ¢alismada,
cevrim parametresi en az 5 olan diizlemsel ¢izgeler ele alinmis ve maksimum derece
A(G) > 12 oldugunda, x>(G) < A(G) 4 5 oldugu ispatlanmistir. Elde edilen bu sonug,
literatiirde Zhu ve Bu [4] tarafindan elde edilen sonucu iyilestirmektedir.

Anahtar sozciikler: Renklendirme, uzaklik, maksimum derece.
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ABSTRACT

THE 2-DISTANCE COLORING OF PLANAR GRAPHS

Elif ARAS

Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Zakir DENIZ

April 2025, 33 pages

A vertex coloring of a graph refers to an assignment of colors to all vertices such that
adjacent vertices receive different colors. 2-distance coloring is a type of coloring in which
not only adjacent vertices but also vertices that are at a distance of 2 (i.e., those sharing
a common neighbor) receive different colors. The minimum number of colors required
for a 2-distance coloring of a graph G is called the 2-distance chromatic number and is
denoted by x2(G). The girth of a graph corresponds to the length of its shortest cycle.
According to the famous Four Color Theorem, 4 colors are sufficient for the classical
vertex coloring of a planar graph. However, for 2-distance coloring, this number can be
significantly larger. In this study, we consider planar graphs with girth at least 5, and we
prove that x»(G) < A(G) +5 when the maximum degree A(G) > 12. This result improves
upon the previously known result by Zhu and Bu [4].

Keywords: Coloring, distance, maximum degree.
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1. GIRIS

Cizge teorisi, matematigin temel taslarindan biri olup, kdse ve kenarlardan olusan yapilarla
ilgilenen bir disiplindir. Ilk olarak 18. yiizyilda Leonhard Euler tarafindan Konigsberg
Kopriileri problemi ile ortaya atilmis ve o zamandan bu yana, pek ¢ok farkli bilim dalinda
uygulama alam bulmustur. Ozellikle bilgisayar bilimi, biyoloji, sosyal aglar ve lojistik
gibi alanlarda genis bir kullanim sahasi olan ¢izge teorisi, karmasik iligkileri ve yapilari

modellemek i¢in etkili bir ara¢ sunmaktadir.

Ozel bir cizge sinifi olan diizlemsel ¢izgeler, bir diizlem iizerinde kenarlar1 kesismeden
cizilebilen ¢izgelerdir. Diizlemsel cizgeler, planlama ve ag tasarimi gibi pratik problemlerin
coziimiinde kritik bir rol oynar. Bu baglamda, diizlemsel cizgelerle ilgili pek cok dnemli
teorem ve Ozellik gelistirilmistir. Ornegin, Euler’in ¢okyiizlii teoremi ve Kuratowski’nin

teoremi, diizlemsel cizgelerin yapisal ozelliklerini anlamamizi saglar.

Dort Renk Teoremi, diizlemde ¢izilmis herhangi bir haritanin, komsu bolgeler ayni renkte
olmayacak sekilde en fazla dort renkle boyanabilecegini ifade eden 6nemli bir matematiksel
sonuctur. Ilk olarak 1852 yilinda Francis Guthrie tarafindan ortaya atilan bu problem,
1976’da Appel ve Haken tarafindan bilgisayar destekli bir ispatla ¢oziilerek matematik
tarihinde bir doniim noktas1 olmustur. Cizge renklendirme, bir ¢izgedeki koselerin veya
kenarlarin belirli kurallara uygun sekilde boyanmasi islemidir. En yaygin kullanilan tiirii
kose renklendirmesi olup, burada birbirine komsu olan koseler farkli renkler alacak sekilde
renklendirilir. Bu tezde, diizlemsel ¢izgelerin renklendirilmesi incelenecek olup, Dort

Renk Teoremi’nin temel ilkeleri ve bu baglamdaki uygulamalari ele alinacaktir.

Cizge renklendirme teorisinin 6nemli dallarindan biri olan 2-uzakli renklendirme, bir
cizgenin komsu olmayan ancak en fazla iki uzakliktaki koselerinin ayni renge sahip
olmamasini gerektirir. Bu tiir renklendirme problemleri, 6zellikle ag tasarimi ve frekans
atama gibi alanlarda biiyiik 6nem tagimaktadir. Wegner savi ise belirli stnirlamalar altinda

diizlemsel cizgelerin 2-uzakli kromatik sayisi hakkinda 6nemli tahminler sunarak bu



alandaki calismalar i¢in temel bir cerceve olusturur. Bu tezde, diizlemsel ¢izgelerin
2-uzakli renklendirilmesi ele alinarak, Dort Renk Teoremi ile olan baglantilar1 ve Wegner

sav1 dogrultusunda elde edilen sonuglar incelenecektir.

Bir G ¢izgesinin 2-uzakli renklendirmesi icin gerekli en az renk sayisina ¢izgenin 2-uzakl
renklendirme sayist denir ve x»(G) ile gosterilir. Cizgenin ¢evrim parametresi, icerdigi en

kisa dongiiniin uzunluguna karsilik gelmektedir ve g(G) ile ifade edilmektedir.

Wegner [15], 1977 yilinda su iddiay1 ortaya atmustir: Her G diizlemsel ¢izgesi i¢in A(G)

maksimum derece olmak iizere

7 eger A(G) =3 ise,
22(G) << A(G)+5 eger4 <A(G) <7 ise,
3A(G)

+1 eger A(G) > 8ise,

N‘

saglanir.

Thomassen [14], bu varsayimin A = 3 olan diizlemsel ¢izgeler i¢in gegerli oldugunu
kanitlamistir.  Ancak, A > 4 olan diizlemsel cizgeler icin hala acik bir sorudur. Ust
sinirlar i¢in, van den Heuvel ve McGuinness [9] , x2(G) < 2A + 25 oldugunu ortaya
koymus, Molloy ve Salavatipour [13] ise x2(G) < [3A] + 78 oldugunu kamitlamustir.
Kisa dongii igermeyen diizlemsel ¢izgeler i¢in, Bu ve Zhu [3], g(G) > 5 ve A > 15 iken
x2(G) < A+5 oldugunu ortaya koymuglardir. Bu tezde, Bu ve Zhu’nun [4] sonucunu su
sekilde gelistiriyoruz; G diizlemsel ¢izgesinde g(G) > 5 ve A(G) > 12 iken x»2(G) < A+5
dir.

Boliim 5’te elde edilen sonuglar [2] calismasina dayanmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Burada, bu calisma boyunca kullanilacak bazi temel tanim ve kavramlara yer verilmistir. V
sonlu bir kiime ve E, V x V nin ¢oklu bir alt kiimesi olmak tizere, G = (V, E) ikilisine bir
¢izge denir. Burada G nin koselerinin kiimesi V(G) ve G nin kenarlarinin kiimesi E(G) ile
adlandirtlir. Bir (u,v) kenarii kisaca uv seklinde gosteririz. Bir G ¢izgesinin kenar sayisi

| G || ve kose sayist | G | ile gosterilir.

Bir G c¢izgesinde u kosesi icin uu seklinde gosterilen her bir kenara bukle (loop) denir.
Eger E(G) de uv kenarlar arasinda birden fazla kopya varsa bu kenarlara u ve v koseleri
arasindaki katli kenarlar denir. Bir G ¢izgesinde eger bukle veya katli kenar yok ise basit

cizge olarak adlandirilir. Bu ¢alisma boyunca sadece basit ¢izgeler iizerinden ilerlenecektir.

G cizgesine ait bir kenarin iki u¢ noktasina komsu koseler denir. Bir G = (V, E) cizgesi
ve v € Vigin Ng(v)={u € V : uv € E} kiimesine v’nin komsular kiimesi denir. | Ng(v) |

sayisina v'nin derecesi denir ve d(v) ile gosterilir.

Ng(u) ={z,w,v}, Ng(z) = {u,w}, d(v) =2,d(x) =0
Sekil 2.1. Koselerin derecesi ve komsusu
Bir G = (V, E) ¢izgesinde, G nin minimum derecesi 6 (G)=min{d(v) : v € V} ve maksimum
derecesi A(G)=max {d(v) : v € V} seklinde ifade edilir.

Tamim 2.1. Bir G = (V,E) cizgesinde V' C V ve E’' C E olacak sekilde H = (V' E’)

cizgesine G ¢izgesinin bir alt ¢izgesi denir ve H C G ile gosterilir. Herhangi bir § C V(G)

3



icin, G[S]=(S,EN(SxS)) ¢izgesine G ¢izgesinin S tarafindan indirgenmis bir alt ¢izgesi
denir. H c¢izgesi G c¢izgesinin bir indirgenmis alt ¢izgesi ise H < G ile gosterilir. H, G nin

alt cizgesi olmak tizere,

G — H=G[V(G) — V(H)],
G\H = (V(G),E(G) - E(H))

olarak tanmimlanir.

S C V(G) olmak tizere, G|V — S| indirgenmis alt ¢izgesi i¢in kisaca G — S gosterimi

kullanilacaktir. Ayrica bir u € V(G) i¢in G — {u} ¢izgesi kisaca G — u ile gosterilir.

Tamim 2.2. Kose kiimesi V = {vy,vy,...,v, } ve kenar kiimesi E = {v{va,vav3,...,Vp_1Vy }
seklinde tanimlanan bir G = (V,E) ¢izgesi n-yol cizgesi (ya da v; — v, yolu) olarak
adlandirilir ve bu ¢izge P, ile gosterilir. Bir n-yol ¢izgesinin kenar sayisina bu yol ¢izgesinin
uzunlugu denir. Dolayisiyla P, ¢izgesi n — 1 uzunluktadir. V = {v|,vs,...,v,} ve E =
{viv2,v2V3, ..., Vu_1Vn,vyv1 } oOlacak sekilde tanimlanan G = (V, E) ¢izgesine ise n-dongii
denir ve bu ¢izge C, ile gosterilir. Kdselerinin hepsi birbirine komsu olan n koseli bir ¢izge
n-tam ¢izge olarak adlandirilir ve K,, ile gosterilir. Sekil 2.2 ¢izgesinde baz1 ozel cizge

ornekleri verilmistir.

Sekil 2.2. Sirasiyla Ps, Cs ve K5 ¢izgeleri.

Tanim 2.3. G ¢izgesinde u,v € V(G) koseleri i¢in mevcut olan en kisa u — v yolunun

uzunluguna u ile v kogeleri arasindaki uzaklik denir ve bu say1 dg(u,v) ile gosterilir.

Tamm 2.4. Bir G ¢izgesi igin uv € E(G) iken k(u) # x(v) olacak sekilde tanimlanan
K : V(G) — |k] orten fonksiyonuna G nin (koselerinin) k-renklendirmesi denir. G
cizgesinin k-renklendirmesi varsa G ¢izgesi k-renklendirilebilirdir denir. G ¢izgesini

k-renklendirilebilir yapan en kiiciik £ pozitif tam sayisina G nin kromatik sayis1 denir ve

4



bu say1 x(G) ile gosterilir.

Sekil 2.3. x(G) = 4 olacak sekilde bir G ¢izgesinin kose renklendirmesi.

G cizgesinde birbirine uzaklig1 en fazla 2 olan koseler farkli renge sahip olacak
sekilde yapilan renklendirmeye 2-uzakli renklendirme denir. Bir G ¢izgesinin 2-uzakli

renklendirmesi i¢in gereken minimum renk sayisina G nin 2-uzakli kromatik sayis1 denir

ve x2(G) ile gosterilir.
Sekil 2.4. Bir G ¢izgesinin 2-uzakl renklendirmesi

Tamim 2.5. Bir v € V kosesi icin:

* d(v) = kise v ye k-dereceli kose,
* d(v) <kisevyek -dereceli kose,

e d(v) > kise v ye kt-dereceli koge denir.

Ayrica, bir G ¢izgesinde bulunan k dereceli kosenin d dereceli komsularinin sayisi

k(d)-kose ile gosterilir.



3. DUZLEMSEL CiZGELER VE RENKLENDIRME

3.1. DUZLEMSEL CiZGELER

Diizlemsel cizgeler, cizge teorisinin dnemli bir sinifi olup, bir ¢izgenin diizlem iizerinde,
kenarlar1 kesismeden c¢izilebilme 6zelligiyle tanimlanir. Diizlemsel ¢izgelerin kokeni,
Leonhard Euler’in 18. yiizyildaki calismalarina kadar uzanmir. Euler, 1750 yilinda
cokyitizliiler (polyhedra) iizerinde calisirken, bu tiir ¢izgelerin temel Ozelliklerini ve

matematiksel yapilarini incelemistir.

Diizlem iizerine kenarlar1 kesismeden c¢izilebilen cizgeler diizlemsel ¢izge olarak

adlandirilir.

D C D C

Sekil 3.1. Diizlemsel ¢izge

Sekil 3.1 de bulunan ilk cizge 4 kose ve 6 kenar1 bulunan ¢izge, ikinci ¢izgedeki gibi bir
diizlem iizerine kenarlar1 kesismeyecek bigimde ¢izilebilir. Boylece bu bir diizlemsel cizge

olur.

Bir diizlemsel ¢izgede kenarlarla sinirlandirilmis her kapali bolgeye yiiz denir ve G

¢cizgesinin yiizleri kiimesi F (G) ile gosterilir.
Onerme 3.1. K3 3 ve K5 diizlemsel ¢izge degildir.

Teorem 3.2 (Euler Formiilii). Diizlemsel bir G ¢izgesi i¢in,

[V(G) | = E(G) [+ [ F(G) =2

6



saglanir.

Basitlik agisindan V(G), E(G) ve F(G) yerine sirastyla V, E ve F kullanilacaktir.

Euler formiilii diizlemsel bir cizgede kose, kenar ve yiiz sayilar1 arasindaki iligkiyi belirten

bir ifadedir. Sekil 3.2 de, diizlemsel G ¢izgesi i¢in V — E 4+ F = 2 oldugu goriiliir.

Sekil 3.2. |V |=6, | E |=9,

F |= 5 olan bir diizlemsel cizge.

Buradan hareketle, diizlemsel bir ¢izge i¢in maksimum kenar sayisi | E | asagidaki gibi

hesaplanir.

Lemma 3.3. Bir G cizgesi baglantili diizlemsel ¢izge ve | V | > 2 ise buradan, | E | <

3|V | —6.

Ispat. Cizgedeki her yiiz en az 3 kenarli bir iiggensel bolgedir. Boylece her yiiz en az 3

kenara sahiptir, ancak her kenar iki yiiz tarafindan sayilir. O yiizden toplam kenar sayisi:

2|E|>3|F].

Euler Teoremi’ni kullanarak: |V | — | E | + | F |= 2 oldugu i¢in:

| FI=[E| -V [+2

Bunu 2 | E |> 3 | F | esitsizliginde yerine koyarsak:

|E[Z3(E|-|V|+2)
2|E|>3|E|-3|V]|+6

3[V]-62[E|



elde edilir. n

Bir G = (V,E) ¢izgesi i¢in ortalama derece ad(G), su sekilde hesaplanir:

2|E|

Euler formiilii kullanilarak diizlemsel ¢izgelerin ortalama derecesinin 6 dan kiiciik
oldugunu gosterebiliriz.

Lemma 3.4. Herhangi bir diizlemsel ¢izge G i¢in, ad(G) < 6’ dur.

Ispat. Diizlemsel bir ¢izge G i¢in Euler formiilii asagidaki gibidir:

|V |-]E|+]|F |=2.

Diizlemsel ¢izgelerde her yliziin en az ii¢c kenar1 oldugu i¢in, kenar ve yiiz arasindaki iligki

su sekildedir: 2|E| > 3|F|.
Bu esitsizligi Euler formiiliinde yerine koyarsak: |V | - | E |+ @ <2.

El « 9.

Bunu diizenlersek: |V | -5 <

Her iki tarafi | V | acisindan diizenlersek: | E [<3 |V | —6.

Ortalama derece tanimi geregi: ad(G) = %
Ustteki esitsizligi yerine koyarsak:
2x(3|V|-6) 6|V|-12 12
ad(G) < = =6——
[V [V [V
Burada | V |> 3 oldugu i¢in, % > 0 ve dolayisiyla ad(G) < 6. O

3.2. RENKLENDIRME

Cizge teorisinde, bir ¢izgenin kose renklendirmesi, komsu koselerin farkli renklere

boyanmasidir. Amag, miimkiin olan en az sayida renkle tiim koseleri renklendirmektir.



Diizlemsel ¢izgelerin kose renklendirmesi, ¢izge teorisinin temel konularindan biridir ve

bir¢ok 6nemli teoremle iligkilidir.

Teorem 3.5 (Dort Renk Teoremi). [1] Her diizlemsel ¢izge 4 renk ile renklendirilebilir.

IIk olarak 1852 yilinda Francis Guthrie tarafindan 6nerilmis ve daha sonra bircok
matematikci tarafindan ispatlanmaya calisilmistir. 1879°da, Alfred Kempe [10] bir kanit
sundu ancak kanitin daha sonra yanlis oldugu anlagildi. 1976’da Kenneth Appel ve
Wolfgang Haken [1], bilgisayar destekli bir kanitla teoremi ispatladilar. Bu, bilgisayarlarin
matematiksel ispatlarda ilk kez kullanilmasi nedeniyle oldukc¢a 6nemli bir gelismeydi.
Dort Renk Teoremi, harita tasarimi, grafik ¢izimleri ve ag optimizasyonu gibi bir¢ok
alanda uygulanmaktadir. Ayn1 zamanda matematiksel gorsellestirme ve problem ¢6zmede
onemli bir aractir. Diizlemsel ¢izgelerin kose renklendirmesi ve Dort Renk Teoremi, ¢izge
teorisinin hem teorik hem de pratik agcidan 6nemli ve zengin konularindandir. Diizlemde
cizilmis her harita, en fazla dort renk kullanilarak boyanabilir, dyle ki hicbir komsu (ortak

bir kenar paylasan) bolgede ayni renk kullanilamaz.



4. DESARJ METODU

Desarj Metodu, cizge teorisinde 100 yildan uzun siiredir kullanilmaktadir. En iinlii
uygulamasi, diizlem iizerine ¢izilebilen ¢izgelerin kromatik sayisinin en fazla 4 oldugunu
belirten Dort Renk Teoremi’nin ispatidir. Desarj metodu, kose yiiklerinin yeniden
dagitilmasin1 saglayarak kiiresel bir sinira ulasmay1 miimkiin kilar. Ornegin, her bir
kose baslangicta derecesine esit bir "yiik" ile baglayabilir. Eger ortalama derecenin
b’den kiiciik olmasi, seyrek yerel yapilandirmalardan olusan belirli bir S kiimesinde bir
yapilandirmanin varligini zorunlu kiliyorsa, bu yapilandirmalarin yoklugunun, yiikiin
(desarj metodu aracilifiyla) tasinmasina izin verdigini ve her kdsedeki son yiikiin en az b
oldugunu gosteririz. Bu durum, ortalama derecenin b olmasini1 gerektiren hipotezi ihlal

eder.

Desarj metodunda incelenen cizgedeki her 6geye (6rnegin, her yiiz, diigiim veya kenar)
belirli bir “yiik” atanir. Bu yiik, genellikle o 6genin derecesine ya da diger ozelliklerine
gore belirlenir. Ornegin, diizlemsel ¢izge ispatlarinda her yiiz i¢in d(f) — 6 gibi bir yiik
atamasi yapilabilir; burada d(f) yiiziin cevresindeki kenar sayisini ifade eder. Ayrica, [(f)
degeri de bir f yiiziiniin uzunlugunu (kenar sayisini) ifade etmektedir. Baslangicta verilen
yiikler, belirli yerel kurallara gore komsu 6geler arasinda “desarj” edilir (yani yiik transferi
yapilir). Bu kurallar, her 6genin komsulariyla nasil etkilesime girdigini belirler. Amac,
yerel yapidaki yiik dagilimini dengeleyerek, belirli 6gelerin “fazla” ya da “eksik”™ yiik
tasidigin gosterebilmektir. Desarj islemi sirasinda toplam yiik (baslangictaki toplam yiik)
degismez. Yani, yapilan tiim yerel transferlere ragmen, cizgedeki tiim dgelerin toplam
yiikii sabit kalir. Yerel desarj kurallarin1 uyguladiktan sonra, her 6genin son yiikiiniin
belirli bir alt sinirin altinda olmasi beklenir. Eger bu durum Euler formiilii veya baglangic
varsayimlariyla celisiyorsa, o zaman varsayilan minimal kars1 6rnegin var olamayacagi

sonucuna varilir.

Not 4.1. Diizlemsel bir G ¢izgesi ele alalim.
Baslangic yiikii:
uv)=dv)—6vveV(G)
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u(F) = 21(f)~ 6 ¥f € F(G)
U(E)=0Ve € E(G)

Toplam yiik durumunu inceleyelim:

Yoev L(W)+L ser U(f)+ Leck L(e)
=Y ey d(v) —6+Y pcp 21(f) —6

=Xyev d(v) =6 |V [+2¥ser I(f) =6 | F |
=2|E|—-6|V|+4|E|—6|F|
=6[E[-6[V[-6]F]
==6(|V[—|E|+|F|)=—12

Teorem 4.2. Herhangi bir diizlemsel ¢izgede 6(G) > 5 oldugunda, bu ¢izgede dyle bir

5-dereceli kose vardir ki bu kdsenin 7~ -komsusu vardir.

Ispat. Lemma 3.4 geregince G nin ortalama derecesi 6’dan kiigiik olmalidir. Dolayisiyla,
cizgede derecesi en fazla 5 olan koseler vardir. Ayrica, 0(G) > 5 oldugundan bu ¢izgede
derecesi tam olarak 5 olan en az bir kose vardir. Kabul edelim ki G de derecesi 5 olan her

bir kdsenin tiim komsular1 8 -kdseler olsun.
Desarj metodunu kullanacagiz. Baslangic¢ yiiklerini su sekilde tamimlayalim:

* Her kose v icin: u(v) =d(v) —6,
* Her yiiz f igin: u(f) =2¢(f)— 6, burada ¢(f), yuziin ¢evresindeki kenar sayisidur,
* Her kenar icin yiik: 0.

Baglangi¢ yiiklerinin toplamu:

Y (dv)—6)+ Y (26(f)—6) =—12

vev feF

Desarj kurah: Her 8*-dereceli kise, her bir komgusuna % yiik génderir.

Iddia. Tiim son yiikler negatif degildir.
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* Yiizler: Her yiiz en az 3 kenardan olugur, yani ¢(f) > 3. Bu durumda:

w(f)=2(()-6=0

» Koseler:
5-dereceli kdse v: u(v) =5—6 = —1, ancak her biri en az 8 dereceli olan 5
komgusundan
5% L_3 ik al
;= g Yikalr
Bu durumda:
v)y=—-1+ > _1 >0
HW ===y

7-dereceli kose v: u*(v) =7—6=1>0
8-dereceli kose v: t(v) = 2. Bu kose 8 komsusuna toplam en fazla 8 x 3‘1 =2
yiik gonderir:

prv)=2-2=0

Sonug olarak, her kose, kenar ve yiiziin son yiikii negatif degildir. Bu da celiskiye yol acar
clinkii baslangigta toplam yiik negatifti (—12). Bu durumda, varsayimimiz yanlistir. Sonug

olarak, bu cizgede Oyle bir 5-dereceli kose vardir ki bu kdsenin 7~ -komsusu vardir. [
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5. DUZLEMSEL CiZGELERIN 2-UZAKLI RENKLENDIRMESI

G cizgesin de birbirine uzakligi en fazla 2 olan koseler farkli renge sahip olacak
sekilde yapilan renklendirmeye 2-uzakli renklendirme denir. Bir G ¢izgesinin 2-uzakli
renklendirmesi icin gereken minimum renk sayisina G nin 2-uzakli kromatik sayisi denir
ve bu say1 x(G) ile gosterilir. Calisma boyunca herhangi bir G ¢izgesinin 2-uzakh
renklendirmesi i¢in y»(G) gosterimini kullanilacaktir. 2-uzakli renklendirme ile ilgili

detayl bilgi icin [5] ¢calismasi incelenebilir.

Bir cizgede bulunan en kisa uzunluktaki dongiiniin (ayn1 noktadan baslayip tekrar ayni
noktaya donen, tekrarlayan kenar icermeyen yol) uzunlugu ¢evrim degerini belirler ve

g(G) ile gosterilir.

Herhangi bir ¢izgenin 2-uzakli kromatik sayist i¢in alt sinir su sekildedir.

Onerme 5.1. Her G basit gizgesi icin y>(G) > A(G) + 1 saglanir.

Ispat. G ¢izgesinin maksimum dereceli bir kosesi x olsun. x kosesi ve x in G deki
komgularindan olusan Ng[x] kiimesi 2-uzakli renklendirmede ve tiim bu komgularinin
farkli renkler almasi gerektiginden, x ’in komsular1 ve 2-uzakli komsularini da iceren renk

kiimesi en az A+ 1 renge ihtiya¢ duyulur. Dolayisiyla, x»(G) > A(G) + 1 saglanir. [

Sav 5.2 (Wegner Savi). [15] Her G diizlemsel ¢izgesi icin,

7 eger A(G) =3 ise,
2(G) < A(G)+5 eger4 <A(G) <7ise,
3A(G)

=~ +1 eger A(G) > 8ise,

saglanir.

Thomassen [14] (ayrica [8]), bu varsayimin A = 3 olan diizlemsel cizgeler i¢in gecerli
oldugunu kanitlamigtir. Ancak, A > 4 olan diizlemsel ¢izgeler i¢in hala acik bir problemdir.

Ust smirlar igin, van den Heuvel ve McGuinness [9], x2(G) < 2A+5 oldugunu ortaya
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koymus, Molloy ve Salavatipour [13] ise }2(G) < (%M + 78 oldugunu kanitlamigtir. Kisa
dongii icermeyen diizlemsel cizgeler i¢in, La ve Montassier [12] detayli bir tablo ile giincel
caligmalart listelemistir. Buna gére, Bu ve Zhu [3], g > 6 oldugunda y»(G) < A+25
oldugunu gostermistir; bu, ¢cevrimi en az alt1 olan diizlemsel cizgeler icin Wegner savini
dogrulamaktadir. Son zamanlarda, Deniz [7] bu sonucu gelistirerek g > 6 ve A > 6
oldugunda x> (G) < A+ 4 oldugunu gostermistir. Ote yandan, La [11]yag >7 ve A> 6
ya da g > 8 ve A > 4 oldugunda X>(G) < A+ 3 oldugunu kanitlamigtir. Cevrimi 5
olan diizlemsel ¢izgeler i¢in, Deniz [6] , x2(G) < A+ 7 oldugunu ve ayrica A > 10
oldugunda ¥ < A+ 6 oldugunu kanitlamistir. Ote yandan, Bu ve Zhu , A > 15 i¢in
x%2(G) < A+ 5 oldugunu ortaya koymuslardir. Bu tezde, Bu ve Zhu’nun [4] sonucu su
sekilde gelistirilmistir.

Teorem 5.3. G cevrimi en az 5 olan bir diizlemsel ¢izge olsun. Eger A > 12 ise

x2(G) < A+5.

Bu teoremin ispatin1 yaparken olmayana ergi ispat yontemini kullanacagiz. G, Teorem
5.3’e minimal bir aksi Ornek olsun, yani, G ¢izgesi, A+ 5 renk ile hi¢bir 2-uzaklh
renklendirmeye sahip degildir, ancak G’nin herhangi bir 6z alt ¢izgesi A+ 5 renk ile
bir 2-uzakli renklendirmeye sahiptir. Dolayisiyla, minimalite nedeniyle, G — x, her
x € V(G)UE(G) igin A+ 5 renkle bir 2-uzakli renklendirmesine sahiptir. Agik¢a, G
baglantilidir ve §(G) > 2 kosulunu saglar.

Oncelikle G ¢izgemiz icin baz1 6n sonuclar sunulacaktir:

Bir v € V(G) késesi i¢in, v’ye komsu olan i-koselerin sayisini n;(v) (sirasiyla, k-komsusuna

sahip 2-koselerin sayisini 75 (v)) ile gosteririz.

Herhangi bir u,v € V(G) kose cifti arasindaki uzakligi d(u,v) ile gosteririz. Ayrica,
N(v)={ueV(G)|1<d(u,v) <i}

seklinde tanimlariz, burada i > 1 olup, agik¢a Ni(v) = N(v) oldugu goriilmektedir.
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Bir v kogesi i¢in D(v) su sekilde tanimlanur.

D(v) = Z d(vi).

ViEN(v)

Bir v kosesi, asagidaki kosulu sagliyorsa genisletilebilir olarak adlandirilir:
4 .
D(v) <A+5+ Zn’z(v)
i=3

e(v) ile Np(v) igindeki genisletilebilir kogelerin sayisini gosteririz. Eger v,
D(v) <A+5+e(v)

kosulunu sagliyorsa, hafif olarak adlandirilir; aksi takdirde, agir olarak adlandirilir. Her

4~ -koseye komsu olan her 2-kose genisletilebilirdir, dolayisiyla

4 q
;n’z(\/) <e(v)

her v kogesi icin gecerlidir. Boylece, her genisletilebilir kose hafif bir kosedir. Bir uvw
yolu i¢in, eger d(v) = 2 ise, u ve w zayif komsu olarak adlandirilir. Bir 3(1)-kosesinin

2-kosesinden farkli olan komgularina yildiz komsu denir.
Lemma 5.4. [6] Eger v hafif bir koseyse, o zaman v’nin her komgusu agir bir kosedir.

Lemma 5.5. [6] Her 5~ -dereceli kose, bir 2-komsusuna sahipse agirdir. Ozellikle, her
4-dereceli kose, bir 3(1)-komsusuna sahipse agirdir.

Lemma 5.6. [6] v € V(G) igin, S, N2(v) i¢indeki hafif koselerin kiimesi olsun. Eger v
hafif bir kdseye komsu ise, o zaman D(v) > A+ 5+ | S | olur.

Asagidaki sonuglar, Lemma 5.4, 5.5 ve 5.6’dan kolayca elde edilebilir.

Ozellik 5.7. (a) Bir 4~ -dereceli komsusu olan her 2-dereceli kose hafiftir.
(b) G, bitisik 2-dereceli koseler icermez.
(©) G, 3(2)-,3(3)-,4(3)-, 4(4)-, ve 5(5)-dereceli koseler icermez.
(d) Bir 3(1)-dereceli kose, herhangi bir 3-dereceli, 4(1)-dereceli, 4(2)-dereceli veya hafif

4-dereceli koseye bitisik olamaz.
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Bir xyz yolunu, eger 5 < d(y) <9, 2 <d(x) <3 ve 2 <d(z) <3 ise, fakir bir yol
olarak adlandiriyoruz. Eger bir fakir yol xyz, bir f yiiziiniin sinirinda yer aliyorsa, y
kosesine f-fakir kose denir. Fakir yol tanimindan, bir yiiz i¢indeki bu tiir yollarin sayisini

sinirlayabilecegimiz sonucu cikar.

Ozellik 5.8. Her f yiizii en fazla L@j tane f-fakir koseye sahiptir.

Bu boliimiin geri kalaninda, G’nin var olmadigin1 gostermek i¢in yiik bogaltma yontemi

uygulanacaktir. Her bir koge v'ye u(v) = %(V) — 5 ve her bir yiiz f’ye u(f) =1(f)—5

atanmugstir. Euler formiiliine gore, su sonuca varilacaktir:

Z(3dz<v> —5)+ Y ((f) —5) = ~10.

veV feF

Sonrasinda bazi kurallar sunulacak ve buna gore yiikler yeniden dagitilacaktir. Yiik aktarma
iglemleri tamamlandiktan sonra, nihai yiikler u*(v) ve u*(f) kontrol edilecektir. Eger
©*(v) >0ve u*(f) > 0ise, boyle bir kargit ornek ¢izge G nin var olamayacagi celigkisine

varilacaktir.
Desarj Kurallar:
Asagidaki desarj kurallar1 uygulanacaktir:

R1: Her 2-dereceli kose, her komsusundan 1 yiik alir.

R2: Her 3(1)-dereceli kose, her (4-6)-dereceli komsusundan % yiik; her 7-dereceli
komsusundan % yiik; her 8-dereceli komgusundan % yiik; her 9-dereceli komgusundan %
yiik alir.

R3: Her hafif 3(0)-dereceli kise, her bir 37 -dereceli komsusundan % yiik alir.

R4: v agir bir 3(0)-dereceli kose olsun, o zaman v her (5-6)-dereceli komsusundan % yiik;
her (7-8)-dereceli komsusundan % yiik; her 9-dereceli komgusundan % yiik alir.

RS: v bir 4(1)-dereceli kose olsun.

(a) Eger v, bir 3(1)-dereceli koseye bitisikse, o zaman v her 6-dereceli komsusundan % yiik;
her 7-dereceli komsusundan i yiik ; her 8-dereceli komsusundan % yiik alir.

(b) Eger v, bir hafif 3(0)-dereceli koseye bitisikse, o zaman v her (6-8)-dereceli

komsusundan % yiik alir.

16



R6: Her 4(2)-dereceli kose, her 6-dereceli komgusundan 1 yiik; her (7-8)-dereceli
k0m§usundan yiik; her 9-dereceli k0m§usundan yiik alir.

R7: Her 5(2%)-dereceli kose, her 7-dereceli komsusundan é—lt yiik; her 8-dereceli
komgusundan % yiik alir.

R8: Her 9-dereceli kose, 4(2)-dereceli kose disinda kalan her (4-8)-dereceli komsusuna %
yiik verir.

RY: Her 10" -dereceli kose, her 8 ~-dereceli komsusuna 1 yiik verir. Ozellikle, eger v bir
12" -dereceli koseyse, v ayrica her zayif komsusuna % yiik gonderir.

R10: Eger bir 8-dereceli kose v, iki 8 -dereceli kdse u ve w’ye bitisikse, v kdsesi uv veya
wv’yi iceren her ylize % yiik verir.

R11: Eger bir 9-dereceli kdse v, bir 9 -dereceli kise u’ya bitisikse, v kdsesi uv’yi igeren
her yiize 711 yiik verir.

R12: Eger bir 10" -dereceli kisse v, bir 9" -dereceli kise u’ya bitisikse,v kisesi uv’yi igeren
her yiize % yiik verir.

R13: R10-R12 uygulandiktan sonra, Her f yiizii pozitif yiikiinii, kendisine bitisik olan

f-fakir koselere esit olarak aktarir.

Not 5.9. f bir 6" -yiiz olsun. Ozellik 5.8’den, f’nin en fazla Ll(Tf)j tane f-fakir koseye
sahip oldugu sonucu ¢ikar. f’nin k tane fakir olmayan 8*-dereceli kiseye bitisik oldugunu

varsayalim.

* Eger k =0 ise, f en fazla L J f-fakir koseye sahiptir ve bu nedenle f, R13’e gore,
kendisine bitisik her f-fakir kégeye en az § yiik gonderir.

* Eger k =1 ise, f en fazla L J f-fakir koseye sahiptir ve bu nedenle f, R13’e
gore, kendisine bitisik her f -fakir kdseye en az E yiik gonderir.

e Eger k > 2 ise, f en fazla L j f-fakir kbseye sahiptir ve bu nedenle f, R13’e

gore, kendisine bitigik her f -fakir koseye en az 3 yiik génderir.
Kontrol: v € V(G) ve f € F(G) igin u*(v), u*(f) > 0 oldugu gosterilecektir.

Acgikga, her f € F(G) igin u*(f) > 0’dr, ¢iinkii R13’e gore her yiiz, pozitif yiikiinii

kendisine bitisik f-fakir koselere esit olarak aktarir.
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d(v) = k olan bir v € V(G) kosesi se¢iyoruz. v kosesinin 2-komsularini xy,xs, ..., x; ile
gosteriyoruz, burada 0 < np(v) =t <k, ve y;, x;’nin v’den farkli diger komsusu olsun.

f1,/2,-.., fx 1se v’'ye komsu olan yiizler olsun.

(1) k =2 olsun. O zaman u(v) = —2 olur. Ozellik 5.7(b)’ye gore, v kosesi iki 3" -dereceli
koseye bitisiktir. R1’in kuralindan, v kogesi her bir komsusundan 1 yiik alir ve boylece

w*(v) >0 olur.

(2) k =3 olsun. O zaman u(v) = —% olur. Ozellik 5.7(c)’ye gore, v’nin en fazla bir
2-dereceli komsusu vardir. 11k olarak, v’nin bir 2-dereceli komsusu oldugunu varsayalim,
bu komguya x; diyelim. v’nin diger komsularini1 w ve z olarak adlandiralim ve d(w) < d(z)
olsun. Acikga, x; hafif bir kosedir ve bu nedenle, Lemma 5.4’e gore v agir olmalidir.
Ardindan, Lemma 5.5’ten d(w) +d(z) > A+4 > 16 oldugu sonucu ¢ikar.

e Eger 4 < d(w) < 6 ise, 0 zaman z bir 10" -dereceli kosedir. Bu durumda, v kdsesi R9’a
gore z’den 1 yiik ve R2’ye gore w’den % yiik alir. Dolayisiyla,v kosesi R1°e gore x1’e 1
yiik verdikten sonra u*(v) > —% +1+3—1=0o0lur

e Eger w bir 7-dereceli kose ise, z bir 9" -dereceli kdse olur. R2 ve R9 kuralindan,v kisesi
w’den % yiik ve z’den en az % yiik alir. Bu durumda, v kosesi R1’e gore x1’e 1 yiik verdikten
sonra 1 (v) > —% + % + % —1=0olur.

e Eger w bir 8-dereceli kose ise, z de bir 8 "-dereceli kose olur. R2 ve R9’un kuraliyla,
v hem w’den hem de z’den en az % yiik alir. Bu durumda, v kosesi R1’e gore x;’e 1 yiik

verdikten sonra u*(v) > —% +2x % —1=0olur.

Simdi v’nin hi¢ 2-dereceli komsusu olmadigin1 varsayalim. Eger v hafif bir kose ise,
Lemma 5.4’e gore v’nin her bir komgusu agir olmak zorundadir ve bu nedenle R3 ile
her bir komgusundan en az % yiik alir; dolayisiyla p*(v) > —% +3x %:O olur . Simdi
v’nin agir oldugunu varsayalim. v’nin komsularint u, w ve z olarak adlandiralim ve
d(u) < d(w) <d(z) olsun. Dikkat edin ki, Lemma 5.5’e gére v’nin iki hafif 3-komgusu
olamaz. EZer v’nin hafif bir 3-komsusu yoksa, v’nin ya bir 9" -komsusu ya bir 7 -komgusu
ve bir 57-komsgusu ya da ii¢ tane 5*-komsusu oldugu sonucuna variriz. Ciinkii d(u) +
d(w)+d(z) > A+5 > 17. Her durumda, v kdsesi R4 uygulandiginda komgularindan
toplamda en az % alir. Bunedenle, p*(v) > —% + % = 0 olur. Eger v’nin hafif bir 3-komsusu

varsa, 6rnegin u, Lemma 5.5’e gore d(w) +d(z) > 15 elde ederiz. Bu, agik¢a v’nin ya bir
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10" -komsusu ya bir 6 - ve bir 9*-komsusu ya da iki 7" -komsusu oldugunu gosterir. R4
ve R9 uygulandiginda, v kosesi komsularindan toplamda en az % alir. Dolayisiyla, v kosesi

R3ile u’ya % gonderdikten sonra p*(v) > —% + % — % = 0 olur.

(3) k = 4 oldugunu varsayalim. v’nin baglangig yiikii ¢t(v) = 1’dir. Ozellik 5.7(c)’ye gore,
v’nin en fazla iki tane 2-dereceli komsusu vardir. Lemma 5.5’e gore, v’nin bir 2-dereceli

komsusu varsa agirdir.

ny(v) = 0 olsun. Ozellik 5.7 (d)’ye gore, v’nin en fazla ii¢ tane 3(1)-komsusu olabilir;
dahasi, ayn1 nedenle, v’nin bir 3(1)-komsusu varsa agirdir. Eger v’nin en fazla bir tane
3(1)-komsusu varsa, R2 ile 3(1)-komsusuna % ve R3 ile her bir hafif 3(0)-komsusuna
+ gonderdikten sonra p*(v) > 1—3—3x £ >0 olur. Simdi v’nin tam olarak iki
3(1)-komsusu oldugunu varsayalim. Eger v’nin hafif bir 3(0)-komsusu yoksa, R2 ile
her bir 3(1)-komsusuna % gonderdikten sonra pu*(v) > 1 —2 x % > 0 olur. Eger v’nin hafif
bir 3(0)-komsusu varsa, Lemma 5.6’ya gore v’nin ayrica bir 117 -komsusu da olacaktir.
Bu durumda, R9 ile 11" -komsusundan 1 alir ve R2-R3 ile her bir 3-komsusuna en fazla
% gonderir, dolayisiyla p*(v) > 14+1-3 x % > 0 olur. Son olarak, v’nin tam olarak {i¢
3(1)-komsgusu oldugunu varsayalim. v agir oldugundan ve N(v)’de ii¢ genisletilebilir kose
(3(1)-koselerinin 2-komsular) bulundugundan, v’nin bir 11" -komsusu oldugu sonucuna
variriz. Bu durumda,v kosesi R9 ile 117 -komgusundan 1 alir ve R2-R3’e gore her bir

3-komsusuna en fazla % gonderir. Boylece, u*(v) > 1+1—-3 x % > 0 olur.

ny(v)=1 olsun. Ilk olarak, v’nin 3(1)-komsusu olmadigini varsayalim. Eger v’nin hafif bir
3(0)-komsusu yoksa, R1 ile x;’e 1 gonderdikten sonra u*(v) > 1—1 =0 olur. Bu nedenle
v’nin hafif bir 3(0)-komsusu oldugunu varsayalim. Lemma 5.5’ e gore v agir oldugundan,
v’nin en fazla iki hafif 3(0)-komgusu olabilir. Eger v’nin tam olarak bir hafif 3(0)-komsusu
varsa, v’nin ya bir 9" -komsusu ya da iki 6" -komsusu vardir. Her iki durumda da, R5(b),
R8 ve RO ile v kisesi 61 -komgularindan toplamda en az % alir. Dolayisiyla, R1 ile
x1’e 1 ve R3 ile hafif 3(0)-komsusuna % gonderdikten sonra u*(v) > 1+ % -1- % =0
olur. Ote yandan, v iki hafif 3(0)-komsusuna bitisikse, Lemma 5.6’ya gore v’nin ayrica
bir 12*-komsusu z vardir. Bundan, v’nin R9 ile z’den 1 aldig1 sonucu cikar ve R1 ile
x1’e 1, R3 ile her bir hafif 3(0)-komsusuna % gonderdikten sonra u*(v) > 1+1—1—

2% % > ( olur.$imdi v’nin tam olarak bir 3(1)-komsusu oldugunu varsayalim. v’nin
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2- ve 3(1)-dereceli komsularindan farkli olan komsularin1 w ve z olarak adlandiralim.
Lemma 5.5’e gore v agir oldugundan, d(w) +d(z) > A+2 > 14 olur. Eger v’nin hafif bir
3(0)-komsusu yoksa, Lemma 5.6’ya gire v’nin ya bir 6" -komsusu ve bir 8 "-komsusu ya da
iki 7" -komsgusu veya bir 9 -komgusu vardir. Burada x;’in v’nin hafif bir komsusu oldugunu
hatirliyoruz. Her durumda, R5(a), R8 ve R9 ile v kosesi 61 -komsularindan toplamda en
az % alirDolayisiyla p*(v) > 1+ % o % = 0 olur; burada v kosesi R1 ile x;’e 1 ve
R2 ile 3(1)-komsusuna % gonderir. Eger v’nin hafif bir 3(0)-komsusu varsa, Lemma
5.6’ya gore v’nin 127 -komsusu vardir. Bu durumda v kdsesi RO ile 12" -komsularindan
1 alir ve R1 ile x;’e 1, R2 ile 3(1)-komsusuna % R3 ile hafif 3(0)-komsusuna % gonderir.
Boylece u*(v) > 1+1—1— % — % > 0 olur. Son olarak, v’nin iki 3(1)-komsusu oldugunu
varsayalim. Lemma 5.6’ya gore v’nin bir 127 -komsusu z vardir. Bu durumda v kogesi R9
ile z’den 1 alir ve R1 ile x;’e 1, R2 ile her bir 3(1)-komsusuna % gonderir. Dolayisiyla

) >1+1-1-2x3=0olur.

ny(v) = 2 olsun. Ozellik 5.7(d)’ye gére v’nin 3(1)-komsusu yoktur. v agir oldugundan,
Lemma 5.6’ya gore v’nin ya bir 6-komsusu ve bir 9" -komsusu, ya iki 7"-komsusu, ya da
bir 10" -komsusu vardir. Her durumda, v kosesi R6 ve R9 ile 67 -komgularindan toplamda
en az 1 alir. Dolayisiyla R1 ile x; ve x’ye 1 gonderdikten sonra u*(v) > 14+1-2x1=0

olur.

(4) k =5 olsun. v’nin baglangi¢ yiikii u(v) = % olur. Eger v’nin 2-komsusu yoksa,

v kosesi R2-R4 kurallarina gore her bir komsusuna en fazla % gonderir, bu durumda
we(v) > % —5x % = 0 olur. Dolayistyla 1 < ny(v) < 4 varsayabiliriz, burada son esitsizlik
Ozellik 5.7(c)’den gelir. Lemma 5.4’e gore v’nin agir oldugunu hatirlayalim. Ayrica, eger
v’nin bir 3(1)-komsusu u varsa, ¥’ nun bir 11"-komsusu olmalidir. Ciinkii her 3(1)-kose

Lemma 5.4’e gore agirdir. Bu durumda, v kosesi bir 11+ -komsusuna yildiz komsudur.

ny(v) = 1 olsun. Eger v’nin ii¢ 3-komsusu varsa, o zaman v’nin son komsusu, v agir oldugu
i¢in, bir 67-kose olmalidir. Bu durumda p*(v) > % —1-3x % = 0 olur, v kosesi R1 ile

x1’e 1 ve R2-R4 kurallarina gore her bir 3-komgusuna en fazla % gonderir.

ny(v) = 2 olsun. Eger x;’lerden biri genisletilebilir ise, diger x; hafif olmalidir (Lemma 5.6).
Bu durumda v’nin bir 3(1)-komsusu olamaz (Lemma 5.6). Ayrica,v kosesi agir oldugu igin

en fazla iki 3(0)-komsuya sahip olabilir. Dolayisiyla p*(v) > % —2x1-2x % > 0 olur,v
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kosesi R1 ile her bir x;’ye 1 ve R3-R4 kurallarina gore her bir 3(0)-komsusuna en fazla
% gonderir. Simdi x;’lerin hi¢birinin genigletilebilir olmadigini varsayalim. Bu durumda
her y; bir 12" -kosesidir. Bu, v’nin iki 12" -komsusuna zay1if komsu oldugu anlamina gelir.
Ote yandan, v kosesi agir oldugu icin en fazla iki 3(1)-komsuya sahip olabilir. Eger v’nin
bir 3(1)-komgusu yoksa, u*(v) > % —2x1-2x % > 0 olur, v kosesi R1 ile her bir x;’ye 1
ve R3-R4 kurallarina gore her bir 3(0)-komsusuna % gonderir. Eger v’nin tam olarak bir
3(1)-komsusu varsa, v’nin ya bir 8 "-komsusu ya da hi¢ 3(0)-komsusu olmaz. ik durumda,
v kosesi R7-R9 kurallarina gore 8 " -komsusundan en az % alir, dolayisiyla p*(v) > % + % —
2x1—%—¢ >0 olur, burada, v kbsesi R1 ile her bir x; "ye 1, R2 ile 3(1)-komsusuna } ve
R3-R4 kurallarina gore 3(0)-komsusuna % gondertir. Ikinci durumda, v, 2- ve 3(1)-koseleri
disindaki komgularina yiik gondermez. Bu durumda p*(v) > % —2x1- % = 0 olur,
burada v kosesi R1 ile her bir x;’ye 1 ve R2 ile 3(1)-komsusuna % gonderir. Eger v’nin
iki 3(1)-komsusu varsa, yukarida belirtildigi gibi v, iki 117" -kdseye yildiz-komsu olur. v
kosesi iki 127 -komsuya zayif komsu ve iki 117 -komsuya yildiz-komsu oldugu icin, f;
yiizlerinden biri i € [5] igin ya iki bitigik 117 -kdsesi x ve y olan bir 5-yiiz ya da bir 6 -yiiz
olur. Eger f;, bir 6" -yiiz ise, R13 v’ye en az 1 gonderir. Diger taraftan, eger f;, bitisik iki
11" -kosesi x ve y olan bir 5-yiiz ise, her biri R12 ile xy’yi iceren yiizlere % verir, boylece
fi » x ve y’den toplamda en az 1 alir ve R13 ile v’ye aktarir. Sonug olarak v, f;’den en az 1
alir. Dolayisiyla pu*(v) > % + % —2x1-2x % = 0 olur, v, R1 ile her bir x;’ye 1 ve R2 ile

her bir 3(1)-komsusuna % gonderir.

n,(v)=3 olsun. Ilk olarak x;’lerden birinin genisletilebilir oldugunu varsayalim. Bu
durumda, v’nin diger 2-komsular1 hafif kdseler olur. Lemma 5.6’ya gore herhangi bir
3(1)-komsusu olamaz. Eger v’nin bir 3(0)-komsusu varsa, Lemma 5.6’ ya gore v’nin
ayrica bir 11" -komsusu da olmalidir. R9 uygulanarak,v 11" -komgusundan 1 alir. Bylece
w(v) > %+ 1-3x1 —% > 0 olur, v R1 ile her x;’ye 1 ve R3-R4 kurallarina gore
3(0)-komsusuna % gonderir. Aksi takdirde, v’nin 3(0)-komsusu yoksa, Lemma 5.6’ya
gore v'nin ya bir 8"-komsusu ya da iki 7" -komsusu vardir. Her durumda, v kosesi R7 ile
6" -komsularindan toplamda en az % alir. Boylece u*(v) > % - % —3x1=0o0lur,vR1ile
her bir x;’ye 1 gonderir. Simdi x;’lerin genisletilebilir olmadigini varsayalim. Bu durumda,
her y;, bir 127 -kosedir. v kosesi ti¢ 127 -komgusuna zayif komsu oldugu i¢in, i € [5] i¢in

fi ylizlerinden birinin ya bitigik iki 12" -kosesi olan bir 5-yiiz ya da bir 6" -yiiz oldugu
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sonucuna variriz. R12 ve R13 kurallar1 uygulanarak, f;, v’'ye en az 1 gonderir. Boylece

u(v) > %4— 1 —3x 1> 0olur, v kogesi R1 ile her x;’ye 1 gonderir.

ny(v) = 4 olsun. x;’lerden birinin genigletilebilir oldugunu varsayalim. Bu durumda,
v’nin diger 2-komgulart hafif koseler olur. Bu durumda, Lemma 5.6’ya gére D(v) >
A+5+ | {x1,x2,...,x4} | elde ederiz, ancak bu miimkiin degildir, ¢iinkii D(v) < A+ 8’dir.
Bu nedenle, x;’lerin hicbirinin genisletilebilir olmadiin1 varsayalim, yani her y;, bir 12
kosedir. v kosesi dort 127 -kodseye zayif komsu oldugundan, iy,ip € [5] igin f;; ve f; 'nin
her birinin ya iki bitigik 127 -kdseye sahip bir 5-yiiz ya da bir 6T -yiiz oldugunu ¢ikaririz.
R12 ve R13’ii Ozellik 5.8 ile birlikte uygulayarak, fi; ve f», v’ye en az 1’er yiik aktarir.
Dolayisiyla, v kosesi R1 ile her x;’ye 1 gonderdikten sonra pt*(v) > % +2x1—-4x1>0

olur.

(5) k = 6 olsun. v’nin baglangig yiikii w(v) = 4 tiir. Ilk olarak, v’nin en fazla iki 2-komgsusu
varsa, v R1 ile her bir 2-komgsusuna 1 ve diger komsularinin her birine R2-R6 kurallarina
gore en fazla % verir, bu yiizden 1*(v) >4 —2 x 1 —4 x 3 = 0 olur. Bu nedenle, ny(v) >3

oldugu varsayilir.

ny(v) = 3 olsun. v’nin bir 3(1)-komsusu oldugunu varsayabiliriz, aksi takdirde v kogesi R1
ile her bir x; ’ye 1 ve R3-R6 kurallarina gore diger komsularinin her birine en fazla % verir ve
pr(v)>4-3x1-3x % > 0 olur. ilk olarak, x; lerden birinin hafif oldugunu ve dolayisiyla
v’nin Lemma 5.4’e gore agir oldugunu varsayalim. Bu durumda v’nin ya iki 5-komsusu ya
da bir 6 "-komsusu olmalidir. ilk durumda, u*(v) >4 -3 x1— % > 0, v R1 ile her bir x;’ye
1 ve R2 ile 3(1)-komsusuna % gonderir. Ikinci durumda, pu*(v) >4 -3 x1—2x % =0,v
R1 ile her bir x;’ye 1 ve R2-R6 kurallarina gore (3-4)-komsularinin her birine en fazla %

gonderir.

Son olarak, tiim x;’lerin agir oldugunu varsayalim. Bu durumda, her y;, bir 117 -kdsedir.
Herhangi bir 3(1)-kose agir oldugundan, v kosesi bir 107 -koseye yildiz-komsudur.
Dolayistyla, v kosesi ii¢ 117 -koseye zayif komsu ve bir 10" -kdseye yildiz-komsudur.
Bu durumda, i € [6] i¢in f; yiizlerinden birinin ya bitisik iki 107 -kdsesi olan bir 5-yiiz ya
da bir 6 -yiiz olduunu sonucuna variriz. R12 ve R13 kurallar1 uygulanarak, f; , v’ye en
az 1 gonderir. Boylece u*(v) >4+1—-3x1-3x % > 0 olur, v R1 ile her bir x;’ye 1 ve

R2-R6 kurallarma gore (3-4)-komgularinin her birine en fazla % gonderir.
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ny(v) = 4 olsun. Ilk olarak, x; lerden ikisinin genisletilebilir oldugunu varsayalim. Bu
durumda, diger x;’ler hafif koseler olacaktir. Lemma 5.3’e gore v’nin agir bir kose oldugu
agiktir. Eger v’nin bir 3(1)-komsusu varsa,v’nin bir 117 -komgusu olur ve R9 ile v kisesi
11"-komgusundan 1 alir. Bu durumda p*(v) >4+1—4x1— % > 0 olur, v R1 ile
her bir x;’ye 1 ve R2 ile 3(1)-komsusuna % gonderir. Eger v’nin 3(1)-komsusu yoksa,
Lemma 5.5’e gore v'nin ya bir 9"-komsusu vardir ya da hi¢ (3-4)-komsusu yoktur. Tlk
durumda, v R8 ile 9" -komsusundan en az % alir ve u*(v) >4+ % —4x1- % =0olur, v
R1 ile her bir x;’ye 1 ve R2-R6 ile (3-4)-komsusuna en fazla % gonderir. ikinci durumda,
1 (v) >4—4x1=0olur, vRl1 ile her bir x;’ye 1 gonderir. $imdi, x;’lerden sadece birinin
genisletilebilir oldugunu, 6rnegin x;’in genisletilebilir oldugunu varsayalim. Bu durumda
v kosesi Lemma 5.4’e gore agirdir. Lemma 5.6’ya gore, v'nin bir (3-4)-komsusu varsa,
bir 6" -komsusu da olmalidir. Ayrica, i € 2,3,4 icin, x;’ler genisletilebilir olmadigindan,
her y;’nin bir 117" -kose oldugu biliniyor. Ilk olarak v’nin bir 3(1)-komsusu oldugu durumu
ele alalim, Lemma 5.4’¢ gore, bir 3(1)-kose agir oldugundan, v bir 111 -kdsesinin yildiz
komsusu olur. v kdsesi ti¢ 117 -kdsesine zayif komsu ve bir 111 -kdsesinin y1ldiz komsgusu
oldugundan, i € [6] i¢in f;’nin ya iki bitigik 117 -kdseye sahip bir 5-yiiz ya da bir 67 -yiiz
oldugu sonucuna variriz. R12 ve R13’ii Ozellik 5.8 ile birlikte uygulayarak, f;, v'ye en az 1
aktarir. Sonug olarak, v kosesi R1 ile her x;’ye 1 ve R2 ile 3(1)-komsusuna % gonderdikten

sonra U*(v) 24+1—4><1—% > 0 olur.

Simdi, v’nin 3(1)-komsusu olmadig1 durumu ele alahm. Eger y;,y3,v4, 127 -kOselerse,
R9’u uygulayarak, her biri v’ye % gonderir ve boylece v ksesi R1 ile her x;’ye 1 ve R3-R6
ile (3-4)-komgusuna en fazla % gonderdikten sonra u*(v) > 4+ 3 x % —4x1-— }1 =0

olur.

Eger y»,y3,y4’ten tam olarak biri, drnegin y,, bir 11-kose ise, R9’u uygulayarak y3 ve yjy,
v'ye % gonderir. Ayrica, Lemma 5.5’ten, v’nin ya bir 9" -komsusu ya da hi¢ 4(2)-komsusu
olmadig1 sonucuna variriz. Ik durumda, v kosesi R8 ile 9" -komsusundan en az % alir ve
boylece v kosesi R1 ile her x;’ye 1 ve R3-R6 ile (3-4)-komsusuna en fazla }1 gonderdikten
sonra ¥ (v) > 4+2x 15+ 4 —4x 1—1 >0 olur. Ikinci durumda, p*(v) > 4+2 x & —

4x1—¢=0olur
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Eger y2,y3,y4 “ten ikisi 11-kose ise, Lemma 5.5’ten, v’nin ya bir 9" -komgusu ya da hig
3(0)-, 4(1)- ve 4(2)-komsusu olmadig1 sonucuna variriz. ilk durumda, v kosesi RS ile
9*-komgusundan en az % alir ve boylece u*(v) > 4+ % —4x1- é—lt > 0 olur. Ikinci

durumda, u*(v) >4 —4 x 1 =0 olur.

Son olarak, x;’lerin hicbirinin genisletilebilir olmadigin1 varsayalim, yani her y; bir
117 -kosedir. v kosesi dort 117 -kdsesine zayif komsu oldugundan, iy,i, € [6] i¢in fj
ve fi’nin her birinin ya iki bitigik 117 -kdseye sahip bir 5-yiiz ya da bir 6*-yiiz oldugunu
sonucuna variriz. R12 ve R13’ii Ozellik 5.8 ile birlikte uygulayarak, f;; ve fi, v'ye en az
1 aktarir. Sonug olarak, v kosesi R1 ile her x;’ye 1 ve R2-R6 ile diger komsularinin her

birine en fazla % gonderdikten sonra u*(v) >4+2x1—-4x1—-2x % > 0 olur.

ny(v) = 5 olsun. Eger x;’lerden ikisi genisletilebilir ise, digerleri hafif koseler olur. Bu
durumda, v kosesi Lemma 5.3’e gore agir oldugundan bir 12" -komsusuna sahip olacaktir.
Bu, v’nin R9 ile 12" -komgsusundan 1 almas1 ve R1 ile her 2-komsusuna 1 gondermesi

gerektigi anlamina gelir. Boylece, u*(v) >4+ 1—5x 1 =0 olur.

Simdi, en fazla bir x;’nin genisletilebilir olduunu varsayalim. v kosesi dort 117 -kosesine
zayif komsu oldugundan, i,i, € [6] i¢in f;; ve fi ’nin her birinin ya iki bitigik
11" -kosesine sahip bir 5-yiiz ya da bir 67 -yiiz oldugu sonucuna variriz. R12 ve R13’ii
Ozellik 5.8 ile birlikte uygulayarak, f;; ve fn, v'ye en az 1 aktarir. Sonug olarak, v
kosesi R1 ile her x;’ye 1 ve R2-R6 ile diger komsusuna en fazla % gonderdikten sonra

,u*(v)24+2><1—5><1—%>001ur.

ny(v) = 6 olsun. Tiim x;’ler agirdir, ¢iinkii aksi takdirde v ve komsularindan biri hafif olur
ve bu, Lemma 5.3’e gore bir ¢eligkidir. v, alt1 11" -kisesine zayif komgu oldugundan, her
£’ nin ya iki bitisik 117 -kdsesine sahip bir 5-yiiz ya da bir 6" -yiiz oldugu sonucuna variriz.
R12 ve R13’ii Ozellik 5.8 ile birlikte uygulayarak, her f; v’ye en az 1 aktarir. Boylece, v
kosesi R1 ile her x;’ye 1 gonderdikten sonra u*(v) >44+6x1—6x 1> 0 olur.

(6) k =7 olsun. v’nin baglangi¢ yiikii pu(v) = 1—21 "dir. Bir 3*-kose, R2-R7 kurallarina

gore v’den en fazla % alabilir. Dolayisiyla, v’nin en fazla iki 2-komsusu varsa, v kosesi R1
ile her x;’ye 1 ve R2-R7 ile diger komsularinin her birine en fazla % gonderdikten sonra:

w(v) > % —2x1-5x % > 0 oldugunu varsayabiliriz.
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ny(v) = 3 olsun. Eger v’nin en fazla ti¢ 3(1)-komgusu varsa, v her bir x;’ye R1 ile 1,
3(1)-komsularina R2 ile %, diger komsularina ise R3-R7 ile en fazla % gonderir. Bu
durumda p*(v) > 1—21 —3x1-3x % — % = 0 olur. Eger v’nin dort 3(1)-komsgusu varsa,
v hafif olur ve her x; Lemma 5.4’¢ gore agir olmalidir. Bu durumda her y;, 107 -kose
olur. Ayrica,Lemma 5.4’e gore v’nin her bir 3(1)-komsusu, 9" -kdseye bitisiktir ¢iinkii bir
3(1)-kose agirdir. v kosesi ii¢ 10T -kdseye zayif ve dort 9™ -koseye yildiz komgudur. Bu
nedenle, i1, i, € [7] igin f;1, f; yiizlerinin her birinin ya bitigik iki 9" -kdsesi olan bir 5-yiiz
ya da bir 6T -yiiz oldugunu ¢ikaririz. R11-R13 kurallar1 uygulanarak, her bir fi1, fi , v'ye
en az 1 gonderir. Bu durumda p*(v) > H +2x 1 -3 x1-4x % > 0 olur, v her bir x;’ye

R1 ile 1 ve her bir 3(1)-komsusuna R2 ile % gonderir.

ny(v) = 4 olsun. Eger tiim x;’ler agirsa, her y;, 10T-kdse olmahdir. v kosesi dort
10" -koseye zayif komsudur. Bu durumda, i € 7] igin f; yiiziiniin ya bitisik iki 10" -kosesi
olan bir 5-yiiz ya da bir 6" -yiiz oldugunu ¢ikaririz. R12-R13 kurallar1 uygulanarak, f;,
v’ye en az 1 gonderir. Boylece u*(v) > % +1—-4x1-3x % > 0 olur, v her bir x;’ye R1

ile 1 ve diger komsularina R2-R7 ile en fazla % gonderir.

Simdi, x;’lerden birinin hafif oldugunu varsayalim, bu durumda v Lemma 5.4’e gore agir
olur. Eger v’nin 3(1)-komsusu yoksa, v her bir x;’ye R1 ile 1 ve diger komsularina R3-R7 ile
en fazla 5 gonderir. Bu durumda p*(v) > 4 —4 x 1—3 x 3 = 0 olur. Eger v’nin tam olarak
bir 3(1)-komsusu varsa, Lemma 5.6’ya gore v’nin iki 4(2)-komsusu olamaz. Bu durumda v
her bir x;’ye R1 ile 1, 3(1)-komsusuna R2 ile %, 4(2)-komgusuna R6 ile %, diger komsusuna
ise R3-R5,R7 ile en fazla § gonderir. Bu durumda p*(v) > & —4x 1 -2 -1 — 1=0olur.
Eger v’'nin iki 3(1)-komsusu varsa, Lemma 5.6’ya gére v’nin bir 6" -komsusu olur. Bu
durumda v her bir x;’ye R1 ile 1 ve her bir 3(1)-komsusuna R2 ile % gonderir. Bu durumda

,u*(v)2%—4><1—2><%>001ur.

ny(v) =5 olsun. Eger x;’lerden iicii genisletilebilir durumdaysa , geri kalanlar hafif kogeler
olur. Bu durumda, v’nin ya bir 10" -komsusu ya da 3(1)-komsusu olmadigin1 sdyleyebiliriz.
Ik durumda, v kisesi R9 kuralina gére 10" -komsusundan 1 alir ve R1 ile her 2-komsusuna
1, diger 5-komsularina ise R2-R7 kurallariyla en fazla % gonderir. Boylece u*(v) >
% +3x ﬁ —5x1— % > 0 olur. Tkinci durumda, Lemma 5.5’¢ gore v’nin iki (3-5)-komsusu

olamaz. Bu durumda, v kosesi her bir 2-komsusuna R1 ile 1, diger (3-5)-komsularina
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ise R3-R7 kurallartyla en fazla § gonderir ve p*(v) > L +1 —5x1— % > 0 olur. Simdi
x;’lerden tam olarak ikisinin genisletilebilir oldugunu varsayalim, diyelim ki x; ve x;. Bu
durumda, y3, y4 ve ys genisletilebilir olmadiklari igin birer 10" -kosedir. Once, y3,y4 ve
ys’ten tam olarak birinin 11~ -kdsesi oldugunu diisiinelim, diyelim ki y3. A¢ik¢a y3 hafif
bir kosedir. R9 kuralina gore,y, ve ys , v'ye % gonderir. Lemma 5.3’e gore v agir bir
kose oldugundan, v’nin ya iki 5" -komsusu ya da bir 6" -komsusu vardir. Her iki durumda
da, v kosesi (3-5)-komsularina R2-R7 ile toplamda en fazla % gonderir. Boylece u*(v) >
171 +2x % —5x1-— % = 0 olur. Simdi y3,y4,y5’ten en az ikisinin 117 -kdsesi oldugunu
varsayalim. Lemma 5.3’e gore v adir bir kosedir ve bir 6" -komsusu vardir. Ayrica, ya
bir 9" -komsusu vardir ya da 3(1)-komsusu yoktur. ilk durumda, R8-R9 kurallarma gore,
v kosesi 9" -komgusundan en az % alir ve u*(v) > 1—2' + % —5x1-— % > 0 olur. Ikinci
durumda ise, v kosesi R1 ile her bir 2-komsusuna 1 ve R3-R7 ile (3-5)-komsusuna en
fazla % gonderir ve u*(v) > % —5x1— % > 0 olur. Son olarak, y3,y4 ve ys’in her birinin
127 -kdsesi oldugunu varsayalim. Bu durumda,ys,ys,ys , v'ye 11—2 gonderir. v agir bir kose
oldugundan, ya bir 4-komsusu ve bir 5-komsusu ya da bir 6" -komsusu vardir. Her iki
durumda da, v kosesi (3-5)-komsularina R2-R7 ile toplamda en fazla % gonderir. Boylece
p*(v) > 2 +3x 5 —5x1—2 =0 olur. Simdi x;’lerden en fazla birinin genisletilebilir
oldugunu varsayalim. v kdsesi dort 107 -kosesine zayif komgu oldugu i¢in, i € [7] igin
£’ nin ya iki bitisik 10" -koseye sahip bir 5-yiiz ya da bir 6 -yiiz oldugu sonucuna variriz.
R12-R13’ii Ozellik 5.8 ile birlikte uygulayarak, f;, v'ye en az 1 gonderir. Boylece, v
kosesi R1 ile her x;’ye 1 ve R2-R7 ile diger komsularinin her birine en fazla % gonderir ve

u*(v)2%+1—5><1—2><%>001ur.

ny(v) = 6 olsun. Eger x;’lerden iicii genisletilebilir durumdaysa, geri kalanlar hafif koseler
olur. Bu, Lemma 5.5’e gore v’nin bir 11"-komsusu oldugu anlamina gelir. R9 kuralina
gore, v kosesi 111 -komsusundan 1 alir ve R1 ile her 2-komsusuna 1 gonderir u*(v) > 171 +
1 —6x 1> 0olur. Simdi x;’lerden en fazla ikisinin genisletilebilir oldugunu varsayalim.
Dort 10T -kdseye zayif komsu oldugundan, i € [7] igin f; yiiziiniin ya bitisik iki 10" -kogesi
olan bir 5-yiiz ya da bir 6 -yiiz oldugunu ¢ikaririz. R12-R13 kurallar1 uygulanarak, her bir
fi, v’ye en az 1 gonderir. Boylece, u*(v) > % +1—6x1> 0 olur, v her bir x; "ye R1 ile

1 gonderir.
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ny(v) = 7 olsun. Tiim x;’ler agirdir, aksi takdirde v ve komgularindan biri hafif olursa bu
Lemma 5.4 ile ¢elisir. v kosesi yedi 10T -koseye zayif komsu oldugundan, f; nin her biri ya
bitisik iki 107 -kosesi olan bir 5-yiiz ya da bir 6 -yiizdiir. R12-R13 kurallar1 uygulanarak,
her f;, v’ye en az 1 gonderir. Boylece, u*(v) > 1—2' +6x1—7x1>0olur, v her bir x;’ye

R1ile 1 gonderir.

(7) k = 8 olsun. v kosesinin baslangi¢ yiikii p(v) = 7°dir. Eger v’nin en fazla dort
2-komgusu varsa, o zaman pu*(v) >7—4x 1 —4x ?T = 0 olur; v, her bir x;’ye R1 ile 1
ve diger komsularina R2-R7 ile en fazla % gonderir. Bu nedenle, ny(v) > 5 oldugunu

varsayabiliriz.

ny(v) =5 olsun. Eger x;’lerden biri hafifse, Lemma 5.3’e gore v agir olur ve Lemma 5.5’
gore v ii¢ tane 3(1)-komsusuna sahip olamaz. Boylece, u*(v) >7—-5x1—-2x % — % =0
olur; v kosesi her bir x;’ye R1 ile 1, 3(1)-komsularina R2 ile %, ve diger komsularina
R3-R7 ile en fazla % gonderir. Eger tiim x;’ler a8irsa, her y; 97 -kose olur. v kijsesi bes
9*-koseye zayif komsu oldugundan, iy,ip € [8] olmak iizere f;1, fi> yiizlerinin her birinin
bitisik iki 9" -kdsesi olan bir 5-yiiz ya da bir 6" -yiiz oldugunu ¢ikaririz. R11-R13 kurallar
uygulanarak, fi1, fi> her biri v’ye en az % gonderir. Boylece, u*(v) > 7+2 x % —5x1-—
3 x % > 0 olur; v kogesi her bir x;’ye R1 ile 1 ve diger komgsularina R2-R7 ile en fazla 43'1

gonderir.

ny(v) = 6 olsun. Eger x;’lerden ii¢ii hafifse, Lemma 5.6’ya gore v kijsesi ya bir 61 -komsuya
sahip olur ya da 3(1)-komsusu olmaz. Ik durumda, u*(v) >7—-6x1— % > 0 olur; v
kosesi her bir x;’ye R1 ile 1 ve (3-5)-komsusuna R2-R7 ile en fazla % gonderir. Ikinci
durumda, u*(v) >7—6x 1 —2x 3 =0 olur; v kosesi her bir 2-komsusuna R1 ile 1
ve (3-5)-komsularina R2-R7 ile en fazla % gonderir. $imdi, x;’lerin tam olarak ikisinin
hafif oldugunu varsayalim, diyelim ki x; ve x,. Lemma 5.3’ e gore v agirdir. Lemma
5.5’e gore v’nin iki tane 3(1)-komsusu olamaz. Eger v’nin 3(1)-komsusu yoksa, p*(v) >
T—6x1—-2x % = 0 olur; v kosesi her bir 2-komsusuna R1 ile 1 ve (3-5)-komsularina
R2-R7 ile en fazla % gonderir. Eger v’nin bir 3(1)-komsusu varsa, diyelim ki z, o zaman
z, bir 10" -koseye bitisiktir ve Lemma 5.4’ e gore 3(1)-kose agirdir. Yani, v kosesi bir
10" -koseye yildiz-komsudur. y3,y4,ys,vs ‘nin 91 -koseler oldugunu hatirlayalim. v kosesi

dort 97 -koseye zayif komsu ve bir 10" -kdseye yildiz-komsu oldugundan, i € [8] i¢in f;
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yiiziiniin bitisik iki 9" -kosesi olan bir 5-yiiz ya da bir 6 -yiiz oldugunu ¢ikaririz. R11-R13
kurallar1 uygulanarak, f; v’ye en az % gonderir. Boylece, u*(v) > 7+ % —6x1— x% - % >
0 olur; v kosesi her bir x;’ye R1 ile 1 , R2’ye gore 3(1) komsusuna % ve R3-R7’ye gore 3"
komsularma (3(1)-kose hari¢) en fazla % gonderir. Simdi, x;’lerden en fazla birinin hafif
oldugunu varsayalim, diyelim ki x; (eger varsa). Acik¢a y1,y3, ..., ve 9 -koselerdir. v kdsesi
bes 91 -kdseye zayif komsu oldugundan, iy,i € [8] olmak iizere, f;1, fi» yiizlerinin her
birinin bitigik iki 91 -kosesi olan bir 5-yiiz ya da bir 6" -yiiz oldugunu ¢ikaririz. R11-R13
kurallar1 uygulanarak, f;;, fi» her biri v’ye en az % gonderir. Boylece, u*(v) >7+2 x % -
6x1—2x % > 0 olur; v kogesi her bir x;’ye R1 ile 1 ve (3-5)-komgularina R2-R7 ile en

fazla % gonderir.

ny(v) =7 olsun. Eger x;’lerden iicii hafifse, Lemma 5.3 ve Lemma5.5’e gore v’nin bir
6" -komsusu olur. Bdylece, u*(v) >7—7 x 1 =0 olur; v kosesi her bir x;’ye R1 ile
1 gonderir. Simdi, x;’lerden tam ikisinin hafif oldugunu varsayalim, diyelim ki x1,x;.
O zaman, Lemma 5.3 ve Lemma 5.5’e gore v'nin bir 5" -komsusu olur. Diger yandan,
V3,4, ---,y7 97 -koselerdir. v kisesi bes 9" -koseye zayif komsu oldugundan, iy,i; € [8]
olmak iizere, f;1, f; ylizlerinin her birinin bitisik iki 9" -kosesi olan bir 5-yiiz ya da bir
6" -yiiz oldugunu ¢ikaririz. R11-R13 kurallar1 uygulanarak, f;1, f;, her biri v’ye en az
% gonderir. Boylece, u*(v) > 742 X % —7x1— % > 0 olur; v kosesi her bir x;’ye R1
ile 1 ve 57-komsusuna R7 ile en fazla % gonderir. Son olarak, x;’lerden en fazla birinin
hafif oldugunu varsayalim, diyelim ki x| (eZer varsa). O zaman, y3, s, ...,y7 91 -koselerdir.
v, alt1 97 -kdseye zayif komsu oldugundan, iy, iy, ...,is € [8] olmak iizere, fi1, fi2, ..., fia
ylizlerinin her birinin bitigik iki 97-kosesi olan bir 5-yiiz ya da bir 6 -yiiz oldugunu
cikaririz. R11-R13 kurallar1 uygulanarak, f;1, fi2, ..., fis her biri v'ye en az % gonderir.
Boylece, u*(v) > 7+4 x % —7x1- 43'1 > 0 olur; v kosesi her bir x;’ye R1 ile 1 ve R2-R7

ile diger komgusuna en fazla % gonderir.

ny(v) = 8 olsun. Tiim x; ’ler agirdir, aksi takdirde v ve bir komgusu hafif olur ki bu,
Lemma 5.4 ile geligir. v kosesi sekiz 9 -koseye zayif komsu oldugundan, her f; yiiziiniin
bitisik iki 9" -kdsesi olan bir 5-yiiz ya da bir 6" -yiiz oldugunu ¢ikaririz. R11-R13 kurallar1
uygulanarak, her f; v'ye en az % gonderir. Boylece, u*(v) > 7+ 8 x % —8x1>0olur;v

kosesi her bir x; "ye R1 ile 1 gonderir.
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(8) k =9 olsun. v’nin baglangi¢ yiikii p(v) = 177’di1". Eger v’nin en fazla alt1 2-komsusu

varsa, v her bir x;’ye R1 ile 1 ve diger komsularina R2-R7 ile en fazla % gonderdikten sonra

p*(v) > Y —6x1-3x 2 =0 olur. Bunedenle, ny(v) > 7 oldugunu varsayabiliriz.

ny(v) =7 olsun. Eger x;’lerden ikisi hafif ise, Lemma 5.3 ve Lemma 5.5’e gore v kosesi
en fazla bir tane 3(1)- veya 4(2)-kose olusturan komsuya sahip olabilir. Bu durumda, v
kosesi R1’e gore her bir x;’ye 1, varsa R2 ve R6’ya gore 3(1)- veya 4(2)-komsusuna en
fazla % ve R3-R5 ile R7’ye gore diger komsularinin her birine en fazla % gonderdiginde:
u(v) > 177 —7x1-— % — % > 0 olur. Simdi, x;’lerden tam olarak birinin hafif oldugunu
varsayalim, diyelim ki x;. Bu durumda, y,, ys, ..., y7 acikca 8 *-koseleridir. Eger v kosesi
bir 3(1)-komsuya sahip degilse, v kdsesi R1’e gore her bir x;’ye 1 ve R3-R7’ye gore diger
komsularinin her birine en fazla ?—1 gonderdiginde p*(v) > 177 —Tx1-2x % > 0 olur. Eger
v kosesi bir 3(1)-komsuya sahipse, diyelim ki z, Lemma 5.4’e gore z kosesi v diginda bir
81-koseye komsudur. Yani, v koses, bir 81 kdseyle yildiz komsulugu yapmaktadir. Bunun
yaninda, y7,y3, ...,y7 8 koselerdir. v kisesi alt1 8" kdse ile zayif komsuluk yaptig1 ve bir
81 -koseyle yildiz komgulugu yaptigi igin, [9] kiimesinden i € [9] olacak sekilde iki ardigik
yiiz f; ve fir1 bulundugu sonucuna variriz. Bu yiizlerin her biri ya iki bitisik 8" -kdseye
sahip bir 5-yiizdiir ya da bir 61 -yiizdiir. Eger hem f; hem de f;,1, 5-yiiz ise, f; ve fir1
iizerinde iki 8 "-kiseye komsu olan ve her iki yiizde de ortak olan bir 8 "-kdse x5 vardir. Bu
durumda, x5, R10-R12’ye gore f; ve fi.’in her birine en az % gonderir. Eger f; ve fi11’den
biri 67-yiiz ise, R13 ve Ozellik 5.8’e gore bu yiiz, v’ye en az % gonderir. Sonug olarak,
v kosesi R13’e gore kendi ¢evresindeki yiizlerden toplamda en az % alir. Bu durumda, v
kosesi R1’e gore her bir x;’ye 1 ve R2-R7’ye gore diger komsularinin her birine en fazla
% gonderdiginde p*(v) > % + % —7Tx1-2x % > 0 olur.Son olarak, tim x;’lerin agir
oldugunu varsayalim. Bu durumda, yi,ys,...,y7 8" koselerdir. v kdsesi yedi 8" -kdseye
zay1f komguluk yaptid1 icin, [8]kiimesinden i € [8] olacak sekilde iki ardisik yiiz f; ve fiti
bulundugu sonucuna variriz. Bu yiizlerin her biri ya iki bitisik 8 " -koseye sahip bir 5-yiizdiir
ya da bir 67 -ylizdiir. Yukarida oldugu gibi, v, R10-R13’e gore ¢evresindeki yiizlerden
toplamda en az % alir. Bu durumda, v kdsesi R1’e gore her bir x;’ye 1 ve R2-R7’ye gore
diger komsgularinin her birine en fazla % gonderdiginde p*(v) > % - % —Tx1-2x % >0

olur.
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ny(v) > 8 olsun. Eger x;’lerden ikisi hafifse, Lemma 5.3 ve Lemma 5.5’¢ gore v’nin ne
3(1)- ne de 4(2)-komsusu vardir. Bu durumda, v her bir 2-komsusuna R1 ile 1 ve diger
komgularina R3-R4,R8 ile en fazla % gonderdikten sonra pu*(v) > % —8x1— % =0
olur. Simdi, en fazla bir x; nin hafif oldugunu varsayalim, diyelim ki x; (varsa). Ac¢ikea,
¥2,V3, -, 8 81 -koselerdir. v kosesi yedi 8 -kiseye zayif komsu oldugundan, i € [8] olmak
lizere, ardisik iki yiiz f; ve f;y 1 in her birinin ya bitisik iki 8 *-kosesi olan bir 5-yiiz ya da
bir 67 -yiiz oldugunu ¢ikaririz. Yukarida oldugu gibi, v kdsesi R10-R13 ile toplamda en az
% alir. Boylece, u*(v) > 177 + % —Tx1-2x % > 0 olur; v kosesi her bir x;’ye R1 ile 1 ve

diger komsularina R2-R7 ile en fazla % gonderir.

(9) k > 10 olsun. v’nin baslangi¢ yiikii p(v) > %(V) —52>10. R9’a gore, v her bir

8 "-komgusuna 1 gonderir. Ayrica, eer v’nin bir 97 -komsusu u varsa, R12 ile v kosesi vu
iceren her yiize % gonderir. Bu nedenle, v her komsusuna tam olarak 1 yiik gonderir. Ote
yandan, eger v bir 127 -kdse ise, v kdsesi her zayif komsusuna ﬁ gonderir ve bu durumda

u(v) > %(V) —5—d(v) x1—d(v) x % > 0 olur.

Her bir kose ve yiiz lizerinde negatif olmayan bir yiik elde ediyoruz ve bu durum, toplam
yiikiin negatif oldugu gercegiyle c¢elisiyor. Dolayisiyla, G var olamaz. Bu da Teorem

5.2’nin ispatin1 tamamlar.
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6. SONUC

Bu calismada, diizlemsel ¢izgeler ve bu ¢izgelerin 2-uzakli renklendirmesi ele alinmgtir.
Oncelikle literatiirde desarj metodu olarak bilinen yontem detayli bir sekilde ifade
edilmistir. Daha sonra desarj metodu kullanilarak diizlemsel c¢izgelerin 2-uzakl
renklendirmesi iizerinde ¢alisiimistir. Bu tezde, ¢cevrimi en az 5 olan diizlemsel ¢izgeler
ele alinmigtir. Bu ¢izgeler ile ilgili bilinen en iyi sonu¢ Bu ve Zhu [4] tarafindan ortaya
konulan A > 15 i¢in y»(G) < A+ 5 ¢alismasina dayanmaktadir. Bu tez caligmasinda, Bu
ve Zhu [4] nun sonucu su sekilde gelistirilmistir; A > 12 i¢in x»(G) < A+5.

Elde edilen sonug, desarj metodunun etkin bir sekilde kullanilmasiyla ortaya ¢ikmustir.
Caligsmanin ilk boliimiinde, yeniden boyama argiiman kullanilarak ¢izgede olusabilecek
yasakli konfigiirasyonlar tespit edilmistir. Devaminda, desarj boliimiinde yalmizca koseler
arasinda yiik transferi gerceklesmemis, ayn1 zamanda ¢izgedeki yiizlerin de yiikleriyle
birlikte aktif bir rol oynamasi saglanmistir. Daha kapsamli bir calismayla, elde edilen
sonucun daha da iyilestirilebilecegi diisiiniillmektedir. Ayrica, burada kullanilan yeniden
renklendirme yaklagiminin literatiirde bilinen diger sonuglarin gelistirilmesine de katki

saglayabilecegi degerlendirilmektedir.
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