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OZET

SINUS-GORDON ACILIM YONTEMI iLE BAZI KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERININ BULUNMASI

Esra ARSLAN
Yiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Seyma TULUCE DEMIRAY

Subat 2025, 30 sayfa

Bu tez calismasi bes ana bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, Siniis-Gordon
acilim yonteminin temel ilkeleri, yontemin teorik altyapisi ve uygulama siireclerine
dair kapsamli aciklamalar sunulmustur. Ikinci béliimde, c¢alisma kapsaminda
kullanilan temel tanimlar ve kavramsal ¢erceve ele alimmustir. Ugiincii boliimde, Siniis-
Gordon ag¢ilim yonteminin yapisal Ozellikleri detayli bir sekilde incelenmistir.
Dordiincii boliimde, Camassa-Choi (CC) denklemi, (2+1) boyutlu Wazwaz-Kaur-
Boussinesq (WKB) denklemi ve Ince-film Ferroelektrik Materyaller (IFFEM)
denklemi gibi farkli denklemlerin ¢oziimlerine ulasmak amaciyla Siniis-Gordon ac¢ilim
yontemi (SGAM) uygulanmistir. Ayrica, elde edilen yar1 analitik c¢oziimler
Mathematica 12 yazilimi kullanilarak ii¢ boyutlu, iki boyutlu, kontur ve yogunluk
grafikleri seklinde gorsellestirilmistir. Besinci ve son boliimde ise ¢alismadan elde
edilen bulgularin detayli bir degerlendirmesi yapilmis ve bu bulgular 15181nda genel
sonuglar tartigilmistir.

Anahtar Kelimeler: Mathematica 12, Soliton ¢dziim, Siniis-Gordon A¢ilim Metodu.



ABSTRACT

FINDING SOLUTIONS OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH THE SINE-GORDON EXPANSION METHOD

Esra ARSLAN
M.Sc., Department of Math
Supervisor: Prof. Dr. Seyma TULUCE DEMIRAY

February 2025, 30 pages

This thesis consists of five main sections. In the first section, the fundamental
principles of the Sine-Gordon expansion method, its theoretical framework, and
application processes are comprehensively explained. The second section addresses
the basic definitions and conceptual framework used in the study. The third section
provides a detailed analysis of the structural properties of the Sine-Gordon expansion
method. In the fourth section, the Sine-Gordon expansion method (SGEM) is applied
to solve various equations, including the Camassa-Choi (CC) equation, the (2+1)
dimensional Wazwaz-Kaur-Boussinesq (WKB) equation, and the thin-film
ferroelectric materials (TFFEM) equation. Additionally, the semi analytical solutions
obtained are visualized through three-dimensional, two-dimensional, contour, and
density plots using Mathematica 12 software. Finally, the fifth and last section presents
a detailed evaluation of the findings, and the overall results are discussed in light of
these findings.

Key Words: Mathematica 12, Soliton Solution, Sine-Gordon Expansion Method.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, bir fonksiyon ile bu fonksiyonun tiirevleri arasindaki
iliskileri ifade eden matematiksel ifadeler olup, bir¢ok bilimsel disiplinde temel bir rol
oynamaktadir [1-2]. Matematigin teorik ve uygulamali alanlarinin hemen her dalinda
Oonemli bir yere sahip olan bu denklemler, dogadaki fiziksel siireglerin ve sistemlerin
modellenmesinde kullanilmaktadir. Diferansiyel denklemlerin ¢oziimii, klasik
matematik caligmalarinin en eski ve temel konularindan biri olmustur. Tarih boyunca
bu denklemlere yonelik bir¢ok farkli ¢6ziim yontemi gelistirilmis ve bu yontemlerin
kapsamu siirekli olarak genisletilmistir [3]. Bununla birlikte, diferansiyel denklemler
arasinda yer alan lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimlerini bulmak igin bilim insanlar1
bu alanda yenilik¢i ¢ozlim teknikleri gelistirmistir. Bazi bilim insanlar1 tarafindan
Kudryashov metodu, modifiye Kudryashov metodu, homojen denge metodu ve tanh-
coth metodu gibi yontemler, karmasik yapiya sahip denklemlerin ¢éziimiinde yaygin
olarak uygulanmistir. Bu yontemlerin her biri, lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin daha anlasilabilir formlara doniistiiriilerek ¢oziime ulagilmasini
saglamaktadir. Ozellikle, fiziksel sistemlerin modellenmesinde kullanilan bu
yontemler, su dalgalarinin hareketinden manyetik alan dalgalarma kadar genis bir

uygulama yelpazesine sahiptir [4-7].

Siniis-Gordon denklemi, diferansiyel denklemler arasinda &zel bir yere sahiptir. Dalga
hareketlerini modellemek i¢in kullanilan bu denklem, soliton davranisi gdsteren
¢Oziimleriyle taninmaktadir. Solitonlar, carpisma sonrasinda sekil ve hizlarini koruyan
dalga paketleri olarak tanimlanir. Bu 0zellikleri sayesinde, soliton ¢oziimleri su
dalgalar1, optik iletim sistemleri, manyetik alanlar ve biyolojik sistemler gibi ¢esitli
alanlarda onemli bir rol oynamaktadir. Solitonlarin enerji kaybi yasamadan
ilerleyebilmeleri, soliton kavraminin hem teorik hem de uygulamal fizik agisindan

dikkat ¢ekici bir ¢aligma konusu olmasina neden olmustur [8].

Siniis-Gordon Acilim Metodu (SGAM), ilk olarak 1996 yilinda C. Yan tarafindan
literatiire sunulmustur [9]. Bu metot uygulanirken ilk olarak, kismi diferansiyel
denklemler dalga doniisiimii yardimiyla adi diferansiyel denklemlere indirgenir.

Indirgenmis denkleme metodun algoritmas: uygulamir. Bu doniisiim sayesinde,



karmagik yapiya sahip denklemler daha basit bir hale getirilerek ¢6ziim yollari

acgilmaktadir.

SGAM, yalnizca matematiksel teorilerde degil, ayn1 zamanda fizik, biyoloji, finans ve
miihendislik gibi disiplinlerde ortaya ¢ikan karmasik sistemlerin modellenmesinde de
basartyla uygulanmistr [10]. Kudryashov ve meslektaslari, 1988 yilinda SGAM’in
genellestirilmis bir versiyonunu gelistirerek lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
¢Ozlim yelpazesini genisletmis ve bu yontemin daha genis bir alanda uygulanmasina

imkan tanimustir [11].

Bu ¢alisma kapsaminda, SGAM kullanilarak Camassa-Choi (CC) denklemi, (2+1)
boyutlu Wazwaz-Kaur-Boussinesq (WKB) denklemi ve ince-film Ferroelektrik
Materyaller (IFFEM) denklemi ele almmmis ve bu denklemlerin ¢dziimleri elde
edilmistir. CC denklemi, iki akiskanli sistemlerdeki dalga dinamiklerini tanimlayan
onemli bir modeldir ve s1g su dalgalarinin davranisini incelemek i¢in kullanilmstir.
Bu denklem, literatlirde soliton ¢oziimleri ile bilinir ve ¢esitli uygulama alanlarina
sahiptir [12]. CC denkleminin uygulama alanlari1 arasinda osinografi, matematiksel
biyoloji ve akiskanlar dinamigi yer almakta olup, bu alanlarda zengin davranis
ozellikleri ile dikkat cekmektedir [13]. WKB denklemi ise yer¢ekimi dalgalarimni ve su
ylizeyindeki dalga yayilimimi modellemek i¢in kullanilan lineer olmayan bir kismi
diferansiyel denklemdir. Bu denklem, dalga profillerinin kafa kafaya c¢arpismasin
aciklayan 6zel bir model olarak 6ne cikar ve s1g su dalgalar1 gibi sistemlerde yaygin
olarak kullanilmaktadir. WKB denkleminin ¢éziimiinde, dalga doniisiim teknikleri
kullanilarak denklemin adi diferansiyel denklem haline getirilmesi ve cebirsel
yontemlerle ¢dziim bulunmasi saglanmigtir [14-15]. IFFEM denklemi, nanoteknoloji
ve elektronik alaninda 6nemli bir yere sahiptir. Bu denklem, ince-film materyallerdeki
elektriksel davranigi tanimlamak icin kullanilir ve ¢esitli dalga ¢oziimlerine sahiptir
[16]. Elektronik cihazlarda kullanilan ferroelektrik materyaller, hizli anahtarlama ve
enerji depolama kapasiteleri nedeniyle 6nemlidir. Bu nedenle, ince-film ferroelektrik
materyallerin davranisini modelleyen denklemlerin ¢6ziimii 6zellikle mikrodalga
teknolojisi, sensor sistemleri ve bellek cihazlar1 gibi uygulama alanlarinda kritik

Ooneme sahiptir [17].



Bu tezde, CC denklemi, (2+1) boyutlu WKB denklemi ve IFFEM denklemine SGAM
uygulanarak yeni dalga ¢oziimleri elde edilmis ve elde edilen ¢éziimlerin grafiksel
analizleri yapilmistir. Grafiksel analizler, Mathematica yazilimi kullanilarak
gergeklestirilmis ve her bir denklem i¢in 6zel olarak hazirlanan ¢oéziimler iki boyutlu,
tic boyutlu, kontur ve yogunluk grafikleriyle desteklenmistir. Sonug olarak, Siniis-
Gordon Acilim Metodu'nun lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinde
etkili bir yontem oldugu bu calismada bir kez daha gosterilmistir. Bu metodun
gelecekte yapilacak diferansiyel denklem calismalarinda yeni ¢dziimler sunmasi
beklenmektedir. Ileride yapilacak benzer calismalarin, farkli fiziksel ve biyolojik
sistemlerde de wuygulanarak daha genis kapsamda ¢oOziimler iretebilecegi
ongoriilmektedir. Bununla birlikte, gelistirilecek yeni yaklasimlarin, hem teorik
matematiksel modellemelerde hem de uygulamali bilimsel ¢aligmalarda daha verimli
ve hizli ¢ozliimler sunacagi diisiiniilmektedir. Bu c¢aligmanin bulgulari, SGAM’n
literatlire katkisini ortaya koyarak, farkli disiplinlerde yapilacak yeni arastirmalara

onculik edebilecek niteliktedir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanim

Bir lineer olmayan adi diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirev

(p)

S
olan terim U'® ve en yiiksek dereceden lineer olmayan terim U’ (u(“)) seklinde

gosterilsin. Buna gére dengeleme terimi m igin,

m+p=mr+s(m+q), 2.1)
esitligi yazilir [18].

Kavram

Zabusky ve Kruskal, tekil dalgalar arasindaki etkilesimleri arastirirken, ¢arpismalar
sonrasinda big¢imlerini ve hizlarim1 koruyan dalgalar kesfetmis ve bu dalgalara
"soliton" adini vermistir. Solitonlar, tekil dalgalarin 6zel bir cesidi olup belirli
ozellikler gosterir. Korteweg-de Vries (KdV) denklemi gibi integrallenebilir
denklemler i¢in tekil dalgalar soliton o6zelligi belirtirken, RLW ve EW gibi bazi
denklemler i¢in bu durum séz konusu degildir. Bu sebeple, bir denklem
integrallenebilir oldugunda hiperbolik fonksiyonlarla verilen ¢oziimleri soliton
¢oziimler olarak tanimlanir. Soliton ¢éziimler, 6zelliklerine gore dark soliton ve bright
soliton olarak iki gruba ayrilir. Eger ¢oziim, sech fonksiyonu seklinde
tanimlanabiliyorsa bright soliton, tanh fonksiyonu seklinde tanimlanabiliyorsa dark
soliton olarak adlandirilir [19,20].

Kavram

Mathematica, Wolfram Research tarafindan gelistirilen ve genis kapsamh
matematiksel islemleri ortaya koyabilen giiclii bir simgesel matematik yazilimidir.
Hem sembolik hem de sayisal hesaplamalar yapma kabiliyetine sahip olan bu yazilim,
baska tiirde matematiksel problemleri ¢ozmek ic¢in etkili bir ara¢ olarak
degerlendirilmektedir. Bunun yani sira, Mathematica ile karmagsik fonksiyonlarin

grafik gosterimlerini olusturmak ve gesitli bilimsel gorsellestirmeler de yapilabilir
[21].



3.MATERYAL VE METOD

3.1. Siniis-Gordon A¢ilim Metodu (SGAM):

SGAM’1n genel yapisi asagidaki gibi ifade edilir [22]:
Sintis-Gordon denklemi

U, +U, —U, =m?sin(u), (3.1.2)
esitligi ile verilmistir. Burada u = u(x, y,t) ve m reel bir sabittir.
(3.1.1) ile verilen diferansiyel denkleme u=u(x,y,t)=U(g),e=kx+ly—ct,

dalga doniisiimii uygulandiginda asagidaki dogrusal olmayan adi diferansiyel

denklem

U"=(k2+r:‘—z_cz)sin(u), (3.1.2)

elde edilir.

Burada U =U(¢), & hareketli dalganin genligi ve ¢ hareketli dalganin hizidur.
(3.1.2) denkleminin integrali alinirsa

2
uY m? . Z(Uj
—| | =—————<sin"| — |+ K, 3.1.3
{(2}] (K*+17-c?) " (2 (319
elde edilir. Burada K integrasyon sabitidir.

U m?

3.1.3) denkleminde K =0, — =w(g),———— = ¢ ifadeleri yerine yazilirsa,
(3.1.3) > ()(k2+,2_cz) yerine y

W =asin(w), (3.1.4)
denklemi elde edilir. Ozel olarak « =1 alinirsa
W' =sin(w), (3.1.5)

olur. (3.1.5) denklemi degiskenlerine ayrilabilir bir denklem oldugundan bu denklem

¢oziildiigiinde asagidaki iki 6nemli ¢oziimii



i . 2 pe’

sm(w):sm(w(g)):Iozez—‘ngl . =sech(¢), (3.1.6)

COS(W)=COS(W(8))=&' =tanh(¢), (3.1.7)
p2e2£ +1 -

elde ederiz. Burada p integrasyon sabitidir.

P(u,u,.u,,u,u Uy, U

xx’uyy’ tt?

Uy Uyson) =0, (3.1.8)

Xy !

lineer olmayan diferansiyel denkleminin ¢6ziimiiniin

U (£)= tanh™ (£)[ B sech (&) + A tanh (&) ] + A, (3.1.9)
=

seklinde oldugunu kabul edelim. (3.1.9) denklemi (3.1.6) ve (3.1.7) denklemlerine

gore asagdaki gibi

U (w)= Zn:cos“l (w)[ B sech(£)+ A tanh(z) |+ A, (3.1.10)
=

yazlabilir.

Elde edilen dogrusal olmayan diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeli tiirev ile
en yliksek dereceli dogrusal olmayan terimin denge durumuna gore belirlenmesi,
balans yontemi ile saglanabilir. Ayni dereceye sahip terimlerin katsayilarinin
toplaminin sifir oldugu varsayilarak bir cebirsel denklem sistemi olusturulur. Bu

sistem Wolfram Mathematica 12 programi kullanilarak ¢oziildiigiinde, ilgili A, B, kK,

ve C degerleri elde edilir. Elde edilen bu degerler (3.1.9) denklemine yerlestirildiginde,

(3.1.8) denklemi icin yeni dalga ¢ozlimleri iiretilir.



4. METODUN UYGULANMASI:

Bu béliimde, CC denklemi, (2+1) boyutlu WKB denklemi ve IFFEM denkleminin

¢Oziimlerini elde etmek i¢cin SGAM kullanilmistir.
4.1. Camassa-Choi Denklemi ve Uygulamasi

Camassa-Choi (CC) denklemini
(u, +Ku, —uu, +u,) +u, =0, (4.1.1)
ele alahm. Burada, K =1/7, iki akiskanli sistemdeki derinligi tanimlar. Aslinda, CC

denklemi lineer olmayan zay1f i¢ dalgalari iki akigkanl bir sistemde tanimlamaktadir.
Ayni zamanda bu denklem, s1g sulardaki dalgalarin dinamigini tanimlayan bir lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemdir. Bilindik denklemlerden farkli olarak CC
denklemi, sekillerini bozmadan yayilan soliter dalgalarin olusmasina izin verir. Bu
tekil dalgalar pikon olarak tanimlanir ve tekil pik sekilli bir profil ile karakterize edilir.
Ayrica bu denklem, diizgiin ¢oziimlerin soklar veya siireksizlikler gelistirdigi dalga
kirilmasi1 6zelligini de gosterir. CC denklemi, osinografi, matematiksel biyoloji ve
akiskanlar dinamigi gibi cesitli alanlarda uygulanmistir. Zengin davranisinin ve soliton
¢ozlimlerinin olmasi, onu lineer olmayan dalga teorisinde ilging bir ¢alisma konusu
haline getirmistir. CC denkleminin kesin ¢6ziimleri, su dalgalari, lineer olmayan optik,
biyofizik ve sismik dalgalar gibi uygulama alanlarina sahiptir [23].

Bu boliimde CC denklemi adi diferansiyel denkleme doniistiiriiliir ve cebirsel olarak
¢Oziimii yapilir.

u(x y,t)=U (&), e=kx+ly—ct, (4.1.2)

doniisiimii ele alinirsa (4.1.1) denklemi,
(—cU’+ KKU'—kUU' +k2U") +12U" =0, (4.1.3)

denklemine dontisiir. (4.1.3) denkleminin integrasyon sabiti sifira esit alinir ve
denklem iki kez integre edilirse,

(Kk+1*~c)u —gu2+k2U'=o, (4.1.4)



denklemi elde edilir.
(4.1.4) denkleminde dengeleme prensibi kullanilirsa
n+l=2n=n=1,

seklinde dengeleme bagintisi elde edilir. Burada n =1 oldugundan,

U (w)=B,sin(w)+ A cos(w)+ A, (4.1.5)
U’(w) =B, cos(w)sin(w)— A sin*(w), (4.1.6)
yazilir.

(4.1.5) ve (4.1.6) denklemleri (4.1.4) denkleminde yerine yazildiginda

(Kk+|2_C)(BlSin(W)+AiCOS(W)+AO)_;(BlSin(W)+Aicos(w)_hab)z
+k? (B, cos(w)sin (w)— A sin® (w)) =0,

(4.1.7)
esitligi elde edilir.

(4.1.7) esitliginden elde edilen cebirsel denklem sistemi Mathematica 12 yazilimi

yardimiyla ¢oziilerek asagidaki farkli ¢6ziim durumlari elde edilmistir.

Durum 1:
A =A,A=-A,B =iA,c=1"-KA +A* k=-A. (4.1.8)
(4.1.8) denklemindeki degerler (4.1.7) denkleminde yerine yazilirsa,
u, (X, y,t)=A (1+isech| - ly—(17 - K )t
(x,y,t) A)( +isec [ Ax+ly—(17 - KA + A?) }) w19
_pb(tanh[—pbxﬂy—(lz—KA0+A02)t]),

kompleks mixed dark-bright soliton ¢6ziimii elde edilir.

CC denkleminin SGAM ile elde edilen (4.1.9) ¢oziimii i¢in ii¢ boyutlu, yogunluk ve
iki boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.
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Sekil 4.1. Camassa-Choi denkleminin SGAM ile elde edilen (4.1.9) ¢oziimiine ait A, =1,1=2,
K=3y=1-10<x<10,-4<t<4 degerleri i¢in sirasiyla ii¢ boyutlu, yogunluk grafikleri ile

Ay =11=2,K=3y=1 -10<x<10,t =1.5 degerleri iin iki boyutlu grafigi

Durum 2:

A= A A=A, B = 0,0 = (27— KAy + A7) k= -2, (4.1.10)

(4.1.10) denklemindeki degerler (4.1.7) denkleminde yerine yazilirsa,
A) 1 2 2
u, (X, y,t)=—A)| ~1+tanh —X |y—5(2| —KA + A )t |, (4.1.11)

dark soliton ¢6ziimii elde edilir.

CC denkleminin SGAM ile elde edilen (4.1.11) ¢6zlimii i¢in kontur, yogunluk, {i¢
boyutlu ve iki boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.



. qz(x.y.t)

Sekil 4.2. Camassa-Choi denkleminin SGAM ile elde edilen (4.1.11) ¢6ziimiine ait Ay =1,1=1,
K =0.5y=0.05-25<x<25 -5<t<5 degerleri igin sirastyla kontur, yogunluk ve ii¢ boyutlu
grafikleriile Ay =1,1=1,K =0.5,y =0.05,-25< x < 25,t =1 degerleri i¢in iki boyutlu grafigi

4.2. (2+1) Boyutlu Wazwaz-Kaur-Boussinesq Denklemi ve Uygulamasi

(2+1) boyutlu WKB denklemi

2

Uy — Uy, —ozl(u)zXX —au, +0(T3uyy +agu, =0, (4.2.1)

ty
seklinde verilsin. Burada alt simgeler (2+1) boyutlu WKB denklemi igin kismi
2u(x,y,t)

tirevlerdir, 6rnegin U, = e seklindedir. Burada ¢;;i=1,2,3 sifirdan farkli

10



sabitlerdir. Bu denklem, yercekimi dalgalarinin su yiizeyi lizerindeki etkilesimini
(yayilimini), daha spesifik olarak da egik dalga profillerinin kafa kafaya ¢arpismasini
aciklamaktadir [24].

Bu boliimde (2+1) boyutlu WKB denklemi adi diferansiyel denkleme doniistiiriiliir ve
cebirsel olarak ¢oziimii yapilir.

u(x,y,t)=U(e),e=u(x+y—-Aat), (u=0 1=0), (4.2.2)
doniigiimii ele alinirsa (4.2.1) denklemi,

40,10 ~8a, (uu () ) 427~ dayi - 4)U" =0, (4.2.3)

formuna indirgenir.
(4.2.3) denkleminin integrasyon sabiti sifira esit alinir ve denklem iki kez integre
edilirse,
~4a,1’U" - 4 U* + (&)’ +44% - da, A~ 4)U =0, (4.2.4)
denklemine doniisr.
(4.2.4) denkleminde dengeleme prensibi kullanilirsa
n+2=2n=n=2, (4.2.5)
seklinde dengeleme bagintisi elde edilir. Burada n =2 oldugundan,
U (w) =B,sin(w)+ A cos(w)+ B, cos(w)sin(w)+ A, cos* (w)+ A, (4.2.6)
U"(w) =B, cos? (w)sin(w)—B,sin®(w)—2A sin® (w)cos(w)+ B, cos® (w)sin(w)
—5B, sin® (w)cos(w)—4A, cos’ (w)sin? (w)+2A, sin* (w),

(4.2.7)
yazilir.

(4.2.6) ve (4.2.7) denklemleri (4.2.4) denkleminde yerine yazildiginda asagidaki
denklem

Mt 12 B, cos® (w)sin (w)— B, sin®(w)—2A sin? (w)cos(w)+ B, cos® (w)sin (w)]
M

—5B, sin’ (w)cos(w)—4A, cos” (w)sin® (w)+2A, sin* (w)
—40:1(81 sin(w)+ A cos(w)+ B, cos(w)sin(w)+ A, cos® (w)+ A, )2
+(a;’ +44% — 4o, 2 - 4)(B,sin(w) + A cos(w) + B, cos(w)sin(w) + A, cos*(w) + A, ) =0,

(4.2.8)
elde edilir.

11



(4.2.8) esitliginden elde edilen cebirsel denklem sistemi Mathematica 12 yazilimi

yardimiyla ¢oziilerek asagidaki farkli ¢oziim durumlar elde edilmistir.

Durum 1:
Ao=—ApAi=0,A2=Az,Bl=o,Bz=—iAz,z=ifz,
_Azal a __2\/§N/A;(3_A2al)+6iA2)“Bz
SV 3A? '

(4.2.9) denklemindeki degerler (4.2.8) denkleminde yerine yazilirsa,
U (x,y,t) = A, (~1-isech[5]tanh[5]+ tanh? [ 5]),

kompleks mixed dark-bright soliton ¢6ztiimii elde edilir. Burada 6 = ,u{x+ y—

seklindedir.

(4.2.9)

(4.2.10)

iAB, tj
A,

(2+1) boyutlu WKB denkleminin SGAM ile elde edilen (4.2.10) ¢6ziimii igin {i¢

boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.

12
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Sekil 4.3. (2+1) boyutlu WKB denkleminin SGAM ile elde edilen (4.2.10) ¢6zimiine ait
A,=018B,=1,y=051=2,4=2,-20<x<20,-5<t <5 degerleri i¢in sirasiyla ii¢ boyutlu ve

yogunluk grafikleri ile A, =0.1,B, =1, y=05A1=2,u=2, -20<x<20,t=2 degerleri i¢in iki

boyutlu grafigi

13



Durum 2:

2
A =- e, A =0,B,=0,
3 ,u4a2( ~4+4u az—as)/le 4\/,u 1 ,uaz)a;/IB4
1B
AZ — le’lzaZ
pal (~4+ 4y, — ol ) AB; — 4\ e (1- pie, ) e AB
8"
8 4 1 2 Z/IB 4
B - i_ﬁ_ﬁ_\/ﬂaz(_ﬂaz)as 2
i \/,u az 1 U az)a3/184 , 2 Mo, e AB; ,
2/18 wa,a, B}
3 |W'a? (-4 +4uie, —a ) A2 — 4\ i, (1- iia, ) o 2B,
@=-7 o . (4211)
2
(4.2.11) denklemindeki degerler (4.2.8) denkleminde yerine yazilirsa,
sech{,u+(x+ y—(?+pjtﬂtanh[,u(x+ y—(?’ﬂ))tﬂ
u, (X, y,t)= —
\/,u 0{2 1 U 0{2)0:3 AB,
2/152 o, o ABS
2y2a2£—2+3tanh{y+(x+ y—(?+p)tjﬂ
+ T , (4.2.12)
mixed dark-bright soliton ¢oziimleri elde edilir.
4 2 2 2 2 8 4 2 2 4
o, (-4+4ua,—a,” |AB, -4, [1wa, (1-ua, )a,”AB
Burada v = 2( : 3) : \/ 2( 2)3 ~ ve
2B,
8 4 2 2 4
wo, (1-u°a, Ja,°AB
=\/ : ( 2) - seklindedir.

ua,’a B}

(2+1) boyutlu WKB denkleminin SGAM ile elde edilen (4.2.12) denkleminin ¢6ziimii
i¢in ii¢ boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.
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Sekil 4.4. (2+1) boyutlu WKB denkleminin SGAM ile elde edilen (4.2.12) ¢o6ziimiine ait
A, =01B,=1y=05a,=1,0;=2,1=2,4=2,-25<x< 25, -4 <t <4 degerleri i¢in sirasiyla
tic boyutlu, yogunluk grafikleri ile A, =0.1B,=1y=05a,=1,0;=2,1=2,u=2,

—25<x <25t =2 degerleri igin iki boyutlu grafigi

Durum 3:
2 2 =2
A) :3/’1 aZ 1A1:0;Bl:0,A2 :_3ﬂ aZ ,Bz :_3|1Ll a21
1 al 0{1
. 4.2.13
a8, 2i (3I\/,uaa24 (1+ ,uzaz) + ,uzalaZ/IBz) ( )
=—,0, = .
3uta, 3u'a,’

(4.2.13) denklemindeki degerler (4.2.8) denkleminde yerine yazilirsa,

15



i, AB
u.(x,y,t)= Asech? X+y——2"2¢
) ) (4.2.14)
—iAsech{y(x+ y—'alfBztﬂtanh{y(x+y—%tﬂ,
3u‘a, 3u‘a,
3u’a,

kompleks mixed dark-bright soliton ¢6ziimii elde edilir. Burada A=

o
seklindedir.

(2+1) boyutlu WKB denkleminin SGAM ile elde edilen (4.2.14) denkleminin ¢6ziimii
icin li¢ boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.
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Sekil 4.5. (2+1) boyutlu WKB denkleminin SGAM ile elde edilen (4.2.14) ¢o6ziimiine ait
B,=1,y=05a =01a,=2,1=2,14=02,-35<x<35-3<t<3 degerleri igin sirasiyla {iig

boyutlu ve yogunluk grafikleri ile B, =1,y =050, =010, =2,4=2,4=0.2, -35<x<35,t =2
degerleri i¢in iki boyutlu grafigi

Durum 4:

A):iBZ’AIZO’AZZ_iBZ1B1:O;BZ:Bz;

J-4+447 — 42+ 3iA(-4+422 ~4Aa, +ay?) (4.2.15)
=— o =— :
# N ' 4B,
(4.2.15) denklemindeki degerler (4.2.8) denkleminde yerine yazilirsa,
-B
u, (x,y,t)= 2 : (4.2.16)

J-4+42% —8ha, + o

e

i+sinh (x+y—Aat)

kompleks hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri elde edilir.

17



(2+1) boyutlu WKB denkleminin SGAM ile elde edilen (4.2.16) denkleminin ¢6ziimii
icin kontur, yogunluk, {i¢ boyutlu ve iki boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.
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Sekil 4.6. (2+1) boyutlu WKB denkleminin SGAM ile elde edilen (4.2.16) ¢o6ziimiine ait
B,=Ly=2,a,=1L0;=1,4=0.2,-30<x<30,-6<t<6 degerleri i¢in sirastyla kontur, yogunluk

ve ti¢ boyutlu grafikleriile B, =1,y =2,a, =10, =1,4=0.2, -30<x<30,t=2 degerleri i¢in iki
boyutlu grafigi
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4.3. Ince-film Ferroelektrik Materyaller Denklemi ve Uygulamasi

Ince-film Ferroelektrik Materyaller (IFFEM) denklemi, ferroelektrik ince-film
malzemelerdeki elektriksel 6zellikleri tanimlamak amaciyla kullanilan bir kismi
tirevli diferansiyel denklemdir. Bu malzemelerin genis bir uygulama alani
bulunmaktadir ve hizli anahtarlama, enerji depolama gibi &zellikleri sayesinde

ozellikle elektronik cihazlarda kullanilmaktadir [25].
[FFEM denklemi

My
2
d

Utt—(92—2/3)“—94U3—96U5—KAU=0, (4.3.1)

ile verilen kismi diferansiyel denklemine

u(x,t)=U(¢),e=x—ct, (4.3.2)

dalga doniisiimii uygulanirsa

m,c® )
[ded —KJU ~(9,-28)U -gU°-gU° =0, (4.3.3)

adi diferansiyel denklemi elde edilir. (4.3.3) denkleminde U =N doniistimii

uygulanirsa
m, c? 1., 1,
( ded - Kj(—zv 2 +EW j_(gz _Zﬂ)vz - g4V3 - gev4 =0, (4'3'4)

denklemi elde edilir. (4.3.4) denkleminde dengeleme prensibi uygulanirsa
n+2=3n=n=1,

degeri elde edilir. n=1 ifadesi (4.3.4) denkleminde yerine yazilirsa

v(w)=B;sin(w)+A cos(w)+ A, (4.3.5)
V'(w) =B, cos(w)sin(w)— A sin*(w), (4.3.6)
v"(w) = B, cos” (w)sin(w)— B, sin®(w)—2A sin* (w)cos(w), (4.3.7)
elde edilir.

19



Elde edilen (4.3.5), (4.3.6) ve (4.3.7) denklemleri (4.3.4) adi diferansiyel

denkleminde dikkate alinirsa,

[def;—Kj —%(B1 cos(w)sin(w)— A sin’ (W))2 +%(Blsin(w)+ A cos(w)+A))
Q (B, cos” (w)sin(w) - B, sin® (w)— 2A sin® (w)cos(w))

—(9, —28)(B,sin(w)+ A cos(w)+ A0)2 —9,(B,sin(w)+ A cos(w)+ AO)3

~g, (B, sin(w)+ A cos(w)+ AO)4 =0, (4.3.8)
esitligi elde edilir.

(4.3.8) esitliginden elde edilen cebirsel denklem sistemi Mathematica 12 yardimiyla

coziilerek asagidaki farkli ¢6zlim durumlari elde edilmistir.

Durum 1:

a2 2
AO:_?:&,Ai20,81:_394,C:' 39,” —16Kg, d’ﬂ:&_%. (4.3.9)
80, 805 4./9,m, 2 1289,

(4.3.9) esitlikleri (4.3.8) denkleminde yerine yazilirsa,

e S pTa—
{1+sech[xI 39, —16Kg, Q, th4
3

4 9eM,

Ul(X,t)=2\/§ — .. , (4.3.10)

bright soliton ¢6ziimii elde edilir.

IFFEM denkleminin SGAM ile elde edilen (4.3.10) ¢dziimii i¢in kontur, yogunluk, ii¢
boyutlu ve iki boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.
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Sekil 4.7. Ince-film Ferroelektrik Materyaller denkleminin SGAM ile elde edilen (4.3.10)

¢oziimiine ait g, =1,9, =2, K =1,m; =3,Q, =1,-10< x<10,-3 <t < 3, degerleri i¢in

sirastyla kontur, yogunluk ve ii¢ boyutlu grafikleri ile g, =1,95 =2, K =1, m, =3,Q, =1,

t=2,-10<x <10 degerleri igin iki boyutlu grafigi

Durum 2:

39,7 +16K 2
p=-9 p_ 30 g oo V39 HIOKG: Q 5 G 30, g4y

89, 80, 4Jg,m, 2 329,

(4.3.11) esitlikleri (4.3.8) denkleminde yerine yazilirsa,
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39,7 +16K
g,| 1+tanh| x+ 39, +16Kg; Qs ¢

J3 4\/9sMy
uZ(X,t)=2\/§ - g ,
6

(4.3.12)

dark soliton ¢6ziimii elde edilir.

IFFEM denkleminin SGAM ile elde edilen (4.3.12) ¢dziimii i¢in kontur, yogunluk, ii¢
boyutlu ve iki boyutlu grafikleri asagidaki sekilde cizilmistir.

l2it) Uz(txst)
S
| 0.6 [——
S
04l
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Sekil 4.8. Ince-film Ferroelektrik Materyaller denkleminin SGAM ile elde edilen (4.3.12) ¢dziimiine

ait 9, =19, =2,K=1,my; =3,Q, =1,-20 < x < 20,-4 <t < 4, ile degerleri i¢in siras1yla kontur,

yogunluk ve ii¢ boyutlu grafikleriile g, =1,9, =2, K=1m, =3,Q, =1t=2,-10<x<10

degerleri i¢in iki boyutlu grafigi
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Durum 3:

%:_3& A&:& B _3igA C:_V3gj+4Kg6 d

2
B, p=92_ 3% (4313
89, = 8g, 8y, 2. /g, 2 329,

(4.3.13) esitlikleri (4.3.8) denkleminde yerine yazilirsa,

2 2
g,| —1+isech| x+ “394+4K96Q“t +tanh| x+ 39 + 4K G, It
_ \/5 249 2,/9sMm,
Uy (X, t) = 03 :
96

(4.3.14)

kompleks mixed dark-bright soliton ¢oziimii elde edilir.

IFFEM denkleminin SGAM ile elde edilen (4.3.14) ¢dziimii i¢in ii¢c boyutlu, yogunluk
ve iki boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.

23



Refu EAHA DA

Refus (. tLIm[us (x.t)

Reles ] mles .t

08
Imiug (%, )
e o8t
4 -
Rewgix/t)
A2
4../ \M X
10 <) & 10

Sekil 4.9. Ince-film Ferroelektrik Materyaller denkleminin SGAM ile elde edilen (4.3.14)

¢oziimiine ait 9,=1,0,=2,K=1m; =3,Q, =1,-25<x<25-5<t<5, degerleri icin

sirastyla  ii¢  boyutlu, yogunluk grafikleri ile ¢,=10,=2K=1m; =3,Q, =1t=2,

—10 < x <10 degerleri igin iki boyutlu grafigi
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5.SONUC

Bu tez ¢alismasinda SGAM kullanilarak CC denklemi, (2+1) boyutlu WKB denklemi
ve IFFEM denklemlerinin ¢oziimleri elde edilmistir. Calismanin temel amaci, lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin daha basit yontemlerle ¢oziimlerinin
bulunmasi ve bu ¢oziimlerin fiziksel sistemlerdeki anlamlarini incelemektir. SGAM,
dalga donilisiimii uygulanarak kismi tlirevli denklemlerin adi diferansiyel denkleme

doniistiiriilmesi ve bu denklemin cebirsel olarak ¢oziimlenmesi esasina dayanir.

CC denklemi, s1g su dalgalarinin dinamigini modelleyen énemli bir denklemdir. Bu
denklem, literatiirde soliton ¢oziimleri ile bilinen ve osinografi, akiskanlar mekanigi
gibi alanlarda yaygin olarak kullanilan bir modeldir. Calismada, CC denklemi
tizerinde SGAM uygulanarak farkli ¢oziimleri elde edilmis ve bu ¢oziimlerin ii¢
boyutlu, kontur, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri Mathematica yazilimi kullanilarak
cizilmistir.

WKB denklemi, yercekimi dalgalarin1 modelleyen ve su yiizeyi iizerindeki dalga
etkilesimlerini aciklayan bir denklemdir. Bu c¢alismada, SGAM uygulanarak
denklemin farkli ¢6ziim durumlari elde edilmis ve bu ¢oziimlerin ii¢ boyutlu, kontur,

yogunluk ve iki boyutlu grafikleri Mathematica yazilimi kullanilarak ¢izilmistir.

IFFEM denklemi, elektronik cihazlarda kullanilan ince-film malzemelerin elektriksel
davraniglarint modellemek amaciyla kullanilan bir denklemdir. Bu tez ¢alismasinda,
IFFEM denklemi iizerinde SGAM uygulanmus ve elde edilen ¢oziimler detayl olarak
incelenmistir. Elde edilen bu ¢oziimlerin ii¢ boyutlu, kontur, yogunluk ve iki boyutlu

grafikleri Mathematica yazilimi kullanilarak ¢izilmistir.

Bu ¢alisma kapsaminda elde edilen sonuglar, SGAM’1n lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinde etkili bir yontem oldugunu gdstermektedir. Elde edilen
kompleks mixed dark-bright soliton, kompleks hiperbolik fonksiyon, dark soliton
bright soliton ¢oziimleri sadece teorik anlamda degil, ayn1 zamanda uygulamali
bilimsel ¢alismalarda da kullanilabilir niteliktedir. Ozellikle elektronik, biyofizik ve
osinografi gibi alanlarda bu ¢oziimlerin yeni modellere ilham verecegi ve mevcut

modellere katki saglayacag: diistintilmektedir.
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Sonu¢ olarak, SGAM’m uygulanabilirligi ve etkinligi bu tezde bir kez daha
kanitlanmigtir. Bu metodun farkli disiplinlerdeki kullanimi genisletilerek, daha
kapsamli ¢oziimler elde edilebilir. Bu baglamda, SGAM’in farkli dallarda

yayginlagmas1 ve gelistirilmesi, bilimsel arastirmalarin ilerlemesine katki

saglayacaktir.
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