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ONSOZ

Bu calismada siirtiinmesiz temas analizi ile ilgili incelemelerde bulunulmustur.
Oncelikle elastisite teorisinin ii¢ boyutlu temel denklemleri ortaya konulmus
sonrasinda problem iki boyuta indirgenmistir. Sayisal bir yontem olan sonlu elemanlar
metodu ile problemin sayisal ¢oziim asamalarindan bahsedilmistir. Daha sonra temas
problemine 6zgii geometrik iligkiler incelenmis ve problemin sinir sartlari ifade
edilmistir. Stnir deger probleminin ¢dziimii i¢in diigiim noktasi-diigiim noktasi, diigiim
noktas1 - kenar ve kenar-kenar temas elemanlarinin formiilasyonu yapilmis ve drnek
problemler ¢oziilmiistiir.
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ELASTIK CISIMLERDE iKi BOYUTLU DOGRUSAL SURTUNMESIZ
TEMAS PROBLEMININ SONLU ELEMANLAR METODU ILE ANALIZI

OZET

Temas mekanigi, elastisite teorisinin birbirleriyle temas ile etkilesime giren cisimlerin
davranigini inceleyen dalidir. Bu sebeple kati cisimler ile ilgilenen her miihendislik
dalinda oldukca genis bir uygulama alani vardir. Insaat miihendisligi 6zelinde ise
yapi-zemin etkilesimi, yap1 birlesim hesaplari, deprem soniim sistemleri tasariminda
temas mekaniginin uygulama alanina 6rnek olarak verilebilir.

Temas problemleri dogas1 geregi sahip oldugu karmagik sinir sartlarindan dolayz,
analitik yontemler oldukca kisith imkanlar sunmaktadir. Bu sebeple problemlerin
coziimiinde sayisal yontemlere oldukca sik basvurulmaktadir.  Sonlu elemanlar
metodu, temas probleminin ¢6ziimii icin oldukca sik kullanilan metotlar arasindadir.
Giiniimiizde ANSYS ve ABAQUS gibi pek cok paket program biinyesinde temas
problemine ©zel elemanlar ve coziim algoritmalart sunmaktadir. ~ Miihendislik
tasarimlarinda, kullanilan eleman ve algoritmalarin arkasindaki fikirlerin bilinmesi,
program ¢iktilarin1 yorumlamak i¢in olduk¢a 6nemlidir.

Tezin akisinda ilk olarak sonlu elemanlar formiilasyonuna zemin hazirlamasi
bakimindan, iic boyutlu elastisitenin temellerinden bahsedilmistir. Statik durumda
en genel hareket denklemi olan diferansiyel denge denklemleri verilmistir. Dogrusal,
homojen bir cisim i¢in genellestirilmis Hooke Kanunu kullanilarak gerilme ile sekil
degistirme arasindaki iligkiler ortaya konmustur. Son olarak yer degistirmeler ve sekil
degistirmeler arasindaki bagintilar ifade edilmistir.

Bazi varsayimlar dogrultusunda ii¢ boyutlu elastisite problemi iki boyuta in-
dirgenebilmektedir. Tez kapsaminda diizlem gerilme ve diizlem sekil degistirme
probleminin varsayimlarina deginilmistir. Bu varsayimlar dogrultusunda ii¢iincii
boyuttaki sekil degistirmeler problemden diisiiriilmiistiir.  Genellestirilmis biinye
denklemleri ve diferansiyel denge denklemleri iki boyuta indirgenmistir.

Diferansiyel denge denklemlerinin virtiiel(keyfi) yer degistirmeler ile carpilip hacim
tizerinde integralinin alinmas: ile virtiiel yer degistirmenin cisim iizerinde yaptig1 is
ortaya konmustur. Diverjans teoremi kullanilarak gerilme sinir sartlar1 denkleme dahil
edilmistir. Son olarak iki boyutlu sonlu elemanlar analizinde kullanilmak iizere virtiiel
is ifadelerinin iki boyutlu hali elde edilmistir.

Sonlu elemanlar formiilasyonuna, eleman iizerindeki yer degistirme ifadesinin sekil
fonksiyonlar1 vasitasiyla diigiim noktas1 yer degistirmeleri cinsinden ifadesi ile
baglanmigstir. Sekil degistirme ifadelerinin elde edilmesinin ardindan biinye bagintilar
kullanilarak gerilmeler ifade edilmis ve elde edilen bagintilar virtiiel is ifadesine
entegre edilmistir. Virtiiel yer degistirmelerin keyfiligi kullanilarak sonlu eleman
denklem takimi elde edilmigtir. Son olarak eleman rijitlik matrisleri ve dis yiik
vektorlerinin integral formlar1 ortaya konmustur.
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Sonlu elemanlar metodunda iki ve ii¢ boyutlu elemanlar icin sik¢a kullanilan, sekil
fonksiyonlariin sistematik bicimde elde edilmesini saglayan, integral sinirlarini
basitlestiren ve Gauss-Legendre integrasyon metodunun kullanilmasini kolaylastiran
bir yontem olan izoparametrik formiilasyon tamtilmigtir.  Dortgen eleman igin
temel(master) eleman ifade edilmis ve sekil fonksiyonlari elde edilmistir. Global eksen
takimi ile temel eksen takiminin diferansiyel iligkilerine deginilmis ve dortgen eleman
icin rijitlik matrisi elde edilmistir.

Sonlu elemanlar metodunda sistem matrisinin olusturulmasi 2 eleman iizerinde tarif
edilmis ve bu asamanin s6zde(pseudo) kodu verilmistir. Ardindan sistem matrisinde
sinir sartlar1 ifadelerinden bahsedilmis ve deplasman yiiklemelerinin dis yiik vektoriine
katkisina deginilmistir.

Boliim ligte siirtiinmesiz temas analizinin temel kavramlarinin tanmitilmasi ile giris
yapilmistir. Birbirine temas eden iki cismin kinematik iligkileri ortaya konulmus,
aciklik fonksiyonuna deginilmistir. Ardindan siirtiinmesiz temas analizinin Signorini
sinir sartlar1 ortaya konulmus ve virtiiel is denklemlerine bu sinir kosullarinin
entegrasyonundan bahsedilmistir.

Sinir sartlart tanimlanmig problemin ¢oziimii icin Lagrange carpanlari yonteminden
bahsedilmigtir. Virtiiel is terimine dahil edilmis olan temas terimi Lagrange carpanlari
cinsinden ifade edilmis ve varyasyon ifadeleri elde edilmistir. Son olarak Lagrange
carpanlarinin sistem matrisine etkisi ve ¢oziim algoritmasi verilmistir.

Sinir sartlar1 ve virtiiel is ifadesinin elastisite denklemlerine katilmasinin ardindan
temas analizi ile ilgili eleman formiilasyonlarina deginilmistir. Bu calismanin
kapsamindaki temas elemanlart i¢in geometrik ifadeler ortaya konulmus, rijitlik
matrisleri elde edilmistir. Ornek bir elastisite problemi farkli temas elemanlari ile
coziilmiis ve sonuclart ANSYS ile kargilastirilmisgtir.

Son olarak formiilasyonu yapilan temas elemanlarinin sayisal uygulamalar
yapilmustir. Literatiirde analitik ¢coziimii mevcut olan silindirik bir cismin rijit diiz bir
cisme temasl, problemin sahip oldugu simetri 6zelliginden faydalanilarak ¢oziilmiistiir.
Analitik ve sayisal ¢oziim birbiriyle karsilastirilmistir. Ardindan celik yapilarda sikca
kullanilan birden fazla plakanin temas yiik aktardig:r pimli baglanti detay1 problemi
cOziilmiistiir. Sisteme deplasman yiikii uygulanmis ve bu yiik sonucu pim iizerinde
olusan gerilme dagilimi gosterilmistir. Pimin {izerinde egilme momentlerinin etkisinin
olduguna vurgu yapilmustir. Uciincii sayisal ornekte ise birbirine temas halinde
bulunan iist iiste istiflenmis iki basit kirisin egilme davranisi incelenmistir. Ardindan
kirigler arasinda baglangic durumda agiklik olmasi durumu ele alinmis ve analiz
sonuglart gosterilmistir.
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2-D FRICTIONLESS CONTACT ANALYSIS OF ELASTIC CONTINUA
WITH FINITE ELEMENT METHOD

SUMMARY

Contact mechanics, as a subdiscipline of elasticity theory, studies the behaviors of the
solid bodies which are interacted each other by contacting. So, contact mechanics
takes a wide place in engineering disciplines, which are interested to solid bodies. In
the field of the structural engineering, some of the contact mechanics applications are
structure-soil interactions, bridge supports,structural connection designs and eartquake
damping systems.

By the nature of the problems, contact mechanics has complex boundary conditions, so
analytic methods provide very small range of possibilities. Because of that, numerical
methods has been frequently used to solve the problems. The finite element method is
one of the featured contact mechanics solution methods. Nowadays, many programs
like ANSYS and ABAQUS contains special finite element and solution algorithms for
contact problems. While designing with these programs, it is valuable for engineers to
have the knowledge of the theory behind in the aspect of interpreting the results.

Pioneer analitic solution on contact mechanics was found by Hertz who also proved
existence of elecromagnatic wave.After that many famous researchers have glorious
work on this topic both analitic and numeric such as Galin, Oden, Wriggers, Bathe etc.
In variational aspect first work that explains general boundary conditions on contact
surface was done by Signorini. These boundary conditions had similar characteristics
between Krush-Kuhn-Tucker conditions which are necessary conditions of general
constrainted optimization problems. Fichera who was Signorini’s student proved
uniqueness of solution of frictionless contact problem by using virtual work principle
and this study also was accepted birth of variational inequalities that is one of the main
topic on applied mechanics and physics.

First topic in this study is fundementals of elasticity, since it creates a foundation
for finite element formulation. Differential equilibrium equations which are the most
general motion equation in the static situations have been given. Basic relations which
is between stains and displacement is introduced. After that, the relations between
stress and strain have been revealed by using the generalized Hooke’s Loaw in 3D
for a lineer homogeneus body. Finally, the formulas have been established between
surface tractions which are stress type boundary condition and stress tensor.

In the accordiance of some assumptions, 3-dimensional elasticity problem can reduced
to 2-dimension. With the scope of thesis, the assumptions of the plane stress and
plane stress problem have been mentioned. By these assumptions, strains in the
third dimension has been eliminated from the problem and stresses or strains in plane
become main unknown of plane problems and other unknowns get zero or constant
values. Then, the generalized constitutive equations and the differential equilibrium
equations have been reduced to 2-dimension.
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With explaining differential equation and boundary condition, than virtual work
principle is introduced. By multiplying the differential equilibrium equations by the
virtual displacements which are assumed as boundary conditions already stisfied and
taking the integral on the volume, the work expression of the virtual displacements
on the body has been acquired. Stress boundary conditions have been included in the
virtual work equation with the assist of divergence theorem. Last form of virtual work
equation represent that the work is done by internal forces must be equal to the work
is done by extarnal forces. Finally, a two-dimensional representation of virtual work
expressions has been obtained for two-dimensional finite element analysis.

The finite element formulation is started with the expression of the displacement on
the element in terms of nodal displacements through the shape functions which are
interpolation functions over domain of element. Because of nodal displacements are
indepented of spatial coordinates, derivative of displacement is only related with shape
functions. Stresses over element have been obtained by use of constitutive equations
and the equations entegrated to the virtual work expression. The finite element
equation system has been gained by using arbitrariness of the virtual displacements.
Finally, element stiffness matrices and equivalent load vector have been generated in
integral form.

Isoparametric formulation has been introduced, which is frequently used for two and
three-dimensional elements in the finite element method, which enables obtaining of
the shape functions systematic way, which simplifies the integral bounds and the use
of Gauss-Legendre integration method. Master element for the rectangular element
has been represented and the shape functions of it has been acquired. Domain of
the master element of rectangular element is square area bounded by —1 and 1 both
dimentions. Diffential relationships between global axis and master axis have been
by Jacobien transformation. With explanation differential area in terms of master
coordinates, stiffness matrix for the rectangular element has been generated in natural
gauss numeric integration boundary.

System matrix in finite element method is union of all element’s stiffness matrix. The
assemblage process of system matrix is addition of the stiffness terms of degree of
freedom in elements which are connected to same node. This process is described on 2
elements and the pseudo code of this phase is given. Displacement terms in all system
can be explained as unknown nodal displacements and known nodal displacements
which are boundary conditions. In similar approach external load vector can be sperate
two parts whics are known boundary forces and unknown support reactions. Giving
primacy unknown degree of freedom in numbering process enable separete system
matrix into two part which first part of system mathch unknown displacement against
known boundary forces and second part of system accord solved displacement and
known displacement to support reaction.

By starting to Chapter 3, the basic concepts of the frictionless contact analysis is
introduced. Kinematic relationships of two bodies, which are contacting each other,
have been revealed and gap function has been mentioned. Gap function explained as
distance between arbitrary point in slave surface and its perpendecular projection on
master surface using by minimization of the distance phenomena. Then, boundary
conditions of frictionless contact analysis have been defined and insertion of this
boundary conditions to virtual work equations have been mentioned in integral form
of multiplication of contact pressure and gap function.
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In numerical contact mechanics there are lots of contact enforcement method such
as Lagrange Multipliers method, penalty method, augmented Lagrange Multipliers
method, direct constraint elimination method etc. Because of Lagrange Multipliers
method can be called as semi-analytical way in numeric method, it is choosen for
to treatment of contact constraints. For the solution of boundary condition defined
problem, Lagrange multiplier method has been introduced. Contact term, which
is inserted to the virtual work equation, has been expressed in terms of Lagrange
multipliers and variation expressions have been acquired. Finally, the effect of the
Lagrange multipliers on the system matrices has been shown and solution algorithm in
pseudo code has been given.

After the inclusion of the boundary conditions and the virtual work expression
into elasticity equations, element formulations about the contact analysis have been
mentioned. Geometrical expressions, which are in the scope of this study, has been
presented and stiffness matrices have been produced. An elasticity problem, as an
example, has been solved by use of different contact elements and results have been
compared to ANSYS. Results of the all contact element type are coincidence with
Ansys results.

Finally, the numerical applications of the formulated contact elements are made.
The contact problem of a sylindrical object to a flat object which has analitical
solution has been solved with the aid of symmetry that the problem has. Error
between numeric solution and analitical solution is obtained as 4%. Then, a pinned
connection detail, which has a wide application in the steel structures, has been solved.
The problem contains multibody contact and external loads are imposed system as
displacement. Not only normal stress which is direction on load and shear stress but
also bending stress are observed on the pin. In the third numerical application, the
bending behaviour of two stacked simple beams, which are contacting each other at
the begening, has been investigated. Vertical displacements are acquired as nearly half
of analitical displacement of one beam resisting the same force. Then, the situation of
initial gap between the beams has been handled and results has been shown.
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1. GIRIS

1.1 Tezin Amaci

Temas mekanigi, iki ya da daha cok cismin temas ile etkilesime girdigi problemleri
inceler. Sinir sartlarinin karmagsik olmasindan dolay: analitik yollarla ¢oziilebilen
problem sayist sinirhidir. Bu sebeple temas problemlerinin ¢dziimiinde ¢ogu zaman
sayisal yontemler tercih edilir. Giiniimiizde en sik kullanilan sayisal yontemlerinden
Sonlu Elemanlar Metodu, temas problemi ¢oziimleri i¢in de olduk¢a sik bagvurulan bir

yoldur.

Bilgisayar destekli modelleme(CAD) ve hesaplama(CAE) yoOntemlerinin geligimi,
paket programlarin sagladigi olanaklar sayesinde, temas problemlerinin sayisal
coziimleri daha ulasilabilinir hale gelmistir  Bu sebeple modern miihendislik
uygulamalarinda temas analizinin kullanim1 her gecen giin artmaktadir. Zemin-yap1
etkilesimi, celik baglanti detay hesaplar1 ve siirtiinme prensibine dayali soniim
sistemlerin tasarimi temas mekaniginin yapt ve deprem miihendisligi alanindaki

uygulamalarina ornek olarak gosterilebilir.

Yapilan ¢alismada 6ncelikli olarak Sonlu Elamanlar Analizi’nin temelleri ve elastisite
problemlerinin bu yontem ile ¢Oziimiiniin agiklanmasi amaglanmistir.  Temas
analizi ile ilgili kavramlarin tanitilmasi ve sinir gartlarinin tarif edilmesi, virtiiel
is denklemlere entegrasyonu ve c¢oziim algoritmalart hakkinda bilgi verilmesi
hedeflenmistir. Literatiirde gelistirilen temas elemanlari hakkinda bilgi vermek ve
sonlu eleman ag yapilarina uygun eleman secimlerine 151k tutmak bu calismanin temel

amaclar1 arasindadir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Elastisite teorisinde temas analizinin ilk olarak Hertz’in iki elastik eliptik cismin
temas problemini formiile etmesi ve cisimlerin tizerindeki gerilme dagilimini ortaya

koymasiyla bagladig1 kabul edilir [1]. Sovyet arastirmaci Galin, bagka bir Sovyet
1



aragtirmacit olan Muskhelishvili’nin elastisite problemine dahil ettigi kompleks
potansiyel yontemini temas problemine adepte etmis, iki ve ii¢ boyutlu pek ¢ok elastik
temas problemin ¢Oziimiinii ortaya koymustur [2, 3]. Gladwell ve Johnson yapilan
analitik calismalar1 6zetlemesi ve plastisite teorisini temas problemine dahil etmeleri
acisindan onemli kaynaklardir [4-6]. Popov-HeB ise ii¢c boyutlu temas problemlerini
bir veya iki boyuta indirgeyerek yar1 analitik olarak tabir edilebilecek yontemler ile

pratik ¢oziimler sunmaktadir [7].

Ote yandan Signorini birbirine temas eden cisimler igin esitsizlik sinir kogullarini ifade
eden ilk arastirmacidir [8]. Signorini’nin 6grencisi olan Fichera ise siirtiinmesiz temas
problemini ilk defa varyasyonel bir esitsizlik olarak ortaya koymus ve ¢oziimiiniin
tekilligini ispatlamigtir [9]. Duvaunt ve Lion ise siirtiinmeli temas problemi, dinamik
temas problemi ve viskoelastik temas problemi gibi pek ¢ok Onemli problemleri
varyasyonel formda ifade etmislerdir [10]. Oden and Kikuchi varyasyonel caligsmalari
Ozetlemis ve temas mekani8ini ile ilgili sonlu elemanlar analizinin matematiksel

temellerini agiklamiglardir [11].

Yapisal problemlerde sonlu elemanlar analizi fikrini ilk ortaya koyan caligsmalar olarak
Turner ve Argyris gosterilmektedir [12, 13]. Temas probleminin sonlu elemanlar
analizlerine dahil olmasi ise Wilson ve Parsons, Chan ve Tuba veya Francavilla ve
Zienkiewicz gibi arastirmacilarin yayimlart ile baglar [14—17]. Takip eden yillarda
bir ¢cok arastirmaci temas mekanigi problemlerinin sonlu elemanlar yontemi ile
¢cOziimiinii inceleyen kitaplar yayimlamiglardir [18-21]. Bu kitaplarda statik ve
dinamik problemler ele alinmis, cesitli malzeme modelleri i¢in ¢oziim yontemleri

ortaya konmustur.

Son zamanda temas mekanigi iizerine yapilan caligmalar Matematiksel zemini
Wohlmuth tarafindan ortaya konulan Mortar metodu iizerinde yogunlagsmistir [22].
Yontem ile ilgili siirtiinmeli ve siirtiinmesiz temas problemleri 6zelinde pek ¢ok
arastirma ortaya konulmustur. Bir bagka giincel arastirma konusu ise piiriizlii yiizeye
sahip cisimlerin temas analizleridir. Mikro 6l¢ekte temas yiizeyinde farkli davraniglar
sergileyen malzeme modelleri i¢in sonlu elemanlar algoritmalar1 gelistirilmeye devam

etmektedir [23].



1.3 Yontem

Bu calisma kapsaminda oncelikli olarak sonlu elemanlar metodunun teorik zemini
hazirlayan elastisite teorisi ve virtiiel is prensibi Ozetlenmistir. Ardindan diizlem
elastisite problemin sonlu elemanlar ifadeleri ortaya koyulmus ve izoparametrik
eleman teknigine deginilmistir. Ornek bir elastisite problemi iizerinde sonlu elemanlar

metodu akis semasi tizerinde durulmustur.

Tez kapsaminda temas analizi iki boyutlu cisimler iizerinde incelenmigstir. Bunun

baglica sebepleri

e Sade geometrik ifadeler
e Sonlu elemanlar aginin kolay elde edilebilir olmasi

e Temas mekaniginin felsefesini iyi yansitmasi

seklinde siralanabilir. Iki boyutlu cisimlerin temas kinematigine deginilmis
ve problemin sinir sartlarindan bahsedilmistir.  Ardindan Lagrange carpanlari
yontemi tanitilmis ve temas yiizeyindeki virtiiel is ifadesi Lagrange carpanlari
cinsinden ifade edilmistir. Sonlu elemanlar analizinde kullanilmak iizere diigiim
noktasi-diigiim noktasi, diiglim noktasi-kenar ve kenar kenar eleman formiilasyonlari
yapilmig ve Ornek problem iizerinden elemanlar ANSYS ile karsilastirilmistir. Son
olarak gelistirilen elemanlar karmasik problemler tizerinde uygulanmis ve sonuclari

tartisilmistir.






2. TEMEL ELASTISITE VE SONLU ELEMANLAR YONTEMI

2.1 Elastisite Teorisinin Temel Denklemleri

Elastisite teorisi uzun yillardir arastirilan ve uygulama alam olduk¢a genis bir
daldir. Literatiirde pek ¢cok onemli aragtirmaci tarafindan hazirlanmis oldukca degerli
kaynaklar mevcuttur [24-28]. Tez kapsaminda sayisal uygulamaya teorik zemini

olusturmasindan dolay: elastisite teorisinden kisaca bahsedilmistir.

2.1.1 Uc Boyutlu Elastisite Denklemleri

Diferansiyel bir cisim iizerinde kartezyen eksen takimi baz vektorleri dogrultusunda
yazilan denge denklemleri

do, JdTy  JTyu

dx  dy d dz by =0
0Ty d0, JdTy -
dx y dy  0dz +oy=0

0Ty, n I Ty, N do,

5 oy o +b.=0 2.1)

olarak verilmektedir. Indis notasyonu ile diferansiyel denge denklemleri ise
Gji,j+bi =0 (22)

seklinde ifade edilir. Simetrik davranig gosteren gerilme terimlerinin tansorel ifadesi

Ox Tyx T
o= |Ty Oy Ty (2.3)
Tz Tyz O
olarak gosterilmistir. Tipki gerilme tansorii gibi sekil degistirme tansorii simetrik
sekilde
&  0.5%x 0.5%

€= 105% & 0.5y 2.4)
0.5%; 0.5%; &

tanimlanmaktadir.Lineer elastik bir cisimde yer ve sekil degistirme bagintilar1 denklem

2.5 ve 2.6 gosterilmistir.

du adv ow
Exza 8y:a—y gzza—z (2.5)
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Sekil 2.1 : Diizlem sekil degistirme problemi
Lo Y L ) L (v ow
to =3 dy Jx he=3 dz dx he =3 dz dy

Genellestirilmis Hooke Kanununa gore izotropik cisimler i¢in sekil degistirmeler ve

(2.6)

gerilmeler arasindaki iligki vektorel formda

o=Ce 2.7)
seklinde ifade edilir. 2.7 de
6’ ={o. 0, 0 Ty T Ty} (2.8)
el = {Sx & & Yy Yz sz} (2.9)
[(1—V) v v ]
1% (1—v) v 0
B E v 1% (I-v)
(T4 v)(1-2v) (1-2v)
] (1—-2v)
i (1—-2v)]
(2.10)
olarak tanimlanir. Cismin sinirindaki gerilmelerin, gerilme tansorii ile iligkisi
qi = Ojjn; (2.11)

seklinde verilmektedir.

2.1.2 Iki Boyutlu Elastisite

2.1.2.1 Diizlem Sekil Degistirme

Bir boyutu diger iki boyutuna gore cok uzun olan bir cisimde yer degistirmelerin uzun
boyuttan bagimsiz oldugu kabul edilebilir (bkz Sekil 2.1). Bu tarz problemlere diizlem

sekil degistirme problemi denir.



Yer degistirime ifadelerinin {i¢iincii boyuttan bagimsiz olmasi varsayimindan hareketle

diizlem gerilme problemi icin yer degistirmeler
u=u(x,y), v=v(x,y), w=0 (2.12)

olarak tanimlanir. 2.12 deki ifadeler 2.5 ve 2.6 da yerine yazilirsa

u v 1 (au 8\/)

8)6257 Sy:a_y, yxy:2

(2.13)

olarak elde edilir. Uzun dogrultudaki sekil degistirme ifadeleri 2.12 deki varsayimlar

dogrultusunda
& =Yz =Yr=Tuz=T; =0 (2.14)

seklinde elde edilir. 2.7 ifadesi 2.13 ve 2.14 kullanilarak

Oy E (1—v) Y 0 &
Oy p = v (1—v) 0 g (2.15)

seklinde elde edilir. Uzun boyut dogrultusundaki gerilme ise

B Ev
%= O v)i—2v)

seklinde sabit olarak elde edilir. 2.2 ifadesi 2.14 kullanilarak

(&c+g) (2.16)

do,  dTy B

Ox Jy +F. =0

9T , 9% p g 2.17)
ox dy '

bulunur.

2.1.2.2 Diizlem Gerilme

Bir boyutu diger iki boyutuna gore oldukca kisa kalan cisimler i¢in gerilme ifadelerinin
diger boyuttan bagimsiz oldugu kabul edilmektedir (bkz Sekil 2.2). Bu tarz problemler

diizlem gerilme problemi olarak nitelenmektedir.
Gerilmelerin ii¢lincii boyuttan bagimsiz olmasi varsayimindan hareketle 2.8 ifadesi
Ox = 0x(1,y), Oy =0y(X,y), Ty =Try(X,¥), O =Tz =Ty; =0 (2.18)

sekline biiriinmektedir. Diizlem dis1 gerilmelerin sifira esit olmasindan dolay1 diizlem

dist sekil degistirmeler

Jdv  odw Ju Jdw
'}’xz:(a_z'i'a_y)za 'sz:<8—z+$):0 (2.19)

7



ix @1

Sekil 2.2 : Diizlem gerilme problemi

olarak elde edilir. Diizlem dis1 donme sekil degistirmelerinin {iig¢iincii boyuttan

bagimsiz olmasi varsayimiyla 2.5 ve 2.6 ifadesi

du dv ow 1 /du dv
& ==, & =5, &= —— ==|5+= 2.20
ToooxT T o9y ¢t 9z’ 2<8y+8x) (2:20)
sekline biirtinmektedir. 2.7 ifadesi tersten yazilarak, 2.19 ve 2.20 kullanilarak
8)( 1 1 —V O Gx
& =% | 1 0 Oy (2.21)
Yay 0 0 1+v| |7y

sekline biirtinmektedir. Diizlem gerilme problemi i¢in diferansiyel denge denklemleri
ise 2.17 de verilen ifade ile ayni olmaktadir. Bu tez kapsaminda incelenen biitiin

problemler diizlem gerilme problemi olarak secilmistir.

2.1.3 Virtiiel Is Denklemi

Dengede olan bir cisim keyfi (virtiiel) bir yer degistirme durumuna maruz kalsin. Bu

yer degistirmenin cisim iizerinde yapacagi toplam is 2.2 kullanilarak

/// (86’7 + bi) Su;dV =0 (2.22)
3x,~
Q

seklinde elde edilir. 2.22 ifadesindeki ilk terimi diverjans teoremi vasitasiyla

d0;j Iou; .,
/// aXZJSu,dV #G,]nj&tdS /// o (2.23)
Q

olarak elde edilir. 2.23 da ikinci ifadedeki gerilme terimi 2.11 ifadesi ile degistirilirse

dajj 85u,
/// ox; SuidV = /// ij a #%5’/‘1615 (2.24)
Q r

ifadesi elde edilir. Yer degistirmelerin tiirev ifadeleri 2.5 ve 2.6 kullanilarak

8514,‘
ox

= 58,']' (2.25)

8



virtiiel sekil degistirmeler olarak yazilir ve 2.25 ve 2.24 ifadeleri 2.22’de yerine

konularak

///G,-jsijdv = #qiSMidS+ ///bi5ul‘dv (2.26)
Q

Q r
virtiiel is denklemi elde edilmektedir. 2.26 denkleminin sol tarafi i¢, sag tarafi ise dis

tesirlerin elastik cisim iizerinde yaptigi isleri temsil eder.

Tansorel formdaki 2.26 denklemi vektorel formda ise

// sé! . 6dv = #SuT -qu+// Su’ -bav (2.27)
Q r Q

Bu tez kapsamindaki problemlerde hacimsel kuvvetin etkisi terk edilmistir.

Diizlem problemde ise kalinligin sabit kaldig1 varsayimi ile 2.27 ifadesi

t // 5é’ . GdS = 35 Su” - qdl (2.28)
Q r

olarak elde edilir. 2.28 de ¢ kalinlik, g ise ¢izgisel yayil yiiktiir.

2.2 Sonlu Elemanlar Formiilasyonu

Sonlu Elemanlar Metodu (SEM) diferansiyel denklemlerinin sayisal ¢oziimii i¢in
ortaya konulan, miihendislik problem ¢oziimlerinde olduk¢a sik kullanilan sayisal
yontemlerden biridir.  Sonlu eleman formiilasyonunda kullanilmak {izere yer
degistirmelerin diigiim noktas1 yer degistirmeleri ve sekil fonksiyonlar1 seklinde

ifadesi

u(x,y) = 0i(x,y)ui = ¢"u (2.29)
v(x,y) = gi(x,y)vi=9"v (2.30)

seklindedir. 2.29 ve 2.30 denklemleri 2.5 ile 2.6 de yerine konulursa sekil degistirme

ifadesi diigiim noktasi deplasman degerlerine bagl olarak

du J¢; . ¢’ Ju
& = dx 8xu’_{W 0} {V} (23D
. v o 34), o 8¢T . u
& a_y dy i {@ dy } {V} (2:32)

9



_du dv_d¢ d¢  [deT d¢T u
%Cy—ay+ax— ayu,+ 8xvl_{a_y I v (2.33)

ve bu ifade matris formunda toparlanirsa

€ =Bu (2.34)
-7 -
9,
ox
¢’
99" 99"
| dy  dx |

olarak elde edilir. B matrisi yer degistirmelerden bagimsiz olarak sadece sekil

fonksiyonlarini icermesinden dolay1 2.34 ifadesinin varyasyonu

0€ =Bdu (2.36)

olarak yazilir. Gerilme ifadelerinin 2.15 denklemi kullanilarak yer degistirme ifadeleri
cinsinden

o = CBu (2.37)

olarak elde edilir. Denklemler 2.36 ve 2.37 da verilen sekil degistirme ile gerilme

ifadeleri 2.28 de yerine konulursa

Su’Ku = dulq (2.38)
olarak elde edilir. Burada
K=t // B’ CBdA (2.39)
Q
rijitlik matrisi,
q= §l§¢qdl (2.40)
r

esdeger dis yiik vektorii olarak tanimlanmaktadir.

10



2.2.1 Izoparametrik Eleman Formiilasyonu

2.39 de verilen ifadede sekil fonksiyonlarinin carpiminin integralinin alinmasi
gerekmektedir. Bu integrali cismin koordinatlarini kullanarak almak miimkiindiir. Bu
durum Gauss integrasyon noktalarinin yerlerinin ve integral sinirlarinin elemandan
elemana farklilik gostermesi anlamina gelmektedir. Integral isleminin daha sistematik
yapilabilmesi adina her eleman i¢in bir koordinat doniisiimii yapilir. Ayrica her eleman

icin farklr sekil fonksiyonu yazilmasi durumu da ortadan kalkmaktadir.

2

n
A N
n
L g Qg L3
ni < -1 O 1 )g
o o
> T 1 —1 2
Y

Sekil 2.3 : Temel eleman doniisiimii

Dogrusal dikdortgen eleman icin temel eleman iizerinde tarif edilen yer degistirme

ifadesi

uln)={1 &€ n én}-{c a C3}T —-1<¢én<i1 (2.41)

olarak verilir.Burada ¢; vektorii bilinmeyen polinom katsayilaridir. Temel elemanin
koselerinde yer degistirme fonksiyonunun dii§iim noktast deplasman degerlerine esit

olmasi gerekliligi 2.42 te gOsterilmistir.
u(—1,—1)=uy, u(l,—1)=up, u(l,1)=uz, u(—1,1)=uy (2.42)
Temel eksendeki yer degistirme ifadeleri 2.41 de yerine konulup matris formda

Ac=u (2.43)

11



seklinde yazilabilmektedir. Burada temel elemanin kose koordinatlarindan olusan

katsayilar matrisi

I -1 -1 1
I 1 -1 -1
A= L1 11 (2.44)
I -1 1 -1
olmaktadir. 2.43 de ifade edilen denklem takiminin ¢6ziimii ile katsayilar
c=A""u (2.45)

olarak bulunur. Denklem 2.45 dan elde edilen katsayilar 2.41 de yerine konulursa

eleman tizerindeki yer degistirme diiglim noktas: yer de8istirme degerleri cinsinden

w(&,m) ={LEn,EntA lu=9¢"u (2.46)

olarak bulununur. Burada ¢ vektorii

e| o JSatecin
_ —(1+&)(~1+n
$=AT N 0 (T3] G+d+m) 247

&n (=1+6)(1+n)

olup dortgen elemanin sekil fonksiyonlar: olarak adlandirilmaktadir. ¢; fonksiyonun

ic boyutlu grafigi Sekil 2.4 de goziikmektedir. Sonraki hesaplarda kullanilmak iizere

""""---._D'S
T

Sekil 2.4 : Dikdorten temel elemanin @; sekil fonksiyonu

sekil fonksiyonu vektoriiniin gradyan matrisi 2.48 de tanimlanmigtir.

n-1 ¢&-1
_[9¢ 9¢] | 1-n -&-1
-n—-1 1-¢&

Koordinat diizleminde elemanin herhangi bir noktasina yonelen konum vektoriiniin

temel koordinatlar cinsinden ifadesi

X(&,n
e = {3

12
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seklindedir. 2.46 deki yer degistirme ifadesine benzer sekilde eleman koordinatlari

sekil fonksiyonu ve diigiim noktas1 koordinatlarina bagl olarak
X(&.m)=9¢"X (2.50)

Y(E,n)=0¢"Y (2.51)

olarak gosterilmektedir. 2.50 ve 2.51 denklemleri 2.49 de yerine konulursa konum

vektori temel koordinatlar cinsinden

r(x,y) = ¢"Xo (2.52)
elde edilir. 2.52 de
X1 X2 X3 X4
X, = 2.53
0 Ll y2 Y3 y‘J (253)
olarak ifade edilen matris, elemanin koordinat matrisidir. Konum vektoriiniin tam
diferansiyeli
0X 0X
—d —d
_fax\ _ J g%t gy
dr = = (2.54)
dYy Y d & . Y d
g "o "
olarak yazilir. Bu ifade toparlanip matris formda yazilirsa
dx OJx
_[9& on| [dE1 _
dr = Q Jy {dTI =Jdé& (2.55)
dE an

sekline biiriiniir. 2.55 de global koordinatlarin temel koordinatlara gore tiirevini igeren

matris Jacobien olarak isimlendirilir ve 2.52 yardimiyla
J=V¢TX, (2.56)

seklinde hesaplanir.

2.47 ve 2.55 ifadeleri kullanilarak sekil fonksiyonlarinin global koordinatlara gore

tiirevi

9¢i _ 7ol d9;
ox j It & Jj

olarak sekillenmektedir. 2.46 ve 2.57 kullamilarak yer degistirmelerin global

(2.57)

koordinatlara gore tiirevleri
du 8¢, 8(])1
e (85 Jl 2) (2.58)
13



du_ <a¢lJ a¢lJ22>ul .59

dy &
dv 8(})1 8(]),
= 2.60
I ( sediit g, (2.60)
dv ao; 8(;),
— 2.61
3y ( TR Jo1 J2 2 (2.61)
olarak hesaplanabilir. Hesaplanan yer deg1§t1rme tirevleri 2.35 de yerine konulursa
-%?J ! a‘?J O;(?J ! a?J 0 0 0
B= 0 0 0 88?.]214‘?;}21122 88?']114‘?;?
8¢1J +9¢1J 3¢4J +9¢4J a(1’1‘] a¢1J %J a9y
aé 21 ag 22 : aé 11 aé 22 ag 11 a(g' 12 35 11 aé
(2.62)
olarak elde edilir. Integral hesaplarinda kullanilmak iizere diferansiyel alan terimi
dA = ||dX x dY|| (2.63)
olarak hesaplanir. 2.55 denklem 2.63 da yerine konulursa
dA = |J|dEdn (2.64)
olarak bulunmaktadir. Denklemler 2.62 ve 2.64 2.39 ve 2.40 de yerine konulursa,
dortgen eleman icin rijitlik matrisi ve kuvvet vektorii
1,1
K= z/ / BT CB|J|dEdn (2.65)
-1J-1
l 1
== 515 od& (2.66)
2)

olarak ifade edilebilir. 2.65 verilen integral ifadesi Gauss-Legendre yontemi ile sayisal
olarak hesaplanabilmektedir. Lineer eleman icin iki noktal1 Gauss-Legendre yontemi
secilmesi sayisal integrallerin kesin sonuglarina denk olmasini saglar.

2.2.2 Sistem Matrisinin Olusturulmasi

Virtiiel is teoremi kullanilarak eleman bazinda elde edilen denklem takiminin
birlestirilmesi ile sistem denklem takimi elde edilir. Aym dii§iim noktasina bagh
elemanlarin rijitlik katkisinin birlestirilmesi ile sistem denklem takimi elde edilir. Sekil
2.5 gosterilen sistemin rijitlik matrisi olusturulmak istensin. Birinci elemanin denklem
takimi

B! 1 1 17 ¢ (1)
1
K2171 K2172 K21,3 ce K2178 u2 q%
K3, K3, Ks3 Ky g uz > = < 43 (2.67)
Ul gl gl ' 1
| Kg1 Kgo Kgsz ... Kgg| \V4) Ly

14

J22
J12




"5 u ne
I - 2 > UG
U3 A (& ) V4
n3 s N4
¢— > U4
CaY | € 1 V2
n Uu n9
® : > - 19

Sekil 2.5 : Tipik sonlu elemanlar ag:

olarak elde edilir. Benzer sekilde ikinci eleman i¢in denklem takimi

re2 2 2 27 (¢ ) ( )
Klzal Kéjz K1273 PP Kéjg u3 q%
2
K2271 K2272 K2273 e K22,8 l,{4 q%
K3, K3, K33 ... Kig|dUsi =145, (2.68)
O R S ' 2
|Kg, Ks, Kgs ... Kgg| \Vs) (48 )

biciminde elde edilir. 2.67 ve 2.68 denklem takimlar1 bir araya getirilirse

'KILI K]}z Kliﬁ o 0 () &)

K2171 K2172 1K273 ) . e (; us IQé 5

K3y K5, K33+Ki, ... Kiglqusy =<{aq3+q] (2.69)
. . . T N . 22

0 0 K3, o Kgg] \vs) | g3

seklinde ifade edilir. 2.69’da goziiktiigii iizere elemanlarin ortak serbestliklerine ait
rijitlik ifadeleri sistem rijitlik matrisinde toplanarak ifade edilmistir. Sistem rijitlik
matrisinin olusturulmasini daha sistematik ifade etmek gerekirse, sistemdeki biitiin
numaralandirilmis tiim serbestlikler

Uij = uy' (2.70)

olacak sekilde bag matrisi tammmlanmaktadir. 2.70 de uy serbestlik numarasini temsil
etmektedir. Bahsi gecen bag matrisi kullanilarak sistem matrisinin olusturulma semasi
Algoritma 1 de verilmistir.

2.2.3 Smr Sartlarimin Sisteme Dahil Edilmesi

Deplasman tabanli sonlu eleman formiilasyonunda sinirda degeri belli olan ve
bilinmeyen deplasmanlar denklemin sol tarafinda, sag tarafinda ise bilinmeyen
serbestliklere etkiyen dis yiikler ve bilinen serbestlikler {izerinde olusan mesnet
tepkileri yer almaktadir. Serbestliklere numara verilirken bilinmeyen serbestliklere
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Algorithm 1 Sistem matrisinin olusturulmasi

elms < biitiin elemanlar
ndof < toplam serbestlik sayisi
K < zeros(ndof,ndof)
procedure SETK**(elms)
for i,e in elms do
endof < eleman serbestlik sayisi
K « eleman rijitlik matrisi
while j < endof do
while k < endof do
K**[U[i, j], U[i, k] + = K[}, 4]
end while
end while
13: end for
14: end procedure

R A T i e

_ = =
N2 e

oncelik verildigi taktirde sonlu eleman denklem takimi

o wo) fon) = {a)

Ko
sekline biiriinmektedir. 2.71 de u;y yer degistirme degeri bilinmeyen serbestlikler, uy
yer degistirme degeri bilinen serbestlikler, q; dis yiik vektorii, q; ise mesnet tepkileri
olarak ifade edilmektedir. up ve qy vektorlerinin biliniyor olmasindan faydalanilarak
bilinmeyen deplasman degerleri

(2.71)

u =Ki1 (g1 — Kppup) (2.72)

olarak elde edilir. 2.72 de elde edilen deplasmanlar kullanilarak mesnet tepkileri

q2 = Kyjug +Kpup (2.73)

olarak hesaplanabilmektedir.

2.2.4 Ornek Problem

Tek yiizii ankastre mesnetli, karsit yiizii ise ¢izgisel yayili yiik ile yiiklii olan plagin
geometrik ozellikleri Sekil 2.6 de verilmistir. Plaka kalinhigr ¢+ = 0.8mm, plaka
malzeme Ozellikleri ise £ = 200GPa ve v = 0.3 seklindedir. Problem Sekil 2.7°de
verilen 3 eleman ve 8 adet diigiim noktasindan olusan sonlu eleman ag: ile temsil
edilmektedir. Birinci ve li¢iincii elemana ait rijitlik matrisi

[ 69841.3 —23687.4 —34920.6 —11233.2 28571.4 —2197.8 —28571.4
—23687.4 69841.3 —11233.2 —34920.6 2197.8 —28571.4 —2197.8
—34920.6 —11233.2 69841.3 —23687.4 —28571.4 2197.8  28571.4

KiK. | 112332 —349206 -23687.4 69841.3 21978 285714 21978
P=™3 1 285714 2197.8  —28571.4 —2197.8 101587.3 30280.8 —50793.7
—2197.8 —28571.4 2197.8  28571.4  30280.8 101587.3 —81074.5
—28571.4 —2197.8 28571.4  2197.8 —50793.7 —81074.5 101587.3

| 2197.8 285714 —2197.8 —28571.4 —81074.5 —50793.7 30280.8

(2.74)
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Sekil)a.6 : Ornek diizlem gerilme problemi
n
T, » > 50kN
g
= €3
= 8 >125kN
: €2
2
n n
= % >125kN
: €1
2
A= o > S0kN
4 ‘ 75mm

Sekil 2.7 : Ornek diizlem gerilme problemine ait sonlu elemanlar ag1

olarak elde edilmistir. Ikinci elemanin rijitlik matrisi ise

[ 791209 —48351.6 —39560.4 8791.2 285714  —-2197.8 —28571.4  2197.8
—48351.6  79120.9 8791.2  —-39560.4 2197.8 285714 —-2197.8 285714
—39560.4 8791.2 791209 —48351.6 —28571.4  2197.8 285714  —2197.8
8791.2  —-39560.4 —48351.6 791209 —-2197.8 28571.4 2197.8 285714
28571.4 2197.8  —28571.4 —-2197.8  79120.9 8791.2  —39560.4 —48351.6
—2197.8 —28571.4  2197.8 28571.4 8791.2 791209 —48351.6 —39560.4
—28571.4 —-2197.8 285714 2197.8  —39560.4 —48351.6 79120.9 8791.2

| 2197.8 285714  —-2197.8 285714 —48351.6 —-39560.4 8791.2 79120.9 |

(2.75)
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seklindedir. Sistemin rijitlik matrisi ise

[ 69841.3 —28571.4 —11233.2 —-2197.8 0. 0. 0. 0.
—28571.4 1015873  2197.8 —81074.5 0. 0. 0. 0.
—11233.2  2197.8 148962.1 0. 8791.2 —2197.8 0. 0.
K— —2197.8 —81074.5 —0. 180708.2  2197.8  —48351.6 0. 0.
- 0. 0. 8791.2 2197.8 148962.1 —0. —11233.2  2197.8
0. 0. —2197.8 —48351.6 —0. 180708.2  2197.8 81074.5
0. 0. 0. 0. —11233.2  2197.8 69841.3  28571.4
| 0. 0. 0. 0. —2197.8 —81074.5 28571.4 101587.3]
(2.76)
olarak elde edilmistir. Eleman yiik vektorleri
qf =10*x{0. 0. 5. 0. 5. 0. 0. 0.}
¢} =10*x{0. 0. 7.5 0. 7.5 0. 0. 0.} (2.77)
af =10"x{0. 0. 5. 0. 5 0. 0. 0.}"
olarak hesaplanmistir ve sistem yiik vektori
T _ 104 T
q =10*x{5. 0. 125 0. 125 0. 5 0.} (2.78)

seklinde elde edilmistir. 2.76 ve 2.78 2.38’de yerine konulup denklem takimi ¢oziiliirse
deplasmanlar

u’ = {1.01 03717 0.8573 0.133 0.8573 —0.133 1.01 —0.3717}  (2.79)

seklinde elde edilmis, problemin x yoOniindeki yer degistirmeleri Sekil 2.8 de
gosterilmisgtir.

1.01

0.898
0.786
0673
0.561
0.449
0.337
0.224

0.112

Sekil 2.8 : Ornek diizlem gerilme probleminde x yoniindeki u dagimi
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3. SURTUNMESIZ TEMAS ANALIZI

Bu boliim kapsaminda birbiri ile temas halindeki iki cismin geometrik iligkileri
ve siirtiinmesiz temas probleminin sinir sartlarindan bahsedilecektir. Daha sonra
Lagrange carpanlar1 yontemi ile sinir sartlarinin sonlu elemanlar formiilasyonunda
adapte edilmesi incelenecektir. Ardindan diigiim noktasi - diiglim noktasi, diigiim
noktasi - kenar ve kenar - kenar temas elemanlarinin formiilasyonlar1 yapilacaktir.

3.1 Siirtiinmesiz Temas Kinematigi

Bir yiizey boyunca temas edecek iki cismin hareketini tarif etmek i¢in cisimlerden
birinin gozlemci olarak secilmesi gerekmektedir.  Yabanci dildeki kaynaklarda
gozlemci olarak secilen cisim master veya target, diger cisim i¢in ise slave veya
contact olarak isimlendirilmektedir.Bu tez kapsaminda gozlemci hedef, diger cisim
ise femas olarak adlandirilacaktir ve temas yiizeyine ait biiyiikliikler (.)*, hedef yiizeye
ait bityiikliikler (.)™ olarak gosterilecektir.

e

TN

FS
I‘m

C

o2

Sekil 3.1 : Baslangi¢ (sol) ve sekil degistirmis (sag) cisim konfigiirasyonu

Temas yiizeyinde secilen herhangi bir noktanin, 0 < & < 1 olacak sekilde parametrik
hale getirilmis hedef yiizeyine olan mesafenin karesi

(&) =[x —x"(&)) - X' —x"(&)] 3.1
seklinde ifade edilir. Burada x sekil degistirmis cismin koordinatidir (bkz Sekil 3.1).
3.1 ifadesinin diferansiyeli
2LdL = —dx"(§)" - [x" —x"(&)] — [x —x"(§)]" - ax"(£)
= 2[x* —x"(&)]Tdx™ (3.2)
seklinde elde edilebilir. iki cisim arasindaki aciklik iki cisim arasindaki minimum

mesafe olarak tarif edilirse, aciklik noktasindaki ylizey parametresini elde etmek i¢in
3.2 ifadesi ylizey parametresine gore minimize edilirse

dL _ [x—x"(§)]" dx"(§) _
i i (3.3)
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ifadesi elde edilir. 3.3’de ikinci ifade parametrik ylizeyin tegeti olmaktadir. Birbirinin
skaler carpiminin 0’a esit olmast durumu sadece birbirlerine dik vektorler icin gecerli
oldugu diisiiniiliirse, 3.3 de verilen ilk ifadenin ylizey tegetine dik yani yiizey normali
dogrultusunda olmasi gerekliligi ortaya cikmaktadir. O zaman temas ylizeyinde
secilen herhangi bir noktanin hedef yilizeye minimum mesafesi hedef yiizeydeki dik
izdiistimiine olan mesafe, ylizey parametresi ise dik izdiisiim noktasini saglayan deger
oldugu anlagilmaktadir. Bu pratik sonugtan yola ¢ikilarak iki yiizey arasindaki agiklik
ifadesi olarak

g=(x"—x").-n" (3.4)

olarak sOylenebilir. 3.4 de ifade edilen X" dik izdiisiim noktasi, n ise dik izdiisiim
noktasindaki ylizey normali olmaktadir. 3.4 de sekil degistirmis cisim koordinatlari
yerine baglangi¢ koordinatlar1 ve yer de8istirmeler yazildig: taktirde

g =[(X* +u’) — (X" +a")] 0" (3.5)

ifadesi elde edilir. 3.5 denkleminde baslangicta bilinen degerler olan sekil
degistirmemis koordinatlar ve yiizey normali ile baglangi¢ aciklig1 hesaplanabilmekte-
dir.

go = (X' —X")-n" (3.6)

3.6 ifadesi 3.5’de yerine konuldugunda aciklik ifadesi baslangic acikligi ve
deplasmanlara bagl olarak

g= (' —u")-n"+go (3.7

seklinde belirlenmektedir. Sonraki ifadelerde kullanilmak tizere 3.7 den faydalanilarak
aciklik ifadesinin varyasyonu

5g = (Su’ — &a™) - /" (3.8)

olarak elde edilir. 3.8’ta kiiciik yer degistirme teorisini kapsaminda normal vektoriiniin
sabit oldugu kabul edilmektedir.

3.2 Sinir Sartlarn ve Lagrange Carpanlar Yontemi

3.1’de aciklandig: tarif edilen agiklik ifadesi kullanilarak temas yiizeyi boyunca birbiri
iizerine gecmeme kosulu olarak
g20 (3.9)

yazilabilmektedir. Sekil 3.2 de goziiktiigli lizere temas yiizeyi boyunca aktarilan
gerilmenin sadece basing olabilmesi sebebiyle yiizey boyunca olusan basing ifadesi
icin

p<0 (3.10)
esitsizligi ortaya c¢ikmaktadir.  Temas olaymin gerceklesmesinin mekanizmasi
incelendiginde once agikligin kapanmasi olay1 gézlemlenecektir. Bu asamada iki cisim
arasinda herhangi bir yiik aktarimi s6z konusu olmadigi i¢in temas ylizeyindeki basing
gerilmesi p = 0 olmaktadir. Ote yandan aciklik kapandig1 zaman g = 0 iki yiizey
birbirine basing aktaracaktir. Bu durum

rg=0 (3.11)
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Sekil 3.2 : Temas yiizeyi boyunca olugan sinir sartlari

seklinde sinir sart1 olarak problemde belirmektedir. Siirtiinmesiz temas analizinde,
denklemler 3.9, 3.10 ve 3.11 Signorini kosullar olarak anilmaktadir. Esitsizlik kisitina
tabi optimizasyon problemi i¢in bu kosullar Karush-Khan-Tucker kosullar1 olarak
anilmaktadir.

Deklemler 3.9, 3.10 de belirtilen sinir sartlarini probleme dahil etmenin, Lagrange
carpanlart metodu, penalti metodu ve genisletilmis (augmented) Lagrange carpanlari
metodu gibi yontemleri literatiirde mevcuttur [18, 19]. Bu tez kapsaminda sadece
Lagrange carpanlar1 yonteminin iizerinde durulacaktir.

Lagrange carpanlar1 yontemi, yilizey boyunca olusan basing gerilmesini problemin
bir bilinmeyeni olarak ele alarak temas problemini karmagik sinir deger problemine
doniistirmektedir. Metnin geri kalaninda temas yiizeyinde olusan basin¢ gerilmesi
Lagrange carpanlarinin genel gosterim sekli olan A sembolii ile temsil edilecektir.

Temas ylizeyi boyunca ig ifadesi

HC://lgdA (3.12)
Ie

seklinde yazilmaktadir. 3.12 denkleminin varyasyonu
STI, — / (SAg+A5g)dA (3.13)
Ie

seklinde elde edilmektedir. Temas gerilmelerinin bir bilinmeyen se¢ilmesinden dolay1
2.22 den farkli olarak gerilmelerin varyasyon ifadesi 3.13 de yer almaktadir. Lagrange
carpanlart yonteminin akis semas1 Algoritma 2 de verilmistir.
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Algorithm 2 Lagrange carpanlari ¢oziim algoritmast

1: conElms < biitiin temas elemanlar1
2: procedure SOLVE CONTACT
3: while dogru do

4: solveSystem()
5: ¢Oziim <— dogru
6: for elm in conElms do
7: isActive < elemanin aktifligi
8: A < eleman Lagrange carpani
9: gap < eleman acgikliklig1
10: if isActive then
11: if L > 0 then
12: ¢Oziim < yanlig
13: isActive < yanlig
14: end if
15: else
16: if gap < 0 then
17: ¢Oziim < yanlig
18: isActive <— dogru
19: end if
20: end if
21: end for
22: if coziim then
23: break
24: end if
25: end while

26: end procedure

3.3 Temas Elemanlar:

3.3.1 Diigiim Noktasi -Diigiim Noktas1 Temas Elemam

Diigiim noktasi-diigiim noktasi temas elemani, Sekil 3.3 de gosterildigi {izere temas
yiizeyinde secilen bir diigiim noktasinin hedef yiizeydeki tamamen veya kismen
ortiistiigli diigiim noktasina temas gerilmesi aktaran elemandir.

Eleman icin agiklik ifadesi kapali ve agik formu

g=(u’—u")n+go (3.14)

= (-4 T s

seklindedir. 3.14 de verilen ilk aciklik ise

- ({);}_{);Z})T {Zj = (X* = X"y + (Y5 = Y™y (3.16)
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Sekil 3.3 : Diigiim noktas1 - diigliim noktas1 temas elemani geometrisi

olmaktadir. 3.14 de serbestlikler tek bir vektorde toplandiginda

g=ul -n+g (3.17)

sekline biiriinmektedir. 3.17 denklemindeki vektor tanimlari
u’ = {us viou™ vm} (3.18)
il = [nl n, —np —nz} (3.19)

seklinde olmaktadir. Aciklik ifadesinin varyasyonu ise
Sg=2ou’ -n (3.20)

olarak elde edilmektedir. 3.17 ve 3.20 denklemleri 3.8 te yerine konuldugunda eleman
tizerinde yazilan virtiiel ig ifadesi

SW, = du’ // fAdA + 82 // (0’ ud + go)dA (3.21)
T, T,

olarak elde edilmektedir. 3.21 de verilen integral ifadesi elemanin tanimladig: alan
tizerinde tammmlanmaktadir. Sekil 3.3 de gosterildigi lizere bu alan komsu elemanlar
arasindaki mesafenin kalinlik ile carpimi olarak tanimlanmasi kullanilarak virtiiel is
ifadesi matris formda

0 0 ] (u 0
SWe={6u* Su™ SA} |0 O c"|[Su"3+< 0 (3.22)
csT cmT 0 A g oA
olarak elde edilir. 3.22 ifadesinde
¢’ ={mA nmA} (3.23)
" ={-mA —mA} (3.24)

olmaktadir.
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3.3.2 Diigiim Noktasi - Kenar Temas Elemani

Diigiim noktasi - kenar temas elemani, Sekil 3.4 de gosterildigi lizere temas yiizeyinde
secilen bir diigiim noktasinin hedef yiizeydeki izdiisiimii kenar elemanina temas
gerilmesi aktaran elemandir. Eleman formiilasyonuna gegmeden once hedef yiizeydeki
geometrik bilgiler tanimlanacaktir.

,
S,
.

P

=3
e

m
o ¢ ¢
A N 4 ;

Si+1 Sq Si—1

Sekil 3.4 : Diigiim Noktas1 -Kenar Eleman Geometrisi

Hedef yiizeyde izdiisiim kenar elemanin dogrultman vektorii ve boyu

Lseg = ||X;” - Xl (3.25)
X" _xm
e —— (3.26)
Lseg

olarak tarif edildikten sonra e3 diizleme dik birim vektor olmak iizere kenar elemanin
normali
n=txe; (3.27)

seklinde elde edilmektedir. Temas yiizeyindeki diigiim noktasinin hedef yiizeye
izdiigiim parametresi ve koordinatlari

1

seg

E =

(X5 —X7) -t (3.28)

X" = (1- &)X/ + XY (3.29)

seklinde elde edilir. 11k aciklik ifadesi baslangic konumunda temas yiizeyindeki diigiim
noktasi ile izdiistimii arasindaki mesafe 3.29 kullanilarak

go=(X*—[(1 =&)X} +EX]])n (3.30)
olarak elde edilir. A¢iklik ifadesi 3.7 denklemi kullanilarak kapali halde

g = —[(1-&)ui" + Eun+go (3.31)
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seklinde ifade edilir. 3.31 denkleminin agik hali ise

(oo {fh-e () (b oo

olarak elde edilir. 3.17 e benzer sekilde serbestlikler tek bir vektorde toplandiginda
aciklik ifadesi
g=ulii+go (3.33)

sekline biiriinmektedir. 3.33 denkleminde
u' = {6’ & Suf SvI' Sul &V} (3.34)

i ={m o —(1-&m —(1-&m —Em —&m) (3.35)
olmaktadir. Esitlik ifadesinin varyasyonu
5g = ou'id (3.36)

sekline elde edilmektedir.  Denklemler 3.33 ve 3.36 ifadeleri 3.8 de yerine
konuldugunda eleman iizerinde yazilan virtiiel is ifadesi

SW, = Su’ // CAdA + S // (n” ¢+ go)dA (3.37)
T, T,

olarak elde edilir. Integral ifadesi temas yiizeyinde tarif edildigi igin, diigiim
noktasi-diigiim noktasi temas elemanina benzer sekilde integral i¢indeki alan ifadesi
diigiim noktasinin temsil ettigi alandan ibarettir (bkz. Sekil 3.4). 3.37 de integral
ifadeleri

O 0 c(u 0
SW.={6u* Su™ SA}[ |0 0 c"|cu" i+ 0 (3.38)
csT cmT 0 A gOA

seklinde matris formda gosterilmektedir. 3.22 ifadesinde
¢T={mA mA} (3.39)

MM ={E-DmA (E-1)mA —EmA —EmA} (3.40)

olarak tanimlanmaktadir.

3.3.3 Kenar-Kenar Temas Elemani

Kenar-kenar temas elemani, temas yiizeyinde sec¢ilen herhangi bir kenar elemamn ile
hedef yiizeyde bu eleman ile eslesen kenar elemanin diiglim noktalarinin birbiri tizerine
kargilikl1 iz diisiiriilmesi ile kisitlanan alan iizerinden temas gerilmesini aktaran eleman
tipidir(bkz Sekil 3.5). Bahsedilen kisitli alan bu noktadan sonra segment olarak
isimlendirilecektir. Hedef yiizeydeki diigiim noktasinin temas yiizeyine iz diisiiriilmesi
sebebiyle Boliim 3.3.1 ve Boliim 3.3.2 de bahsedilen elemanlardan daha farkli bir
yapiya sahiptir. Eleman diigiim noktasi-kenar temas elemanina benzer sekilde diigiim
notlarinin birebir ortiismedigi aglarda kullanilabilmektedir.
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Sekil 3.5 : Kenar-kenar eleman geometrisi

Sekil 3.5 de gosterilen hedef ve temas yiizeyindeki kenar elemanin geometrik
ozellikleri 3.25 - 3.28 denklemlerine benzer sekilde

L™= |[X7 —X7| (3.41)
L’ =[x} -XJ| (3.42)
o — Xj - Xt 3.43

N G349
X5 — X5
t'=—-"1 (3.44)
Ls

olarak tanimlanmaktadir. Kenar normalleri 3.27 ifadesi kullanilarak hesaplanmaktadir.
Iz diisiim parametreleri karsilikli olarak

. 1
g — (X=X " (3.45)
£s 1 m s s

§ :E(Xi —Xj)-t (3.46)

seklinde elde edilir. Segmenti olusturan temas ve hedef yilizeydeki diigiim noktalarinin
karsilikli izdiisiimleri

X" = (1—EmXp 4+ EmXT (3.47)
X' = (1-&)X{+ &% (3.48)
olarak tanimlanir. Segmentin i ve j uclari i¢in agiklik ifadeleri 3.7 kullanilarak
gi = (" = [(1=&")ui + E'uj]) -n’ +gig (3.49)
gj = (uj —[(1—&"u" +&"u}]) 0" +gj (3.50)
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seklinde tarif edilmektedir. 3.49 ve 3.50 denklemlerinde belirtilen ilk acikliklar 3.30
ifadesi kullanilarak hesaplanabilmektedir. 3.49 ve 3.50 denklemlerinin varyasyon
ifadeleri . _
0gi= (5u§"—[(1—&5)5uf+535uj])'n3 (3.51)
0gj= (6uf—[(l—ém)6u?1—i—§m6u’}1])-nm (3.52)
olmaktadir.

Segmentin i ve j ucu i¢in elde edilen aciklik ifadesinin eleman {izerinde tanimlanmasi
icin temas alami tanimi yapilmas: gerekmektedir. Bolim 3.3.1 ve Bolim 3.3.2 de
incelenen elemanlarin temas alani tarifi ardisik elemanlar arasindaki mesafe olarak
tanimlanmaktadir. Kenar-kenar temas elemanin geometrik Ozelliklerinden dolayi
temas alani tarifi temas veya hedef yiizey iizerinde yapilabilecedi gibi ortalama bir
deger ile de ifade edilebilmektedir. 0 < B < 1 gibi bir agiklik parametresine baglh
segmentin i ve j uclarinin koordinatlari

y1=(1-B)X]"+BX" (3.53)
y2 = (1—B)X; + pX" (3.54)
olarak tanimlanmaktadir ve segmentin boyu

L=|ly2—yi1l| (3.55)

olarak elde edilmektedir. Segment iizerindeki agiklik ifadesi, iki ugtaki agiklik ifadeleri
kullanilarak

g=10-8)g1+8g (3.56)

olarak tarif edilebilir. 3.56 ifadesinde & segment parametresi olarak tarif edilmektedir.
3.56 ifadesinin varyasyonu

0g=(1-&)8g1+E0g (3.57)

seklinde elde edilir. 3.56 ve 3.57 denklemleri 3.13’de yerine konulursa kenar-kenar
temas eleman icin virtiiel is ifadesi

SW, — / (1— )5, +ESgs]AdA + / (1-E)gi+EgldAdA  (358)
I'.

olmaktadir. 3.58 de gerekli igslemler yapildiginda

5WC:tL(7L6gH2—6g2—I—57Lg1;g2+5)ug0;_g()) (3.59)

ifadesi olarak elde edilen virtiiel is terimindeki ifadeler 3.49 ve 3.50 ifadeleri
kullanilarak

grt+g =u"-[0" — (1-&"n" +-u? - [-&"n"]+
+ul-” — (1= &) +us - [~E°n’] (3.60)

olarak ifade edilir. Denklem 3.60 3.59 de yerine konulup ifadeler matris halde
yazildiginda
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06 0 ¢ u’ 0
{6us ou” 51} O 0 ™| <u"r+< 0 (3.61)
¢ " 0 A 80A
seklinde elde edilir. 3.61 ifadesinde
1 _ _ _ _
¢ =AY = (1=8ny ' = (1-E)ny —&nj —En3 (3.62)
1 _ _ _ _
"= ZA{ni = (1=&Mni" ny— (1 =™ &t —EMny'} (3.63)
1
8= 3 (gi0+ o) (3.64)
seklinde elde edilir.

3.4 Ornek Problem

Sekil 3.6 de verilen diizlem gerilme problemi Sekil 2.6 de verilen tek tarafindan
mesnetlenmis plakanin yiik dogrultusuna g = 0.5mm lik bir aciklik ile tek tarafindan
mesnetlenmis bagka bir plaka ile temas problemi incelenecektir. Bolim 3.3.1, 3.3.2
ve 3.3.3 anlatilan temas elamanlar ile problem ayr1 ayn ¢oziilecektir. Sekil 2.8 den
goziiktiigli tizere probleminin ¢oziimiinde ilk acikligin kapanmasi ve sag taraftaki
plakaya yiik aktariminin olmasi beklenmektedir.

kN

mm

150mm

Y

150mm

-
-

N >

‘ 75mm 0.5mm 75mm

Sekil 3.6 : Ornek temas problemi

3.4.1 Diigiim Noktasi-Diigiim Noktasi Temas Elemani ile Coziim

Sekil 3.6 de verilen diizlem gerilme problemi Sekil 3.7 de verilen ag yapist ve dort
adet diigiim noktasi-diigiim noktasi temas elemani ile temsil edilecektir. Soldaki
plakanin kenar diigiim noktalar1 temas, sagdaki plakanin kenar diigiim noktalar1 ise
hedef diigiim noktalar1 olarak secilmistir. IIk temas elemaninin 6zellikleri
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Sekil 3.7 : Ornek temas probleminin sonlu eleman ag yapisi ve diigiim
noktasi-diigiim noktasi temas elemanlari

g0 = |/ Xs —Xi2|| =0.5 (3.65)
T
Xs — X1z {-05 0.} 7
n = = —{_1. 0. (3.66)
o e
Xs— X
A = wos = 20mm? (3.67)

Sekil 3.7 den anlasilabilecegi iizere diger temas elemanlarinin agiklik ve normal
ifadeleri

820 = 830 =840 =0.5 (3.68)
o =nzg =nag={—1. 0.}7 (3.69)

olarak elde edilir. Ikinci temas elemant icin alan ifadesi

Xz — X X —X
|1X5 7H+H 6 — X7]|

Ay =0.
208< . .

) = 40mm?> (3.70)

seklinde hesaplanir. Yine geometrik Ozelliklerinden basit¢e yapilabilecek ¢ikarim
dogrultusunda temas elemanlari alanlari

Ay = Aq = 20mm?> (3.71)

Asr = Az = 40mm? (3.72)
olarak elde edilir.

Geometrik Ozellikler elde edildikten sonra ¢Oziimiin ilk adimi olarak biitiin temas
elemanlar1 devre dig1 birakilarak sonlu eleman ¢oziimii yapilir. Boliim 2.2.4 de verilen
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eleman matrisleri kullanilarak plakalara ait sistem matrisleri

[ 69841.3 —28571.4 —11233.2 —-2197.8 0. 0. 0. 0.
—28571.4 101587.3 2197.8  —81074.5 0. 0. 0. 0.
—11233.2  2197.8 139682.5 0. —11233.2 —-2197.8 0. 0.
K — —2197.8 —81074.5 0. 203174.6  2197.8 —81074.5 0. 0.
N 0. 0. —11233.2 21978 139682.5 —0. —11233.2  2197.8
0. 0. —2197.8 —81074.5 —0. 203174.6  2197.8 —81074.5
0. 0. 0. 0. —11233.2  2197.8 69841.3 28571.4
. 0. 0. 0. 0. —2197.8 —81074.5 28571.4 101587.3 ]
(3.73)
[ 69841.3 28571.4 —11233.2  2197.8 0. 0. 0. 0. ]
28571.4 101587.3 —2197.8 —81074.5 0. 0. 0. 0.
—11233.2 —-2197.8 139682.5 0. —11233.2  2197.8 0. 0.
K" — 2197.8  —81074.5 0. 203174.6  —2197.8 —81074.5 0. 0.
a 0. 0. —11233.2 —-2197.8 139682.5 0. —11233.2  2197.8
0. 0. 2197.8  —81074.5 0. 203174.6 —-2197.8 81074.5
0. 0. 0. 0. —11233.2 -2197.8 69841.3 285714
| 0. 0. 0. 0. 2197.8 —81074.5 —28571.4 101587.3]
(3.74)
olarak elde edilir. Yiik vektorii ise 2.66 yardimiyla
¢ =10*x{5. 0. 10. 0. 10. 0. 5. 0.} (3.75)
q"={0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.} (3.76)
olarak elde edilir ve ayrik iki plakanin sonlu elemanlar denklem takimi
K 0 o’ q’
o x| o) ) 67
us:{u5 Vs Ug Ve U7 V7 U Vg}T (3.78)
T
u"={ug vo wuig vio uni vii uip viz} (3.79)

olarak yazilir ve denklem takiminin ¢éziimiinden deplasmanlar

us:{0.996 0.3397 0.8581 0.098 0.8581 —0.098 0.996 —0.3397}T
(3.80)

u"={00 00 00 00 0.0 0.0 0.0 0.0} (3.81)

seklinde hesaplanir. 3.80 ve 3.81 de elde edilen deplasman degerleri ile 3.17
kullanilarak elemanlar i¢in yeni aciklik ifadeleri

g1 ={0.9960 —0.3397}{—1.0 0.}" +0.5 = —0.4960 (3.82)
g = {0.8581 —0.0980} {—1.0 0.}" +0.5=—0.3581 (3.83)
g3 ={0.8581 0.0980} {—1.0 0.}" +0.5=—0.3581 (3.84)
g1 ={0.9960 03397} {~1.0 0} +0.5 = —0.4960 (3.85)

olarak elde edilir. 3.82 - 3.85 de hesaplanan aciklik ifadelerinin hepsinin negatif
cikmast ile, bir sonraki iterasyon adiminda biitiin temas elemenlarinin sisteme dahil
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edilmesi gerekliligini gostermektedir. Biitiin elemanlarda 3.23 ve 3.24 ifadelerinin
hesaplanmasi ile

¢’ ={-20 0} /" ={20 0} (3.86)
' ={-40 0} " ={40 0} (3.87)
;" ={-40 0} ¢§"={40 o} (3.88)
¢ ={-20 0} ¢;"={20 0} (3.89)
olarak elde edilir. Aktif elemanlar ile olugan yeni denklem takim
KK 0 K] (u q
0 K" K'|<u™}={q" (3.90)
KT KT A g

sekline biiriinmektedir. 3.90 de

0. 0. 0. 0. 0. 0. —20. 0.
;, |0 0 o0 o0 —40 o0 o0 o
Ke=10 0 —40.0 o o o o 391
~20. 0. 0. 0. 0. 0. 0. O
0. 0. 0. 0. 0. 0. 20. 0.
m | 0. 0. 0. 0. 40. 0. 0. 0.
Ke=10. 0. 40 0. 0. 0 0 o0 (3:92)
20. 0. 0. 0. 0. 0. 0. O
g=—{10. 20. 20. 10.}" (3.93)
A={M N A A} (3.94)

olarak tanimlanmaktadir. Temas elemanlarinin dahil edildigi yeni denklem takiminin
coziimii ile bilinmeyenler

us:[0.748 0.2539 0.6791 0.073 0.6791 —-0.073 0.748 —0.2539] (3.95)

um:[0.248 0.0858 0.1791 0.025 0.1791 -0.025 0.248 —0.0858] (3.96)
).:[—640.0789 —511.4652 —511.4652 —640.0789} (3.97)

olarak bulunur. Elde edilen yeni ¢oziim ile elemanlarin acikliklar1 3.17 kullanilarak
g1 = ({0.748 —0.254} — {0.248 0.086}) {—1.0 0.}T +05=0 (3.98)

g = ({0.679 —0.073} — {0.179 0.025}){-1.0 0.}T+o.5:o (3.99)
g3=({0.679 0.073} —{0.179 —0.025}){~1.0 0.}' +05=0  (3.100)

gs=({0.748 0.254} —{0.248 —0.086}){-1.0 0.} +05=0  (3.101)

olarak elde edilir. 3.98-3.101 de elde edilen biitiin aciklik ifadelerinin sifira esit
olmasi1 ve 3.97 da elde edilen biitiin Lagrange ¢arpanlarinin negatif olmasi ile problem
cOziime ulagmugtir. x yoniindeki deplasman degerleri Sekil 3.8 de goziikkmektedir. Ayni
problemin x yonii yer degistirmelerinin Ansys ile ¢oziimii Sekil 3.9 de verilmistir. Iki
sonucun da birbiri ile ortiistiigii gozlemlenmistir.
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0.748
0.665
0.582
0.499
0416
0.332
0.249
0.166
0.083
0

Sekil 3.8 : Ornek temas probleminin diigiim noktasi-diigiim noktasi temas elemanina
ait x yonii deplasmanlari

ANSYS

NODAL SOLUTICN R16.0
STEP=1 MAY 29 2018
SUB =1 00:36:35
TIME=1
UX (AVG)
RSYS=0
DMX =.789919
SMX =.748

| I

0 166222 .332445 .498667 .664889

.083111. .249333 .415596 .081778 . 748

Sekil 3.9 : Ornek temas probleminin Ansys’te diigiim noktasi-diigiim noktas1 temas
elemanlari ile ¢6ziimiiniin x yonii deplasmanlari

3.4.2 Diigiim Noktasi - Kenar Temas Eleman ile Coziim

Sekil 3.6 de verilen diizlem gerilme problemi Sekil 3.10 de verilen ag yapist ve ii¢
adet diigiim noktasi-kenar temas elemani ile temsil edilecektir. Soldaki plakanin kenar
diigiim noktalar1 temas, sagdaki plakanin kenar diigiim noktalar1 ise hedef diigiim
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Sekil 3.10 : Ornek temas probleminin sonlu eleman ag yapisi ve diigiim noktasi-kenar
temas elemanlari

noktalar1 olarak segilmistir. Ik temas eleman ile ilgili geometrik 6zellikler

Lyeg) = ||X10 — Xo|| = 50. mm (3.102)
t) = Xi;jlo —{0. 1.}/ (3.103)
n=nxes={-1 0} (3.104)
& = L;gl (x*—xi") -t =0 (3.105)
A= wos = 30mm? (3.106)

olarak elde edilir. Elemanin ilk a¢ikligi 3.30 kullanilarak

75. 75.5 —1.
801 = ({150.} B {150}) { 0. } =03 (3.107)

seklinde hesaplanir. Benzer sekilde dier elemanlarin geometrik ozellikleri ve ilk
acikliklari

th=t;={0. —1.}" (3.108)
np=n3={-1 0} (3.109)
&=05&=1. (3.110)

802 =803 =0.5 (3.111)

Ay = 60mm? Az = 30mm? (3.112)

seklinde ifade edilmektedir.
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Geometrik oOzellikler elde edildikten sonra ¢oziimiin ilk adimi olarak biitiin temas
elemanlar1 devre dig1 birakilarak sonlu eleman ¢6ziimii yapilir. Boliim 2.2.4 de verilen
eleman matrisleri kullanilarak plakalara ait sistem matrisleri

[ 791209 —28571.4 87912 —2197.8 0. 0.
—28571.4 791209 2197.8 —48351.6 0. 0.
Ko _ | 87912 2197.8 15824138 0. 8791.2 —2197.8
—2197.8 —48351.6 0. 158241.8 2197.8 —48351.6
0. 0. 8791.2  2197.8 79120.9 28571.4
0. 0. —2197.8 —48351.6 28571.4 79120.9
i (3.113)
(698413 285714 —11233.2  2197.8 0. 0. 0. 0.
28571.4 101587.3 —2197.8 —81074.5 0. 0. 0. 0.
—~112332  —2197.8 139682.5 0. —~112332  2197.8 0. 0.
K | 21978 —81074.5 0. 203174.6 —2197.8 —81074.5 0. 0.
0. 0. —11233.2  —2197.8 139682.5 0. ~112332  2197.8
0. 0. 2197.8  —81074.5 0. 203174.6 —2197.8  81074.5
0. 0. 0. 0. 112332 —2197.8 69841.3 28571.4
.o 0. 0. 0. 2197.8  —81074.5 —28571.4 101587.3]
(3.114)
olarak elde edilir. Yiik vektorii ise 2.66 yardimiyla
q¢" =10"*x{75 0. 15. 0. 7.5 0.} (3.115)
q""={0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.} (3.116)

olarak elde edilir ve ayrik iki plakanin sonlu elemanlar denklem takimi

K 0 u® _ q
ool o

uS:{u4 V4 Us Vs Ug V(,}T (3.118)
um:{u7 V7 ug vg UuUg Vg UjQ Vl()}T (3.119)

olarak yazilir ve denklem takiminin ¢éziimiinden deplasmanlar

uST:{0.9744 0.3288 0.8305 0. 0.9744 —0.3288} (3.120)

umT:{O.O 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0} (3.121)
seklinde hesaplanir.

3.120 ve 3.121 de elde edilen deplasman degerleri ile 3.32 kullanilarak elemanlar icin
yeni aciklik ifadeleri

g1 ={09744 —0.32881 {—1.0 0.}" +0.5=—0.4744 (3.122)
g ={0.8305 0.}{-1.0 0.}' +0.5=—-0.3305 (3.123)
g3 ={0.9744 0.3288} {—1.0 0.}" +0.5=—0.4744 (3.124)

olarak elde edilir. 3.122 - 3.124 de hesaplanan agiklik ifadelerinin hepsinin negatif
cikmasi ile, bir sonraki iterasyon adiminda biitiin temas elemanlarinin sisteme dahil
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edilmesi gerekliligini gostermektedir. Biitiin elemanlarda 3.39 ve 3.40 ifadelerinin
hesaplanmasi ile

¢’ ={-30. 0.} ¢f"={30. 0. 0. 0.} (3.125)
' ={-60 0} ¢¢" ={30. 0. 30. 0.} (3.126)
" ={-30. 0.} ¢§"={0. 0. 30. 0.} (3.127)
olarak elde edilir. Aktif elemanlar ile olusan yeni denklem takimi
K*® 0 K u’ q’
0 K" KI'f<u™p=<q" (3.128)
KT KT A g
sekline biiriinmektedir. 3.128 de
0. 0. 0. 0. =30. 0.
K=| 0. 0. —60. 0. 0. 0. (3.129)
-30. 0. 0. 0. 0. O
0. 0. 0. 0. 0. 0. 30. 0
K'=]0 0. 30. 0. 30. 0. 0. 0 (3.130)
30. 0. 0. 0. 0. 0. 0. O
g’ =—{15. 30. 15} (3.131)
A={L b )Y (3.132)

olarak tanimlanmaktadir. Temas elemanlarinin dahil edildigi yeni denklem takiminin
¢Ozlimii ile bilinmeyenler

u'=[0.7809 0.264 0.6487 0. 0.7809 —0.264] (3.133)

u” =1[0.2809 —0.0992 0.1487 —0.0293 0.1487 0.0293 0.2809 0.0992]
(3.134)
A = [-401.376 —432.750 —401.376] (3.135)

olarak bulunur. Elde edilen yeni ¢oziim ile elemanlarin acikliklar: 3.17 kullanilarak

0.7809 0.2809
g1 = ({_0‘264} — {0.0992}) {-1.0 0.}+05=0 (3.136)
0.6487) 1 [0.1487\ 1 [ 0.1487
2= ({ —0. } 2 {0.0293} 2 {—0.0293}) {=1.0 0.}+05=0 (.13
0.7809 0.2809

g3 = ({ 0.264 } - {_0.0992}) {-1.0 0.}405=0 (3.138)

olarak elde edilir. 3.136-3.138 de elde edilen biitiin aciklik ifadelerinin sifira
esit olmast ve 3.135 da elde edilen biitiin Lagrange c¢arpanlarinin negatif olmasi
ile problem ¢6ziime ulagsmistir. x yOniindeki deplasman degerleri Sekil 3.11 de
gozitkmektedir. Ayni problemin x yonii yer degistirmelerinin Ansys ile ¢oziimii Sekil
3.12 de verilmistir. iki sonug arasinda maksimum deplasman degerinde %0.2’lik bir
fark gozlemlenmistir.
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0.607
0.521
0.434
0.347
0.26

0.174
0.087

Sekil 3.11 : Ornek temas probleminin diigiim noktasi-kenar temas elemanlari
kullanilan ¢6ziimiin x yonii deplasmanlarn

ANSYS
NODAL SOLUTICN R16.0
STEP=1 MAY 29 2018
SUB =1 00:37:34
TIME=1
UX (RVG)
RSYS=0
DMX =.82296
SMX =.779635
| I
0 .173252 .346505 .519757 .693009
.086626 .259878 .433131 .606383 .779635

Sekil 3.12 : Ornek temas probleminin Ansys ile diigiim noktasi-kenar temas
elemanlar1 kullanilarak elde edilen ¢oziimiin x yonii deplasmanlaru
3.4.3 Kenar-Kenar Temas Elemani ile C6ziim

Sekil 3.6 de verilen diizlem gerilme problemi Sekil 3.13 de verilen ag yapis1 ve dort
adet kenar-kenar temas elemani ile temsil edilecektir. Soldaki plakanin kenar diigtim
noktalar1 temas, sagdaki plakanin kenar diigiim noktalar1 ise hedef diigiim noktalari
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Sekil 3.13 : Ornek temas probleminin sonlu eleman ag yapisi ve diigiim noktasi-kenar

temas elemanlari

olarak secilmistir. i1k temas eleman ile ilgili geometrik 6zellikler
LT == ||X9 —X10|| = 50. mm
Li = ||X6—X5|| =75.mm

X9 — X0

7 = —{0 -1
Xg — Xs

t] = =40 1

1 le { }

nf' =t xe3={-1. 0.}

nj =t xe3={1. 0.}
1

Eil = ﬁ(X6 _XIO) A" =0.
1

- 1
gjl =

L

(Xg — Xs) -+* =0.333

X, = (1-&)XI+&X" = {755 150.}"
X, =(1-E)X;+&x; = {75. 100.}"

olarak elde edilir. Elemanin ilk a¢iklig1 3.30 kullanilarak
75. 75.5 —1.
80i1 = ({150.} N {150.}) ' { 0. } =03
75.5 75. 75. 1.
801 = ({ 100.} — 035 {75.} ~ 0667 {150.}) ' {0.} =02
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seklinde hesaplanir. Elemanin temas alanin hesaplanmasi i¢in f = 0.5 segilirse 3.53

ve 3.54 ifadeleri
75.0 755 _ [75.25
Yir =0 {150.0} +0 {150.0} - {150.0} (3.151)

75.0 75.5 75.25
Yin =03 { 100.0} +0.5 {100.0} = {100.0} (3.152)
olarak bulunur ve elemanin temas alani 3.55 kullanilarak
Ay =||Y;, — Y ||t = 40mm? (3.153)

seklinde hesaplanir. Diger elemanlarin geometrik 6zellikleri ve ilk agikliklari benzer
sekilde

np={1. 0.} nj,={-1. 0.} (3.154)
n;={-1. 0.} nj;={1. 0.} (3.155)
ny={1. 0.} nj,={-1. 0.} (3.156)
&,=0333 ,=0.5 (3.157)

&, =05 &, =0.667 (3.158)

&, =0.667 &j, = 1. (3.159)

g0y = 80j, = 0.5 (3.160)

80i3 = 80j, = 0.5 (3.161)

80i4 = 804 =0.5 (3.162)

Ay = A3 = 20mm? Ay = 40mm? (3.163)

olarak elde edilmektedir.

Geometrik ozellikler elde edildikten sonra ¢Oziimiin ilk adimi olarak biitiin temas
elemanlar1 devre dis1 birakilarak sonlu eleman ¢oziimii yapilacaktir. Bolim 3.3.2 de
verilen sonlu eleman ag1 ¢coziimii ile ayn1 oldugu i¢in sonuglar direkt 3.120 ve 3.121
da verildigi gibidir.

3.120 ve 3.121 de elde edilen deplasman degerleri ile 3.32 kullanilarak elemanlar icin
yeni agiklik ifadeleri

T
0.9744 | [-1.0
8i1 = {_0 3288} { 0 } +0.5 = —0.4744 (3.164)
T

0.9744 0.8305 1.0
gj; =—0.333 {_0_3288} —0.667{ 0. } { 0. } +0.5=-0.378 (3.165)
8in=gj; = —0.378 (3.166)

T

8y = {0'%305} {‘é'o} +0.5=—0.3305 (3.167)
8i3 = 8j, = —0.3305 (3.168)
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T
gjz = —0.667 {0'8305} —0.333 { 0.9744 } {1'0} +0.5=-0.378  (3.169)

0. 0.3288.( ] 0.
gis = 8j; = —0.378 (3.170)

T
giq = {82;33} : {_3’0} +0.5=—0.4744 (3.171)

olarak elde edilir. 3.164 - 3.171 de hesaplanan agiklik ifadelerinin hepsinin negatif
cikmasi ile, bir sonraki iterasyon adiminda biitiin temas elemanlarinin sisteme dahil
edilmesi gerekliligini gostermektedir. Biitiin elemanlarda 3.62 ve 3.63 ifadelerinin
hesaplanmasi ile

¢’ ={20. 0. 20. 0.} " ={-13.3333 0. —26.6667 0.}  (3.172)

;' ={-16.6667 0. —3.3333 0.} &' ={5. 0. 15. 0.} (3.173)
¢} ={-16.6667 0. —3.3333 0.} ¢" ={15. 0. 5. 0.} (3.174)
¢’ ={-13.3333 0. —26.6667 0.} ¢j' ={20. 0. 20. 0.}  (3.175)

olarak elde edilir. Aktif elemanlar ile olusan yeni denklem takimi

K 0 K] (u q°
0 K" K'|{u™;=<q" (3.176)
KT KT A g

sekline biiriinmektedir. 3.176 de

0. 0. —13.3333 0. —26.6667 0.
S B v I I
~26.6667 0. —13.3333 0 0. 0.
0. 0. 0. 0. 20. 0. 20. 0.
K=o 0 15 05 o0 o 0 @178
20. 0. 20. 0. 0. 0. 0. O.
g’ =—{15. 30. 15.} (3.179)
usz{u4 V4 Us V5 Ug v6}T (3.180)
um:{u7 V7 ug vg Ug Vg Ujp vlo}T (3.181)
A={M N A A (3.182)

olarak tanimlanmaktadir. Temas elemanlarinin dahil edildigi yeni denklem takiminin
coziimii ile bilinmeyenler

= [0.7336 0.2463 0.6691 0. 0.7336 —0.2463] (3.183)

u" = [0.2444 —0.0845 0.1799 —-0.0246 0.1799 0.0246 0.2444 0.0845]
(3.184)
A= [—503.2164 —320.7066 — 320.7066 — 503.2164] (3.185)
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olarak bulunur. Elde edilen yeni ¢6ziim ile elemanlarin agikliklar1 3.49, 3.50 ve 3.56
kullanilarak

T
0.7336 0.2444 ~1.0
0.1799) 1 [ 0.7336 ) 2 (0.6691 1.0)"
8i1 = ({0.0246} 73 {—0.2463} 73 { 0. }) ' { 0. } +05=-0.01
(3.187)
g1=gi1+&j;=0. (3.188)
gin=gj; = —0.011 (3.189)
0.6691) 1 (0.1799) 1 { 0.1799 —1.01"
82= ({ 0. } "2 {0.0246} "2 {—0.0246}) ' { 0. } +05=001
(3.190)
82 =28in+8j, =0. (3.191)
gi3 = g&j, =0.011 (3.192)
0.1799 1 2 (0.6691) 1 (0.7336 1.0)7
83 = ({—0.0246} 5 { 0. } y {0.2463}) ' { 0. } p-0-> =—0.011
(3.193)
g3 =gi3+8j;=0. (3.194)
gis = gj; = —0.011 (3.195)
T
0.7336 0.2444 ~1.0
84=28is+8j,=0. (3.197)

olarak elde edilir. 3.188,3.191, 3.194 ve3.197 de elde edilen biitiin aciklik ifadelerinin
sifira esit olmas1 ve 3.185 da elde edilen biitiin Lagrange carpanlarinin negatif olmasi
ile problem coziime ulagsmigtir. x yoniindeki deplasman degerleri Sekil 3.11 de
goziikmektedir. Aym1 problemin x yonii yer degistirmelerinin Ansys ile ¢oziimii Sekil
3.15 de verilmistir. Iki sonuc arasinda maksimum deplasman degerinde %0.2’lik bir
fark gézlemlenmistir.
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0.734

0.652

0.571

0.489

0.408

0.326

0.245

0.163

0.082

[=]

Sekil 3.14 : Ornek temas probleminin kenar-kenar temas elemanlar1 kullanilarak elde
edilen ¢oziimiin x yonii deplasmanlart

ANSYS
NODAL SOLUTION R16.0
STEP=1 MAY 29 2018
SUB =1 00:34:32
TIME=1
UX (BVG)
RSYS=0
DMX =.776151
SMX =.735746
| I
0 .163499 .326998 .490497 .653996
.08175 .245249 .408748 .572247 .735746

Sekil 3.15 : Ornek temas probleminin Ansys ile kenar-kenar temas elemanlart
kullanilarak elde edilen ¢oziimiin x yonii deplasmanlarn
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4. SAYISAL UYGULAMALAR

4.1 Silindirik Hertz Temas Problemi

Literatiirde analitik ¢6ziimii bulunan temas problemlerinden biri olan, {izerine P =
100N noktasal kuvvet uygulanan elastik silindirik bir cismin rijit diiz bir cisme noktasal
temasi1 incelenecektir. Sekil 4.1 de goziiktiigii {izere problemin simetri 6zelliginden

p P/2

EC7VC

BE | 02
| 1Imm |

Sekil 4.1 : Hertz silindir-rijit cisim temas problemi geometrisi

AL MMMV AANANANNNND

N\

faydalanilarak, matematik model simetri ekseninin yarisi ile sinirlandirilan bir alan
icin kurulmustur. Elastik cismin malzeme ve geometrik 6zellikleri

E,=7000MPa v,=0.3 r=1mm t = lmm “4.1)
ve rijit cismin malzeme 6zellikleri
E, = 100000MPa v, =0.45 t = 1000mm 4.2)

olarak secilmistir. Problemin temas noktasinda olusan maksimum gerilme analitik
¢Oziimden

P FE
mrt 1 —v?2

po = =494 .8MPa 4.3)

olarak elde edilmistir [29].

Problemi temsil eden sonlu eleman ag1 Sekil 4.2 de goziikmektedir. Silindirik cisim
6467 adet diigiim noktas1 ve 16’s1 iiggen 6325°si dortgen olmak iizere toplam 6341 adet
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Sekil 4.2 : Hertz silindir-rijit cisim temas problemi sonlu eleman ag1

eleman ile, rijit cisim ise 5410 adet diigiim noktasi ve 10’u tiggen 5284’11 dortgen olan
toplam 5294 adet eleman ile temsil edilmektedir. Temas bolgesinde ise 54 adet diigiim
noktasi-diigiim noktasi temas elemani1 bulunmaktadir.

I97 062
0

-100

T
T

200

-300

-350

-400

-450 -450

y ]
-500 -500
T

-4041.8 -4041.887
' 11
1

Sekil 4.3 : Hertz silindir-rijit cisim temas problemi oy dagilimi

Sekil 4.3 de y yoniindeki normal gerilme dagilimi verilmistir. Y yOniinde bulunan
maksimum gerilme 474.6M Pa gbozlemlenmistir ve analitik ¢6ziime gore bagil olarak

494.8 — 474.6|

1048 100 = %4.1 4.4)

olarak hesaplanmistir.

4.2 Pim Detay:

Sekil 4.4 de goziikken 4 cismin birbirine temas ile yiik aktaracagi pim problemi
incelenecektir. Sistemin yiik aktarma sistematigi celik baglantilarinda sikc¢a kullanilan
pimli detaylara benzedigi i¢in problem bu sekilde isimlendirilmistir. Problemdeki
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biitiin plakalar icin malzeme sabitleri ve plaka kalinliklar
E =200000GPa v=0.3 t =5mm 4.5)

Ustteki iki plakaya sirastyla 0.5mm ve 0.6mm deplasman yiikii verilmistir. Alttaki
plaka ise alt tarafindan mesnetlidir.

| I15771m|15mmI |
1I0mnlz I 1'0m77'1
T s & T
5 S
o S
I I
2 = o 5
= c
1 E S *
5 5
o <9

Y

:I; I 407’)7177 I 20mm I 4077?777 I

Sekil 4.4 : Pim detay1 geometrisi

Probleme ait sonlu eleman ag1 Sekil 4.5 de verilmistir. Pimin iist temas bolgesinde
sonlu elemanlar aginin birbirini tutmamasindan dolay: diiglim noktasi-kenar temas el-
emanlari alt tarafta ise diiglim noktasi-dii§iim noktasi temas elemanlar1 kullanilmistir.

Sistem iizerinde olusan gerilme dagilimlar1 Sekil 4.6-Sekil 4.8 de gosterilmistir. Pim
tipi baglantilarin genellikle sadece basit kesme ve ezilme etkilerine maruz kaldigi
diisiiniilmektedir. Fakat Sekil 4.6 de goriildiigii tizere plakalarin yerlesiminden dolay1
pimde egilme etkileri de ortaya ¢ikmaktadir. Bu durum 2016 yilinda yiiriirlige
giren Celik Yapilarin Tasarim, Hesap ve Yapim Esaslarina Dair Yonetmelik’te
bahsedilmektedir [30].
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Sekil 4.5 : Pim detay1 sonlu eleman ag1

-

Sekil 4.6 : Pim detay1 o, dagilimi

46

706.086

551.879

397.672

243.466

89.259

-64.948

-219.155

-373.361

-527.568

-681.775



51.585

-26.468

-104.521

-182.574

-260.628

-338.681

-416.734

-494.787

-572.84

-650.893

Sekil 4.7 : Pim detay1 o, dagilim

162.469

126.341

90.213

54.085

17.957

-18.171

-54.299

-90.427

-126.555

-162.683

Sekil 4.8 : Pim detay1 7,, dagilim
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4.3 Temas Halindeki Diizlem Kirisler

Birbiri tizerine konulmus, kalinliklar1 # = Smm olan ve iki ucundan basit mesnetlenmis
kirigler Sekil 4.9’de goziikmektedir. Ustteki kiris ¢ = 40N /mm diisey yayili yiik ile

q

L 200mm | 200mm

2000mm |

Sekil 4.9 : Ust iiste konulan kirislerin geometrileri

yiiklenmigtir. Kiriglerin ikisinin de malzeme 6zellikleri ayn1 olup E = 30000M Pa ve
v =0.2 dir.

Sekil 4.10 : Kirislere ait sonlu eleman ag1

Problemi temsil eden sonlu elemanlar ag1 Sekil 4.10 de verilmistir. Ustteki kiris x
dogrultusunda 80 parcaya alttaki kirig ise 60 parcaya boliinmiistiir. Her iki kiris y
yoniinde 8 parcaya boliinmiistiir ve kirisleri olusturan biitiin elemanlar dortgendir.
Iki kiris birbirine temas eden kenarinda toplam 137adet kenar-kenar temas elemani
kullanilmagtir.

IO
-4.711

-9423

-14.134

-18.845

I -23.557

-28.268

-32.98
I37.691
-42.402

Sekil 4.11 : Kiriglerin y yonii deplasmani
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299.651
I233.055
166.458

99.862

33.265

-33.331

-99.928

-166.524
I-233.121

-299.717

Sonlu eleman analizine ait y yonii diisey deplasman ve x yonii gerilme dagilimi Sekil
4.11 ve Sekil 4.12 de verilmistir. Alttaki kiris olmadan sadece {ist kirige ait deplasman

Sekil 4.12 : Kirislerde olusan o, dagilimi

5 ql*
_ 2 9 g333 4.6
384 E1 " (4.6)

olarak hesaplanmaktadir. =~ Beklendigi gibi {iist kirisin deplasmami yar1 yariya
azalmaktadir.

Kiriglerin arasindaki acgiklik sirasiyla Smm, 10mm, 15mm, 20mm ve 25mm olacak
sekilde sistemin analizi yapilmistir (bkz. Sekil 4.13).

q

1 200mm 9, 200mm

2000mm |

Sekil 4.13 : Arasinda agiklik bulanan kiriglerin geometrileri

Elde edilen analiz sonuglar1 Sekil 4.14 ve Sekil 4.15 de gosterilmistir.
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-4.991

-9.981

-14.972

-19.963

-24.954

-29.944

24935
-39.926
a7
5271

-10.541
15812

21.082

T 26253

i

-31.623

-36.894
42154

-47.435
0

IS 551
-11.103

-16.654

22205

-38.859
44411

-49.952

0
Is 832
11.664

17496

23329

-29.161

-34.993

-40.825
-46.657

-52.489

Iéﬂz
-12.225

-18.338

=3

-30.563

-36.675

-42.788
489

-55.013

Sekil 4.14 : Aralarinda sirastyla Smm, 10mm, 15mm, 20mm ve 25mm agiklik bulunan
kirigler i¢in diisey deplasman dagilimlari
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299.965

23337

166.774

100.178

33582

i 33014

-99.61

-166.206

-232.802

-299.398
308.888

240,668

172.447

104.227

36.007

-32.214

1 -100.434
{1 I I
168,655
-236 875
305096
329.75
I;GFSQ
183826

110.866

|

37.905

! -35.056
T

-108.017

-180.979

-253.94

326,901
347.684

270,688

193.692

116.697

39.701

T -37.205

| -114.29

-191.286

-268.281

345277
365.391

1284.468

203.545

122.621

41.698

T 111
I -39.225
11

120148

201071
-281.994

-352.918

Sekil 4.15 : Aralarinda sirastyla Smm, 10mm, 15mm, 20mm ve 25mm agiklik bulunan
kirigler i¢in oy dagilimlari
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5. SONUC VE ONERILER

Hazirlanan bu ¢alisma kapsaminda siirtiinmesiz temas analizinde Lagrange carpanlari
yonteminin kullanimi agiklanmig ve cesitli elemanlarin formiilasyonu verilmistir.
Bahsi gecen elemanlar ile 6rnek bir temas problemi ¢oziilmiis ve sonucglart Ansys
ile karsilagtinlmistir.  Bu karsilagtirmalar dogrultusunda maksimum deplasman
degerlerinde

e diigiim noktasi - diigiim noktasi elemaninda Ansys ile ayni
e diigiim noktasi - kenar elemaninda Ansys ile %0.2 farkli

e kenar - kenar elemaninda Ansys ile %0.2 farkli

sonug elde edilmistir. Yapilan karsilastirmalarda tez kapsaminda formiilasyonu verilen
elemanlarin, genel olarak dogrulugu kabul edilmis Ansys ile ortiistiigii gdzitkmektedir.
Ayrica ¢oziimii analitik olarak bilinen elastik bir silindirik cismin rijit diiz bir cisme
temas problemi oldukca fazla eleman temas elemani iceren sonlu eleman agi ile
cOziilmiigtiir. Coziimiin sonucunda analitik ¢oziime % 4 mertebesinde yaklasilmistir.

Calisma kapsaminda formiilasyonu verilen diigiim noktasi-diigiim noktasi, diigiim
noktasi-kenar ve kenar-kenar temas elemanlar1 geometrik iliskilerin karmagikligina
gore sirayla agiklanmistir. Diigiim noktasi-diigiim noktasi temas eleman1 formiilasy-
onu kolay ve islem yogunlugu az olmasi ile beraber birbirini tamamen karsilayan sonlu
eleman aglar1 ile kullanilabilmektedir. Temas analizleri birden fazla cisim icerdigi
icin bu temas elemanin kullanilacagi problemlerde sonlu eleman ag1 6zel algoritmalar
gerektirmektedir. Diigiim noktasi-kenar ve kenar-kenar temas elemanlarinda ise boyle
bir zorunluluk yoktur.

Temas analizlerinde cisimlerin birbirine aktardiklar1 gerilmeler cisimlerin temas
bolgesinde gerilme yigilmalar1 yaratabilmektedir. Cisim i¢inde olusan gerilme
dagiliminin daha saglikli elde edilmesi icin olas1 temas bolgelerindeki sonlu eleman
aginda siklastirmaya gidilmelidir. Eleman iizerinde tarif edilen gerilmenin ortalama
olmasindan dolayr kenar-kenar temas elemaninda bir miktar i¢ ice girme durumu
olusmaktadir. Bu durum temas bolgesinde sonlu eleman agini yogun tutmak ile
siirlandirilabilecegi i¢in bu elemanin kullanilacag: sonlu eleman analizlerinde temas
bolgesi sonlu eleman agy titizlikle iiretilmelidir.
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