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1. GIRIS

1950-1980 yillar1 arasinda “ Genellestirilmis Metrik Uzaylar” 6nemli bir arastirma
temasiydi. Amag, metrik uzay siifindan daha biiyiik uzay siniflar1 bulmakti. Bu uzaylar bazi
topolojik islemler altinda kapali olmali ve olabildigince metrik uzaylarin istenen 6zelliklerini
tagimaliydi. Ceder 1961 yilinda M1, M2 ve M3 uzaylarini tanimladi [1]. Daha sonra Borges
1966 yilinda Ceder’ in M3 uzayim “ Katmanlanabilir Uzay” olarak yeniden adlandirdi [2].

X bir topolojik uzay olmak uzere; her U € X acik kiimesi igin X i¢inde

i. U=[J{G(nU):n21} = {G(n,U):n21}
ii. VcXagtkveUC Vise, hern>1igin G(n, U) € G(n, V)

sartlarim1 saglayan bir { G(n, U): n €N} acgik kiimeler dizisi var ise, X uzayi

katmanlanabilirdir denir.

Katmanlanabilirlik kuvvetli bir 6zelliktir. Katmanlanabilir uzay sinifi biitiin metrik uzaylari
icerir. Katmanlanabilirlik kalitsaldir, sayilabilir ¢arpimsaldir ve kapali fonksiyonlar altinda
korunur. Bununla birlikte parakompaktlik, Dugundji genisleme teoremi gibi metrik
uzaylarin kuvvetli ve kullanigh 6zelliklerinin ¢oguna sahiptir. Katmanlanabilir uzaylar
tizerine yaptig1 1966 yilindaki ¢alismada Borges katmanlanabilir uzaylarin, daha sonra 1971
yilinda Zenor tarafindan monoton normallik olarak adlandirilacak olan, asagidaki 6zelligi

sagladigimi gosterdi [2]:

Eger X uzay1 katmanlanabilir ise, X uzayinda A € X kapali, U € X agik ve A € U olacak
bicimde bir (A, U) ikilisi i¢in bir M(A, U) acik kiimesi

i. AcCM@A U< MAUCcuU
ii. AZBveU c V kosulunu saglayan bir (B, V) ikilisi icin M(A, U) € M(B, V)

sartlar1 saglanacak bigimde vardir. Yukaridaki sekilde tanimlanan monoton normallik

Ozellikleri ile ¢alismak bazi durumlarda zordur ve bu tanima esdeger basgka ifadeler vardir.

1996 yilinda Buck tarafindan monoton Hausdorff uzay adi verilen yeni bir uzay sinifi elde

edildi. Oldukga buyiik bir uzay sinifi olmasinin yani sira monoton normallik 6zelligine gore
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bazi avantajlara da sahip oldugu gériildii. Ornegin; monoton Hausdorff 6zelliginin kutu

carpimi altinda korundugu Buck tarafindan gosterildi [3].

Yine Ceder tarafindan Mj-uzaylar arasindaki iliskiler incelenmis ve M1 = M2 = Ms
oldugunu ispatlanmistir [1]. Daha sonra Gruenhage ve Junilla birbirlerinden bagimsiz olarak
M3z = My oldugunu ispatlamak suretiyle M2 ve M3 kosullarinin denk kosullar oldugunu elde
etmislerdir [4-5]. Fakat yaklagik 60 yildir Ceder’in “ Mz uzay M1 uzay midir? “, yani
“ Katmanlanabilir uzay o-kapanisi koruyan bir tabana sahip midir? “ sorusuna cevap
bulunamamuistir. Her bir noktasinin kapanist koruyan bir yerel komsuluklar tabanina sahip
oldugu katmanlanabilir uzaylarin M1 uzay oldugunu ispat eden Ito’ nun teoremi bu konuda

blyuk bir ilerlemedir [6].

Daha sonra Ceder’ in tanimladigi Mj-uzaylarin yerellestirmis bi¢imi olan mj-uzaylar Buck
tarafindan ele alinmis ve bazi sonuglar elde edilmistir [3]. m; uzaylarin arastirilmasi
esnasinda bu uzaylarin monoton Hausdorff 6zelligi ile arasinda kuvvetli bir iliski oldugu

bulunmustur. Hatta baz1 durumlarda bunlarin esdeger oldugu ispatlanmaistir.



2. ONBILGILER

Bu boliimde ¢alismamizda yer alan bazi tanim ve teoremlere yer verilecektir.

2.1. Tanim

(X, ) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesini kapsayan bir U agik kiimesinin her N

st kiimesine, A kiimesinin komsulugu denir, yani,

(N kimesi A € X kiimesinin bir komsulugu ) < (3 U S X: Uacitk ve AS U S N).

Eger A = {x} ise,

(N kumesi x € X noktasinin bir komsulugu ) < (FU S X: Uactkvex € UCS N).

x noktasini igeren U agik altkiimesine de x in bir agik komsulugu denir [7].

Herhangi bir x € X noktasinin biitiin komsuluklar ailesi N(x) ile gosterilecektir.

2.2. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve B < 7 olsun. t topolojisinin her eleman1 § nin bazi elemanlarinin

birlesimi olarak yazilabiliyor ise, B ya T topolojisinin bir tabani denir [7].

2.3. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olmak iizere x noktasinin biitiin komsuluklarinin ailesi
N(x) olsun. E(x) € N(x) olmak tzere N(x) ailesinin her N elemani i¢in E S N olacak sekilde
bir E € E(x) varsa, E(x) ailesine X tizerindeki topolojiye gore, x noktasinin komsuluklar

tabani denir [7].

2.4. Tanim

(X, 1) topolojik uzayinin her noktasinin sayilabilir bir komsuluklar tabani varsa, X uzayina

birinci sayilabilir uzay denir [7].



2.5. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olsun. X uzayinin farkli X ve y elemanlar1 i¢in bunlardan birini

iceren ve digerini icermeyen en az birer komsuluklari varsa, yani

VX, YEX, x#yicinI N e N(x) ve I M € N(y) komsuluklar: var 6yle ki x¢ M ve y¢ N ise,

X topolojik uzayma Ti-uzay denir [7].

2.6. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. X uzaymin farkli x ve y elemanlarmin ayrik komsuluklar

varsa, yani

VX y€EX, x#yicin3I N € N(x) ve 3 M € N(y) komsuluklart var 6yle ki N N M = @ ise,

X uzayina To-uzay ( veya Hausdorff uzay) denir [7].

2.7. Tanim

(X, ) bir topolojik uzay ve x € X olsun. X uzayinin x noktasini igermeyen kapali her K

kiimesi ile x noktasinin ayrik komsuluklar: varsa, yani

X € XveV K C X kapali, x¢K icin3 N € N(x) ve 3 M € N(K) komsuluklari var dyle ki
NNM=0gise,

X uzayina, X noktasinda diizenli uzay denir [7].

Her x € X i¢in x noktasinda diizenli olan X uzayina dizenli uzay denir.

2.8. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger, X uzayinin herhangi iki kapali, ayrik altklimesinin

ayrik komsuluklar varsa, yani



K1 N K2 = @ bigimindeki her K¢, K2 € X kapali i¢in K1 € U; ve Kz € Uy olacak bigimde
3 Uy, Uz € X agiklar1 var 6yle ki Up N Uz = @ ise,

X uzayina normal uzay denir [7].

2.9. Tanim

IR {izerinde taban1 B = { [a,b) : a,b € R, a<b } olan topolojiye Sorgenfrey dogrusu denir.

2.10. Tanim

P bir 6zellik olmak tizere P 6zelligine sahip olan ailelerin sayilabilir birlesimi bigiminde

yazilabilen ailelere o-P 6zelligine sahiptir denir.

2.11. Tanim

( X, <) tam ( lineer ) siral1 bir kiime, a, b € X ve a < b olsun.

(@, b)={xeX:a<x<b}

(@a—-)={xeXa<x}

(«,b)={xeX:x<b}

olmak tizere X kiimesi tizerinde taban1 B = { (a, b), (a, = ), (<, b):a,b € X vea<b } olan
topolojiye X lizerinde lineer siralama topolojisi denir ve X uzayma da dogrusal sirali

topolojik uzay ( LOTS ) denir.

2.12. Tanim

Dogrusal sirali topolojik uzaylarin alt uzaylarina Genellestirilmis Siral1 Uzaylar denir.



2.13. Tanim

X bir topolojik uzay ve A, B € X olsun. Eger AN B=¢ =B n A ise, A ve B kiimelerine

ayrilmig kiimelerdir denir.
2.14. Tanim

f: X — Y bir fonksiyon olsun. Her K € X kapal1 i¢in f(K), Y de kapali ise, f ye kapali

fonksiyon denir.

Simdi calismamizdaki bir drnekte yer alan topolojik grup tanimi verilecek ve her topolojik

grubun diizenli oldugu gorulecektir.
2.15. Tanim
(G, 7) bir topolojik uzay ve (G, .) bir grup olsun. Eger

f:GxG-oG h:G—>G
ve
(x,y) = f(x,y) = xey X = h(x) = x™*

fonksiyonlar stirekli ise, (G, T, .) U¢listne bir topolojik grup denir.

Topolojik gruplarin diizenli olduklarini gérmek i¢in 6nce asagidaki iki lemmayi1 verelim.
2.16. Lemma

(G, T, .) bir topolojik grup ve g € G olmak Uzere

Lg:G—>G

X = Ly(X) = gex

sol 6teleme fonksiyonu ve

R,:G—>G
X = R, (X) = Xeg



sag oteleme fonksiyonu homeomorfizmdirler.
fspat.‘

Lg:G—>G

X — L (X) = gex

fonksiyonunu ele alalim. (G, .) bir topolojik grup oldugundan

f:GxG->oG
(x,y) > f(x,y) = xey

fonksiyonu siireklidir. L (X) =f |ig3xc oldugundan L fonksiyonu siireklidir.

Lg (x)= Lg (X,) ise Lg fonksiyonunun tanimindan §*X; =({*X, olup g_l°(g°X1) = g‘l-(g-xz)
oldugundan X; = X,dir. Bdylece Lbirebirdir.
Hery € Gigin X =0y € G oldugundan L, Grtendir.

Iddia ediyoruz ki (L) = L, . dir. Gergekten;
-1 —_

Lo L, (0 =g7(@x) =x =100

Lyo L. () =9(g"+x) =x = 1(x)

dir. L .:G —>G, her x € G icin L_,(x) =g fonksiyonu verilsin. (L) =f|(@"xG)
oldugundan (Lg)‘1 = Lg,1 fonksiyonu siireklidir. Benzer sekilde Rg nin de homeomorfizm
oldugu gortilebilir.

2.17. Lemma

(G, 1, .) bir topolojik grup ve (G, .) grubunun birim elemani e olsun. e € U bigimindeki her

UCS Gaggigine €V, V1=V ve VeV c U olacak bigimde en az bir V € G agig1 vardir.
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fspat.‘
U € G agik ve ¢ € U olsun.

f:GxG—>G
(x,y) > f(x,y) = xey
« T)=W. T < U olacak bigcimde W, T € G agiklar1 vardir.

surekli ve f(e,e) =e € U oldugundane e W,e € T ve (W

0:G—>G

homeomorfizm oldugundan W ve T? kiimeleri de aciktir. Oyleyse
X—>0g(X)=x"

1
V=WnTnW?!n TLdenilirse; V € G agik olupe € V, V1=V ve VeV C U saglanur.
2.18. Teorem

Her G topolojik grubu diizenlidir.

fspat

e, G topolojik grubunun birim eleman1 olmak iizere homojenlikten dolay1 e i¢in gérmek
yeterlidir, A, G topolojik grubunun herhangi bir kapali altkiimesi ve ¢ €& A olsun. Bu
durumda A € U,e € Vve U NV = @ olacak sekilde U ve V agik kiimeleri vardir. Soyle ki;

e ZA ve A S G kapali oldugundan e € A® ve A° € G agik olup onceki lemmadan
V1V € A°® ve e € V olacak bigimde bir V € G acgig1 vardir. Yani V'V . n A = ¢ olup
V N VA = @ olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla A kapali kiimesini iceren U ac¢igin1 VA olarak

alinabilir ki bu da ispat1 tamamlar.



3. MONOTON NORMAL VE MONOTON HAUSDORFF UZAYLAR

Bu bolimde 6ncelikle monoton normal uzay tanimi verilecek, monoton normallikle ilgili
baz1 Ozellikler incelenecektir. Daha sonra monoton normal uzaydan daha genis olan
monoton Hausdorff uzaylar ele alinacaktir. Calismamizda yer alan biitiin uzaylarin T1-uzay

oldugu kabul edilmistir.
3.1. Monoton Normal Uzaylar

Bu kistmda monoton normal uzay kavrami ve bu tanima esdeger olan ifadeler verilecektir.

Ayrica bazi topolojik 6zellikleri incelenecektir.
3.1.1. Tamim

X bir T1-uzay olmak tizere X uzaymin kapali, ayrik altkimelerinin her (H, K) sirali ikilisini

G(H, K) agik kiimesine gotiiren ve

MN1. H S G(H, K) € G(H,K) S X\K;
MN2. (H', K') kapali, ayrik altkiimelerin sirali ikilisi olmak tizere eger
H<S HveK c Kise, G(H, K) € G(H', K')
sartlarini saglayan bir G fonksiyonu varsa, G fonksiyonuna monoton normallik operatori, X

uzayina da monoton normal uzay denir[3].

Eger MN1, MN2 monoton normallik sartlarina ek olarak H' € X kapali olmak {izere
H' € G(H, K) oldugunda G(H', K) € G(H, K) sart1 saglaniyorsa bu durumda G fonksiyonuna
kuvvetli monoton normallik operatdri, X uzayina da kuvvetli monoton normal uzay
denir[3].

Yukaridaki sekilde tanimlanan monoton normallik 6zellikleri ile ¢alismak bazi durumlarda
zordur ve bu tanima esdeger baska ifadeler vardir. Simdi monoton normalligin [8] de

incelenen farkli karakterizasyonlarini verelim.
3.1.2.Teorem

Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
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a) X bir monoton normal uzaydir.

b) X uzaymin ayrilmis altkiimelerinin her (S, T) sirali ikilisini G(S, T) € X agik kiimesine

g6tiiren ve
i) SCSG(S,T)<S G(S,T) € X\T,;
i) (S, T') ayrilmis kiime ikilisi icin eger SC S've T'C T ise, G(S, T) € G(S', T')

sartlarini saglayan bir G fonksiyonu vardir.

¢) C, X uzayinda kapali ve p € X\C olmak iizere (p, C) ikilisini H(p, C) acik kiimesine
gotiiren ve

i) p€eH(p,C)cX\C;

i) Eger D kapalivep ¢ C D D ise H(p, C) € H(p, D);

iii) p, q € Xicin eger p = q ise H(p, {q}) N H(q, {p}) = @

sartlarin1 saglayan bir H fonksiyonu vardir.
fspat
(b = a): Ayrik, kapali iki kiime ayrilmis oldugu igin ispat agiktir.

(a = c): X T1-uzay oldugundan her tek nokta kiimesi kapali olup ispat agiktir.

(c = b): Sve T kiimeleri X uzayinin ayrilmis iki alt kiimesi olsun. S N T = @ oldugundan

her p € S icin p & T veT kapali oldugundan hipotezdeki kosullar1 saglayan bir
H(p, T) € X agi1g1 vardir. G(S, T) a¢igin1 G(S, T) = U{H(p,f) 'peS}

bi¢iminde tanimlayalim. Her p € S icin p € H(p, T ) oldugundan S € G(S, T) dir. Ayn
zamanda G(S,T)S X \ T dir. Soyle ki; q € Ticin T N'S = @ oldugundan q & S olup
q € H(q,é) dir. Aym1 zamanda H(q,é) Nn G(S,T) = @ dir. Gergekten;
H(q, §) N G(S, T) # @ olsun. Bu durumda z € H(q, §) N G(S, T) olacak bigcimde bir z
vardir. G(S, T) nin tanimindan z € H(q, §) N H(p, '_I') olacak bi¢imde bir p € S vardir. Ayni

zamanda p € S oldugundan {p} < S olup H(q, §) C H(q, {p}) dir. Benzer bicimde g € T
oldugundan {q} <€ Tolup Hp, T) < Hp, {q}) dr. Boylece

H(q, é) N Hp, T) < H@, {p}Y) N Hp, {q}) olup hipotezin (iii) 6zelliginden
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Ha, {pHn Hp {d}) = @ oldugundanH(@,S)N H@E, T) = @ olur ki bu
z € H(q, §) N H(p, T ) olmasi ile gelisir. Oyleyse H(q, é) NG(S, T)=0olupg & G(S,T)
dir. T € X\G(S,T) olup G(S, T)S X\T dir. SimdiS'N T'=@ =T'n S'olmak iizereSCS S'
ve T' S Tolsun. T' € T oldugundan T'S T olup hipotezin (i) 6zelliginden her p € S igin

Hp, T) < Hp T) dr Oyleyse USH(IO,T)QUH(D,T')QUH(IO,T') olup
pe

peS peS'

G(S, T)cG(S, T) drr.

Tanim 3.1.1 de verilen G monoton normallik operatdrii, X uzayinin kapali, ayrik her (A, B)
ikilisi icin G(A, B) N G(B, A) = @ olacak bigimde ayarlanabilir. Sdyle ki; X monoton normal

uzay olsun. Bu durumda X in bir G' monoton normallik operatérii vardir.

G(A, B)=G'(AB) \ G'(B,A) seklinde tammlanan G operatérii X uzay1 iizerinde
G(A, B) n G(B, A) = @ sartin1 saglayan bir monoton normallik operatoriidir. Gergekten;

G', X uzerinde bir monoton normallik operatérii oldugundan A < G'(A,B) ve

()

'(B,A)c X \ A olup A € G(A, B) dir. MN1 sartinin saglandigini sdyleyebilmek icin

G(A,B) c X \ B oldugunu da gorelim. x€ G(A,B) olsun. O halde G operatériniin

tamimindan x € G'(A,B)\G'(B, A) dir. Kabul edelim ki x¢ X \ B olsun.O halde x € B ve G'

monoton normallik operatérii oldugundan B € G'(B, A) € G'(B,A) < X\ A olup G'(B, A),

x noktasini igeren bir aciktir. X € G(A,B) oldugundan x noktasmi iceren her acikla,

G(A, B) kiimesinin arakesiti bos kiimeden farklidir. Yani G'(B, A) n G(A, B) #@ olup

G'(B, A) n (G'(A, B)\ G'(B,A)) #@ dir. Bu bir geliskidir. O halde x € G(A,B) igin
x € X\ B dir. Boylece MN1 sart1 saglanir.

Simdi kapali, ayrik kiimelerin (A', B') sirali ikilisi igin A € A’ ve B' € B olsun. Bu durumda
G(A, B) © G(A', B') oldugunu goérmeliyiz. x € G(A, B) olsun. G nin tanimindan

x € G'(A, B)\ G'(B,A)dir. Yani x € G'(A, B) ve x & G'(B,A)dir. G monoton normallik
operatori  oldugundan x € G'(A, B) ve x & G'(B\A) dir. Boylece

x € G'(A, B)\ G'(B',A) olup x € G(A', BY) dir.
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Monoton normal her uzay normaldir. Gergekten; X monoton normal uzay ve G, X uzayi
uzerinde bir monoton normallik operatorii olsun. O halde X uzaymin kapali, ayrik H, K
kimeleri i¢cin G(H, K) n G(K, H) = @ bi¢ciminde ayrik agiklar1 vardir. Bunun tersinin
genelde dogru olmadig1 Ornek 3.1.5 de goriilecektir.

Simdi monoton normal uzay olma o6zelliginin agik kiimelerle ilgili olan bir diger

karakterizasyonu ifade ve ispat edilecektir.

3.1.3. Teorem

Asagidakiler denktir:

a) X uzayr monoton normal uzaydir.

b) X uzaymin her x € X noktasi ve X in her agik U komsulugu i¢in X in 8yle bir D(x,U)

acik komsulugu vardir ki bu D(x,U) agiklar1

“Dx,U)NnD(y,V)+ 0 = xeVveyaye U

kosulunu saglar[9].

fspat

(a = b): X uzayr monoton normal olsun. Bu durumda X uzay1 iizerinde, Tanim 3.1.1 deki
MN1 ve MN2 kosullarini saglayan bir G monoton normallik operatorii vardir. Teorem 3.1.2
den sonra verilen bilgiye gore G operatdriiniin, X uzayinin kapali, ayrik altkiimelerinin her
sirali (H,K) ikilisi i¢in G(H, K) N G(K, H) = @ kosulunu sagladigin1 kabul etmek genelligi
bozmaz. Her x € X ve x in her U a¢ik komsulugu igin D(x, U) = G({x}, X \ U ) biciminde
tanimlayalim. G monoton normallik operatori oldugundan x € G({x}, X\ U ) olup D(x, U)
x in bir agik komsulugudur. Benzer sekilde herhangi bir y € X ve y nin herhangi bir V acgik
komsulugu i¢in D(y, V) tanimlanabilir. X £ V ve 'y £ U olsun. Bu durumda x # y olup, X Ts-
uzay ve G monoton normallik operatorii oldugundan G({x}, {y}) n G({y}, {x}) = @ dir.
Ayni zamanda {y} € X \ U oldugundan G( x, X\ U) € G({x}, {y}) dir. Benzer bicimde G(
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Y, X\ V) € G({y}, {x}) olup D(x, U) € G({x}, {y}) ve D(y, V) € G({y}, {x}) dir. Boylece
D(x, U) n D(y, V) = @ duir.

(b = a): X uzaymnin her X noktast ve x in her U komsulugu i¢in x in hipotezdeki kosulu
saglayan bir D(x, U) acik komsulugu var olsun. X uzaymin kapali, ayrik altkiimelerinin sirali
her (H, K) ikilisi icin;

G(H, K) =U{ D(x,U)| xeH, U x in agik komsuluguve UN K =0 }

biciminde tanimlanan G operat0rii X uzayi tizerinde bir monoton normallik operatoridur.
Soyle ki;

Her x € X ve X in her U agik komsulugu i¢in D(X, U) x in agik bir komsulugu oldugundan,
X uzayinin kapali, ayrik altkiimelerinin sirali her (H, K) ikilisi igin G(H, K) € X agiktir.
Simdi G operatoriiniin MN1 kosulunu sagladigini gérelim. H ve K, X uzayinin kapali, ayrik

herhangi iki altkiimesi olsun. Her x € H ve x in her U agik komsulugu igin x € D(X, U)

oldugundan H € G(H, K) dir. G(H,K) € X \ K oldugunu gérmek i¢in G(H,K) n K = @

oldugunu kabul edelim. Bu durumda y € G(H,K) n K olacak bigimde bir y € X vardir.
y € Kve KnH = @ oldugundan y € X \ H dir. X\ H € X a¢ik oldugundan y € D(y, X \ H)

dir. D(y, X \ H) € X a¢ik ve y € G(H,K) oldugundanD(y, X \ H) n G(H, K) = @ olup
D(y, X \ H) n D(x, U) # @ olacak bicimde bir x € H eleman1 ve x in U N K = @ olacak
bicimde bir U agik komsulugu vardir. D(y, X \ H) n D(x, U) # @ olmas1 y € U veya

X € X \ H olmasm gerektirir ki bu U N K =@ ve X € H olmasi ile ¢elisir. BOylece

G(H,K) n K # @ kabulii yanlis olup G(H, K) € X \ K olmak zorundadir.

Simdi de G operatoriiniin MN2 kosulunu sagladigini gorelim. (H, K) ve (H', K') X uzayimnin
kapali, ayrik altkimelerinin iki sirali ikilisi olmak lGzere H € H' ve K' € K olsun.
G(H, K) € G(H', K") oldugunu gormeliyiz. p € G(H, K) olsun. Bu durumda p € D(x, U)
olacak bicimde bir x € H ve x in U N K = @ olacak bigimde bir U agik komsulugu vardir.
H € H' oldugundan x € H' ve K' € K oldugundan U N K' = @ olup p € G(H', K') dir.



14

Simdi monoton normal uzayin her alt uzayinin da monoton normal uzay oldugunu gorelim.
Normal uzay olma 6zelligi sadece kapali alt uzaylara gore kalitsal olmasina ragmen monoton

normal uzay olma 6zelligi kalitsaldir.

3.1.4. Teorem

Monoton normal uzay olma 6zelligi kalitsaldir[3].
fspat

X bir monoton normal uzay ve Y € X olsun. U € Y olmak uzere U kiimesi Y alt uzayinda
acik ve y € U olsun. U kiimesi Y alt uzayinda agik oldugundan U =Y n U’ olacak bicimde
bir U' € X agig1 vardir. y € U oldugundan y € U' dir. y € U' ve X monoton normal uzay
oldugundan y nin Teorem 3.1.4 deki kosulu saglayan X uzayinda bir D(y, U’) acik
komsulugu vardir. D(y, U) = D(y, U) n Y olsun. D(y, U) agig1 Y uzay:1 {izerinde
Teorem 3.1.3 teki kosulu saglar. SOyle Ki; y ve z, Y nin herhangi iki elemani, U ve V,
sirastyla, y ve z nin Y altuzayinda agik komsuluklar1 olmak tizere, z & D(y, U) ve
y &D(z, V) olsun. Boylece z & D(y, U)nYvey & D(z, V)nYolupy, zeyY
oldugundan z & D(y, U') ve y & D(z, V') dir. Boylece D(y, U) n D(z, V') = @ dur.

(D(y,U)ND(z,V))NY = @ olup D(y, U) N D(z, V) = @ dir. Teorem 3.1.3 ten Y monoton

normal uzaydir.

Monoton normal her uzayin normal oldugunu daha 6nceden ifade etmistik. Tersinin dogru

olmadigini asagidaki 6rnek ile gorelim.
3.1.5. Ornek

Bolum 3.3. de verilecek olan Niemytzki dizlemini X ile gosterelim. X uzaymin agirhigi
w(X) ve | = [0,1] olmak (izere; 1°® carpim uzay1 normal uzaydir, fakat monoton normal
degildir. I kapali araligi kompakttir. Boylece 1°®uzay1 kompakttir. Kompakt her uzay
normal oldugundan 1°® normaldir. Kabul edelim ki 1°® monoton normal uzay olsun.
Teorem 3.1.4 den monoton normal uzay olma &zelligi kalitsal oldugundan 1°%in her alt

| o(X)

uzay1 da monoton normaldir. X uzay1 Tychonoff oldugundan e: X — gomme doniistimii
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vardir. Bu durumda e(X) € 1°® alt uzayr da monoton normal uzaydir. e(X), X uzayma
homeomorf oldugundan X uzay1 monoton normaldir. Fakat bu X uzayinin, Ornek 3.3.2 de

gosterildigi gibi monoton normal olmamasiyla ¢elisir.

Monoton uzaylara duyulan ilginin bir nedeni de 4. Bolimde verilecek olan katmanlanabilir
uzaylarin yani sira dogrusal sirali topolojik uzaylarin biitiin alt uzaylarinin da bu 6zellige
sahip olmasidir. Altsiralanabilir uzay olarak adlandirilan bu uzaylarin monoton normal
oldugunu sdyleyebilmek i¢in dogrusal sirali topolojik uzaylarin monoton normal oldugunu
gormek yeterlidir. O halde simdi dogrusal sirali topolojik uzaylarin monoton normal

oldugunu gorelim.
3.1.6. Teorem
Dogrusal sirali topolojik uzaylar monoton normal uzaydir[9].

fspat

(X, <) dogrusal siral1 bir topolojik uzay olmak tizere <,,, X lizerinde herhangi bir iyi siralama
bagintisi olsun. Simdi X uzayinin her x € X noktasi ve x in her agik U komsulugu i¢in
Teorem 3.1.3 teki kosullar1 saglayan bir x € D(x, U) € X a¢igmnin var oldugunu goérelim.
U c Xagik ve x € U olsun. (a, b), (<, b), (a, =) bigimindeki biitiin araliklarin ailesi dogrusal

siralt topolojik uzaylar i¢in taban oldugundan X € (a, b) € U olacak big¢iminde

(veyax € (a, =) € Uveyax € (¢, b)gU)birarahkvardlr.Ax:{pEX|a<p<x}ve

Bx={peX | x <p<b } olsun. Eger Ax # @, Bx # @ ise bunlarin <,,iyi siralama bagintisina

gore birer en kii¢iik eleman1 vardir. Bunlar eger varsa ax ve by olsun.

(a,,b) A =D Ve B, #J
[x,b,) A, =0 Ve B #J
@,x] A #z0 Vve B, =0
{x} A =0 ve B, =0

D(x,U) =

bi¢iminde tanimlansin. D( X, U ) € U agik ve x € D( x, U) dur. Simdi y € V € X a¢ik olmak
uzere ve D(y, V) yukaridaki bi¢imde tanimlanmisken eger D(x, U) N D(y, V) # @ ise X € V
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veya y € U oldugunu gorelim. Genelligi bozmadan x < y oldugunu varsayalim.
Ax # @ # Ay ve Bx # 0 # By durumunda ispat1 yapalim. Diger durumlarda da benzer
bi¢imde yapilabilir. D(X, U) N D(y, V) # @ iken mimkiinse x¢ V ve y¢ U olsun. O halde;
(ax, bx) N (cy, dy) # @ ve x¢ (c, d) ve y¢(a, b) dir.

1. x<y
2. (ax, bx) N (cy, dy) = @
3. Xg(c, d) ve y¢(a, b)

2 den dolayi cy < by olmak zorundadir. Ayn1 zamanda x < cy olmak zorundadir. Soyle ki;
X ¢ (c, d) olup x ¢ (cy, dy) oldugundan x < cy veya X = cy dir. Eger x = ¢y ise; ¢ < Cy
oldugundan ¢ < x olur ki bu durumda ¢ < x <y < d oldugundan x € (c, d) olur. O halde

X < cy dir. Boylece; x <cy<bx<bvec<cy<bx<yolupx<cy<bvec<hx<ydir.
bx <,Cy ve ¢y <, bx olur ki bu bir geligkidir. X € V = (c, d) veyay € U = (a, b) olmak

zorundadir.

Monoton normal uzay olma 6zelligi kalitsal oldugundan dogrusal siral1 topolojik uzaylarin
her alt uzayr da monoton normaldir. Dogrusal sirali topolojik uzaylarin alt uzaylarina
altsiralanabilir uzay (veya genellestirilmis sirali uzay) denildiginden asagidaki sonug

verilebilir.

3.1.7. Sonug

Altsiralanabilir uzaylar monoton normaldir.

3.1.8. Sonug

IR reel sayilar kiimesi, iizerindeki aligilmig topolojiyle, dogrusal sirali bir uzay oldugundan

monoton normal uzaydir.

Simdi de monoton normallik 6zelliginin kapali fonksiyonlar altinda korundugu asagidaki

teoremle ifade ve ispat edilecektir.
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3.1.9. Teorem

f: X = Y siirekli, 6rten, kapali bir fonksiyon olsun. X uzayr monoton normal uzay ise Y

uzay1 da monoton normal uzaydir[8].

fspat

X, monoton normal uzay ve G, X uzayi iizerinde bir monoton normallik operat6ri olsun. H,
KCS Y kapali ve H N K = @ olmak tizereG'(H, K) = Y \ f ( X\ G(f1(H), f }(K) ) ) seklinde
tanimlanan G', Y iizerinde bir monoton normallik operatériidiir. Soyle ki; H, K € Y kapali,
H N K = @ ise fsiirekli oldugundan f "}(H), f }(K) € X kapal1 ve f 1(H) n f {(K) = ¢ dir.
G operatorli X uzayi i¢in monoton normallik operatori oldugundan G( f 1(H), f }(K) ) € X
actk  olup  X\G(fY(H),f}(K))X kapahdir. f kapali fonksiyon oldugundan
f(X\G(f1H), fYK))) S Y kapal olup G'(H, K) € Y aciktr.

MNL1. H ve K, Y wuzaymin kapali, ayrik altkimeleri olmak Uzere,

H < G'(H, K) € G'(H,K) € Y \K oldugunu gérelim. G, X uzayi iizerinde monoton normallik
operatorii oldugundan FL(H)SGFL(H).F(K) ) olup X \ G( f1(H), f 1(K) ) < f (Y \ H) dir.
Her iki tarafin f altindaki gériintiisii alimirsa f (X \ G( f 1(H), f 1(K))) € Y \ H olur.Béylece

Hc Y \f(X\G(f1(H),fK)))=G'H,K)dir. Diger yandan G'(H,K) N K # @ oldugunu

kabul edelim. Bu durumda bir y € G'(H,K) n K vardir. Az once goriildiigii iizere

K € G'(K, H) dir. y € G'(H,K) ve y € G'(K, H) oldugundan G'(K, H) n G'(H, K) # @ olmas1

gerekir ki bu bir ¢eliskidir. Yani G'(H,K) c Y\K dir.

MN2. (H, K) ve (H', K'), Y nin kapali, ayrik altkimelerinin iki siral ikilisi olmak tzere
Hc H' ve K'c Kise G'(H, K) € G'(H', K') dir. Gergekten; H', K' €Y kapali ve ayrik olup f
siirekli oldugundan f }(H"), f }(K') € X kapali ve ayriktir. G X i¢in monoton normallik
operatdrii oldugundan G(f (H), f Y(K) ) € G(f *(H), f }K") ) dir. Bu durumda
X\G(FH(H"),F K X\G(FH(H),FL(K)olup f (X \ G(f 1(H), f 1K) ) ) c f (X \ G(f }(H),
f1(K))) dir. Boylece Y \ f(X\G(f *(H), f 1(K))) c Y\ f(X\G(f }(H), f 1(K")) olup
G'(H, K) € G'(H', K) dur.



18

Monoton normal uzay olma 6zelligi siirekli fonksiyonlar altinda korunmaz. Sdyle ki; ayrik
topolojik uzaylar monoton normaldir. Biitlin topolojik uzaylar, ayrik topolojik uzaylarin bir
stirekli goriintiisii olarak yazilabildiginden, bu kabul altinda tiim uzaylarin monoton normal

olmasi gerekir.
3.2. Monoton Hausdorff Uzaylar
Bu kisimda Buck tarafindan tanimlanan monoton Hausdorff uzaylar incelenecektir[3].

3.2.1. Tanim

(X,7) bir T1-uzay, X in kdsegeni A olmak lizere eger, bir g: (X x X)\ A — 7\ {@} fonksiyonu
mevcut ve g fonksiyonu
MH1. x € g(X,y) € X agik komsuluk;
MH2. g(x, y) ng(y, X) = @;
MH3. M < X herhangi bir alt uzay olmak lzere eger
x€ | J{a(y.x):yeM} isex€ M;

sartlarin1 sagliyor ise, g fonksiyonuna X (izerinde bir monoton Hausdorff’luk operatorii, X

uzayina da monoton Hausdorff uzay denir[3].

Eger monoton Hausdorff uzay olma sartlarina ek olarak z € g(x, y) iken g(z, y) < g(x, y)
sart1 da saglaniyorsa bu durumda g fonksiyonuna kuvvetli monoton Hausdorff” luk operatorii

X uzayma da kuvvetli monoton Hausdorff uzay denir.

Monoton Hausdorff uzay ile ilgili baz1 0zellikler asagidaki teoremler ve sonuglarla ifade

edilecek, ornekler verilecektir.

Monoton normal uzaylarda oldugu gibi monoton Hausdorff uzay olma 0zelligi de alt

uzaylara geger.

3.2.2. Teorem

Monoton Hausdorff uzay olma 6zelligi kalitsaldir[3].
fSpat

X monoton Hausdorff uzay, g', X uzay iizerinde bir monoton Hausdorff’luk operatorii ve

A € X olsun. p ve g, A alt uzayinda birbirinden farkli noktalar olmak {izere
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g(p, q) = g'(p, q) N A bi¢ciminde tanimlanan g: (A X A)\Aa — ta \ {@} fonksiyonu A uzay1

uzerinde bir monoton Hausdorff ‘luk operatoridur. Gergekten;

MH1. g'(p, q), X uzay: tizerinde p noktasini i¢eren bir agik komsuluk oldugundan
p € A oldugundan g'(p, ) N A kiimesi A alt uzayinda agik olup g(p, q), A alt uzayi tizerinde

p noktasini igeren agik bir komsuluktur.

MH2. g(p, 9) N g(g, p) = @ oldugunu gorelim. g', X uzay1 iizerinde bir monoton
Hausdorff’luk  operatérii  oldugundan g'(p, q) N g'(q, p) =0 dir. Boylece
An(gpe ang@p)=>0oup (Ang( a)n(Ang(qp)) =2 dr Yani
9(p. @) N 9(q, p) = @ dir.

—A —
MH3. M < A olmak Uzere p €| J{g(a.p):q e M3} olsun.pg M = M n A oldugunu

kabul edelim.p & M ve g', X uzayi iizerinde monoton Hausdorff’luk operatorii oldugundan

p €[ J{g(@p):aeM}dir. Bu durumda p € U ve U n [ J{g(@.p):qeM} =9 olacak

bicimde bir U € X a¢ig1 vardir. p € U, p € A ve U € X agik oldugundan p € U N A ve
U n A kimesi A alt uzaymnda agiktir. ( Un U{g'(q,p):qu}) N A =0 olup

UnA) n((J{g@p):geM}n A) = o dir. Boylece (U n A) n| J{g(a.p):qeM}=¢

—A
olurkibup €| J{g(q,p):q < M3} olmast ile gelisir. Boylece kabuliimiiz yanhs olup p € M
dir.

Simdi monoton Hausdorff her uzaym diizenli oldugunu, dolayisiyla Hausdorff oldugunu
gorelim. Daha sonra birinci sayilabilir uzaylarda diizenli uzayin monoton Hausdorff ’luga

denk oldugu goriilecektir.

3.2.3. Teorem

Monoton Hausdorff her uzay diizenli uzaydir[3].
fspat

X bir monoton Hausdorff uzay, g X uzay1 lizerinde bir monoton Hausdorff’luk operatori

olsun. Ayrica F, X uzayinin kapali bir alt kiimesi, x € X ve X & F olsun. F kapal1 oldugundan

X & Fdir. X uzay1 monoton Hausdorff oldugundan x ¢ U{g(y, X) :ye F} dir. Bu durumda
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Un( U{g(y, X):ye F} ) = @ olacak bi¢imde x noktasimin bir U agik komsulugu vardir. Ote

yandan her y € Figin x # y olup y € g(y, x) oldugundan F < | Jg(y,x) dir. [ Jo(y,x) =V

yeF yeF
denilirse V € X acik ve U NV =@ dir. Boylece U, V € X agik, X € U, F € V ve
U NV = @ olup X uzay diizenlidir.

Diizenli her uzay Hausdorff oldugundan bu teorem icin asagidaki sonug elde edilir:
3.2.4. Sonug
Monoton Hausdorff her uzay Hausdorff uzaydir.

Fakat bunun tersi dogru degildir. Asagidaki 6rnekle Hausdorff her uzaymm monoton

Hausdorff uzay olmak zorunda olmadig1 goriilecektir.
3.2.5. Ornek

D={L |n=12,. ) olmakiizeret = {T|3U € Rack ve 3BBC Dicin T = U\B }
n

ailesi R reel sayilar kiimesi tizerinde bir topolojidir. Bu topoloji ile R reel sayilar kiimesi

Hausdorff uzaydir, fakat monoton Hausdorff uzay degildir.
Once (R, 1) uzayinin Hausdorff oldugunu gorelim.

R Gzerinde standart topoloji s ile gosterilmek (izere 7s € t dur. Gergekten;
T e tsolsun. TS R agik ve @ € D oldugundan T = T\ @ € 7 dur. (R ,z5) topolojik uzay1
Hausdorff uzay oldugundan (R ,7) uzay: da Hausdorff* dur.

(R ,7) uzaymm monoton Hausdorff uzay olmadigini sdylemek igin Teorem 3.2.3 den

diizenli uzay olmadigimi gérmek yeterlidir.

R cRagik ve D € D igin R\ D agik olup D kiimesi t topolojisine gore kapalidir. 0 & D
olup D’yi iceren her agik 0 noktasini da icerdiginden O € U, D € V olacak bigimde ayrik
U, V agiklar1 bulunamaz. Soyle ki D € V ve V agik olsun. Bu durumda V = T \ B olacak

bigimde bir T € R agik ve bir B € D vardir. Kolayca goriilebilecegi iizere B = @ olmak

zorundadir. Her n igin 1 € D olup her nigin 1 € V dir. T € ts ve V =T oldugundan her n
n n

icin (l - In, 1, m)<Tve lirré rn = 0 olacak bicimde bir (rn ) = R dizisi vardir. Boylece
n n n-
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N (E-r Leryetdin ) (2-m L +m)= {0} oldugundan 0 € T olup 0 € Vdir.

- N n = N n

Teorem 3.2.3 de monoton Hausdorff her uzayin diizenli uzay oldugu ifade ve ispat edilmisti.
Diizenli uzayin monoton Hausdorff olmasi i¢in uzayin birinci sayilabilir olmas1 gerektigi

asagidaki teoremle verilecektir. Boylece sonug olarak birinci sayilabilir topolojik uzaylarda

diizenli uzay tanimi monoton Hausdorff uzay tanimina denktir.

3.2.6. Teorem

Birinci sayilabilir, duzenli her topolojik uzay monoton Hausdorff uzaydir[3].
fspat

X birinci sayilabilir ve diizenli bir topolojik uzay olsun. X birinci sayilabilir oldugundan her
X € X noktasinin sayilabilir ve kapsama bagintisina gore artmayan bir { Va(x): n € N } acik

komsuluklar tabani vardir. Simdi, X uzaymin birbirinden farkli herhangi iki X ve y

elemanlarint alalim. j(x) = min {n e N: x & V,(y) } olsun. j(x) in tammindan X & V,,,(y)

oldugundan VnO (X) N Vjx(y) = @ olacak bicimde bir no € N vardir. Bu np sayilarinin en

kiigiigiine m(x, y) diyelim. Yani, m(x, y) = min{ ne N: V,(X) n Vjx(y) = @ } olsun.

Iddia ediyoruz ki g(x, y) = Vmxy)(X) biciminde tanimlanan
g X x X\A - 7\ {@}onksiyonu X uzay: iizerinde bir monoton Hausdorff’ luk

operatorudir, yani g fonksiyonu Tanim 3.2.1 in kosullarini saglar. Soyle ki;

MH1. Her ne Nicin Vna(x) X in bir agik komsulugu oldugundan g(x, y) x in agik

bir komsulugudur.
MH2. X in X # y bi¢cimindeki herhangi iki x ve y elemanlarini alalim.

gax, y) N gy, X) = Vmxy)(X) N Vmyx(y) = @ oldugunu gorelim. m(x, y) nin tanimindan

Vimx(X) N Viw(y) = @ olupy ¢V, ., (X)dir. jiy) =min{neN:y ¢ V, (X) } oldugundan
j(y) < m(X,y) olup Vmxy)(X) c Vi) (X) dir. Ote yandan
m(y, X) = min {n eN: Vi(y) N Vjy(X) = @ } oldugundan Vmyx(y) N Vjy(X) = @ dir.
Oyleyse Vimyx(y) N Vimixy(X)= @ olup g(x, y) N g(y, x) = @ dir.



22

MH3. M kiimesi X in herhangi bir alt uzayi ve x € X\ M olsun. x & }{a(y,x):ye M}

oldugunu gérmeliyiz. X ¢ M ve { Vn(X): n € N } ailesi x in komsuluklar tabani ve X uzay1

diizgiin oldugundan M n V, (X) = @ olacak bicimde en az bir n € N vardir. Bu n sayilarinin

en kiiciigii k olsun, yani k=min{ ne N: M n V, (X) = @ }olsun. Oyleyse M n V, (x) = @

ve n <k bicimindeki her n € N icin M n V, (X) # @ dir. Simdi M nin herhangi bir y elemanini

alalim. X¢ Moldugundan x¢Mdir ve boylece x # y dir M n V,(X)=0 ve y € M

oldugundan y ¢ V, (X) dir. Oyleyse j(y) nin tanimindan j(y) < k olup Vk(X) € Vjy)(X) dir.
Aynm1 zamanda m(y, X) = min{ neN: Vpy)n Vjy(X)=0} oldugundan

Vi (Y) N Vig(X)= @ dir. g(y, X) = Vmyx(y) oldugundan g(y, x) N Vjy(x)= @ olup
Vk(X) € Vjy(x) oldugundan g(y, x) N Vk(X)=@ dir. Bdylece her y € M igin

g(y, X) N Vk(x)= @ olup (U a(y, X)]ﬂvk(x) = dir. Oyleyse x ¢ J a(y.x) dir.

yeM yeM

Boylece g monoton Hausdorff” luk operatorii olup X uzayr monoton Hausdorff “tur.
3.2.7. Sonug
Birinci sayilabilir bir X topolojik uzay i¢in asagidakiler denktir:

i) X monoton Hausdorff uzaydir.

i) X diizenli uzaydir.
Teorem 3.2.6 nin higbir hipotezi kaldirilamaz. Yani birinci sayilabilir uzay olup duzenli
olmayan uzay veya diizenli uzay olup birinci sayilabilir olmayan uzaylar monoton Hausdorff

olmak zorunda degildir. Ornekler ile gorelim.

Asagidaki ornek ile birinci sayilabilir Ti-uzaylarin monoton Hausdorff olmak zorunda

olmadig: gorulecektir.
3.2.8. Ornek

N dogal sayilar kiimesi, 7 = { A< N: A = @ veya A°® sonlu } seklinde tanimlanan sonlu
timleyenler topolojisi ile birinci sayilabilir uzaydir. Fakat diizenli uzay olmadigindan

monoton Hausdorff uzay degildir.
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Once, N nin bu topoloji ile birinci sayilabilir oldugunu gorelim. Her n €N igin
Br={meN:m=>=n}olmakizere B={Bn:neN}olsun. Hern e Nicinn € By € 7 dur.
TSN acitkven e Tolsun. T € tve T # @ oldugundan T sonlu olup bir en biylk eleman:
vardir. Bu en blylk elemana k diyelim. Aciktir ki Bk+1 € T ve n > k dir. O halde
n € Bk+1 € T olacak sekilde bir By+1 € B vardir. B ailesi n i¢in bir sayilabilir komsuluklar
taban1 olup (N ,7) birinci sayilabilirdir. Simdi (N ,7) uzaymin Hausdorff olmadigini,
dolayisiyla diizenli uzay da olmadigini gérelim. U, V €N a¢ik ve U NV = @ olsun.
U, V €N agik oldugundan US, V¢ sonlu; U N V = @ oldugundan U° U V¢ =N olup N
sonlu olur ki bu bir ¢eliskidir. O halde (N,r) uzaymin ayrik agik iki altkiimesi
bulunamadigindan Hausdorff uzay degildir. Dolayisiyla diizenli uzay da degildir.

Simdi de asagidaki 6rnek ile birinci sayilabilir Hausdorff uzaylarin monoton Hausdorff

olmak zorunda olmadigi goriilecektir.

3.2.9. Ornek

X ={(x,y) e RxR:y>0},

P={(xy)e RxR:y>0},
L={(x,y) € RxR:y=0}

olsun. B(A, r), R 2 deki A merkezli r yaricapl acik yuvar1 gdstermek iizere P kiimesindeki
her bir (X, y) noktasinin komsulugu 0 < € <y icin B( (X, y), €) olsun. L kiimesindeki her

bir (a, 0) noktasinin komsulugu ise, € >0 olmak uzere,
{@0u{{xy)eER% (x-a)? +y’<e}nP}
biciminde olsun.

X klimesi tizerinde komsuluklar yardimiyla tiretilen bu topoloji T ile gosterilsin. X uzayi bu
topolojiyle birinci sayilabilir bir Hausdorff uzaydir. Fakat diizenli uzay olmadigindan

monoton Hausdorff uzay degildir.

Oncelikle (X, T) topolojik uzayinin birinci sayilabilir uzay oldugunu gérelim. A = (a, b)

olmak Uizere
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1
B(A'ﬁ) h>0

U(A,Nn) =
(An) bh=0

AU ) < R (x-a)? +y? < 31P)

olsun. U = { U( A, n) : n e N } ailesi A noktasinin sayilabilir bir komsuluklar tabanidir.
Gergekten;

A € U, U e 7olsun.
e Egerb=0ise;

A e{AJU({(x,y) e R?:(x-a)* +y® <}\P) < U olacak biciminde bir € >0

1
vardir. L <n, olacak bicimde bir no € Nalinirsa - <& olup U(A, no) € U dur.
& 0

e Egerb>0ise;

A €B(A, ,) € U olacak bigimde bir ¢ > 0 vardir. = < n, olacak bigimde bir no € N
S

1
alinirsa B( A,n—) C B(A, €) € U olup U(A, no) € U dur. Boylece
0

U={U(A, n):neN }ailesi A noktasinin sayilabilir bir komsuluklar tabanidir.
Simdi (X, t) uzaymin Hausdorff oldugunu goérelim. (X1, Vyi1), (X2, y2)€ X ve

(X1, Y1) # (X2, y2) olsun.

1.durum: yi, y2> 0 ise; yani (X1, y1), (X2, y2) € P ise;

rn= \/(Xl _X2)2 +(y1_y2)2 olsun.
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Sekil 3.1. Durum 1 in sekli
0< A< min{yl,yz,%} olmak tizere

B( (X1, y1), A ) ve B( (X2, y2), My ) kiimeleri aranilan ayrik agik komsuluklardur.
2. durum: y1 = 0 =y ise; yani (X1, Y1), (X2, y2) € L ise;
I, = X, —X,| olsun.

A

Sekil 3.2. Durum 2 nin sekli

(B((x1,0), 2 )ynP) u{(x,0)}ve (Bxz0), 2)nP)u{(xs 0)} kiimeleri aranilan
2 2

ayrik agik komsuluklardir.
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3.durum: y1 = 0 ve y>> 0 ise; yani (X1, 0) € L, (X2, y2) € P ise;

r3 = /(x, —X,)> +(y,—0)? olsun.

A

Sekil 3.3. Durum 3 iin sekli
hy< min{=,y,}olmak i
3 > Y.} lizere

(B((Xl, 0), A; )N P ) U { (x1, 0)} ve B((x2, y2), A3 ) kiimeleri aramlan ayrik agik

komsuluklardir.

4.durum: y1 > 0 ve y2 = 0 ise; yani (X1, y1) € P, (X2, 0) € L ise;

3. durumdakine benzer bigimde ayrik ac¢ik komsuluklar bulunabilir.
Sonug olarak (X, 7 ) uzay1 Hausdorff’dur.

Simdi X uzayinin diizenli olmadigimni gorelim:



27

Sekil 3.4. Uzayin diizenli olmadigina dair alinan noktanin komsulugu

x, 0 € L wve r > 0 olmak Gzere (x, 0) noktasinin

U((x, 0), 1) = (B((X, 0),r)n P) U { (X, 0) } komsulugunu alalim.

Kabul edelim ki (X, t ) topolojik uzayr diizenli wuzay olsun. O halde
(x,0) € VC Vv cU((x, 0), r) olacak bigimde bir V € X a¢181 vardur.
(x,0) € V,V c Xagik olup (x, 0) € U((x, 0),&) € V olacak bicimde bir € > 0 vardir. Bu

durumda U((X,0),&) € v < U((x, 0), r), yani U((X,0),&) € U((x, 0), r) dur.

(x +§ ,0) = (x,0) ve (x +§ .0) € U((x,0), &) oldugundan (x +% ,0) € U((x, 0), r) olmasini

gerektirir. Fakat bu U((x, 0), r) n L = { (X, 0)} olmasiyla gelisir. O halde (X, 7 ) topolojik
uzay1 diizenli uzay degildir. Dolayisiyla Teorem 3.2.3 den (X, 7 ) topolojik uzay1 monoton
Hausdorff degildir.

Simdi verecegimiz ornek diizenli uzay olan fakat ne birinci sayilabilir ne de monoton
Hausdorff olan bir uzay 6rnegidir. Bu 6rnek katmanlanabilir uzay tanimi ve bu uzay ile ilgili

teoremleri i¢erdiginden BOlim 4 (i okuduktan sonra incelenmesi onerilir.
3.2.10. Ornek

X uzay1, w1 ilk sayilamaz ordinal olmak tizere, 2* = { | f: @®; — {-1, 1}} topolojik grubunun

yogun, sayilabilir alt uzay1 ve G de X uzaymi igeren 2™ topolojik grubunun en kugik alt

grubu olsun. Yani 2= { f|f: @, - {-1, 1} } olmak iizere X €2, X sayilabilir, X =2"ve
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X € G <2“dir. Bu durumda G nin her a elemami n €N, X1, X2, ... , Xn « X Ve
ri, r2, ..., tn= 1 olmak iizere, a = X,*+...2X," bicimindedir. X uzay1 sayilabilir oldugundan
G sayilabilirdir. Ote yandan X uzaymm katmanlanamaz bir uzay oldugu [10] da
gosterilmistir. Katmanlanamaz uzay oldugundan Ms-uzay degildir. Teorem 4.1.12 den
sayilabilir monoton Hausdorff uzaylar Ms-uzay oldugundan X uzayr monoton Hausdorff
uzay degildir. Monoton Hausdorff’luk kalitsal bir 6zellik oldugundan G monoton Hausdorff

degildir. Ayrica G topolojik grup oldugundan diizenlidir. G birinci sayilabilir uzay

olmadigindan, diizenli uzay olmasi monoton Hausdorff olmasi i¢in yeterli olmamuistir.

Monoton Hausdorff uzay olma 6zelligi kalitsal oldugundan 2* topolojik grubu da monoton
Hausdorff degildir.

Teorem 3.2.2 ve Ornek 3.2.10 dan dolay: asagidaki sonug elde edilir.

3.2.11. Sonug

X uzayi {Xa}ae , topolojik uzaylarinin Tychonoff ¢arpimi olsun. Eger sayilamaz goklukta

X(X

X, uzayl igin, > 2 ise X uzay1 monoton Hausdorff degildir[3].

fspat

Hipotezdeki sartlar1 saglayan X uzay1 2™ uzaymin bir kopyasin icerdiginden ve monoton

Hausdorff uzay olma 6zelligi kalitsal oldugundan X uzayr monoton Hausdorff degildir.

Son olarak keyfi sayidaki monoton Hausdorff uzaylarin kutu ¢arpiminin monoton Hausdorff

oldugunu gérelim. Once kutu ¢arprmini hatirlayalim.

3.2.12. Tanim

Topolojik uzaylarm {X,: a € A } ailesinin Kartezyen garpim kl'jmesil_[oLe A X le
gosterilsin. Her ¢ € A i¢in G, X_ uzayinda agik olmak {izere HueAGO‘ seklinde

tanimlanan kiimeye acik kutu denir. Biitiin bu acik kutular1 taban olarak kabul eden,

H%A X, Uzerinde tanimlanan topolojiye kutu topolojisi denir. HQEAXQ uzay1 bu kutu

topolojisi ile 01, _, X,, seklinde gosterilir[3].
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3.2.13. Teorem

Eger her a € A icin X, topolojik uzayr monoton Hausdorff uzay ise O, X, uzayi da

monoton Hausdorff uzaydir[3].

fspat

Her a€ A icin 0,,X_ uzay1 iizerinde monoton Hausdorff’luk operatérii ve

X=mn0,, X olsun. p=(p,),., €X, x=(X,),_,€Xvep = xolsun. Her « € A igin

acA
U, (@, x ={X°" Pa=Xar Gimak  izere g, x) =] ]Y.(P.x) biciminde
9o (PorXa)r Py # X, oy

tanimlanan g fonksiyonu X uzay1 lizerinde bir monoton Hausdorff’luk operatoriidir.

p= (pa )mE AVeX = (Xa )ae A X uzayinda farkli noktalar olsun. Bu durumda [ # X, olacak

sekilde bir p € A vardir.

MH1. Her ¢ € A icin U, (p, X) acik oldugundan g(p, X) p noktasinin agik

komsulugudur.

MH2.  Pg#X; ve g, monoton Hausdorff ’luk operatérl oldugundan

9 (Pg: X5) N G5(X;5,P) = @ olup g(p, X) N g(x, p) = @ dir.

MH3. M < Xvep=(p,),.. &M olmak iizere p & J{g(x,p): x € M} oldugunu
gérelim. p € M ise p € U ve U N M = @ olacak bicimde bir U € X acig1 vardir. U, X

tizerindeki kutu topolojiye gére agik ve p € U oldugundan p EHTQ < Uolacak bicimde

aeA

T, © X, agik alt kiimeleri vardir. V = U \ [ TU{9o(Xe.Po) i X, € X, \T,}) olsun. Her

acA

a € Aicin P,e T, olup hera € Aigin P, & X, \ T, dir. Her @ € A'icin T, € X, acik

oldugundan her a € A igin P, ¢ X \T_ dir. P, ¢ X, \T_ve g, monoton Hausdorff ‘luk

operatérii.  oldugundan P, & U{0,(X,,P,) X, e X \T,} dr. Simdi
vn{U{gx.p):xeM}}=p oldugunu gorelim. Kabul edelim ki

\Y; n{U{g(x,p):XEM}}qt @ olsun. Bu durumda z€ V n {U{g(x,p):XEM}}olacak
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bicimde bir z = (2,),ca vardir. z €{U{g(X,p):x € M}} oldugundan z € g(x' p) olacak
bicimde bir X' € M vardir. Béylece X, =P, olacak bicimindeki her aeAigin
z,€0,(x,'p,) dir. Aym zamanda z € V oldugundan her aeAicin
z, £U{9, (X,,p,) i X, € X, \T,} dir. Oyleyse her aeA icin X, € X, \T, dir. Boylece her

acAicin X,'¢ T olup X' & Udur. X' € U ve X' € M olmasi U N M = @ olmasiyla gelisir.

O halde Vn{U{g(x,p):x € M}}: @ olup p &U{g(x,p): x € M}dir. Bdylece g, X uzay

uzerinde bir monoton Hausdorff’luk operatoru olup X uzayr monoton Hausdorff uzaydir.

Eger her a € A icin X, topolojik uzayr kuvvetli monoton Hausdorff uzay ise O, . X,

uzay1 da kuvvetli monoton Hausdorff uzaydir. Ispati benzer sekilde olup ek olarak
z € g(p, x) ise g(z, X) < g(p, X) oldugunun gorilmesi yeterlidir. Soyle ki;

z € g(p, X) ise her aicin Z, €9,(p,,X,) olup her o icin X_ kuvvetli monoton Hausdorff
uzay oldugundan her o icin 0,(z,,X,) < 9,(,,X,)dir. Her o igin

9,(z,.x,) €9,(,.X,) oldugundan g(z, x) € g(p, x) dir.

Teorem 3.2.6 birinci sayilabilir uzaydan, her noktada dogrusal sirali komsuluklar tabanina
sahip, Davis tarafindan lob-uzay diye tanimlanan, bir uzaya genisletilebilir. Ispat1 da benzer

sekildedir[11].
3.2.14. Tanim

X uzaymm her x noktasinin “ D7 ters icerme bagmtisina gore dogrusal sirali bir

komguluklar tabani varsa, X uzayma lob-uzay denir.
3.2.15 Teorem
Duzenli lob-uzaylart monoton Hausdorff” dur[3].

Simdi ise Al-Bsoul tarafindan ispati verilen, bir topolojik uzayin agik 6z alt kiimelerinin
monoton Hausdorff olmas1 durumunda uzayin kendisinin de monoton Hausdorff oldugunu

gorelim.
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3.2.16. Teorem

(X, 1) topolojik uzaymin her agik 6z alt kiimesi monoton Hausdorff uzay ise X uzayi

monoton Hausdorff uzaydir[12].

fspat

Y1, Y2, ¥3 X uzayinda birbirinden farkli noktalar olmak Gzere her i = 1,2,3 icin Y; = X\ {yi}
olsun. X in her agik 6z alt uzayr monoton Hausdorff oldugundan her i =1,2,3 i¢in Y; zerinde
gt (YxY)\A, -1, G} monoton Hausdorffluk operatorii vardir.

g:(XxX)\A — t\ {0} operatdri her x, y € X, X # y i¢in

g (xy) X#FN7Y
9,(Xy,) i X#YY=Y,
9, (Yo Y) S X=YnY#Y,
gs(xry) ;{X,y}:{yl!yz}

g(x,y) =

biciminde tanimlansin. X uzay1 bu operator ile monoton Hausdorff uzaydir. Soyle ki;
X,y € X ve x # y olsun.

MH1. x € g(X, y) € X agik komsuluktur. Gergekten; g1, g2, g3 monoton Hausdorff "luk
operatorii oldugundan her biri x noktasinin birer agik komsulugu olup g(x, y) nin tanimindan

aciktir.

MH2. x # yigin g(x, y) N g(y, X) = @ dir. Gergekten;
0::9,,9; monoton Hausdorff ‘luk operatorii oldugundan

e XFYiL#Yyz2ise g, (Xy) N g, (y.X) = 9;

e X#EYvey=Yyiise g,(X,y1) N g,(yu.x) = @;
e X=Yyi1vey=#yzise g,(yry) N g,(y.y1) =9;
o {X,y}={yuy2} ise g;(x,y) N g;(y.x) = 0;

olup g(x, y) nin tanimindan agiktir.

MH3. M, X uzaymin herhangi bir alt kiimesi olmak {izere x ¢ M oldugunda
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x £ Ho(y,x):ye M} oldugunu gorelim. x ¢ Molsun. x = y; ve x # y1 olmak Gzere iki

durum vardir.

ldurum: x =y, ise;
y, ¢ M olupyif M"dir. y, ¢ Mve y, € M durumlarini inceleyelim:
a) Eger M € Yziseyaniy, ¢ M ise;

g, Y2 Uzerinde monoton Hausdorff ‘luk operatorii oldugundan y: ¢ M olmasi

v, E(H9.(v.y) 1y e |\/|}Yz olmasini gerektirir. y, € Y2 oldugundan

y, ¢ U{9,(y,y,) :y € M}dir. y, € M oldugundan hery € M iciny # y,olup g

operatoriiniin tanimindang, (y,y,) = 9(y,y,) dir. Ayn1 zamanda X =Y, oldugundan

x ¢ | {o(y,x):ye M} dir.

b) y,€ Mise;

oy, y,):ye M= J({a(y. y,) : y e M\{y, }3Ug(Y,. Yy))

=U{a(y.y,) -y e M\{y, JUg(y,. V1)

=U{aly.y,):yeM \{yz}}U 95y, Y1)

dir. Ayn1 zamanda y # Y, bigcimindeki her y € M i¢in g(y,y,) = 9,(Y.y,) oldugundan ve

y1# M~ oldugundany, ¢ U{g, (¥, y5): y € M\{y,}} - dir. Y, EY2 oldugundan

Y, € U{9, (Y, Y1) -y € M\{y, }}dir. Ayni zamanda Y; €951, Y,) ve

9s(Y1,Y,) NG,(Y,.Y;) = @ oldugundan Y, € 0,(Y,,Y,) dir. Oyleyse y,  U{a(y,y,):y € M}

olup x =y, oldugundan X & U{g(y,X):y € M}dir.

2.durum: x =y, ise;
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y,ve y, nin M kiimesinin elemant olup olmamasi halleri ile ilgili dort farkli durum ortaya

cikar:

a) y1, Y2 € M ise;

1. Durum (b) ye benzer bicimde;

Koy, x):y e M} = (U{0, (v, %) -y e M\{y,}}) UG, (y;,X) olup boylece

X ¢ U{g(y,X):y € M}dir.

b) yi¢€ M, y2.€ M ise;

Her y € M igin g(y, X) = g,(Y,X) veg,, monoton Hausdorff ‘luk operatorii

oldugundan X & (J{0(y,X):y € M}dir.

C) y1 € M,y2 ¢ Misg,

2. durum (b) ile benzer sekildedir.
d) yiE M, y2 € M igin;

e X=Y,Vey=y, ise
X ¢ M oldugundan y2¢MY3dir. Y1, Y2 € Y3z ve gz, Yz Uzerinde monoton
Hausdorff‘luk operatorii oldugundan g(y, x) = g(y1, Y2) = gs(y1, yz) dir.
Y2 € Ga(Ya, y1) Ve ga(ys, Y2) N ga(y2, y1) = @ oldugundan yz ¢ g,(y,.y,) ~dir. y> € Ya

oldugundan hery € M iginy, ¢ Mdir. Boylece x ¢ g(y, X) dir.

* X#Y,Vey=Yy,ise;
X #Y, olmak tizere her y = y1 € M igin g(y, X) = 92(y, X) = ga(y1, X) dir. X ¢ M ve
g2, Y2 izerinde monoton Hausdorff ‘luk  operatorii  oldugundan
x e U{g,(y,X):ye M} dir. X € Y2 oldugundan X g U{9,(y,X):y € M} olup

x 2 UL,y %)y eM} " dir.
o X=Y,ve y=#Y,ise;

X e¢M oldugundan vy, gMYl dir. Boylece g1, Y1 lizerinde monoton Hausdorft ‘luk

operatoric  oldugundan vy, ¢ U{g,(y,Y,):Ye€ M}Yl dir. y2 € Y1 oldugundan
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Y, €U{0,(Y,Y,) 1y e M}dir. y =y, icin g(y, X) = g(y, Y2) = 9i(y, y2) oldugundan
X ¢ U{g(y,X):y € M}dir.

o X#Y,Ve y=#Y, ise;

Her y € M igin g(y, X) = gu(y, X) olup g1 monoton Hausdorff ‘luk operatdri
oldugundan X & ({9, (Y, X) : y € M}dir.

Bdylece X monoton Hausdorff uzaydir.

Simdi monoton Hausdorff uzay olma 6zelliginin kapali fonksiyonlar altinda korunmadigini
bir drnekle inceleyelim. Inceleyecegimiz drnegin daha iyi anlasilabilmesi igin bdliim uzayi

ve bolim doniisiimii kavramlarini hatirlatalim.

X bir topolojik uzay, Fi1, F2, ... , Fn X in kapali, ayrik altkiimeleri olsun. O zaman
n

P={Fy,Fo..,Fa}u{{x}:xeX\ UE } ailesi X uzaymin bir ayrisitmidir. Bu ayrigimin
i1

tanimladig1 denklik bagintis1 E olsun. Yani;

XEyo (F3:l<is<n {X Yy} c Fi)veya(x,yeX\UFivex=y)dir. Boylece denklik

i=1

siniflarinin kiimesi; pi € Fi olmak tzere

Xe={[ps].[p2], ..., [pn]}u{[x]:xEX\OFi}dir. Boylece

i=1

n
Y={p,p2...,pnJU{XEX: X ¢ UF, } denilirse X \E = Y oldugunu gérmek kolaydir.

i=1

Ali:x e Rise
N
x; xe| JFRise

i=1

f:X—)Y:X—)f(X)Z{

olmak Uzere Y Uzerine f fonksiyonunu sirekli yapan en ince topolojiyi yani bolim

topolojisini  koyalim. O zaman Y izerindeki topoloji tv olmak (zere

v ={V c Y:f V) S Xagk} dir. Simdi f nin kapali oldugunu gorelim. K € X kapal
n

olsun. f 1(K) = [ {F :FNK = WK dir. $oyle ki;

i=1
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o xefIf(K)olsun. f(x) € f(K) dir. x ¢ | {F :FNK =@} oldugunda x & | JF, dir. Gunk;

i=1 i=1

X EUE oldugunda Fj N K = @ ve x € Fj olacak bigimde bir j > 0 sayis1 vardir. Boylece

i=1

f(x) = pj olup f(x) € f(K) oldugundan pj € f(K) dir. Bu durumda f(z) = pj

olacak bigimde bir z € K vardir. Buradan z € Fj olup Fj N K = @ olmasi ile geligir. O

halde x eEUFi dir. Boylece f(x) = x olup f(x) € f(K) oldugundan x € f(K) dir. Bu

i=1
durumda x = f(z) olacak bigimde bir z € K vardir. x # p1, p2,...,pn oldugundan

f(z) = z olmak zorundadir. Boylece x =z € K olup x € K dur.

e x € Kise K ¢ f™f(K) oldugundan x € f (K) dir. x €| J{F :FNK =}ise;
i1
Fi N K # @ ve x € Fj olacak bi¢cimde bir j sayis1 vardir. Fj N K # @ oldugundan

f(z) = pj olacak bigimde bir z € Fj n K vardir. Ayrica X € Fj oldugundan f(x) = pj olup

f(x) = f(2) dir. z € K oldugundan f(z) € f(K) olup x € f “f(K) dir.

f (K) = U{FI 'ENK = JHJKoldugundan f f(K) € X kapali olup f(K) € Y kapalidir.

i=1

Boylece f doniisiimii kapalidir.

Simdi verecegimiz monoton Hausdorff uzay olma 6zelliginin kapali fonksiyonlar altinda
korunmadigina dair olan 6rnek, yukarida verdigimiz boliim uzayr ve boliim doniisiimiiniin

i =1, 2 halini icerir.
3.2.17. Ornek

X uzayr monoton Hausdorff uzay olsun, fakat normal uzay olmasm. (Ornek 3.3.2 de
incelenecek olan Niemytzki duzlemi boyle bir uzaydir.) X normal uzay olmadigindan X
uzaymin agiklar ile ayristirillamayan ayrik iki A ve B kapali altkiimesi vardir. Herhangi bir
a€AvebeBalalim. Y={ab}u {x:xeX\(AUB)}olmak tzere

a, peAise,
f:X>Y;p-f(p)=1b; peBise,
p; p & AUBISe,
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bi¢iminde tanimlansmn. Y (zerine f donisimiinii sirekli kilan en ince
v={V e Y:f}V) S Xack! boliim doniisiimiinii konduralim. Onceki sayfada gosterildigi
tizere f bolim donlisimi kapalidir. 'Y uzaymin monoton Hausdorff uzay olmadigim
soylemek i¢in Hausdorff olmadigin1 gormek yeterlidir. Kabul edelim ki Y Hausdorff uzay
olsun. Bu durumda a, b € Y, a# b oldugundana € U, b € V ve U n V = @ olacak bicimde
U, V € Y aciklari vardir. fnin tanimindan f(A) = {a}, f(B) = {b} oldugundan f(A) € U ve
f(B) € V olup A c f }(U), B < f }(V) dir.f }(U), f {(V) € X actk ve f Y(U) n f (V) =@
oldugundan bu A ve B nin agiklar ile ayristirilamamasi ile gelisir. Dolayisiyla Y uzay1

Hausdorff degildir.
3.3. Monoton Hausdorff ve Monoton Normal Uzaylar Arasindaki Iliski ve Ornekler

Asagidaki teoremle monoton normal ve monoton Hausdorff uzaylar arasindaki iliski

verilmistir.

3.3.1. Teorem

Monoton normal her uzay monoton Hausdorff uzaydir[3].
fspat

X monoton normal uzay, H X uzay iizerinde Teorem 3.1.2 (c) deki kosullar1 saglayan bir
monoton normallik operatdrii olsun. x = y bicimindeki her x, ye X icin
g(x, y) = H(x, {y}) biciminde tanimlansin. iddia ediyoruz ki g X uzay1 iizerinde bir monoton

Hausdorff ‘luk operatoriidiir. Soyle ki;
p, g € Xigin p # g olsun.
MH1. p € H(p, {q}) € X acik oldugundan g(p, q) X uzayinda p nin agik bir komsulugudur.

MH2. Teorem 3.1.2. c (iii)deng(p,q)Nag(q,p) = @ dir.

MH3. M, X uzayinin herhangi bir alt kiimesi olsun. p M oldugunda
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p ¢ U{g(q,p):qu}oldugunu gorelim. p ¢ Molsun. Kabul edelim ki

pE U{g(q,p) :qeM} olsun.p ¢ M oldugundan p € U ve U n M = @ olacak bigimde bir

U € X a¢ig1 vardir. O halde p ¢ U° U® © X kapalhdir. Teorem 3.1.2.c (i) den
p € H(p, U°) < (U = U dur. Boylece U N M = @ oldugundan H(p, U®) n M= @ dir. Ayrica

p € (J{9(a,p):qeM}oldugundan p noktasm igeren her agikla U{g(q, p):ge M}
kuimesinin arakesiti bos kiimeden farkli olup H(p, U) n | J{9(a,p): 0 € M} = @ dir. O halde

H(p, U°) N g(go, p) # @ olacak bicimde bir qo € M vardir. U N M = @ ve o € M oldugundan
Qo # U dur. Boylece qo € U vyani {qo} S U°® olup Teorem 3.1.2.c (ii) den
H(p, U%) < H(p, {qo}) = g(p, go) dir. Bu ise g(p, go) N g(do, p) # @ olmasin1 gerektirir ki bu

da Teorem 3.1.2 ¢ (iii) ile gelisir. O halde p ¢ Mikenp & U{a(a.p):q e M} dir.

Bu teoremin tersi genelde dogru degildir. Yani monoton Hausdorff her uzay monoton normal
olmak zorunda degildir. Asagida verilen Niemytzki diizlemi ve Sorgenfrey dizlemi bunun

en iyi ornekleridir.

Once Niemytzki diizlemini verelim.
L={(x,y) € RxR:y >0},
Li={(x,0:xeR}velo=L\L1

olsun. Her (x, y) € L i¢in (x, y) noktasinin U((X, y)) komsuluklar tabanini sdyle

tanimlayalim: (X, y) € L alalim.

e y=0ise, yani (X, 0) € L ise;

her r >0 icin U( (x, 0), r) x-eksenine (x, 0) noktasinda teget olan r-yarigapli gemberin

i¢inde kalan L i¢indeki tiim noktalarin kiimesi olmak tizere her n € Nigin
Un( (X, 0)) =U((x, 0), %) U { (X, 0)} bi¢iminde tanimlansin.

e y>0ise yani(X,y) € La=L\Lyise;
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her r> 0 icin U( (X, y), r) kimesi (x, y) merkezli, r-yarigapli ¢emberin i¢indeki L
icinde kalan tiim noktalarin kiimesi olmak tizere her n € Nigin

Un( (X, y))=U((X,Y), %) bi¢iminde tanimlansin.

Badylece her (x,y) € Licin U((X, ¥)) ={ Un ((X,y), n): ne N} ailesi tanimlanmis oldu. Her
(x, y) € L icin U((x, y)) ailesi (x, y) noktasinin bir komsuluklar tabanidir. Gergekten;

A =(Xo,Yo)ve A €T Lackolsun.

Yo = 0 ise;

1
A € {AJJU((x,0),e) € T olacak bicimde bir € >0 vardir. —<n olacak bigimde bir
€

n, € N alinirsa ni <& olup U, (%, 0)) < U,((%,,0)) < T i
0

Yo > 0 ise;

1
A€ U((X,,Y,).€) € T olacak bigcimde bir € >0 vardir. —<n, olacak bicimde bir
€

ny € Nalinirsa == <5 olup Uy (%%5)) €U, (Yo < T i
0

Boylece U(A) = { Un ((X,,Y,), N): ne N} ailesi A =(X,,Y,) noktasinin bir
komsuluklar tabanidir. L kiimesi lizerinde yukaridaki bigimde tanimlanan
komguluklar tabani yardimiyla iiretilen topolojik uzay Niemytzki diizlemi olarak

adlandirilir. L kiimesi iizerinde tanimlanan bu topoloji bundan sonra <, ile

gosterilecek.

3.3.2. Ornek

L Niemytzki diizlemi monoton Hausdorff uzaydir, fakat monoton normal uzay degildir.
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Once Niemytzki diizleminin monoton Hausdorff uzay oldugunu  gérelim.
A= (x,,¥;), D= (X,,Yy,) € Licin L uzay1 lizerinde g: (L x L)\A— (L) \ { @ } operatOrinu

asagidaki gibi tanimlayalim.

1. Durum: y1 =0 =yzise; yani A, D € L, ise;

Sekil 3.5. Durum 1 in sekli

[ES |x1-X2| olsun. xzr_zl olmak tzere g(A, D) = U(A,xr,)U{A} ve

1

g(D, A) =U(D, a,) u{D} olsun.

2. Durum: y,, y,>0ise; yani A,D € Lo= L\ Ly ise;

Sekil 3.6. Durum 2 nin sekli

veya
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< >

Sekil 3.7. Durum 2 nin alternatif sekli

r, = \/(Xl —%, )"+ (Y- Y,)? olsun. 2, :%2 olmak Uzere g(A, D) = U(A, 2,) ve

g(D, A) =U(D, a,) olsun.

3. Durum: y,=0ve y,>0ise;yani A€ L,, D € Laise;

< T >

(X3

Sekil 3.8. Durum 3 {in sekli

r
r, = (X, —X,)? +Y,’ olsun.7u3=z3 olmak tizere g(A, D) = U( A2x,) U {A} ve

g(D, A) = U(D, A,) olsun.
4. Durum: y,>0ve y,=01ise; yani A€ Lz, D € L,ise;

3. Duruma benzer bigimde tanimlanabilir.
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M, OKklid uzayinin herhangi bir alt kiimesi olsun. M nin x-ekseni (zerindeki tiim

elemanlarinin klimesi Nw ile gosterilsin ve Rm = M \ N diyelim.
Yukaridaki sekilde tanimlanan g operatortinin MH1 ve MH2 sartlarini sagladigi agiktir.

Simdi ise g operatériinin MH3 sartin1 sagladigini gérelim.

A ¢ M oldugunda A ¢ J9(E.A) oldugunu gorelim. A ¢ MissAeEUveUNM=0¢

EeM

olacak bi¢cimde bir U agi1g1 vardir.

1. Durum: A€ U, = U(A, ro) U {A} < U olacak bigimde bir ro > 0 vardir. Her E € M i¢in;

E€eNwmise; (UE,r) U{E}) n(U(A, ro) U {A}) = @ sartin1 saglayan bir r
bulunabilir. Benzer sekilde E € Rm ise; U(E, r) N (U( A, ro) U {A}) = @ sartin1

saglayan bir r bulunabilir. Bdylece U, N U g(E, A) = @ olacak bicimde bir

EeM

U, agigi var olup A ¢ | J g(E, A) dir.

EeM
2. Durum: A € U( A, ro) < U olacak bicimde bir ro > 0 vardir. Her E € M igin;
E € Nmise; (U(E, r) U{E}) N U(A, ro) = @ sartin1 saglayan bir r

bulunabilir. Benzer sekilde E € Rwm ise; U(E, r) N U( A, ro ) = @ sartini

saglayan bir r bulunabilir. Béylece U( A, o) N U g(E, A) = @ olacak bicimde

EeM

bir U(A, ro) agig var olup A ¢ | J g(E, A) dir.

EeM

3. Durum: AeU, =U(A, ro) U {A} < U olacak bicimde bir ro >0 vardir. Her E € M icin;
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Ee Nwmise; (UE, r) U{E}) n (U(A, ro)U{A}) = @ sartin1 saglayan bir r
bulunabilir. Benzer sekilde E € Rmise; U(E, r) n (U(A, o) U{A})=0

sartin saglayan bir r bulunabilir. Boylece U, N U 9(E, A) = @ olacak bicimde

EeM

bir U_agig1 var olup A ¢ U g(E, A)dir.

EesM
4. Durum: 2. Duruma benzerdir.

Niemytzki dizlemi monoton Hausdorff uzaydir. Simdi ise bu duzleminin normal uzay
olmadigini gérelim. L1 = { (X, 0): X € R} Niemytzki diizleminin kapal1 bir alt kiimesidir.

Soyle ki; L1 in kapali oldugunu gérmek i¢in hicbir yigilma noktasinin olmadigini gérmek

~ ~

yeterlidir. Yani L;= @ oldugunu gérmeliyiz. L, # @ oldugunu kabul edelim. (x, y) € L

olmak tzere (x, y) € L,olsun.

e y=0ise;yani(x,Yy) = (X, 0) € L1 olmasi durumunda;

(x, 0) € L,ise her T < L agik ve (x, 0) € T icin ( T\ {(x, 0)}) n L1 # @ dir. Yani

x-eksenine (x, 0) noktasinda teget olan ve L icinde kalan 1>0 yarigapl biitiin
n

U((X,O),%) cemberleri icin (U((X,O),%)U{(X,O)}j\{(x,O)}ﬂLl¢ @ dir. Yani

1 1
U((X’O)'H) N L,# @ olur ki bu bir geligkidir. Cinkii U((X’O)'H) kiimesi x-ekseni

Uzerinde hi¢bir nokta icermez.

e y=+0ise;yani (X, Yy) € L2 olmasi durumunda;

(x,y) € I:lise her T € L agik ve (X, y) € T icin ( T\ {(x, y)}) n L1 # @ dir. Yani

her n € N igin (x, y)- merkezli, 1 yarigapli ¢emberin i¢indeki noktalardan L i¢inde
n
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o 1, 1 _
kalanlarin kiimesi olan U((X,Y),H) icin U((X,Y),H) {(x, Y)} n L1 # @ dir. Ancak

1 1
n— <Y bigimindeki bir n,€ Nicin U((X, Y),n—)ﬂ L, = @ olacagindan bu bir ¢eliskidir.
0

0

Boylece L,= @ olup her P < L1 icin P = @ dir. O halde L1 in her P altkiimesi de kapalidir.

Simdi L1 in herhangi bir P altkiimesini alalim. P € Ly ve L1 \P € L3 oldugundan P ve L1 \P

kiimeleri kapalidir.

L uzaymin normal oldugunu kabul edelim. Oyleyse ayrik olan A ve L; \A kiimeleri ayrik
acik altkiimelerle ayrilabilir. O halde; her A € L1igcin AS Ua, L1\ A S VaveUaNVa=0

olacak bicimde Ua, Va agiklari vardir.

Q rasyonel sayilar kiimesini gostermek tizere C = {(p, q) € Qx Q: g >0 }olsun. L

kiimesindeki her agik C den en az bir nokta i¢erdiginden C, L i¢inde yogundur.

Her P € Ly igin Cp = Up N C diyelim. Simdi P # R bigimindeki her P, R € Ly igin Cp # Cr
oldugunu gorelim. P, R € L1 ve P # R olsun. P\ R # @ oldugunu kabul edelim. Eger
R\ P # @ ise aymi ispat tekrarlanir. P\ R € Up N VR oldugundan Up N Vg # @ dir.
Ue, VR € L1 acik oldugundan Up N VR € L agiktir. @ # Up N VR € L1 agtk ve C =L
oldugundan (Up N VR )N C =@ dir. Up N C )N Vr =@ olup Cpr N Vr # @ dir. Aymi
zamanda Ur N VR =0 ise Vr S Ur® oldugundan @ #Cp N VR S Cp N Ur® olup
Cr = C N Ur oldugundan da Cp N UR® < Cp \ Cr dir. Boylece Cp # Cr olup bu bir ¢eliskidir.
Clnkil ¢ Continuum’ u gostermek tizere L1 in 2° farkli alt kiimesi varken C nin sadece ¢
farkli alt kiimesi vardir, yani 2¢ coklukta P varken ¢ ¢oklukta Cp vardir ve bu bir ¢eliskidir.

O halde L uzay1 normal degildir. Dolayisiyla monoton normal uzay da degildir.

R%lizerinde taban1 B = { [a, b) x [c, d): a, b,c,d € R, a<b, c <d} olan topolojiye
Sorgenfrey duzlemi denir. Simdi de Sorgenfrey diizleminin monoton Hausdorff uzay
oldugunu fakat monoton normal uzay olmadigini goérelim. Normal uzay olmadigini
sOyleyebilmek icin dnce asagidaki lemmay1 verelim. Bu lemma diger bir¢ok kaynagin

yanisira [9] da da bulunabilir.



44

Jones’ in Lemmast:

X bir topolojik uzay ve D X in yogun bir altuzay1 olmak iizere, X uzaymin |K| > 2/ olacak

bicimde kapali ve ayrik bir K altuzay1 varsa X uzay1 normal degildir.

Ozel olarak |D| < N, igin, eger X ayrilabilir bir topolojik uzay ve X uzaymin |K| > ¢ olacak

bi¢imde kapali, ayrik bir K altkiimesi varsa, Jones’ in lemmasindan X uzay1 normal degildir.

(Burada ¢ R reel sayilar kiimesinin kardinalitesidir.) S, Sorgenfrey dogrusu ve Q, rasyonel
sayilar kiimesini gostermek iizere S = Q ve Q sayilabilir oldugundan S uzay ayrilabilirdir.

Ayrilabilirlik ¢ ¢arpimsal oldugundan ayrilabilir iki uzayin ¢arpimi da ayrilabilirdir. Boylece
SxS, Sorgenfrey diizlemi ayrilabilirdir. Oyleyse Jones’ mn lemmasindan SxS Sorgenfrey

dizleminin |[K| > c olacak bi¢imde kapali, ayrik K altuzay1 bulunamaz.
3.3.3. Ornek
Sorgenfrey diizlemi monoton Hausdorff uzaydir, fakat monoton normal uzay degildir.

A = (X, V1), B = (X2, y2) € S x S ve (X, y1) # (X2, y2) icin S x S Uzerinde
g:[(S x S) x (S x S\ = (S x S) \{@} operatérini asagidaki gibi tanimlayalim.

1. Durum: x1 < X2 is€;

A

9(AB)

Sekil 3.9. Durum 1 in sekli



45

g(A, B) = [X1, X2) x [y1, 0 ) ve g(B, A) = [X2,00) x [Y2, oo ) olsun.
2. Durum: x2 < X1 ise;

A

. 9(AB)

Ml———— e — —¢
|- - -

Sekil 3.10. Durum 2 nin sekli

g(A, B) = [X1, ©) x [y1, ) ve g(B, A) = [X2, X1) x [y2, o) olsun.

3. Durum: x1 = X2 Ve y1 < Y- ise;

A
Yo — ’é ””””””””””
g(AB)
yi~ AY
X1=X2 >

Sekil 3.11. Durum 3 iin sekli

9(A, B) = [x1, ©) x [y1, y2) ve 9(B, A) = [x1, 2) x [y, o) olsun.
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4. Durum: X1 = X2 Ve Y2 <Y1 ise;

A
9(A.B)
YF__;\”’ K St
Yz*”B*
X1= X, >

Sekil 3.12. Durum 4 {in sekli

g(A, B) = [x1, ) x [y1, o) ve g(B, A) = [x1, @) x [y2, y1) olsun.

g operatoriiniin MH1, MH2 ve MH3 kosullarin1 sagladigini gorelim.

MHL1. g operatdriiniin tanimindan her durum igin A € g(A,B) € X a¢ik komsulugu oldugu
aciktir.

MH2. A= (X1, y1), B =(x2 ¥2) €S x Si¢in A # Bise g(A, B) n g(B, A) = @ dir.

Soyle ki;

1. Durum: x1 < X2 is€;

g(A’ B) = [X11 X2) X [yl’ o ) 4 g(Bv A) = [XZ’ OO) x [y2, OO) Igm

[X1, X2 ) N [X2, ) = @ oldugundan g(A, B) n g(B, A) = @ dir.

2. Durum: x2 < X1 iS€;

9(A, B) = [x1, 0) x [y1, 0 ) ve g(B, A) =[xz, X1) x [yz, o) igin
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[X1, @ ) N [X2, X1) = @ oldugundan g(A, B) n g(B, A) = @ dir.
3. Durum: x1 = X2 ve y1 < Y- ise;
9(A, B) = [x1, ) x [y1, y2) ve 9(B, A) = [X1, @) x [yz, 0 ) igin
[yi, y2) N [y2, © ) = @ oldugundan g(A, B) N g(B, A) = @ dir.
4. Durum: X1 = X2 Ve Y2 <Y IS€;
9(A, B) = [x1, ) x [y1, ) ve g(B, A) = [x1, ©) x [yz, y1) igin

[y1, @) N [y2, y1) = @ oldugundan g(A, B) n g(B, A) = @ dir.

MH3. M € X olmak iizere A € U 9(E,A) ise A € M dir. Soyle ki;

EeM

A= (X1, y1) & Molsun. A€ Uve UNn M = ¢ olacak bicimde bir U € S x S ag1g1 vardur.
Bu durumda (X1, y1) € [X1, X) x [y1, ¥) € U olacak bi¢cimde birer X', y' € S vardir.
[X1, X) x [y1, ¥) =V almirsaV.n M = @ dir.

A

y @

Sekil 3.13. V acigimin gosterimi

E = (Xg, Ye) € M igin
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[Xg,0) x[yg,00); X <Xgise
[Xe, X)x[Yg,0);  Xg <Xise
[X,,0)x[Yg,0); X, =Xg, Y <Yeise
X, 0)x[Ye, Y1) X =Xg,Ye <V,ise

g, A) =

olmak tizere V N g(E, A) = @ oldugu kolayca goriilebilir.
Simdi Sorgenfrey diizleminin normal uzay olmadigimi gorelim.

<X, y> diizlemde bir noktay1 gostermek tlizere K = { <x, y>:y =-x } S xS olsun.

Hausdorff uzaylarda stirekli fonksiyonlarin grafikleri kapali oldugundan K € S x S kapalidir.

v

Sekil 3.14. K altuzay1 ve iizerinde tanimlanan agik komsuluk

K Uzerine S xS Sorgenfrey dizleminden indirgenen altuzay topolojisi ayrik (diskret)
topolojidir. Soyle ki;
Her <x, -x> € K i¢in S xS de bu noktay1 i¢eren her agikla K kiimesinin arakesiti yine

{<x,-x>}  tek  nokta  kumesidir.  Yani her  <x,-x> € K icin
K n ([Xx+&)x[-X,—x+g))={<x,—Xx >}olacak bigimde bir &>Ovardir. Boylece

{<x, -x> }tek nokta kiimesi K da agik olup K kiimesi bu topoloji ile ayriktir. Ayn1 zamanda
| K| =|RxR|=| R|=c oldugundan Jones’ in lemmasindan S xS Sorgenfrey dizlemi

normal degildir, dolayisiyla monoton normal uzay degildir.
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4. Mi-UZAYLAR VE mi-UZAYLAR

4.1. Mi-uzaylar

Bu kisimda oOncelikle M; uzay tamimlar1 i¢in gerekli olan tabanlarla ilgili tanimlar
verilecektir. Daha sonra Ceder’in M uzaylar1 tanimlanacaktir. Borges tarafindan tanimlanan
katmanlanabilir uzay tanimi1 verilerek bu tanimin Ms-uzaya denk oldugu ispatlanacaktir. Son
olarak da monotonluk 6zelliklerinin bu uzaylarla iliskisini ifade eden teoremler

ispatlanacaktir.

[k olarak Mi-uzaylarm tanimlarinda kullanilan yar1 taban, ikili taban ve destekli (cushioned)

taban ve kapanigi koruyan aile tanimlarmni verelim.
4.1.1. Tanim

X bir topolojik uzay, B X uzaymin altkiimelerinin bir ailesi olmak tizere eger her X € X ve

x in her U a¢ik komsulugu i¢in X € B € B € U olacak bicimde bir B € B varsa B ailesine X

uzay1 i¢in bir yar1 taban denir[1].
4.1.2. Tanim

X bir topolojik uzay olmak uzere P={ (P1, P2): P1 € X, P2 € X ve P: agik } olsun. Her
X € X ve x € U bi¢imindeki her U agig1 i¢in X € P1 € P> € U olacak bigimde bir
(P1, P2) € P var ise P ailesine X uzay1 i¢in bir ikili taban denir[1].

4.1.3 Tamim

X bir topolojik uzay ve P = {(P1, P2): P1, P € X ve P1 € P> } kiimesi X uzayimnin bir ikili

ailesi olmak zere, her 'S Picin [ J P, S |J P, ise P ailesine destekli (cushioned)

(Py,Py)eP (P,P;)eP"

aile denir[1].
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4.1.4. Tanim

X bir topolojik uzay, A, X uzayinin altkiimelerinin bir ailesi olmak {izere eger her 3 S A

icin

U{E :Be3J} = Lm} ise A ailesine kapanis1 koruyan bir aile denir[1].

Simdi M1, M2, M3 uzaylar1 ve katmanlanabilir uzay tanimlar1 verilecektir.

4.1.5. Tanim

X diizenli uzay1 o-kapanisi koruyan bir tabana sahip ise X uzayina Mi-uzay denir[3].
4.1.6. Tanim

X diizenli uzay1 o-kapanisi koruyan bir yar1 tabana sahip ise X uzayina M»-uzay denir[3].
4.1.7. Tamim

o-destekli bir ikili tabana sahip olan T:-uzaylara Ms-uzay denir[3].

4.1.8. Tanim

X bir topolojik uzay olmak tzere her U © X acik altkiimesi i¢in X uzaymin agik alt

kimelerinin

i) Hernigin U_n cu;

i) JU,=U;

neN

iy ucVv =vniginUy €V,

sartlarin1 saglayan bir {Un }neN dizisi varsa X uzayina katmanlanabilir uzay denir[9].

Ceder tarafindan Mj-uzaylar arasindaki iliskiler incelenmis ve uzaymn Mi-uzay olmasinin

Mz-uzay olmasini gerektirdigi, Mz-uzay olmasinin da Mz-uzay olmasint gerektirdigi
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ispatlanmistir[1]. Daha sonra Gruenhage ve Junilla birbirlerinden bagimsiz olarak M2 ve M3

kosullarinin denk kosullar oldugunu elde etmislerdir [4-5].
Simdi Ms-uzay ile katmanlanabilir uzayin denk olduklarini gérelim.

4.1.9. Teorem

X topolojik uzayinin katmanlanabilir uzay olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart X uzayinin

Mas-uzay olmasidir[9].
fspat.'

X katmanlanabilir bir topolojik uzay olsun. X uzayinin her U agik alt kiimesi i¢in X uzayinin

acik alt kiimelerinin tanim 4.1.8 deki kosullar1 saglayan bir {Un }neN dizisi vardir. Her n i¢in

I n={(Un,U):UCc Xagcik } olmak lizere I = U 3, ailesi X uzay1 i¢in o-destekli bir ikili

neN

tabandir. Soyle ki; once ikili taban oldugunu gorelim. Her n igin U_ng U oldugundan

Un € U saglanir. X € X ve U € X agik olmak iizere x € U olsun. U = U U, oldugundan
neN

x € Uk olacak bigimde bir k e N vardir. Oyleyse (Ux, U) € I «ve x € Ux € U olup 3 bir

ikili tabandir. Simdi 3 ailesinin X uzayi i¢in o-destekli oldugunu gorelim. Bunun igin her

n e Nigin I nailesinin destekli aile oldugunu gormeliyiz. Herhangi birk € N alalm. ® < 3,

olsun. | J uU,c |J U oldugunu gormeliyiz. U U = W kiimesi a¢ik oldugundan

U DR U D)en U, U)ent
Tanim 4.1.8 kosullarini saglayan bir {Wn: n € N }aciklar dizisi vardir. (Ux, U) € R olacak
bicimdeki her U icin U € W oldugundan Tanim 4.1.8.(iii) den (Uk, U) € ‘R bicimindeki her
(U, U) igin Ux € Wi dir. Oyleyse U U, < W,_olup W < W, dir. Tamim 4.1.8.

(U, U)en Uy . U)eR

(i) den W, cWoldugundan [ J U, cW = |J Udr. Boylece her ke Nigin 5,

Uy, U)en (U, U)eR

destekli bir aile olup 3 o-desteklidir.

Simdi X bir Mz-uzay ve 3= U 3, X uzay1 i¢in o-destekli bir ikili taban olsun. U € X agik

neN

olsun. Her n eNigin Uy = U{ Pi: 3Pz igin (P, P2) e3,ve P2 & U } olsun.
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{ Un: neN} agiklar dizisi Tanim 4.1.8 kosullarii saglar. Gergekten; her n igin

U, =[J{P.: 3R, icin(P, P,) € 3, veP, = U} ve 3, destekli aile oldugundan U, < U dir. Her

neNigin Uy € U olup U U, < U dir. Diger taraftan x € U olsun. 3 ikili taban oldugundan

neN

X € P1 € P> € U olacak bicimde bir neN ve bir (Py, P2) € I, vardir. Boylece

x € ) { Pu: 3P2icin (P, P2) e5,ve P2 U Yolupx € | J U, dir. Bylece | JU, = U dur.

neN neN

Uc Volsun.x e PSP, €U CV olup Uy nin tanimindan her n i¢in Un € Vy oldugu agiktir.

Asagida goriildiigii gibi katmanlanabilir uzaylar kapali alt kiimeler yardimu ile de karakterize

edilebilir:
4.1.10. Teorem

X uzaymin katmanlanabilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 7' X uzayinin bitin

kapalilarin ailesini gostermek iizere;

) K=[)G(nK)=G(nK);

neN neN
i) KEF =Hernicin G(n, K) € G(n, F)

sartlarini saglayan bir G: Nx1' —> T operatoriiniin var olmasidir[9].
fspat

X katmanlanabilir uzay ve K € X kapali olsun. K¢ € X agik oldugundan agik alt kiimelerin;

i) Hernigin U_n c K¢
i) (JU, =K
neN

iii) K°<S Vve Vagik= Hernicgin Un € Vi
sartlarini saglayan bir { Un: n € N } dizisi vardir.

Her nicin U_n C K° oldugundan her n igin K < (U_n)C dir. (U_n)c = G(n, K) denirse her n igin

K € G(n, K) olur. Her n igin U_n C K° oldugundan UU_nQ K¢ dir. Dolayisiyla K < ﬂ U,)"

neN neN
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dir. (U_n)c = G(n, K) oldugundan K < ﬂ G(n,K)dir. ﬂ G(n,K) € K oldugunu gérmek

neN neN

icin kabul edelim ki (1) G(n, K) N K°# @ olsun. Bu durumda bir x € (] G(n, K) \K vardr.

neN neN

Boylece her nigin X € G(n,K) ve x ¢ Kdir. x € K* = U U,olupx € UnO olacak bigcimde bir

neN

No vardir. X € Uno C X agik ve her n i¢in x € G(n,K) oldugundan G(no, K) N UnO #* @ dir.
(U,)® = G(no, K) oldugundan (U, )° n U, # @ olur ki bu bir geliskidir. O halde

(G K) € Kdr. [G(nK) € [)G(n K)oldugunu gorelim. x € () G(n, K)olsun.

neN neN neN neN

Kabul edelim ki x ¢ ﬂ G(n, K)olsun. Bu durumda x ¢ G(no, K) olacak bicimde bir no e N

neN

vardir. G(no, K) nin tanimindan x¢ (U_no)C c K= U U, dir. Her n icin x € G(n,K)

neN

oldugundan G(n, K) N K° % @ olup U U, n (U_n)c # @ olur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece

neN

(G, K) = (G, K)dir. Simdi K, F € X kapali ve K S F olsun. F°* € K® olup her n

neN neN
icin Vn € Undir. Bu durumda her n igin \Tng U_nolup her nigin (U_n)c c (vn)C dir. Yani her

nigin G(n, K) € G(n, F) dir. Diger yandan hipotezdeki sartlar1 saglayan bir G fonksiyonu

var olsun. U € X agcik olsun. U® € X kapaldir. Her n i¢in (G(n,U°))°= U, denilirse
{ Un: neN }agiklar dizisi katmanlanabilir uzay sartlarin1 saglar. Gergekten; her n igin
U¢ € G(n, U° oldugundan U¢ € G(n,U) olup G(n,UC)CQ U dir. Boylece her n igin

Un € U dir. Ayrica her nigin Uu,= Usn us) =( ﬂ G(n,U®%))*=(U°%)*=U dir. Diger

neN neN neN

taraftan V € X acik olmak Uzere U < V olsun. Bu durumda hipotezden her n igin

G(n, V¢ € G(n, U° dir. Boylece her n icin G(n,V°) < G(n,U°) olup yine her n igin

G(n, U%) S G(n,Vv°) dir. Yani Un € Vadir.

Bir ¢arpim uzayinin monoton normal olmasi i¢in gereken iki dnemli 6zellikten biri uzayin

katmanlanabilir olmasidir. Asagidaki teoremle bunu goérelim.
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4.1.11. Teorem

X ve Y topolojik uzaylar olmak Uzere, X x Y ¢arpim uzayr monoton normal ise ya X

uzayinin sayilabilir her alt kiimesi kapalidir ya da X uzay1 katmanlanabilirdir[8].
fspat:

X x Y garpim uzayt monoton normal olsun. X in sayilabilir herhangi bir M' = { Xx,: ne N}
altklimesini alalim. Kabul edelim ki M" alt kiimesi kapali olmasin. O halde M'\M' = &
olup p € M'\ M olacak bicimde bir p € X noktas1 vardir. M = M' U {p} denilirse X x Y
monoton normal uzay ve monoton normal uzay olma 6zelligi kalitsal 6zellik oldugundan
M x Y alt uzayr da monoton normal uzaydir. BOylece M x Y monoton normal uzay1 Uizerinde

bir monoton normallik operatorii vardir. Her F € Y kapali kiimesi igin;

He={(X,Y)EM x Y:yeEFvex #p}ve
Ke={(p,Y)EMxY:y¢F}

olsun. Her F € Y kapali alt kimesi igin Hr ve Kr kiimeleri M x Y uzayinin ayrilmis alt

kimeleridir. Gergekten;

H_Fn Kr # @ olsun. O halde (a, b) € H_Fn Kr olacak bicimde (a, b) € M x Y vardir. Yani
(@ b) e H_Fve (@, b) € Kr dir. (a, b) € Kr oldugundan a = p ve b ¢F dir. Diger taraftan

(p, b) e H_Fve F € Y kapali olup (p, b)€ M x FC° € M x Y agik oldugundan
(M x F°) n HrF # @ dir. Yani x € M, y ¢ F olacak bicimde bir (x, y) € He vardir. Bu ise

(X, y) € Hr oldugunda y € F olmasiyla celigir. Benzer sekilde K_Fn Hr # @ olsun. O halde
(@ b) € K_Fn Hr olacak bicimde (a, b) e M x Y vardir. BOylece a # p ve b € F dir.

{p} € X kapaly, (a, b) € K_F ve (a, b) € {p}° xF oldugundan ({p}° xF) N Kr # @ dir. Yani

z € {p}°, y € F olacak bigimde bir (z, y) € Kr vardir. Bu ise (z, ¥) € Kr olmasiyla geligir.

Her n icin T(n, F) = { y € Y: (My, y) € G(Hr, Kg) } olsun. Her n igin T(n, F) operatori
Teorem 4.1.10 kosullarini saglar. Soyle ki;
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i) ﬂT(n,F):Foldugunu gorelim. y € F olsun. Her n € Nigin my #pvey € F

neN

oldugundan (mn, y) € Hr S G(Hr, K) dir. Yani her n € Nicin y € T(n, F) dir. Boylece
y € [\ T(n,F)olup F < () T(n,F)dir.

neN neN

Diger taraftan y € ﬂT(n, F) \Folsun. Hern € Niginy € T(n, F) ve y ¢ F dir. Her n

neN
€ Niciny € T(n, F) oldugundan her n € N igin (mn, y) € G(Hr, KF) dir.
Ayrica y¢ F oldugundan Kr nin tanimindan (p, y) € Kr € G(KF, Hf) dir.

(p, y) € UxV < G(KE, Hr) olacak sekilde birer U € X, V € Y agiklar1 vardir.
Boylece p € U, U € X agiktir.

p noktast M' kiimesinin limit noktasi ve p € U, U € X a¢ik oldugundan mno € U
olacak bigimde bir ng vardir. (mno, y) € UxV S G(KFr, Hg) dir. Bu her

nicin (mn, y) € G(Hr, Kr) ve G(Hr, Kr) N G(KFr, HF) = @ olmasi ile gelisir.

Oyleyse (| T(n,F) < Folup F =) T(n,F)dir.

neN neN

() T(n,F)=F oldugunu gérelim. y € (] T(n,F)olsun. Kabul edelim ki y ¢ F olsun.

neN neN

Hern €N iciny € T(n,F) oldugundan y nin her acik komsulugu ve her n € N igin U
N T(n, F) # @ dir.
Diger yandan y ¢ F oldugundan y € F, F* € X agiktir. Boylece her n i¢in
FCNT(n, F) # @ olup z € F* n T(n, F) olacak bigimde bir z € X vardir.
z ¢ F oldugundan (p, z) € Kr € G(KF, Hf) dir. Bu durumda
(p, 2) € VxW < G(KF, Hr) olacak bicimde birer V € X ve W C Y agiklari

vardir. p €V, V € X agik ve p € M oldugundan
mno € V olacak bigimde bir ng vardir. Bu da (mno, z) € VxW S G(KF, HE)

olmasi demektir ki z € T(n, F) oldugu i¢in (mp, z) € G(Hr, Kr) olmasiyla gelisir.
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Boylece y € Folup () T(n,F) € Fdir. (i) den F =) T(n, F) dir.

neN neN

i) FcCiseT(n, F) € T(n, C)oldugunu gorelim. F <€ Cvey € T(n, F) olsun. Bu
durumda (mn, y) € G(Hr, Kg) dir. F € C oldugundan Hr € Hc dir. (p, y) € Kc ise
y ¢ Colupy ¢ F dir. Dolayisiyla (p, y) € Kroldugundan Kc € Kr dir. HF € Hc
ve Kc € Kr oldugundan G(Hr, Kr) € G(Hc, Kc) dir. (mn, y) € G(HF, KF) ve
G(Hr, Kr) € G(Hc, Kc) oldugundan (mn, y) € G(Hc, Kc) dir. Yaniy € T(n, C)
dir.

Asagidaki teoremle monoton Hausdorff uzay olma 6zelliginin katmanlanabilir uzay olma

ozelligi ile iligkisi verilecektir.

4.1.12. Teorem

X topolojik uzay1 sayilabilir ve monoton Hausdorff uzay ise Ms-uzaydir[3].
fspat

X sayilabilir ve monoton Hausdorff bir uzay ve g, X uzay: i¢in monoton Hausdorff ’luk

operatori olsun. Her x € X icin Vx, x noktasinin komsuluklar tabani olmak tizere her

V(x) € Vx igin P'® = X \ [ Hoy.9):yeX\V(x)} ve P2® =V(x) olsun.
PV® = (P, P,YX) olmak tizere Px = { PY®: V/(x) € Vx } seklinde tanimlansin. Bu durumda
P= U P, , X uzay1 i¢in a-destekli ikili tabandir. Soyle ki;

xeX

X € X ve U, x noktasinin bir acik komsulugu olsun. O halde V(x) € U olacak sekilde bir
V(X) € Vx vardir. Once P nin X uzay: iizerinde bir ikili taban oldugunu gérelim. Yani

X € P1'® c PY® < U dir. Gergekten; x € V(x) olup x ¢ (V(x))¢ dir. Bu durumda



57

X ¢ U{g(y, X):y € X\V(X)} dir. Yani x € X\ U{g(y, X):1y e X\V(X)} olup x € P1"® dir.

PY® © P,Y® oldugunu séylemek icin X \ U{g(y,x):yeX\V(x)} C V(x) oldugu

gosterilmelidir. p¢V(x) olsun. p € (V(x))° dir. Dolayisiyla p € U{g(y, X):ye X\V(X)} dur.

Yani peg X \ U{g(y,X):yeX\V(x)}olup X\ U{g(y,x):yeX\V(X)}g V(x) dir. Her

X € X igin Px in destekli aile oldugunu gorelim. Yani VX < 7Vx olmak Uzere

Px = {(P1®, P2'® ): V(x) € Vx' }icin [ {R"¥: V() ev,} < [ JP,"¥:V(¥)ev, }
oldugunu gorelim. Kabul edelim ki yo ¢ | J{P,"® :V(x)ev, Folsun. P2"® = V(x)

oldugundan yo ¢ U{V(X)ZV(X)EUX Hdir. Yani her V(x) € Vy' igin yo ¢V(x) dir. Bu

durumda her V(x) € V' icin g(yo, X) € U{g(y, X):y € X\V(X)}dir. Yani P1V® tanimindan

her V(x) € V' igin g(yo, X) N P1Y® = @ dir. Boylece yo ¢ | {P,"¥ : V(X) v, }dur. Py

destekli ve X sayilabilir oldugundan P, X uzayi iizerinde o-destekli bir ikili tabandir.
4.2. mi-uzaylar

Bu bolumde Ceder’ in tanimladigi Mij-uzaylarin yerellestirmis bi¢imi olan mj-uzaylar
tanimlanarak aralarindaki iligkilere yer verilmistir. Buck tarafindan mj-uzaylarin
arastirilmasi esnasinda bu uzaylarin monoton Hausdorff 6zelligi ile arasinda kuvvetli bir

iliski oldugu bulunmustur. Hatta bazi durumlarda bunlarin esdeger oldugu ispatlanmistir[3].
4.2.1. Tanim

Her x € X icin x noktasinin kapanisi koruyan bir komsuluklar taban1 varsa X uzayina

mz-uzay denir[3].
4.2.2 Tamm

Her X € X icin x noktasinin kapanist koruyan bir komsuluklar yar1 tabani varsa X uzayma

m2-uzay denir[3].
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4.2.3. Tanim

Her x € X i¢in x noktasinin destekli ikili komsuluklar tabani varsa X uzayina msz-uzay
denir[3].

mi-uzaylar arasindaki iligkileri vermeden once birinci sayilabilir uzaylarin mi-uzay oldugu
gorilecektir. Daha sonra ms-uzay ile monoton Hausdorff uzaylar arasindaki iliskiler

incelenecektir.

4.2.4. Teorem

Birinci sayilabilir uzaylar mi-uzaydir[3].
fspat

X uzay1 birinci sayilabilir uzay olsun. Bu durumda her x € X i¢in x noktasinin sayilabilir ve
i¢ i¢e azalan komsuluklar tabani vardir. Yani her x € X noktasinin her n € N i¢in Un+1 € Uy

olacak bigimde bir g(x) ={ Un: n € N } komsuluklar tabani vardir.

| < Nolsun. Her n€ 1 igin Un QUUn oldugundan her n€ | igin U_HQUUn olup

nel nel

UU_n QUUn dir. Ayrica I € N oldugundan | kiimesi bir en kii¢iik elemana sahiptir. Bu en
nel nel

kicuk eleman m alinirsa UUn= Um olur ki bu durumda Uun=Um dlr.U_mg Uu_n

nel nel nel

oldugundan | JU, €| Ju, dir. Sonug olarak her I €N igin | Ju, =| JU, olur ki bu da her

nel nel nel nel

X € X igin a(x) kiimesinin kapanisi koruyan komsuluklar tabani oldugunu ispatlar.

X uzaymin her x noktasinin “>” bagintisina gore dogrusal sirali bir komsuluklar tabani
varsa X uzayina lob-uzay denirdi ki béylece birinci sayilabilir uzaylarin bir genislemesi olan

lob-uzaylarin da mi-uzay oldugu sonucu elde edilir.

4.2.5 Sonug

Lob-uzaylar mi-uzaydir[9].
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Simdi ise ms-uzayin her alt kiimesinin de ms-uzay oldugunu gorelim.
4.2.6. Teorem

mz-uzay olma 6zelligi kalitsaldir[3].

fspat

X mz-uzay ve Y & X olsun. y € Y alalim. y€ X oldugundan y nin
destekli bir Py = { (P1, P2): P1, P2 © X} ikili komsuluklar tabani vardir. Bu durumda
PY={(P1nY,P2NnY): (P1,P2) € Py} biciminde tanimlanan aile y € Y icin destekli ikili
bir komsuluklar tabanidir. Gergekten; T € Y, T alt kimesi Y de agtk vey € Tolsun. TS Y
acik oldugundan T =V N Y olacak bi¢imde bir V € X a¢ig1 vardir. y € V olup X mz-uzay
oldugundan y € P € P> € V olacak bigcimde bir (P1, P2) € Py vardir. Boylece
YEPLNY S P,NnY S Tolup PyYy € Y icin ikili komsuluklar tabanidir. Simdi Py nin

Y € Y icin destekli oldugunu gérelim. y €_J(P,N vy olsun. Bu durumda y € U(P1 nY)nyY
olupy e U (P,NY)dir.y e U PN Y ve Py destekli oldugundany € U P, N Y dir. Bylece

y € U (P,NY) olur ki bu da ispati1 tamamlar.

Aragtirmalar sonucunda monoton Hausdorff uzay olma 6zelligi ile mi uzaylar1 arasinda
kuvvetli iligkiler bulunmus hatta esdeger olduklari durum elde edilmistir[3]. Monoton
Hausdorff her uzaymm ms-uzay oldugunu, tersinin ise sadece Hausdorff uzaylarda gegerli

oldugunu gorelim.

4.2.7 Teorem

Monoton Hausdorff her uzay ms-uzaydir[3].
fspat

g, X uzayi tizerinde bir monoton Hausdorff ‘luk operatdrii ve Vx, X € X i¢in komsuluklar

taban olsun. Her VE Vx igin P1¥ = X\ (|_[{a(y,x):y € X\V}) ve P = V olmak iizere

Px = { (P1’, P2"): VE Vx } seklinde tanimlansin. Her x € X i¢in Py, x noktasinin destekli ikili
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komsuluklar tabanidir. Gergekten; U, X € X noktasinin bir komsulugu olsun. O halde

X € V c U olacak bi¢imde bir V € Vy vardir. P1¥ € P," dir. S6yle ki p ¢ V olsun. Bu durumda

p e ((Ho(y,x):yeX\V}), dolayisiyla p & X\ (|_{o(y,x):y e X\V}) dir. Ayrica

X € Volup x € X\ (U{g(y, X) 1y € X\ V}) oldugundan x € P1" dir. Bdylece Px, x noktasinin
ikili komsuluklar tabanidir. Vx ' € Vx igin Px' ={ (P1", P2"): V€ Vi’ } € Px olmak (izere Py

desteklidir. Soyle ki Yo ¢ UPZV olsun. Yani her Ve Vy icin yo ¢ V dir.

g(yo, X) € (Ha(y.¥):ye X\V}) ve (| {a(y.x):y e X\V}) = (P1")° oldugundan her

VE Vy'icin g(yo, X) NP1’ = @ dir. Yani yo ¢ | J{P¥:V ev, }dir.
4.2.8. Teorem

Hausdorff olan her mz-uzay monoton Hausdorff uzaydir[3].

fspat

X Hausdorff uzay1 ms-uzay ve x € X olsun. Px = { (P LP 2): a € Ax }, X noktasi igin

o,X ' oo,X

destekli komsuluklar ikili tabani olsun. Her x, y € X, X # y i¢in

g(X, y) = ( U {Pa,xl . y 2 Pa,xz}J \ U {Pﬁ,y1 X¢ Pﬁ,yz}

oA, PeAy

biciminde tanimlansin. Bu durumda g(x, y), x noktas1 i¢in agik komsuluktur. Gergekten;

X uzay1 Hausdorff uzay oldugundan her x, y € X, x #yicinxe U, yeVveUNV =90

olacak bicimde birer U, V € X agiklar1 vardir. x € U ve Py, x noktasinin ikili komsuluklar

tabani oldugundan x € P, 'CP_*C U olacak bicimde bir (P LP Z)E Px vardir. Ayrica

X — aXx — X ' oo,X

yeEVveUNV=golupy ¢P,,’ oldugundan x e( AP, ye PQ,XZ}J dir. Diger yandan

oA,

Py = { (P ! Pﬁvyz): B € Ay }, y noktasi i¢in destekli oldugundan UPMl c UPB,yZ dir.

A
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X wuzayr Hausdorff oldugundan x ¢ UF’B'yzolup X & UPB,yl dir. Dolayistyla

X ¢ { U {PB,yl XE PB,yZ}J olup x € g(x, y) dir.

PeA

X # yicin g(x, y) ve g(y, x) asagidaki sekilde tanimlansin:

g(x,y) = [ U {Pa,X1 'y ¢ Pa,xz}j \ [ U {Pﬁ,yl Xé¢ Pﬁyz}],

oA, PeAy

gy, X) = ( UL, xe Pﬁ,yz}J \ ( U, ye Pa,xz}j .

BeA, aeA,

Kabul edelim ki g(x, y) n g(y, X) # @ olsun. z € g(X, ¥) N g(y, x) olacak bi¢imde bir z vardir.

BeAy

zeg(x,y)olup z ¢ [U {Pg,yl X & Pﬁyz}} dir. Yani her p € Ay icin z ¢ P, 'dir. Benzer

sekilde z € g(y, X) olup z € (U {P,, :x¢ Pﬁvyz}Jdir. Yani z EPMO1 olacak bicimde bir

BeAy

Bo € Ay vardir. Bu bir celigkidir.

X ¢ M olsun. Yani x € U ve U n M = @ olacak bicimde bir U € X agik kiimesi vardir. Px,

x noktast i¢gin cushioned komsuluklar ikili taban ve x € U oldugundan x € P, 'cP, *cU

ax —'ax =

olacak bigimde bir (P LP, 2) € Px vardir. U N M = @ oldugundan P, .* n M = @ dir.

a',x ' a,x

2

ZE Pa,lxlolsun. P,y N M =0 oldugundan her y€ M igin ye¢ Pa,vxzdir. Bu durumda

Z€ [ AP, ye Palxz}] olup z€ [ U{r.. ye PMZ}Jdir. Yani her ye M icin

acA, aeAy

z¢g(y,x)dir.ze Pa,yxlve hery € M igin z¢ g(y, x) oldugundan x ¢ (U{g(y, X):y e M})dir.
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Teorem 4.2.7 ve Terorem 4.2.8 den Hausdorff uzaylarda ms-uzay tanimi ile monoton

Hausdorff uzay taniminin esdeger oldugu sonucuna varilir.

4.2.9 Sonug

X Hausdorff uzay olmak lizere X uzayinin monoton Hausdorff olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul X in ms-uzay olmasidir.

Simdi ise mj-uzaylar arasindaki iligkileri verelim. Goriiniiste mj-uzaylar1 arasinda, mi-uzay
oldugunda mp-uzay, my-uzay oldugunda ise mz-uzay olmasimi beklenir. Her komsuluklar
tabani komsuluklar yar1 tabani oldugundan her mi-uzayin mz-uzay oldugu aciktir. Fakat mo-
uzaym ms-uzay olmasi icin uzaym diizenli olmasi gerekir. Soyle ki; Ornek 3.2.9 da
tanimlanan topolojik uzayin Hausdorff ve birinci sayilabilir uzay oldugu fakat diizenli
olmadig1 gosterilmisti. Bu uzay birinci sayilabilir uzay oldugundan mi-uzaydir. Diizenli
uzay olmadigindan monoton Hausdorff degildir. Yani ms-uzay degildir. Boylece her
mi-uzay ms-uzay degildir. Eger uzay diizenli ise, mi-uzay olmasi my-uzay olmasini,
mz —uzay olmast Mz—uzay olmasimi gerektirir. Dizenli mgz-uzaymn ms-uzay oldugunu

gorelim.

4.2.10. Teorem

Dizenli mz-uzaylar ms-uzaydir[3].
fspat

X uzayi diizenli ve mo-uzay olsun. Bu durumda her x € X igin Ux = { Uox : @ € A } olacak

o

bi¢imde kapanist koruyan komsuluklar yari tabani vardir. P = { (U U, ):a €A}ve

a,X !

U, x noktasmn bir komsulugu olsun. X diizenli uzay oldugundan x € V € V < U olacak

bicimde bir V agig vardir. Ux, x noktasinin komsuluklar yar1 tabani oldugundan

xeU,, € U,, < Volacak bigcimde bir a’ € A vardir. x €U, € U, , < U olup P

a'\x —

komsuluklar ikili tabanidir. P nin destekli oldugunu gorelim. A’ < A igin
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o

P'={(U U,. ): @ € A} S P olsun. U{Ua,x oA} C U{Umx o e A’} ve Uy,

a,X !

kapanisi koruyan taban oldugundan U{Ua,x acA}= U{UW o € A} olup P desteklidir.

Her mi-uzay, mp-uzay oldugundan ve Teorem 4.2.10 dan asagidaki sonug elde edilir.
4.2.11. Sonug
Diizenli her m1 uzay ms uzaydir[3].

Dizenli her my uzay ms uzay oldugundan ve Teorem 4.2.8 den Hausdorff uzaylarda monoton
Hausdorff uzay olma 6zelliginin ms-uzay tanimina esdeger oldugundan asagidaki sonug elde

edilir.
4.2.12. Sonug
Dizenli, Hausdorff her m;1 uzay monoton Hausdorff uzaydir[3].

Son olarak kuvvetli monoton Hausdorff ve kuvvetli monoton normal uzaylarin mz-uzayi

oldugunu gorelim.

4.2.13. Teorem

X uzayi1 kuvvetli monoton Hausdorff uzay ise mo-uzaydir[3].
fspat

g, X uzay1 iizerinde bir kuvvetli monoton Hausdorff ‘luk operatord, x € X ve V, x noktasinin
komsuluklar tabani olsun. Her V € P icin V*= X \ (U{g(y, X):y e X\V}) seklinde
tanimlansin. Her y € X \ V i¢in g(y, x) acik, agiklarin keyfi birlesimleri de acgik oldugundan
(U{g(y, X) 1y € X\ V}) acik, dolayisiyla V* kapalhidir. Her y & V icin g(y, X) & V* olup
y & V* dir. Yani V* € V dir. Her V € V i¢in V* larmn ailesini V* ile gosterelim.

Her V € V igin x&€ X \ V = X \V olup X uzay1 kuvvetli monoton Hausdorff uzay

oldugundan x & (|_{a(y.x):y e X\V}), yani x € X\ (_{a(y,x):y e X\V}) dur.
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X\ (U{g(y, X):yeX\V}) <€ (V*)° dir. Gergekten; (U{g(y, X):y e X\V}) = G denilirse

V* = X\Gdir. x € X\ Golsun. x € (G )t = (G%° = (X\ G )° = (V*¥)° dir.

U, x noktasinin bir komsulugu olsun. x € V € U olacak bi¢cimde bir V € V vardir. O halde

X € (V*)°c V* c V c U olup V*,x noktasi igin komsuluklar yar1 tabanidir.

(V*)' < V* olsun. U{\?:Ve (V*)'}=U{V* Ve(v)}c KV :Ve(v)}dr. Diger
yandan z & U{V* 'Ve(V)Yolsun. V* m tammmdan her V* € (V*)' icin
ZE€E (U{g(y, X) 1y € X\V}) dir. Bu durumda her V* € (V*)"icin z € g(y, x) olacak bicimde
y € X\'V vardir. X uzay1 kuvvetli monoton Hausdorff uzay oldugundan her V* € (V*)"igin
z €g(y, X) = g(z, X) € g(y, X) S (U{g(y, X):y e X\V}) dir. Her V* € (V*) igin V*mn

tannrmmdan g(z, x) N V*=0@, yani g(z, x) N U{V*:Ve(v*)'}z(b olup

z¢& | J{V":V e (V') }dir. V* kapanisi korur.
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Sekil 4.1. Calismada yer alan bazi teoremlerin birbirleri ile iliskisinin sematik gosterimi
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