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AND THEIR PROPERTIES
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The main purpose of this thesis is to give Bernstein polynomials and various properties
with related to these polynomials in analytic number theory depend on ( P, q) -analysis.

This thesis consists of seven chapters. First chapter is introduction and literature
review. In the second chapter, some basic definitions, notations and theorems which

will be used in the other chapters are given. In the third chapter, the results for (p,q)
-Bernstein polynomials under (p,q)-integral operator and their relations between
(p,q)-Gamma and (p,q)-Beta functions are obtained. In the fourth chapter, the
generating function of (p,q)-Bernstein polynomials are given by using (p,q)-

calculus and some properties for these polynomials are investigated by aid of
generating function. In the fifth chapter, new two type ( p,q)-Bernstein polynomials

are given and some results and generating function by aid of these polynomials are
obtained. In the sixth chapter, (p,q)-Beta polynomials are defined and some

properties for these polynomials are investigated. In the seventh chapter, the
conclusions in this thesis are presented.

Keywords: (p,q)-analysis, (p,q)-Bernstein polynomials, generating function,

(p.q)-Beta polynomials.
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Damisman: Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ
Haziran 2018

96 sayfa

Bu tezin temel amaci; ( P, q) -analizdeki Bernstein polinomlarii ve bu polinomlar ile

ilgili analitik sayilar teorisindeki cesitli 6zellikleri vermektir. Bu tez yedi boliimden
olusmaktadir. Birinci boliim giris ve literatiir taramas1 yapilmistir. Ikinci boliimde,

tezin ilerideki boliimlerinde kullanilan tanim, kavram ve teoremler verilmistir. Uciincii

bolimde, (p,q)-Bernstein polinomlarmin integral operatorii altindaki sonuglari ile
(p.q)-Gama ve (p,q)-Beta fonksiyonlar: arasindaki iligki elde edilmistir. Dordiincii

boliimde, (p,q) -Bernstein polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu ( P, q) -analiz yardimiyla

verilmig ve iirete¢ fonksiyonuna baglh bunlarin bazi 6zellikleri incelenmistir. Besinci

béliimde, iki yeni (p,q)-Bernstein polinomu tanimlanmis ve bu tammlar yardimiyla

polinomlarm tirete¢ fonksiyonlari ile bazi 6zellikleri elde edilmistir. Altinct boliimde,

Beta polinomlarinin (p,q)-genellestirilmesi tanimlanmis ve bu polinomlarin bazi

Ozellikleri incelenmistir. Yedinci boliimde tezde elde edilen sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: (p,q)-analiz, (p,q)-Bernstein polinomlari, iirete¢ fonksiyonu,

(p,q)-Beta polinomlari.
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BOLUM 1

GIRIS

Klasik polinomlarin sonlu hesaplama yontemleri, toplama, ¢ikarma ve ¢arpma gibi
bircok cebirsel isleme uygun 6zellige sahip olmasi ve bu islemler altinda kapali olmas1
birgok 6zel polinom ailesinin matematik ve mihendislik problemlerinde
kullanilmasina olanak vermektedir. Bu ¢aligmalar yapilirken 6nemli problemlerden
birisi 6zel polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonuna sahip olup olmamasidir. Eger bir
polinom ailesi tirete¢ fonksiyonuna sahip ise o polinom ailesi ile ilgili birgok yeni ve
ilging esitlikler elde edilmektedir. Urete¢ fonksiyonunun esas amaci basta
kombinatorik olmak iizere analitik sayilar teorisindeki ¢6ziimii zor olan problemlere
¢Ozlim yollar1 ortaya koymaktir. Son zamanlarda bir¢ok yazar birden fazla polinom
ailesi lizerine ¢alismaktadirlar [1-8]. Baz1 6zel polinom aileleri ve onlarin iireteg

fonksiyonlar1 asagida Tablo 1.1.1.deki gibi ifade edilir.

Tablo 1.1.1 Bazi ozel polinom aileleri ve onlarin tirete¢ fonksiyonlari.

Polinom Ailesi Urete¢ Fonksiyonu
. . 0 tl'\ teXt
Bernoulli Polinomlari, B, (x B (X)— = At < 27.
() | ZBwh <2
Euler Polinomlari, E, (x) iEn(x)ﬂ _ 2" Jt] < 7.
rt nl e'+1
T & t" 2te*
Genocchi Polinomlari, G, (x) ZGn(x)—| = ‘_1|t| <.
~ n' e+

Changee Polinomlari, Ch,(x) iChn(x)t—nI = %(lﬂ)x :
= nt 2+

Daehee Polinomlari, D, (x) i D, (x)ﬂ = M(ht)x .

= n! t




1912 yilinda S.N. Bernstein daha sonra kendi ismiyle anilacak olan Bernstein

polinomlarmi tanimladi. Bunlarin yardimiyla [0,1] de siirekli her fonksiyona

yaklagilabilecek bir operator tanimladi [9]. Buna gore, f fonksiyonu [0,1] araliginda

taniml1 olmak tizere,

B,(f.x)=>f (%)[:jxk (1—x)™* (1.1.1)

k=0

seklinde tanimlanan operatére Bernstein operatorii adi verilmis olup bu operator

yardimiyla [0,1] araligindaki siirekli her f fonksiyonuna yaklasilabilir. Burada
. n n-k - . . . .
(1.1.1) de verilen [ijk (1-x) “ ifadesine n. dereceden Bernstein polinomlari denir

ve B/ (X) seklinde gosterilir [10]. Bernstein polinomlarinin kullanisli olmasina imkan

veren bir¢ok onemli 6zellik ve algoritma bulunmaktadir. Bunlardan bazilar1 asagida

verilmistir [11]:
e Simetri 6zelligi: x<[0,1] ve k=0,1,...,n igin
B¢ (x)=B (1-x)
ozelligi saglanir.

e Yineleme ozelligi: n+1. dereceden Bernstein polinomlari, n. dereceden

Bernstein polinomlar1 yardimiyla
BI (x) = 1B, (X)+(1-t) B (X)

olarak tanimlanir. Burada k =0,..,n+1 i¢in k<0 veya k>n ise By (x)=0

drr.

e Pozitif olma bzelligi: B/ (X) polinomlar1 x€[0,1] i¢in B (x)>0 6zelligine

sahiptir. Bu 6zellik [0,1] aralig1 disinda gecerli degildir.

e Birimin par¢alanma ozelligi: B (X) polinomlar1



kio B ()= ;[:}xk (1-x)" =1

seklinde gosterilebilir. Bu 6zellik [0,1] araligina kisitlanmamaktadir.

o Tek terimli tabanlarla iliski 6zelligi: n. dereceden Bernstein polinomlar1 ve

kuvvet tabanlar1 arasinda

(1.1.2)

ozellikleri bulunmaktadir. Burada k =0,1,...,n olmak iizere k =0 i¢in (1.1.2)

deki ilk esitlik birimin par¢alanma 6zelligini vermektedir. Ayrica k =1 i¢in

p B/ (x)+Bj (X)+...+nB; (x)

esitligi elde edilir.

e Bagimsiz degiskenin olgeklendirilmesi B/ (X) polinomlar i¢in X — rx
doniisiimii yapilirsa [0,1] >[0,r] olur. 1-rx=(1-x)+(1-r)x gdz oniine

almirsa

By (rx)= (Ej(l— )" ()" (1.1.3)
yazilir. (1.1.3) de ki esitlikte Binom ag¢ilimi kullanilmasiyla
By (rx)=> BJ(r)B}(x), j=0,...,n.
[

esitligi elde edilir.

e Tiirev ozelligi: B (X) polinomlar: tiirev operatorii altinda

%B; (x)=n[By7 (x)-B* (x)]



seklinde bir bagimtiya sahiptir. Burada B"* (X) =0 ve B"* (X) =0 dir.

e Integral 6zelligi: B} (X) polinomlar1 integral operatorii altinda

n+1
l n+1

.[ox B, (t)dt:_ B (X)

n+1,55
seklinde bir esitlige sahiptir.

Bernstein polinomlart tanimlandig1 giinden bu zamana kadar sadece matematik
alaninda degil istatistik ve miihendislik gibi diger alanlarda da bir¢ok arastirmaci igin
caligilan 6nemli bir polinom ailesi olmustur. Bu yapilan ¢alismalardan bazilarmi
ozetlemek gerekirse; Binom dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonu olarak
tanimlanan Bernstein polinomlar1 olasilik ve istatistik teorisinde uygulama alanina
sahiptir. Bernoulli dagiliminda bir olayin iki durumu s6z konusudur. Olay ya
basariidir ya da basarisizdir. Bernoulli denemesindeki basarili olaylarin sayis1 r

olmak tizere bu r olaylarmin olasilig1
n k n-k
pn(k){kjp @-p)"*, k=041..,n

ile tanimlanir. Dagilim ve karar fonksiyonlarmnin diizgiin tahminlerinde Bernstein

polinomlarmin uygulamalar1 gériilmektedir [12-14].

Miihendislikte de istatistik biliminde oldugu gibi Bernstein polinomlarma

rastlanmaktadir. Ozellikle bilgisayar grafiklerinin elde edilmesinde kullanilan

S n,B,, (u) (1.1.4)

olarak bir Fransiz miihendis olan Pierre Bezier tarafindan otomobil tasarimi ig¢in

gelistirilmis olan Bezier egrilerinde Bernstein polinomlar: ile karsilasilmaktadir.

(1.1.4) deki B, (u) ifadesi n. dereceden k. Bernstein polinomunu géstermektedir.

Otomobil tasarimi problemi ile ortaya ¢ikmis olan Bezier egrileri son zamanlarda
bilgisayar destekli tasarimlar ve bilgisayar grafiklerindeki gelismeler yardimiyla tekrar
ilgi gébrmeye baglamistir. Bu alanda 6nemli ¢aligmalar ortaya koyan R. Goldman’a
gore [15], serbest formlu olarak adlandirilan egriler ve yiizeyler bir aracin kaputu, bir

geminin govdesi veya bir ugagin tiim gévdesi gibi insan yapimi1 nesneleri tanimlamaya



yardimci olan diiz sekillerdir. Bu insan yapimi olan sekillerin birka¢ parametre ile
kolay bir sekilde tarif edilmesi miimkiin degildir. Bu problemden dolay1 serbest form
ozelligine sahip egrileri ve yiizeyleri tanimlamak i¢in Bernstein polinomlar1 ve bu
polinomlarin baz1 genellestirilmis halleri alternatif bir ¢6ziim olarak kullanilmaktadir.
Bernstein polinomlart kullanilarak elde edilen egriler biiyliik 6lgekli endiistriyel
tasarimlarin ve iiretim i¢in kullanilan mekanik bilesenler ile montajlarin tasarimlar1
icin katkida bulunmaktadir. Bezier egrileri de tipki Bernstein polinomlar1 gibi medikal

fizik, biomedikal v.b. farkli alanlarda uygulamaya sahiptir [16].

Matematikte ise basta Yaklasim Teorisi olmak {izere birgok alt dalda caligilmistir
ve calisilmaya devam edilmektedir [17-19]. Bernstein polinomlar1 2010 yilina kadar
iirete¢ fonksiyonlar1 tanimlanmadan bir¢ok arastirmaci tarafindan caligilmistir. 2010

yilinda Simsek ve Acikgoz [20] q- Bernstein tipli polinomlar igin bir {ireteg

fonksiyonu asagidaki gibi tanimladilar.

d v ([xt)'

ZWJ“KQ%;=—QT—*”t (1.1.5)
n=k - "

Daha sonra, A¢ikgoz ve Araci [21], (1.1.5) de g —1 iken elde edilebilen Bernstein

polinomlarmin iirete¢ fonksiyonlarmi asagidaki gibi tanimlamastir.

is(mﬂ:@i&HHec (1.1.6)
BB [ 'Y T o

Bernstein polinomlar: i¢in (1.1.6) da elde edilen yeni tanim bir¢ok g¢aligmanin
ortaya gikmasina ilham kaynagi olmustur. Ornegin; iireteg fonksiyonlar1 yardimiyla
Bernstein polinomlar1 i¢in yineleme bagintilar1 ve tiirev formiilleri gibi bir¢ok yararh
sonu¢ bulunmustur. Analitik sayilar teorisinde Frobenius-Euler ve Bernoulli
polinomlar1 gibi 6zel polinomlar ile Bernstein polinomlar1 arasindaki iliskiler
arastirilmistir [22]. Bernstein polinomlarmin tirete¢ fonksiyonunun bazi 6zellikleri ile
Beta tipli polinomlarin dzellikleri kullanilarak Binom katsayilar1 ve onlarin tersleri ile
Catalan sayilarini iceren bazi yeni esitlikler elde edilmistir [23]. Baz1 6zel hallerde
Bernstein ve Beta tipli polinomlar1 igeren yeni bir polinom ailesi ve onlarm iireteg

fonksiyonu tanimlanmustir [24].



Bir sonraki boliimde detayli olarak verilecek olan q-analiz yardimiyla Bernstein

polinomlar1 i¢in yeni esitlikler ve bagintilar iceren 6nemli ¢alismalar ortaya ¢ikmistir.

1996 yilinda G. M. Phillips, Bernstein polinomlarinin q - genellemesini

B,;‘(x,q)z{ﬂ X (1- x)gfk (1.1.7)

olarak tanimlamis ve bu yeni polinom ailesinin bazi temel 6zelliklerini incelemistir
[25]. G. M. Phillips’in (1.1.7) deki tanimindan ilham alinarak, Bernstein polinomlar1

icin yeni q- genellemelerine sahip tanimlar verilip bu tanimlar yardimiyla Q-
Bernstein polinomlar1 i¢in bazi sonuglar ve g-Euler polinomlar: ile arasinda yeni
bagmtilar elde edilmistir [26]. Z , p -adik tamsayilar, kiimesi lizerinde q-Bernstein
polinomlar1 incelenmis ve bu polinomlarin ¢ -Stirling sayilar1 ile Carlitz tipli q -
Bernoulli sayilar1 arasinda ki bazi bagmtilar elde edilmistir [27]. Z | kiimesi iizerinde

taniml1 olan fermionik p-adik q-integral yardimiyla q-Bernstein ve q-Euler
polinomlar1 arasinda bazi sonuglar elde edilmistir [28]. q -Bernstein tipli polinomlar

icin yeni bir iireteg fonksiyonu tanimlanmis ve bu iirete¢ fonksiyonu yardimiyla
yineleme bagintilari elde edilip bu iirete¢ fonksiyonuna Mellin doniistimii uygulanarak
q-Bernstein polinomlarinin interpolasyonu e¢lde edilmistir [29]. q-Bernstein
polinomlar1 kullanilarak insan konusmalarmi tanimlamak i¢in yazilimlar
gelistirilmistir [30]. q-Bernstein polinomlar1 i¢in q - Frobenius-Euler polinomlari, I-
fonksiyonlar1 ve 2. tip q-Stirling sayilar1 ile iliskili yeni bagmtilar ve esitlikler elde
edilmistir [31].

2015 yilinda M. Mursaleen ve ark. Bernstein operatoriiniin ( p,q)- genellemesini

B,(f.x)= y p(S)—(S){H x"(l—x):j: fuﬂpq}xqo,l]. (1.1.8)

olarak tanimlayip bu yeni operatoriin yakinsaklik 6zellikleri incelenmistir [32].

(1.1.8) de verilen esitlikteki



ifadesi n. mertebeden k. ( p,q)-Bernstein polinomu olarak adlandirilir.

Bu yeni operatoriin tanimlanmasi ile 6zellikle yaklasim teorisindeki Onemli

operatorlerin birgogu (p,q) analize taginmistir. Bu yapilan ¢alismalardan bazilar1

asagidaki gibi verilir:

Bernstein-Stancu operatoriiniin (p,q) benzeri tanimlanarak Krovkin tipli yaklagim

teoremine bagli bu operatoriin yakmsaklik ozellikleri incelenmis ve bazi 6zel

fonksiyonlar igin operatoriin yakinsaklik &zellikleri karsilagtirilmistir [33]. q-
Bernstein-Schurer operatoriiniin ( P, q) -genellemesi tanimlanmis ve bu yeni
operatoriin Korovkin tipli yaklagim teoremi elde edilmistir. Ayrica stireklilik modiili
kullanilarak bu operatoriin yakmsaklig1 incelenmistir [34]. ( p, q) - tamsayilarina bagl

Szasz-Mirakyan operatoriiniin yeni genellemeleri verilmis ve sirastyla smirli ve

siirsiz araliklarda bu yeni operatoriin diizgiin yakinsaklhigi incelenmistir [35]. ( P, q) -

Baskakov-Durrmeyer operatorlerinin Stancu tipli genellestirilmeleri verilerek bu
operatorler i¢in yerel ve agirlikli yaklasim ozellikleri arastirilip siireklilik modiili

yardimiyla yakinsaklik araliklar1 elde edilmistir [36].

Bu tez yedi boliimden olusmakta olup birinci boliim giris ve literatiir arastirmasi

kismia ayrilmastir.

Ikinci bdliimde, sonraki boliimlerde elde edilecek sonuglara hazirhik igin gerekli
tanim, teorem ve kavramlar verilmistir.

Ucgiincii béliimde, ( p, q) -Bernstein polinomlar1 i¢in bazi sonuglar elde edilmis olup
bu polinomlar1 ( P, q) -tlirev ile ( P, q) -integral altinda sonuglar1 incelenmistir. Ayrica,

bu sonuglarin ( P, q) -Gama ve ( P, q) -Beta fonksiyonlari ile iliskisi elde edilmistir.

Dordiincii  boliimde, (p,q)-Bernstein polinomlar1 i¢in iirete¢ fonksiyonu

tanimlanmistir. Bu fonksiyon yardimiyla, ( P, q) -Bernstein polinomlar i¢in rekiirans

bagntilar1 ve fonksiyonel denklemler elde edilmistir.



Besinci bolimde, modifiye edilmis (p,q)-Bernstein polinomlar1 tanimlanmustir.
Bu polinomlar1 bagta iirete¢ fonksiyonlar1 olmak iizere yeni ve kullanigh sonuglar elde
edilmistir.

Altinc1  bélimde, (p,q)-Beta tipli rasyonel fonksiyonlar ve polinomlari
tanimlanmistir. Bu fonksiyonlar ve polinomlar igin basta lirete¢ fonksiyonlar1 olmak

iizere yeni ve kullanish sonuglar1 elde edilmistir.

Yedinci boliim, tartisma ve sonug kismina ayrilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Kuantum (q-) Analiz

Bu boliimde kuantum analiz kavrami ve bu kavramin bazi temel 6zellikleri ve
sonuglar1 verilecektir. Asagida verilecek olan sonuglar Kac ve Cheung 1n *’Quantum
Calculus” adli kitabindan alinmis olup daha fazla bilgi i¢in ilgili kaynaga
bagvurulabilir [37].

Tanim 2.1.1: n herhangi bir pozitif tamsay1 olmak tizere;

_q'-1
[n], = -1

seklinde tanimlanan ifadeye n in g benzeri denir.

Bu tez boyunca q parametresi 0 < q <1 olarak tanimlanacaktir. Baz1 q tamsayilari

asagidaki gibi gosterilir:

[4], =1

[2], =a+1

[3]q:q +0+1

[4] =g’ +0q°+q+1

q

Tamim 2.1.2: f(X) keyfi bir fonksiyon olmak iizere
d,(F00)= 1 (@) (x)
ifadesine f (x) in g diferansiyeli denir.

g diferansiyel yardimiyla keyfi bir f (X) fonksiyonunun q tiirevi agagidaki tanim
yardimiyla verilir.

Tamm 2.1.3: f (X) keyfi bir fonksiyon olmak tizere



ifadesine f (x) fonksiyonunun q-tiirevi denir.

Klasik tiirev operatoriiniin sahip oldugu lineerlik (dogrusal) oOzelligi ¢ -tiirev
operatdrii iginde saglanmaktadir. Bir bagka deyisle f (x),g(x) keyfi iki fonksiyon ve
a ile b keyfi sabitler olmak iizere

D, (af (x)+bg (x)) =aD; ( ())+b0, (3 (x))

ozelligi saglanmaktadir.
Klasik analizde fonksiyonlarin cebirsel islemlerinin tiirev operatorii altinda sahip

oldugu ozellikler q analizde de benzer olarak bulunmaktadir. Bu 6zellikler

o Fonksiyonlarin ¢arpimumin Q -tiirevi
D, (f (x)g(x)) = f(ax) Dy (9(x))+9(x) D, (F (x))
e Fonksiyonlarin boliimiiniin q -tiirevi

Dq(f(X)J g(qX)Dq(f;x))—f(qX)Dq(g(X))

a(x) )" (x) 9 (ax)

seklindedir.

Tanim 2.1.4: 0< <1 olmak iizere

olarak tanimlanan esitlige -Binom katsayisi denir. Burada k<n olup

[n]q !=[n]q ‘[n—l]q [1]q olarak tamimlanip n in q faktoriyel olarak adlandirilir.

Klasik anlamda binom katsayilarmin sahip oldugu Pascal kurali, q-Binom

katsayilar1 i¢in

seklinde tanimlanir.
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Tamm 2.1.5: f (X) N. dereceden herhangi bir fonksiyon ve ¢ herhangi bir reel say1

olmak tizere f (X) fonksiyonunun ¢ civarindaki q-Taylor agilim1

)=3(0i 1)

j=0

seklinde tanimlanir.
Tanim 2.1.6: a herhangi bir reel say1 ve n bir dogal say1 olmak iizere

n i(i-y

(x+a), = Z{nl q 2 alx™!

j=0

ifadesine q-Binom ag¢ilimi1 denir ve q —1 durumunda klasik Binom agilimi elde
edilir.

Bir¢ok matematiksel kavramm @ benzeri literatiirde bulundugu gibi {stel
fonksiyonlarin ve integral operatdrlerin de ¢ benzerleri tanimlanmistir. Ustel
fonksiyonlarm @ benzeri verilmeden Once literatiirde Euler esitlikleri olarak

tanimlanan asagidaki seri agilimlar1 verilecektir.

E1:(1+X)Z°=J§0q 2 (1-q)- (1 q°)-.-(1-0’)

E,: ) —J_Z_(;(l_q).@_qz).,,..(l—qi).

Bu esitlikler sirasiyla Euler in birinci ve ikinci esitligi olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.7: 0<q <1 olmak tizere g - iistel fonksiyonlar

olarak tanimlanir.

Tanim 2.1.8: D F(x)= f(x) olacak sekilde bir F(x) fonksiyonu bulunabilirse,

F(x) e, f(x) fonksiyonunun ters tiirevi denir ve

J.f(x)dqx

11



seklinde gosterilir.

Tamim 2.1.9: 0<qg<1ve f (X) keyfi bir fonksiyon olmak iizere

If(x)dqx:(l—q)qujf(qjx)
j=0
seklinde tanimlanan seriye f (x) fonksiyonunun g -Jackson integrali denir.

Teorem 2.1.10: 0<qg<1 olsun. 0<a <1 ozelligindeki bazi a degerleri i¢in

‘f(x)x

,[O, A] araliginda smirli ise Jackson integrali f (X) in bir g -ters tiirevi olan

F (x) fonksiyonuna yakinsar. Ayrica, F(0)=0 olmak iizere F(x) fonksiyonu x=0

da stireklidir.

Tanmm 2.1.11: 0<a<b olmak iizere belirli g-integral
b X . .
If(x)dqx:(l—q)qu’f (a’b)
0 j=0

olmak tizere

z‘f(X)quIJ: f (X)dqx—jj f (X)qu

olarak tanimlanir. Belirli q -integrallerin tanimlanmasi Beta ve Gama fonksiyonlarmin
q - benzerlerinin tanimlanmasina imkan vermistir.

Tanim 2.1.12: Herhangi bir t >0 sayisi i¢in

_ t-1p—-0gx
= _[ X B, Md X
0

olarak tanimlanan fonksiyona ¢ -Gamma fonksiyonu denir.
Klasik Gama fonksiyonun sahip oldugu bazi 6zelliklere q-Gama fonksiyonlar1 da

sahiptir. Bunlarin bazilar1 asagida verilmistir.
o T (t+1)=[t], T, (t)
e T (n+1)=[n] !,n20

Tamim 2.1.13: Herhangi t,s >0 sayisi i¢in

l

1

t-1 5
jx 1- qx d,x
0

olarak tanimlanan fonksiyona q -Beta fonksiyonu denir.
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2.2 (p,q)-Analiz

Chakrabarti ve Jagannathan’ in ¢aligmalariyla [38] ayn1 zaman diliminde, Brodimas
ve ark. [39] ile Arik ve ark. [40] birbirlerinden bagimsiz sekilde fizik literatiiriinde

(p,q)- sayilarma giris yapmistr. Ayni zaman diliminde herhangi bir baglanti

olmaksizin matematik ve fizik alaninda kuantum gruplari ile ilgili c¢aligmalar

yapilmistir. Ornegin, Wach ve White [41] matematik literatiiriinde Sterling sayilarini
genisletmek ve bazi kombinatorik problemleri ¢alismak amaciyla (p,q)-sayilarmi

n n

P —q9
P-q

seklinde tanimlamistir. Fizik literatiiriinde, Katriel ve Kibler [42] (p,q)-

Binom katsayilarini tanimlayarak bozulmus Boson operatorleri i¢in bir ( p, q) -Binom
teoremi elde etmistir. Burban ve Klimyk [43], (p,q)-tiirev, (p,q)-integrasyon ve

(p,q)-hipergeometrik seriler iizerine galismistir.

Bu boliimde (p,q)-analiz kavrami ve bu kavramim bazi temel 6zellikleri ve
sonuglar1 verilecektir. (p,q)-analiz kavrami bu tezde literatiirde tanimlanmis olan
(p,q)-Bernstein polinomlarmin bazi cebirsel 6zelliklerini incelemek, modifiye

edilmis ( p,q)-Bernstein polinomlarini tanimlamak ve onlarmn iireteg fonksiyonlarini

elde etmek i¢in kullanilacaktir. Asagida verilecek olan kavramlar Sadjang i “On the

Fundamental Theorem of (p,q)-Calculus and Some (p,q)-Taylor Formulas’ adli

makalesinden alinmis olup daha fazla bilgi i¢cin [44] kaynagma basvurulabilir.

Tanim 2.2.1: n herhangi bir tamsay1 olsun. 0 < g < p<1 olmak iizere n sayisinin

(p,q)-benzeri

seklinde tanimlanir. Burada p =1 almirsa n in g - benzeri elde edilir.

Analizdeki matematiksel operatorlerin ( p,q)-benzerleri asagidaki Tablo 2.1.1.

yardimiyla verilir.
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Tablo 2.1.1. ( p,q)-Cebirsel Operatirler.

(p,q)-Toplam Kurali

(p,q)-Fark Kural:

(p,q)-Carpim Kurali

(p,q)-Bolim Kurali

Tanim 2.2.2: X ve a keyfi birer reel say1 olmak iizere (x—a)" in (p,q)-benzeri

(x—a),  =(x-a)-(px—qa)-...-.(p""x—q""a)

seklinde tanimlanir. m ve n herhangi iki negatif olmayan tamsay1 olmak {izere

m+n

(x— a)p’q =(x-a)7,-(p"x—-q"a); ,

dir.
Tanim 2.2.3:

fonksiyonunun ( p,q)-tiirevi

f:R—>R tanimhi herhangi bir fonksiyon olmak iizere

14
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f(px) - T (%)

Pea 1O = o

olarak tanimlanir.

Tamm 2.2.4: f ve g herhangi iki fonksiyonve xR olmak iizere f-g nin (p,q)

-tirevi

D, (f(x)-9(x)) = T(px)D, ,(9(x)) +9(@x)D, . (f(x))
=9(px)D, o (T (X)) + F(ax)D, 4(9(x))

seklindedir. Burada xR dir.

Tamm 2.2.5:( p,q)-Binom formiilii

(a— b):q = i|:£:| p(nz_ )q(z) (_1)k a"p*

seklinde tanimlanir.

( P, q) -hipergeometrik seriler asagidaki tanim yardimiyla verilir.

Tanim 2.2.6:

rCDS((alp,am) ..... (am,arq),(blp,bm) ..... (bsp,bsq),(p,q),z)

_5 ((aip:am) ----- (arp,arq),(p,q))n A g ﬂ(2) T (2.1.0)
)5 (0.0 (P0)(90), (g

Burada ((alp,aiq),...,(arp,arq),(p,q))n :IL[((ajp,ajq),(p,q))n seklinde tanimlidr.
j-1

(2.1.1) in yardimyla ( p,q)-Binom katsayilar1 asagidaki tanim ile tekrar (2.1.2) deki
gibi elde edilir.

Tanim 2.2.7:

@, ((a,b),—(p.a),2)= (E p’bZ;iEp’ZBw (2.1.2)
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(2.1.2) de (a,b) yerine sirastyla (1,0) ve (0,1) yazilirsa ( p,q)-iistel fonksiyonlari
hipergeometrik seriler yardimiyla

€,q(0=,2,((10),~(p.0).2)
E,,(¥)=,2,((01),~(p.9),2)

yazilir. Ayrica lstel fonksiyonlarin ( P, q) -benzerleri asagidaki gibi de verilir.

n

e (Sl X
a(¥=2,P ((p.a):(p.a)),

ve

n

goSa)
E,.(X) Z;,q ((p.a);(p.q)).

Tamm 2.2.8: ‘ﬂ <1 olmak iizere bir f (x) fonksiyonunun (p,q)- integrali

P

= g q-
J.f(x)dpquZ(p—q)XZ k+1f( k+1 Xj
k=0 P p

seklinde tanimlanir. Bu tanimdan yararlanarak belirli ( p,q)-integralin

a

.[ f (X)dp,qx - (p_q)ai qk+1f ( F?k+l a]

0 k=0 P

oldugu kolaylikla goriilebilir. Burada a keyfi bir reel sayidir.

Simdi klasik analizde ve uygulamali matematikte 6nemi olan Gama ve Beta

fonksiyonlarmm ( p,q)- analizdeki tanimlarin verelim.

Tanim 2.2.9: X bir kompleks say1 olmak iizere ( p,q)-Gama fonksiyonu
(p—a)” 1x
Loq(¥) =5 (P~
(0= (o)

o0

bigiminde tanimlanir. Burada (p-q)”,, = H( p"t—gt ) olarak tanimlanir.
n=0
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Gama fonksiyonunun sahip oldugu bazi 6zelliklere benzer 6zellikler (p,q)-Gama

fonksiyonu i¢inde mevcuttur. Bunlardan bazilari asagidaki gibidir:

° prQ(X—'_l) [X]p,qrp,q(x)
e I, (n +1) = [n]p’q I, n bir pozitif sayidir.

Tamm 2.2.10: m,ne N olsun. (p,q)-Beta fonksiyonu

B,q(mn)=|x""A-agx)}d, X

p.a = p.q

O ey

dir.
Not 2.2.11: Tanim 2.2.10 da tammlanan ( p,q)-Beta fonksiyonu degismeli degildir.

Degismeli ( p,q)-Beta fonksiyonu

1
Bp,q(m,n)=fp 2 X"t1-gx)"id X
0

olarak tanimlanmustir [45].

(p,q)-Gama fonksiyonu ve (p,q)-Beta fonksiyonu arasinda ilging ve kullanish

Ozellikler bulunmaktadir. Bunlar asagidaki gibi gosterilebilir:

(n-m).(2m+n-2) T T
qu(m,n): p 2 PVQ(m) Pﬂ(n)
' r . (m+n)

Mz—m—sm Cpa (M) Ty (n)

Fp’q(m+n)

Bpq(m,n)=p

Not 2.2.12: (p,q) tamsayilar1 q tamsayilarin genellemesidir. N bir tamsay1 olmak

iizere n in (p,q) benzeri
0, =P [0):

olarak yazilabilir. Burada p =1 alinirsa n in q benzeri elde edilebilir fakat bunun
tersi dogru degildir. Yani q tamsayilar1 yardimiyla (p,q) tamsayilar1 elde

edilememektedir.
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2.3 Uretec Fonksiyonlar

Ureteg fonksiyonlar1 matematigin birgok alaninda kullanish uygulamalara sahiptir.
Siirekli fonksiyonlar ile galigmak bazen diziler ile ¢alismaktan daha kolaydir. Bununla
birlikte, dizilerin yapis1 geregi diziler lizerinde matematiksel analiz yapmak kolay
degildir. Bundan dolay1 fonksiyonlarin dizilerini igeren problemlerin ¢oziimleri i¢in

iirete¢ fonksiyonlar1 ¢ok kullanislt matematiksel araglardan biridir.

Ureteg fonksiyonlarmi kullanarak elde edebilecegimiz ve kullanabilcegimiz

matematiksel 6zellikler asagidaki gibidir [46]:
e Sayi dizileri i¢in kesin bir formiil elde edebilme.

¢ Yineleme formiilleri elde edebilme. Cogu zaman iirete¢ fonksiyonlar1 yineleme
bagintilarindan elde edilebilmektedir. Bununla birlikte, iirete¢c fonksiyonlari
kullanarak diziler ile ilgili yeni 6zellikler iceren yineleme bagmtilar1 da elde

edilebilir.
e Diziler i¢in ortalama ve bazi istatistiksel 6zellikler elde edebilme.
e Diziler i¢in asimptotik formiiller elde edebilme.

e Tek modlu olma ve konvekslik gibi 6zellikleri kanitlayabilme. Bir dizi eger ilk
basta diizenli olarak artar ve daha sonra siirekli olarak azalir ise bu dizi tek
modlu olarak adlandirilir. Cogu kombinatorik dizi tek modlu olma 6zelligine
sahiptir ve bu tiir teoremleri ispatlamak i¢in bircok ydntem vardir. Ureteg
fonksiyonlar1 bu ydntemlerden biridir. Ureteg fonksiyonlarmnin analitik

ozellikleri katsay1 dizilerinin artig ve azalislari ile ilgili ydontemler sunar.

e Baz1 6nemli matematiksel esitlikleri kanitlayabilme. Basta kombinatorik
olmak iizere matematigin ¢ogu dalinda bircok esitlikler bulunmaktadir. Ureteg

fonksiyonlar1 bu esitlikleri ispatlama yollarindan biridir.

Ureteg fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanr.

Tamm 2.3.1: { fn}:=0 bir fonksiyon dizisi olmak iizere

f(x):ifnx”,|x|<R
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ifadesine {f,}~  dizi ailesinin iireteg fonksiyonu denir.
2.4 p - Adik Integral ve Uygulamalar

p -adik analiz, basta analitik sayilar teorisi olmak iizere 6zel fonksiyonlar ve
polinomlar teorisi gibi matematigin bir ¢ok alaninda uygulamaya sahiptir. p -adik

analiz yardimiyla basta Bernoulli ve Euler polinomlar1 olmak iizere, Bernstein,

Genocchi, Tanjant, Changhee v.b. polinom aileleri igin sonuglar tiiretilmistir [47-51].

Bu bolimde p-adik analiz kavramma giris yapilacak olup bu kavramin

ozelliklerinden bahsedilecektir. Daha sonra p-adik analiz yardimiyla sirasiyla

Volkenborn integral, Fermionik p -adik integral, (p,q)-VoIkenborn integral,
Fermionik  p -adik (p,q)-integral operatorlerinin tanimlar1 verilecektir. Bu

operatdrlerden  (p,q)-Volkenborn integral, Fermionik p-adik (p,q)-integral

operatorleri tezin altinct boliimiinde kullanilacaktir. Asagida verilecek olan sonuglarla

ilgili daha fazla bilgi i¢in ilgili kaynaga basvurulabilir [47].
Tamm 2.4.1: p bir asal say1 ve aeZ/{0} olsun.
a=0(mod p")

ozelligindeki en bilyiik m tamsayismna a nin p -adik degeri denir. Ornegin;

ord,28=2
ord,1=0
ord 0=

dir.

a ve b nin p -adik degeri
e ord (ab)=ord (a)+ord, (b)
e ord (a/b)=ord (a)-ord, (b)

ozelliklerine sahiptir.

Tamim 2.4.2: Q reel sayilar kiimesi olmak {izere Q {izerinde p -adik norm
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seklinde tanimlanir.

Tamm 2.4.3: p bir asal say1, a, € Z olsun. Z = p -adik tamsayilar1 gostermek tizere

sz{x

kiimesine p -adik tamsayilar kiimesi denir.

x:ianp“,an €{012,.., p—1}}
n=0

Tamim 2.4.4: p bir asal say1, a, € Z olsun. Q, p -adik tamsayilari gostermek tizere

o0

kiimesine p -adik rasyonel sayilar kiimesi denir.

By i a,p".a,€{012..,p —1}}
n=-k

Tanim 2.4.4 de tammlanan Q, bir cisim olup @ , Q, nin cebirsel kapanisi

olmak iizere, C , @ cisminin | |p normuna gore tamlamasidir [52-54].

Tamim 2.4.5: f € Cl(Zp — (Cp) olmak iizere

p"-1

J.f(x)d#x:!ilpop‘”; f(j)

1
esitligine Volkenborn integral denir. Burada ,u(X) =— seklinde tanimhidur.
P

Tamm 2.4.6: f eC' (Zp — (Cp) ve p tek bir asal say1 olsun.

p"-1
J £(x)d, x=limp™ 3 £(j)
z, j=0

0N

esitligine Fermionik p -adik integral denir. Burada ,u(X) =-—" seklinde tanimhidur.

Volkenborn ve Fermionik p - adik integraller kullanilarak Bernoulli, Euler ve
Genocchi gibi 6zel polinom ve say1 ailelerinin basta iirete¢ fonksiyonlar1 olmak iizere
bir¢ok 6zelligi elde edilmistir. Bunlardan bazilar1 asagidaki gibidir:
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Tablo 2.1.2 Ozel sayilarin p -adik integraller yardimiyla iirete¢ fonksiyon temsilleri.

Polinom Ailesi

Urete¢ Fonksiyonu

Bagint1

Bernoulli Sayilan

t
J‘ extdlu(x) = 1 1
Zy e -

B, = J Xndu(x)
Z

p

Euler Sayilan

N

ed x=
Z_[ (%) el —1

E, = j X'd,,
ZP

Genocchi Sayilan _[e“ q _ 2t G, ., _ J~ «d
malx) ot _q n+1 (%)
ZP ZP
q-Volkenborn ve Fermionik p-adik q-integral iizerinde (p,q)-analiz

kullanilarak yapilan ¢alismalar bulunmaktadir. Araci ve ark. [55] ( P, q) -Volkenborn

integrali

Zr

I:)N

P

_[ f (X)dﬂp,q (X) = ,!,ILTJO |: pN :Ip’q

olarak tanimlamistir. Bu tanim yardimiyla Carlitz’s tipli q-Bernoulli polinomlarmimn

(p,q) genellemesi

tanimlanmustir.

Zy

Bra(X:p,q)= I P [x+ y];q d, (x)

Benzer sekilde Duran ve A¢ikgoz [56], fermionik p -adik (p, q) integrali

Zy

N —w

X X)= imL
Jf( )d,up,,q( ) | [pN:Ip'_q

% o-3)

p

olarak tanimlanmuistir. Bu yeni tanim yardimiyla Carlitz’s tipli g -Euler polinomlarinin

(p.q) genellemesi

tanimlanmuistir.

Era (X10,0)= Ipay[x+ y]

Z,
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BOLUM 3

(p,q) -BERNSTEIN POLINOMLARI VE ONLARIN BAZI TEMEL
OZELLIKLERI

Bu boliimde, Mursaleen ve ark. tarafindan verilen ( p, q) -Bernstein operatorleri ve

polinomlar1 tanimlanmis ve bu polinomlarin bazi 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra

(p.q)-tiirev operatdrii altinda bu polinomlarin bazi yeni sonuglari elde edilmistir.

Ayrica, (p,q)-integral operatorii altinda bu polinomlarm (p,q)-Gama ve (p,q)-

Beta fonksiyonlari ile ilgili baz1 yeni esitlikler elde edilmistir

3.1. (p,q)-Bernstein Operatorii ve Polinomlari

Tamm 3.1.1: x<[0,1] ve 0<q< p <1 olmak iizere, ( p,q)-Bernstein operatorii

1 nn k(k-1) k-1 . i [k]
Bopo(F.X)=—c7 {k} p 2 XJ](p°—q X)f[%
0L 1pg s=0 [

2 k= n]p,q
olarak tanimlanur.
Tamm 3.1.2: x[0,1] ve 0<q< p <1 olmak iizere, (p,q)-Bernstein polinomlar

k(k-1)  n-k-1

p 2 x* H (P°—0°x) (3.1.1)

p.q

1 &|n
Bk,n(X; p,C])Z n(n1) Z{k}
piz k=0

seklinde tanimlanuir.

Klasik, q ve (p,q) Bernstein polinomlarmin arasindaki iligki Sekil 3.1.1 deki

gibidir:
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_ p=1
g1 /l '\ e

Sekil 3.1.1 Klasik, q ve (p,q) Bernstein polinomlart arasindaki iliski.

Sonu¢ 3.1.3: 0<qg< p<1olsun.n,k € Z" olmak iizere k <n igin

n—k

B, (X P,q) :(1—X((q/ p))”_k_l) Bena (X0, 0)+x(ap™) B,y (X p.0)
dir.
Ispat: Ispat icin ilk olarak (3.1.1) de verilen (p,q)-Bernstein polinomlarinin tanimi

ile ( p, q) -Binom katsayilarinin 6zelligini géz oniine alirsak;

B (X P.0)= H p(z)’(g)xk(l— X)"

ol ol s

esitligi elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(3.1.2)

— k)_(n-1
B..(xp.q)= {nk 1} p(z) ( 2 )Xk (1- X)2T§—1 p¥ ( prt qn—k—lx)
p.a

- n-1 k-1)_(n-1 ~ o Nk
iy o e s
p.q

n-k-1

= p*(p 9" ) B, (X P, Q) +(ap )" XB ;. (X P, Q).

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Bu sonug bize n.dereceden (p,q)-Bernstein polinomlarmi (n—1). dereceden

(p,q)-Bernstein polinomlarinin bir lineer kombinasyonu seklinde (3.1.2) deki gibi

ifade etmemize olanak saglar.
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Sonu¢ 3.1.4: 0<x<lve 0<p<q<1 igin,

[ xa )

B, (X p.q) L Bean (% p.q)

B (Xp.0)=

A i

Ispat: (3.1.3) esitliginin sag tarafina (3.1.1) esitligini uygularsak;

{ n }
k+1
pP.q

Bk.n (X1 p!q) + Bk+l.n (X’ piq)

[ n }
k+1
p.q

{nlq p(g)‘(g)x" (1-x)" [ n Lq p(kEl)-(E)Xk (1-x)""

p.q k +1 p.q
n
k+1
p.q

o 1+ 8B 4

P p.g
r p(g)f(nil)xk (1_ X)ZT:_l |:( pl—n " pl—n—k )( pn—k—l _ an—k—l):|

ot e [ ]

O] A

= [ p " (1+ p ) (p" - xq”‘k‘l)}

k p.q
n
k p.9
_ [ p1—n (l+ p—k )( pn—k—l _ an—k—l):| Bk.n—l(x; P, q)

el

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

(3.1.3)

Not 3.1.5: Bu boliimde elde edilen sonuglar [57] kaynagmdaki klasik Bernstein

polinomlar1 i¢in elde edilen sonuclarin genellemesidir. Bu boliimdeki sonuglar i¢in

p=1ve q—1 iken[57] de ki sonuglar elde edilir.
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3.2. (p,q)-Bernstein Polinomlarinin ( p,q)-Tiirev Operatoriine Bagh Sonuclar

Bu boliimde (p,q)-Bernstein polinomlar: igin (p,q)-tiirev operatérii altindaki

sonuglar incelenmistir.

Sonu¢ 3.2.1: 0<x<1ve 0<p<q<1 icin,

[l, | |
d, % By s (X; p’Q) = I pﬁfk (quk_Ln_l(qx, p,q)— ka’n_l(qx, p,q))

m p(s)—(z)g{n_—qu Iy ) e

oL J

Ispat: (p,q)-tiirevin ¢arpim kuralindan,

L . — d n (5)’(2) k(1 _ Nk
dpquBk,n(X.p,q)—d X(M P X X)MJ

p.q p.q (321)
= m P (Cpii K1, -0y + X1, 000
esitligi elde edilir. (3.2.1) de gerekli diizenlemelerden sonra,
d k1
T (B (p.0)) p B, - g
p.9
{ } pkxk[n]pq(l 0X)pq
pk n+l
—[n]pq[ By 101(% P, 0) - = By (X p,q)j
[n]
qkp"n“k( 10-1(0% Q) — PB, 1 (aX; P, Q).

elde edilir. (3.2.1) esitliginde ( P, q) -Binom formiiliinii g6z 6niine alirsak

d d n (5)7(2) k(1 _ y\nk
d_x B,..(X; P, q)_d Xﬂkl,q p X' X)p,qJ
K\_(Mn=k[ n—k n—k-j\ (j ) )
=m ot (Z)Z[”. } o oy jp, e

i J
bulunur. Boylece istenilen esitlik gosterilmis olur.

Ayni dereceden iki tane (p,q)-Bernstein polinomunun ¢arpiminin ( p,q)-tiirevi
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djqx(Bk,n (% p.9)B,, [[%)k X p,qﬂ
o R i O SO A
(e (Lo

(3.2.2) ifadesinin son esitliginde ( p,q)-Binom formiilii uygulanirsa

RN )

n n §+|2—22 () ~(n—k)(n-1
M I} p()() ()(%j o401
pal’ dpa (3.2.3)

2n-k-11"2n = k _ I} p(zn—|<2—l—j
p.q

=0 J

)q(%) (_1)j dL Xk+|+j

p.q

m ﬂ p(§)+(55-2(2) ( % ](nk)l (-4

2n-k-1["2n = k i I} p(Zn—l<2—|—J
p.q

J )q(é) (_1)j [k +| + j]p'q Xk+|+j—l

olarak elde edilir.

Ayni dereceden iig tane ( p,q)-Bernstein polinomunun garpimmnmn ( p,q)-tirevi de

benzer olarak,

- :’qx [Bk,n (x;p.q)By, [(%}k X; p, q} B ([%]ZH_M %P, qB

H H H p<s)+<z>+<z>—s(z>(g)(””'*“”'k” ol | (3:2:4)
p.q p.q p.q

k | r p

B 2n—k-I1 —k—]— 3n-k-I-r—j % . .
o Z |:3I"I | r:| p( 2 J)q( ) (_1)J [k flar+ j]p,q k-1
p.q

i j
seklinde elde edilir.

(3.2.3) ve (3.2.4) sonuglar1 genellestirilirse, n. dereceden s tane ( p,q)-Bernstein

polinomunun ¢arpiminin ( P, q) -tlirevi Sonug 3.2.2 yardimiyla verilir.
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Sonug 3.2.2: 0<x<1ve 0< p<q<1 icin,

X

s q (j—l)n—fkl
Bre (O[] BPS H
d x| « 1,:! o

p

(sn (Ky +.otkg )= j) (J)
j :| p 2 2( l) [k+ +k+J] Xk1++k+jl
p.q

j=0

[sn(k1+...+ks) {sn — (K, +...+k,)
X

Farkli derece ve mertebeden iki ve ii¢ tane (p,q)-Bernstein polinomlarinmn

¢arpimimim ( p,q)-tiirevi (p,q)-Binom formiiliinii kullanarak sirastyla asagidaki gibi

{Bkn(x P,d)B [%} X; p,qH

elde edilir:

{E

n—
X

L } p(z)*(z)f(z)*(?) ( % ](n_k)l o (Hm

_||:n—n'? k—|j| p(n—mgk—l—j)q(g) (_1)j dLXkJrHj
p.q

J P.g

m p(5)+['z)—(2)—(?)(gj(”‘”' )

p

n—-m—k—I —_m—k — n—-m-k—I—j i
y {n m—k |:| p( 2 Jqu (_1)j I:k i+ j:lp'q K+
0 p.q

j=0

ve
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n—k n+m—k—I
d ) q . q )
B B = —
dp,qx[ ko (X P, 0) |,m({p] X: p,q)BS,t((pJ X p,q)J
— k P.g | palSdpag P
X”+m+t—k—'-5 [n +m+t - k—1— s} p(”*m”*k;'*s*‘)q(%) 1)’ d s
j=0 J p.q p.q
k | S p
p.q p.q p.q

X

n+m+t—k—I-s

i=0

|

n+m+t—k-I1-s
]

n+m+t—k—l-s—j
2

)

(
q

i
2

) j H K+1+s+j-1
D' [k+T+s+ ] X

e

Bu sonuglar genellestirilirse, farkli derece ve mertebeden s tane (p,q)-Bernstein

polinomunun garpimmin ( p, q)-tiirevi Sonug 3.2.3 yardimyla verilir.

Sonu¢ 3.2.3: 0<x<1ve O0< p<g<1 iin,

o
S

d p q S p q q y:1(nY7kY)
3| en OOL 1B [5] X
. n, gwm
{H{kqu]p 0 p

(M +..4ng )= (K +...4Ks )

(n+...+n)—(k +...+k)
]

|

((n1+...+ns )2—(k1+...+kS )—j)q(é’)

L

(_l) J [kl +..+ kS + j]p’q Xk1+u-+ks+j_1

j=0
xp

N,...N; €N olmak iizere farkli derecelerden (p,q)-Bernstein polinomlarmin

kuvvetlerinin ¢arpimlarinin ( p,q)-tiirevi
Sonu¢ 3.2.4: 0<x<1ve O0< p<(g<1 igin,

s=1 icin
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nm, +...+nm, —k(m, +...4+m, )} p(nm+---+nsmsgk(m1+---+ms)—j)q(%-)
j p.q

x[k(m, +...+m,)+ j]p‘q X

M+ NgMg —k (M +...+mg)) |:

i=0 k(my+..+mg)+j-1

3.3 (p.q)-Bernstein Polinomlarmm Integral Temsilleri ve Onlarm Ozel

Fonksiyonlar ile Tliskisi

Bu béliimde ( p, q)-Bernstein polinomunun tanimu ile (p,q)-Gama ve (p,q)-Beta

fonksiyonu tanimindan yararlanarak, (p,q)-BernStein polinomlar1 i¢in bazi yeni

teoremler ve sonuglar verilecektir.

Teorem 3.3.1: 0<g< p <1 olmak iizere, N,k € Z" icin

[Benla@ p.a)d, X
) p.q n—k _ k n—-k-r ket r
s {ﬂ 2[: } g R L

p(Z)_(g)qk r=0 [I’ +k +1]p,q
ve
1
Bin (0% P,0)d, (X n-k)(n+k
! o (F5P:9) e “)H (k] [n—K] ETLUNFIU Y P)
p(g)i(g)qk k p.q Pa - prq(n+2)
dir.
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Ispat: Teoremin ispat1 icin ilk olarak (p,q)-Bernstein polinomlarmin tanimi ele

alinarak;

1 1 k\_(n
[Bea(@x p.a)d, x = m p(z) (2)(qx)k(1—qx)gj;dp,qx
0 0

p.q

(3.3.3)

yazilabilir. Buradan (p,q)-Binom formiilinii, (3.3.3) esitliginin sag tarafina

uygulayip katsayilar i¢in gerekli diizenlemeler yapilirsa;

O ey

Ben (@6P.)dy X oy
:[k} jxk(l—qx)';f(';dp’qx

p.g 0

n nkln=k n—k-r\,. (r 1
_ } { ) } (_1)r q( 2 ) p(z)J‘ xkrd p,qX
p.q 0

elde edilir.

Buna gore (3.3.1) nin ispat1 tamamlanir. Simdi (3.3.2) in dogrulugunu gosterelim.

(p,q)-Beta fonksiyonunun tanimi géz niine alinirsa;

1
ka,n(qx; P, X a0y
0 :{ } jxk(l—qx)“;f;dpvqx

k
p.g 0

B, (k+ln-k+1)

I
~ S

-p.q
o T, (T, (1-k +D)
r,,(n+2)
_ wz”w[k] k], , et )
= p P.g p.q I(n+2)
p.q

~- -pq

p

I 1
~ S
1

-p.q

1
-}

=~
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esitligi elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanir.

(3.3.4) ve (3.3.5) esitliklerinin sag taraflar1 tekrar ele alinirsa asagidaki sonug elde
edilir.

Sonug¢ 3.3.2 k > -1 ve n>k—1 olmak {izere,

(n—k)(n+k+1) _
pg —p 2z [k] .[n-K] Lo (KT, (1=K) (3.3.6)
pr [k+r+1] P P4 T,,(n+2)

elde edilir.

n ve k nmn baz1 6zel degerleri igin ( p,q)-Bernstein polinomunun integral temsili

asagidaki gibidir:

( p
* [Boa(@cpa)d, ="
1 2

. p’q

b .(').Bl,l(qx’ p’q)dpqu: p+q

1 -14\2
. (p~a)

g B 1 M d = 5
JBualax pa)d, =
1 2

. Pq
B, (g% p,q)d, x=—t"

I 2 (0 Py = s
1

y J.BZYZ (qX; p’q)dmxzq2
0

Simdi iki tane (p,q)-Bernstein polinomunun ¢arpiminin integral temsili ile ilgili

asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.3.3: 0<g< p<1 olmak iizere, N,k € Z" icin

1 n—k+1
J.Bkv" (CIX; p’q)Bk,m L(gj X piq}dp,qx
_((g)_z(;)+(?)+nm+k_mk)q—(kz—2k—nk)

p (3.3.7)
2k r 2k-r r
n m ) (_1)[‘ {r } p(z)q( 2 )
{klik lq; [n+m+r'—2k+1]p]q

31




ve

. n—k+1
[B..(ax;p,0)B,, L(g] X; D,QJdp,qX

_[(3)_2[5}@)””' mk*qu (K?—2k-nk) (3.3.8)
_(n m p—(”*m*z“)(;*m*z"”) L (n+m=2k+1I  (2k +1)
k] LK I . (n+m+2)
p.g p.g P

dir.

Ispat Teorem 3.3.1 i¢in yapilan ispat yontemine benzer bir yol ile Teorem 3.3.3 iin

ispat1 asagidaki gibi gosterilir.

L oo e

(3.3.9) ifadesi diizenlenirse;

n-k+1
[B. @xp.ae,, ((qJ X; p,qup,qX
) p _n m
AN
p.q

1
XZk (1_ qX)n+m—2k d x (3.3.10)
7((2)72(5%(?)+nm7mk+k)q—(kz—2k—nk) k -[ Pa T pa

p.q 0

elde edilir. (3.3.10) ifadesinde ( p,q)-Binom formiilii uygulanirsa;

1 n—k+1
IBk,n(QX: P,a)B, ((gj X; p,qjdpqx

p_((g)_2(5j+[zm)+nm—mk+kjq

:—n— m i{Zk:| (r) (Zk r)( 1) J-Xner 2k+rd X (3311)

| I
L™ dpqL™ dpg r=0

2k r 2k-r
M L } p(z)q( ? )(—1)r
k| |k 2 Trvm

L™ dpqL™ dpgq r=0

—(k2-2k-nk)

[n+m+r—2k+1]p'q
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esitligi bulunur. Boylece (3.3.7) ifadesi gosterilmis olur. (3.3.10) ifadesi tekrar ele

alinacak olursak;

1 n—k+1
B, (@ p.0)B,, [(g) X; p.q]dpqx

p_[(gj_z(g}r(?)+nm_mk+qu(k22knk)

_n_ _m_ 2k n+m-2k
= 1-

k], Lk _pq!x A=) dpox (33.12)
ol o] Baa(2k+Lnem-2k+1)

- JdpqLb  Jp.q
. ‘n| [m] pw I, (n+m=2k+1 (2K +1)

k k I .(n+m+2)

- -4pqL  pq p.q

bulunur.

Boylece (3.3.11) ve (3.3.12) esitliklerinden Teorem 3.3.2 nin ispat1 tamamlanmig

olur. Bu son iki esitlikten asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.3.4: n>-m+2k—1ve k > _71 olmak tizere,

2k r 2k—r
3 L } p(Z)q( 2 )(_1)r 2(n2m-2ke)) 2k +1)T, (2k +1
Z P.g =p 2z pa(N+M—2k+DI", (2K + )
~ [n+m+r—2k+l]p’q I, ,(n+m+2)

Benzer diisiinceyle ii¢ tane ( p,q)-Bernstein polinomunun integral temsili

1 n—k+1 n+m-2k
[Ben(axp.a)B [(%) X; p,q}Bks [(%) X; p,qupqx (3.3.13)
0

olarak diistiniilebilir. (3.3.13) ifadesi yardimiyla agagidaki Teorem 3.3.5 ve bu teoreme
bagli olarak Sonug 3.3.6 verilir.

Teorem 3.3.5: 0<q< p<1 olmak iizere, N,kK,mve seZ" igin
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1 n—k+1 n+m-2k
J‘ka" (qX’ p’q)Bk,m ((g] X; p’q}Bk,s ((gj X; p’q}dp,qx

pS(5)—((g)+(?)Jr(Z))—[(n—k)(m—k)+(n+m—2k)(57k)]qsk (qj2nk+mk3k2
p

(3.3.14)

(Bk—r

k ’ r
[3} pllal 2 1 (ay
BL m S EL g
{qu{kliqu;‘ [n+mr-3k+1]

ve

1 n—k+1 n+m-2k
[B..(@x P08, [[g} X pq]B{[gJ X; M]dp,qx

3(k)—((”)+(m)+(2))*[(n—k)(mfk)+(n+m—2k)(sfk)]q3k ( q ]Zﬂhmmkz (3.3.15)
P

2 2]"\2

nl [m] [s pi("*“‘“’”)‘z"*”“*“” T, Bk+)r  (n+m+s-3k+1)
I 0 O 1 P [, ,(n+m+s+2)

dir.

Sonu¢ 3.3.6: n>-m-s+3k—-1ve k > —% olmak tizere,

3k (;)
[,
p.q

; [n+m+r-3k+1] (3.3.16)
@Bk +1r, ,(n+m+s-3k+1)
I, ,(n+m+s+2)

(3k—r

2 )” (_1)r

— p(n+m+s—3k)(n+m+s+3k+1) I p.q

dir. Teorem 3.3.5 ve Sonug 3.3.6 nin ispat1 dnceki teoremlere benzer sekilde gosterilir.

Bu béliim sonlu sayida ( p,q)-Bernstein polinomunun integral temsilini gosteren

teorem ile bitirilecektir.

Teorem 3.3.7: 0<q< p <1 olmak iizere n,n,,n,,...,N, K eZ" igin
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Zi:nl —ik

1 s—1
[B,.(ax p. )] By, [gj 9x; P, g [d, X
0 i=1

p

B EeHEE e o], (]
mp By Ly

{Hpi: L { } Zk(; [ +...+n, —r+1]

ve

Zi:n, —ik

1 s—1
IBk,n (ax; pr)H Bk,nm [gj : ax; p,q d, X
0 i=1

T o T

p I I
p

nl n2 ns
=l 4 . B,o(sk+1n +n,+..+n —sk+1)
p.q p.q p.q

RN

X[ p[(n1+nz+...+ns—sk)(n1+n2+...+n5+sk+l)] rpyq (Sk +1)rp,q (nl N, 4N, — sk +1)

2

[ (n+n,+..4+n+2)

dir. Bu esitliklerinden asagidaki sonug yazilabilir.

Sonu¢ 3.3.8: n, +n, +...+n,—sk >—-1ve k > 1 olmak {iizere,

m 5 oy

sk

r

[ ++ng—r+1]

_ p[(n1+n2+...+n5—sk)(2(sk;—1)+n1+nz+...+ns—sk—1):| rp'q (Sk _i_l)l—‘p'q (nl +N, .40, —sk +l)

Lo, +n,+..4+n +2)

dir.
Teorem 3.3.7 ve Sonu¢ 3.3.8 bu boliimde verilen teorem ve sonuglarin bir

genellemesi olup, ispatlar1 daha 6nce ispatlanan 6zel durumlara benzer sekilde yapilir.
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Not 3.3.9: Bu boliimde elde edilen sonuglar ve teoremler [58] kaynagindaki g -

Bernstein polinomlari igin elde edilen sonuglarin ve teoremlerin genellemesidir. Bu

boliimdeki sonuglar ve teoremler igin p =1 iken [58] de ki sonuglar ve teoremler elde

edilir.
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BOLUM 4

(p.q)-BERNSTEIN POLINOMLARININ URETEC FONKSiYONLARI VE
ONLARIN OZELLIKLERIi

Bu bolimde [59] daki benzer metodlar kullanilarak (p,q)-Bernstein
polinomlarmin iirete¢ fonksiyonunun tanimi ( P, q) -analiz yardimiyla verilecektir. Bu

tanimdan hareketle bu polinomlarmn iireteg fonksiyonu ile elde edilebilecek (p,q)

anlaminda yeni ve ilging baz1 6zellikler, sonuglar ve teoremler seklinde verilecektir.
Ayrica lrete¢ fonksiyonunun bagh oldugu parametrelerin bazi 6zel degerleri icin
Mathematica yardimiyla ¢izilmis bu fonksiyonun grafigi de bu bdliimde

gosterilecektir.

[1k olarak ( P, q) -Bernstein polinomlari1 i¢in ( P, q) -analiz yardimiyla asagidaki gibi

alternatif bir tanim verilir.

Tamm 4.1.1: (p,q)-Bernstein polinomlari asagidaki sekilde tanimlanur:

p(é)‘(g) ((1 x);( p,q))k (( p¥, k+1);( p’q))n_k X |

B, (X p,q)= i (4.1.1)
((p.a):(p.a)),,

Bu bolim boyunca (p,q)-Bernstein polinomlart i¢in Tanim 4.1.1 g6z Oniine

alinacak olup, (4.1.1) ile tanimlanan bu polinomlar i¢in irete¢ fonksiyonu iki farkli

sekilde Tanim 4.1.2 ile asagidaki gibi verilir.

Tamm 4.1.2: 0<q<p<1l ve R™(xt) ile % (xt,c), (p,q)-Bernstein

polinomlarmin tirete¢ fonksiyonlar1 olmak iizere;
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n

FMXt:i@nquh], (4.1.2)
" pa’
ve
?pq XtC y B X —n 4.1.3
R R (T X} 9

olarak tanimlanir.

Tanim 4.1.2 de verilen (4.1.2) ile (4.1.3) esitlikleri arasinda asagidaki bagnti elde

edilir.
F”xtzi&nqu t
n= [ ]p,q!
0 _ ntn
=> B, (X p.q) (p-9) (4.1.4)

(4.1.3) esitliginde (4.1.1) esitliginin sag tarafindaki ifade yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

(k)’(g)(( ) (p q))k(( pk qk”) (p q)) kxk e

'qu XtC =Z:;‘ ((pq )nk ((Lc);(p,q))n
X p() i ()(( )(p q))k ((p*, qk“) (p.0)) e (419
((1C ) n=k ( p cq ) B
K kel thkp(Z) ('21)

=, (0.0 5 cq><p'q>'t)m

esitligi elde edilir. (4.1.4) esitliginin sag tarafi tekrar ele alinip gerekli diizenlemeler

yapilirsa;
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= p.a)), (P a*")i(p.a) X' (p-q)
"2 i) (COICTI
_xto-a & (@00, (78R s
((p.a)i(p.a)), % ((p.a)i(poa)), , (P10 )i(p0))
5H5) ‘
_ " o PP (x(p-a)t)
—1(1)0((1 )= (p.a).(p q)t) ((p’q);(p’q))k
(4.1.6) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa
0 (px(p-a)t) (),
((r.a):(p.a)),  ((p.(P=a)t).(p.a)).
_ (e o0 ((px(p=a)t).(p.a),
P KL (p(p-)t).(pa) 10
" e ((p-a)t)

elde edilir. (4.1.4) ve (4.1.7) yardimiyla (p,q)-Bernstein polinomlarinin ireteg

fonksiyonunu ifade eden asagidaki teorem verilir.

Teorem4.1.3: 0<qg< p<1 icin;

qu Xt i X P, q t" — p(g)f(g) (Xt) gpq(tt) (4.1.8)

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.1.3 de tanimlanan F”“(X,t) iirete¢ fonksiyonunun bazi 6zel k, p,q ve

t degerleri icin grafigi Sekil 4.1.1 de asagidaki gibi gosterilir.
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Sekil 4.1.1. R (x,t) iirete¢ fonksiyonunun grafigi

Teorem 4.1.3 yardimiyla ( P, q) -Bernstein polinomlar1 i¢in birgok kullanigl bagint1

ve sonug elde edilir. (4.1.8) ifadesini k ve z ye baglh olarak seriye acarsak;

3R (v =§(<x2t>“ p<z>Jp<z) s (1)

k=0 [k]p,q ! € (Xt)
7(2) o4 (XZt)gp.q (t)
€pa (Xt)

esitligi elde edilir. Buna gore asagidaki sonug verilir.

=P

Sonug 4.1.4: ke NU{0} ve 0<q< p<1 igin;

i F29(x,t)2" = p‘(g) X (gXZt();p)'q ) (4.1.9)

drr.

(4.1.9) esitliginde z =1 alinirsa;

SR (x,t)= p'(g)ep,q (t) (4.1.10)

elde edilir. (4.1.8) ifadesinin her iki tarafinin K ya bagli olarak seriye agilmasiyla
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ikavq(xt i[m en (X; pq)[na 'J (4.1.11)

esitligi elde edilir. (4.1.10) ve (4.1.11) esitliklerinin sag taraflari i¢in sirastyla Taylor

seri agilimi ve Cauchy carpimi uygulanirsa;

Z (ZB“ X; p.q) j=z (4.1.12)
n= 0 n=0 [n
esitligi elde edilir.
tn
(4.1.12) esitliginde [ ] : katsay1 karsilastirmasi yapilirsa asagidaki sonug elde
n !
P

edilir.

Sonu¢ 4.1.5: 0<g< p<1 i¢in
B (X p.q)=1. (4.1.13)

k=0

(4.1.8) esitliginde tanimlanan tirete¢ fonksiyonu

o (R ()= O (4.1.14)

olarak tekrar yazilir.

Ureteg fonksiyonunun tammi ve (p,q)-tistel fonksiyonunun Taylor seri

acillimindan

Sof S, () NG <xt>k§p<g)[<t>“l 115)

n= 'n [n]p,q! [k]p,q!n:O n]p,q'

esitligi elde edilir. (4.1.15) esitligine Cauchy ¢arpimi uygulanirsa;

esitligi elde edilir.
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n

[N,

(4.1.16) esitliginde katsay1 karsilastirmasi yapilirsa asagidaki sonug elde
edilir.

Sonu¢ 4.1.6: 0<qg< p<1 icin;
n—k n | nNln
ZL } X' p(z)BkvnfI (x;p,q)=x" p(z) [k} (4.1.17)
1=0 P.g P.g

dir.

(4.1.8) esitliginde tamimlanan ( p,q)-Bernstein polinomlarmm X e bagh (p,q)-

tirevi

Dpqux (ka.q (X’t)) = Dp,q,x [ p(;)_(g) (Xt)k ngq (t) J

e (o)
K t"gpyq t xK
LT D"“{ep,xxt)]

seklinde yazilir.

1 i e e - . o
D, .ax £8p : (Xt)J =&pq ( pxt) esitligi g6z Oniine alirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.7: 0<q< p <1 igin;

p.q _ ;’2 tkgp,q (t) k 1 k-1
D, qx (Fk (x,t)) - p( H )m{(px) £,q(PXt)+ . (qxt)[k]p'q X (4.1.20)

dir. Burada max{‘%‘,|x|,|y|}<1ve |t|<1/‘1—%‘ dir.

(SR (X,t) lirete¢ fonksiyonun her iki tarafi e, (Xt) ile carpilirsa;
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g, (X)FPY (X, 1) = p(g)f(g) [(Ij(]L)k'gp]q (1) (4.1.21)

p.q°

esitligi elde edilir. (4.1.21) esitligin her iki tarafinin t ye bagl (p,q)-tiirevi alinirsa;

Dp,q,t (5p,q (Xt) F> (X,t)) _ me ( p(g)_(g) ﬂg | (t)}

[k] 1 Pa
" (4.1.22)
T
= [k]p,q' qut (t Epa (t))
olur. (4.1.22) esitligine ( p,q)-tiirevin garpim kurali uygulanirsa;
F29(x pt)e,, (xpt)+&,,(xqt)D, (ka*q (x,t))
k)_(n Xk r n (4123)
S TGO LML)
p.q
esitligi elde edilir. F" (X,t) nin tanimindan asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc¢ 4.1.8: 0<q< p<1 igin;
k-1
D, (2 (1) = 2P e )
%o (@) (4.1.24)
qupq(pt)x p,q(Xpt)
+ ‘ FP9(x,qt FP9(x,qt).
() T oy O
(SR (X,t) de X — xy almirsa;
n k
ka,q (Xy,t) — p(g)i(z) (th) gp,q (t) (4125)
[K]pq! €00 (1)

esitligi elde edilir. (4.1.25) kullanilarak
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8 (9 e )
K], 20 000)
S0 20a() 2,0 (00)
[k]p,q' p,q(Xt)‘C"p,q(th)

|

— (S)—(Z)— IZ) [I]p,q ![S]p,q : Xk—I—syk—stk—I—s

R (Xy’t) =p

esitligi elde edilir. Buna gore asagidaki sonug verilir.

Sonu¢ 4.1.9: 0<qg< p<1 i¢in;

o (xy,t)= pleH -4 % XY SR () R (X ).

X |y|} <lve [t|<1/fL

Burada max{ ‘qH dir.
p p

F9(xt) iireteg fonksiyonunun tanimmda k =0 almirsa;

qu xt

&M%B
><
o
Q

|_|

I—I

-

o

n-1

=ip )H(p - Q)[ 3 !

1=0

esitligi elde edilir. Ayrica F™(x,t) i¢in swrasiyla x—>xy ve x—vy ile t—>xt

yazilirsa;
00 tn
RO (1) = 2By, (5 p.0) = (4.1.26)
n=0 [n]pq H
ve
P.q S (X'[)n
R (y,xt) =B, (y; p,q)[n] ' (4.1.27)
n=0 0."



esitlikleri bulunur. (4.1.26) ve (4.1.27) esitlikleri Sonug 4.1.6 da yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa sonug asagidaki gibi elde edilir.

Sonuc¢ 4.1.10: 0<qg< p<1 igin;

g

n—-k
B..(xy;p.q)=>_p “B,_,,(x p.q)B,,._; (¥; p,q).
j=0

Sonug 4.1.7 ve F>%(x,t) de k=0 ve y=t alinirsa;
i

By, (xt;p.0)=2" p(z)Bn,-,n (% p,9) By, ; (t; p.0)
j=0

ve

By, (X P.G) = p_(g)ﬁ(p" -xq’)

j=0
esitlikleri elde edilir. Ustteki esitlikte j yerine n—j alinip gerekli diizenlemeler
yapildiktan sonra sonug asagidaki gibi verilir.

Sonuc¢ 4.1.11: 0<qg< p<1 icin;

j-1

B, (x p.a)[ [(p'—td').

1=0 j=0 |

©
L
NE
R
]
iR
—_
o
x
~—
o)
~
=]
©
P
—
N—.
==
T
—_
7
—
—
;/
._

Il
o

p‘(g)ﬁ(p —xt‘lq') n pf((%)+(n£i)] X 0.4 1’—01( _1q|) (4.1.28)

1=0 j=0
esitligi elde edilir. Ustteki esitligin her iki tarafi t" ile carpilirsa;
-1

p_(g)ﬁ(tp'—xq) Zn)p[(%)( )) qu) (to' =g )t (4.1.29)

1=0 |

Il
o

esitligi elde edilir. F”?(x,t) nin tanimuni kullanarak

jL (i) it - . jB"Jvn(t;p]
t”"];[(tp'—q')=(—l)’q(2)t”‘l:o[{l—t(%J J:(—l)‘q(z) - 9/ (4.1.30)
ile
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esitlikleri elde edilir. Son iki esitlikten, Marsden’ in esitliginin (p,q) genellemesi

Sonug 4.1.12 yardimiyla asagidaki gibi verilir.

Sonug¢ 4.1.12:

p’(g) r (tp' —xq' ) - Zn: p_((j)+(n2_j)) (_1)1 q

1
1=0 j=0 |:n:|
ile
q

Not 4.1.13: Bu bolimde elde edilen teorem ve sonuglar [59] kaynagindaki q -

Bernstein polinomlar1 i¢in elde edilen sonuglarmm genellemesidir. Bu boliimdeki

teorem ve sonuglar i¢in p =1 iken [59] da ki sonuglar elde edilir.
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BOLUM 5

I. VE II. TIP (p,q)-BERNSTEIN POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Bu boliimde, literatiirde tanimlanmis ve iizerinde calisilmis olan modifiye edilmis

Bernstein polinomlarindan bazilari ( P, q) analize tagmmistir. Simsek tarafindan [60]

da tanimlanan q-Bernstein polinomlarmin, ( P, q) benzeri tanimlanmistir. Daha sonra

bu tanim yardimiyla basta polinomlarin iirete¢ fonksiyonlar1 olmak {iizere birgok

ozelligi elde edilmistir. Bununla birlikte T. Kim [62] tarafindan tanimlanmis olan ¢ -
Bernstein polinomlarmmin da ( p, q) benzerleri bu boliimde tanimlanmis ve 6zellikleri

incelenmistir.

5.1 1. Tip (p,q)-Bernstein Polinomlar

Bu bélimde [60] kaynagindan faydalamilarak, ilk olarak (p,q)-Bernstein

polinomlar1 i¢in yeni bir tanim verilecektir. Bu tanimdan hareketle bazi yeni 6zellikler

ve esitlikler elde edilecektir.

Tanmm 5.1.1: k,ne Nolsun. k <n olmak tizere;

n n—K)X n—
B, (% p,q) = @ SRl PY M R VB (5.1.1)
seklinde tanimlanir. Burada 0 < q < p <1 dir.

p =1 iken (5.1.1) de verilen I. tip (p,q)- Bernstein polinomlar1 [60] da

tanimlanan polinomlara indirgenir.

Tanimm 5.1.1 de verilen I. tip (p,q)- Bernstein polinomlari, bazi 6zel degerler i¢in

Sekil 5.1.1. yardimiyla asagidaki gibi gosterilir.
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ST,

77 \ \ - B(x, 0.51,0.1,3,2)

/ /4 \ W\
/ /4 AR\ B(x, 0.52,02,3,2)
; / \ B(x, 053,03, 3, 2)
7/ %X — B(x, 0.54, 0.4, 3, 2)
V074 — B(x, 0.55, 0.5, 3, 2)
ol Y — B(x, 0.56,06,3,2)

) I O.A . 04 0 .} "

Sekil 5.1.1. I. tip ( P, q) -Bernstein polinomlari.

Ilk olarak bu polinomlarm iirete¢ fonksiyonlar1 elde edilir. Urete¢ fonksiyonu
tanimlandig1 taktirde bu polinomlarm bir ¢ok yeni 6zellikleri gosterilir. Ureteg

fonksiyonunun tanimi Teorem 5.1.2 yardimiyla asagidaki gibidir.

Teorem 5.1.2: B, (x;p,q) I. tip (p,q)-Bernstein polinomlari olmak iizere bu

polinomlarm iirete¢ fonksiyonu;

p(17x)k [X]I;’qtk

q*[1-x]p 4t
e (5.1.2)

Fk;p’q (t;x) =
dir.

Ispat (5.1.1) de tanimlanan I. tip (p,q)-Bernstein polinomlarmimn tanimmndan;

kpq(t X) szn(X pq)_

o0 n
z (- x)k[X]k tk Q" [1-x]p gt t_
s n!

( X)k[ ] o tn—k
pq

(n=K)xrq _ n-k
R LI (n—k)!

n=0

(1 x)k
— []Pq anX[l X]pq

p(l—X)k[X]p’q eqx[l_x]p,qt
k! '

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Teorem 5.1.2 de tanimlanan iireteg¢ fonksiyonu bazi 6zel degerler icin Sekil 5.1.2

yardimiyla asagidaki gibi gosterilir.

Sekil 5.1.2. I. tip ( p, q) -Bernstein polinomlarinin iireteg fonksiyonu.

Elde edilen tirete¢ fonksiyonu yardimiyla ( P, q) - Bernstein polinomlar1 i¢in

asagidaki sonuclar verilir.

Sonu¢ 5.1.3: k<n ve 0<qg< p<1 igin;

> B, (% p,q)=1 (5.1.3)
k=0
dir.

Ispat Ureteg fonksiyonu tanimindan;

Q-x)kry1k  +k
* b4 NP A
E Fk;p,q (t, X) = —p iEl]p’q eq ST
k=0 .

k ok

= eqX[l_X]p’qti( p(l_X)[X]p q ) t

k=0 Kl

_ e(qx [l_x]p,q + p(l_X) [X]p,q )t

elde edilir. (p,q)-toplam kuralindan;

0

k=0

tk
k!
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yazilabilir. Tekrar Tanim 5.1.1 g6z Oniine alinip bu tanima Cauchy carpimi

uygulanirsa;

k=0 n=0 = n=0\ k=0

iigk (5P, q)__Z(szn(X P, Q)j i:! (5.1.4)

n

elde edilir. (5.1.4) de Y, in katsayilar1 karsilastirilirsa ispat tamamlanmais olur.

Sonu¢ 5.1.4: k<n ve 0<qg< p<1 igin;

ni;BK,n(X: p,q)tn—n! = (1—[2]q] (5.1.5)

a <1 dir.

P

dir. Burada

Ispat Ureteg fonksiyonu tanimmdan

~ (l_X)k[ ]pq q [1—x]p_qt
Z( D Fepq () = Z

(5.1.6)
y e(q [1—><]p,q—p(1 O[L-KIpq
(5.1.6) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa;
. . t“ Cauchy carpimi n
2N Baxpa)y = 2 (DB, (P, q)—
k=0 n=0 n: n=0 k= n! (5.1.7)

- 3 zj‘

elde edilir. (5.1.7) esitliginde Y, katsayilari esitlenirse ispat tamamlanmis olur.

l. tip ( P, q)-Bernstein polinomlar1 i¢in alternatif bir tanim olarak asagidaki tanim

verilir.

Tammm 5.1.5: k<n ve 0<q< p<1 i¢in;

B, (X p,q) =(:j[x]2 [1—[x]qJ ,
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n-k
olarak tanimmlanir. Burada, p(l"")k[x]l;]0| = [X]'f1 ve q"1- X]g’: 2[1—[X]qj
p P

seklindedir.

l. tip (p,q)-Bernstein polinomlarmm ireteg fonksiyonunun t ye gore V.-

mertebeden tlirevini iceren asagidaki sonug verilir.

Sonug¢ 5.1.6: 0<g< p<1 i¢in;

kpq(t X) N

B (x;p,q)F"”7(x,1).
atv P J,v( pq) k—]( )

Ispat ispat icin dncelikle I. tip ( P, q) -Bernstein polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

B Gl ) S
— kl e Pq

A

seklinde tanimlanir. Daha sonra Leibniz kurali geregi,

i, - y i QIx], ot
gt%( X) Z[ j(p []pq )(qx[l—x]pyq)vﬂeq[ la

—j)!

) ) (1-x)(k-j tk i
_JZ?[ ) I @ T, )" L (k_[)j])! et

ti (X7 P, q) Fkgjq (X, t)

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 5.1.7: k<nve 0<qg< p<1 igin;

0B, ,(x;p,q) o n—k
Ta—(f jm“"”a Do) j

(3)m(3)
5

Ispat Sonug klasik anlamdaki tiirev tanimindan kolaylikla elde edilebilir.

By 10 (6 P, A) = B, 1 (X P, )
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Bu béliim son olarak . tip (p,q)-Bernstein polinomlar: igin Laplace doniisiimii

yardimiyla asagidaki sonug verilerek tamamlanir.
Sonu¢ 5.1.8: k<n ve 0<qg< p<1 igin;

0

tn
[X]a B (% p.0) — =1
=0 p n!

n

dir.

Ispat (5.1.5) esitligindeki I. tip (p,q)-Bernstein polinomlarmin tanimini ele alarak

asagidaki esitlikler yazilabilir:

[x]at o t" [X]kﬂtk

e °§Bk,n(><:p,q)m= T

L © t" [X]kﬂtk —[x]at

e nZ:(;Bk,n(x;p,q)m: e (5.1.8)

(5.1.8) ifadesindeki ikinci esitligin t ye gore integrali alinirsa;

. N\ (x5 . {xJa
Z Bk,n (X1I P, q)J'ettndt _ Ip _[tke Etdt (5.1.9)
n=0 n: 0 k! 0

esitligi elde edilir. f(t)=t" fonksiyonu icin Laplace déniisimii yardimiyla (5.1.9)

esitliginin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa,

k

X]a

- Ben (X P.0) | b K<
- .= = B , f =1

; n! n kl [X]kﬂ+1 n:O[X]% k,n(X pq)

p

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Not 5.1.9: Bu bolimde elde edilen teorem ve sonuglar [60,61] kaynaklarindaki
Bernstein ve q- Bernstein polinomlari i¢in elde edilen sonuglarin genellemesidir. Bu
boliimdeki teorem ve sonuglar igcin p=1 ve q—1 iken [60,61] deki sonuglar elde

edilir.

52



5.2 1. Tip (p,q)-Bernstein Polinomlar

Bu boliimde, [61] kaynaginda ki qg-Bernstein polinomlar i¢in elde edilmis olan
baz1 6zelliklerin ve [62] kaynaginda ki bazi sonuglarmn tanimladigimiz yeni tip (p,q)

-Bernstein polinomlari i¢in yansimalar1 incelenip sonuglar halinde verilecektir.

Tamm 5.2.1: 0<g< p<1 olsun. n,k € Z" olmak iizere k <n igin;

s (0-(y] b, -1 521

dir.
Tanim 5.2.1 de p=1 alnrsa T. Kim [59] da tanimladigi modifiye edilmis q -

Bernstein polinomlari elde edilir. Eger p =1 iken g —» 1 yaklasirsa klasik Bernstein

polinomlar1 elde edilir [9,10].

(5.2.1) ile tanimlanan polinomlarm p,q,k ve n degiskenlerinin baz1 6zel degerleri

icin karsilik gelen sonuglar1 Sekil 5.2.1. yardimiyla verilir.

(x.051,01,3.2)
(x. 052,02 4 2)
B(x, 0.53, 0.3, 5, 2)
(x.054, 04,6 2)
(x. 055 05,7.2)
(x. 056, 0.6, 8, 2)

=]

Sekil 5.2.1. 11 tip (p,q)-Bernstein polinomlart.

(5.2.1) de tanmimlanan polinomlarin bazi o&zellikleri sonuglar ve teoremler

yardimiyla verilir. 1lk olarak n. dereceden (p,q)-Bernstein polinomlarmm n-1.

dereceden polinomlarm lineer kombinasyonu olarak Sonug¢ 5.2.2 yardimiyla elde

edilir.
Sonu¢ 5.2.2: x€[0,1], k<n ve 0<q< p<1 i¢in
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SN () = [1=x], o L () +[x] o S (%)-

Ispat ghe (X) polinomunun tanimi ve Binom katsayilarinin 6zelliklerinden
p.q n
()= U[] 1),

S (A ) e

-, j IR i

CR R Y ey 0
[, 5% (09 + [, B (4):

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 5.2.3 (p,q)-Bernstein polinomlarmin klasik Bernstein polinomlar1 gibi

simetri Ozelligine sahip oldugunu gosterir.
Sonu¢ 5.2.3: x€[0,1], k<n ve0<qg< p<1 i¢in

PR3 (1=x) = %% (x).

Ispat (5.2.1) esitliginde X —>1—x ve k >n—k yazilirsa
ra (1-x)=| " | pex]” -]
o n—k), P

=(fk‘qu[1—x]$:[x]i.q
_ ().

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 5.2.4 de n. dereceden n—k tane (p,q)-Bernstein polinomunun n-+1.

dereceden sirasiyla k ve k+1 tane n+1. dereceden ( p,q)-Bernstein polinomlarmnin

lineer kombinasyonu olarak yazilabilecegi gosterilir.

Sonu¢ 5.2.4: x€[0,1], k<n ve 0<q< p<1 i¢in,
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-X —X 1-X n—-k+1 k+1
(" (1 P01, )5 (0 = P ot 0+ 5 it (9
dir.
Sonu¢ 5.2.5: x€[0,1], k<n ve 0<q< p<1 icin,

@f’m<x>(“:”j[[fx];]‘*j %),

p.q

Ispat g% (x) in (5.2.1) de ki tanimindan

s (0= 1 Joch )
S e T

C(n—k+1\[ [x]4 (n

B O

k [1- X]p,q
n-k+1 [X]p,q by
Uk \mex,, S ()

elde edilir. Boylece istenen esitlik gosterilmis olur.

(p,q)-Binom formiilii yardimiyla asagidaki sonug (p,q)-Bernstein polinomlar:

i¢in alternatif bir tanim verir:

Sonu¢ 5.2.6: x<[0,1], k<n ve 0<q< p<1 icin,

SC i AT

1=0

Ispat "% (x) ve Gauss binom formiiliinden
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K (N =K) nx i (1x o
B8 e SO

e
B [E][X]kp,q (p7+(1-p7q)x],, )”’k
|

Boylece istenilen esitlik gosterilir.

II. tip (p,q)-Bernstein polinomlarmin tiirev operatdrii altinda yansimast ispatsiz

olarak verilir:

Senu¢ 5.2.7: x€[0,1], k<n ve 0<q< p<1 icin,

9 (s (9) == (9 d PG L 09(p)) , [, (P oule) " 09(a) |

. tip ( P, q) -Bernstein polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu Teorem 5.2.8 yardimiyla
verilir.

Teorem 5.2.8: xe[0,1], k<n ve 0<q< p<1 igin,

Xt

oo (t;x):gcg%q(x)tn_"!: e e, (5.2.2)
dir.
ispat <§%7(x) polinomlarimin tanimindan;
(0= S (0
-3 o o
_ [X]E?tk g[l_ . (nt"‘:()'



Boylece istenilen esitlik gosterilir.

ghe (X) polinomlarmin iirete¢ fonksiyonu p,q,k ve n degiskenlerinin bazi 6zel

degerleri i¢cin Sekil 5.2.2. de ki gibi gosterilir:

Sekil 5.2.2 I1. tip ( P, q) -Bernstein polinomlarinin tirete¢ fonksiyonu.

Ureteg fonksiyonu tammlanan &zel polinomlarin birgok yeni ve kullanish
ozellikleri bu fonksiyonlar yardimiyla elde edilir. Bundan sonra verilecek olan

sonugclar ve teoremler bu ozellikleri igermektedir.

Sonu¢ 5.2.9: x€[0,1], k<n ve 0<q< p<1 icin,

w =3 80 (x) 2 (t:x) (5.2.3)

j=0

Ispat (5.2.3) esitligini gdstermek i¢in dncelikle F”(t;Xx) fonksiyonu asagidaki gibi
diizenleyip
[x], "

P9I _veB=e
k!

[1—><]Mt

A=

(5.2.3) esitligine Leibniz kurali uygulanirsa;

ot =) (k=) P

Vg o Dt
-y _j[x]p'q[l—x]p'q_(k_j)!e |



elde edilir. Boylece istenilen esitlik gosterilmis olur.

Sonug 5.2.10: xe[0,1], k<n ve 0<qg< p<1 igin,

(P +(2-pa™) )55 (x)

1 (5.2.4)
= (k1) S0 (%) + (n =K+ 1) SF5 (%))
ispat (5.2.4) esitligini gostermek igin 6ncelikle asagidaki esitlik ele alinirsa;
b k+b)!
([x]p]qt) FP (t;x):%ﬁﬁﬁ (t;x) (5.2.5)
yazilabilir. (5.2.5) den asagidaki esitlik elde edilir:
b . . n!(k + b)! ’ _
[X]) S () = (B pa (). (5.2.6)
(5.2.6) esitliginde b =1 alinirsa;
. k+1 , )
[X],. S5 (6%) = R (6%) (5.2.7)

elde edilir. Diger taraftan (5.2.2) de tanimlanan tirete¢ fonksiyonu asagidaki gibi

tekrar ifade edilir:

- —b)!
([X]Mt) b R4 (tx) = (k-b) Ry (tx)
iirete¢ fonksiyonunun tanimindan

1, ()~ s, () 529)

esitligi elde edilir. (5.2.7) de b=1 alinip (5.2.8) ile birlestirilirse istenilen esitlik

gosterilir.

Sonu¢ 5.2.11: xe[0,1], k<n ve 0<qg< p<1 igin,
n—k n . j - (e n
;(Jjﬂmi (x)(pa”) [y =p™ k)(kj
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Ispat (5.2.2) ile tanimlanan iireteg fonksiyonu asagidaki gibi yazilirsa
ko ik
o0 n XXy X t —x
> gt () el e BLITL (5.2.9)

—Xl-X
elde edilir. (5.2.9) esitliginin sol tarafindaki e(IO ! [X]p'q)t ifadesi ile sag tarafindaki
et ifadesi Taylor serisine agilip (5.2.9) da yerine yazilirsa:

Z@ng ﬂi( “Xpyle x) ([X]p,q) v :[X]E'?tk i( px)”tn_n! (5.2.10)

n=0 nl n=0 n! n=0

n

- th . -
elde edilir. (5.2.10) ifadesinin sol tarafina Cauchy ¢arpimi uygulayip pr ifadesinin
ni

katsay1 karsilastirilmasi yapilirsa istenilen esitlik gosterilir.

Senug 5.2.12: xe[0,1], k<n ve 0<q< p<1 igin,

i(r}](—p‘*)" % (x) =@(—1)”_k (P )" [T,

i—o\ J
Ispat Sonug 5.2.11 deki ispat’a benzer sekilde ispatlanir.
Teorem 5.2.13:
k
$(ron. b,
Burada E, _, ve Grfk)([l—x]p‘q) ifadeleri, sirasiyla, Euler sayilar1 ve k. mertebeden
Genocchi sayilarini belirtir.

Ispat Uretec fonksiyonu tanimindan
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(e‘+1)k
360 ([1-x],, )%,
_ % ( | )”! Ly (5.2.11)

iE(k)ﬂ k!
n=0 ) n!

elde edilir. (5.2.11) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa;

th & ) tn o , " [x Z’q
PRSI WU yctl R It T CEEeS

n=0

n

- s .
elde edilir. (5.2.12) esitligine Cauchy ¢arpimi uygulanip o in katsay1 karsilastirmasi
yapilirsa istenilen esitlik gosterilir.

Teorem 5.2.14:

% (x) = [X]p,q i[lnjgl(k) ([1—x]pyq)8 (n—1,k).

1=0

Burada Bf")([l—x] ) ve S(n—1,k) ifadeleri, sirastyla, k. mertebeden Bernoulli

p.q

polinomlarmi ve 2. tip Stirling sayilarini ifade etmektedir.

Ispat Teorem 5.2.13 iin ispatinda oldugu gibi iireteg fonksiyonu tanimi yardimiyla
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s n k!
:[ ]thk [l_X]p,qt (e +1)k
k
k! (e +1) (5.2.13)

n

t
(5.2.13) esitliginde Cauchy carpimi uygulanip 0 in katsay1 karsilagtirmasi yapilirsa
ispat tamamlanmis olur.

Not 5.2.15: Bu boliimde elde edilen teorem ve sonuglar [61,62] kaynaklarindaki

Bernstein ve q- Bernstein polinomlari i¢in elde edilen sonuglarin genellemesidir. Bu
boliimdeki teorem ve sonuglar icin p=1 ve g —1 iken [61,62] de ki sonuglar elde

edilir.
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BOLUM 6

(p,q) -BETA POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Bu boliimde Bhandri ve Vignat [63] tarafindan Volkenborn integrallerin olasilik

teorisine uygulamasinda ortaya ¢ikan Beta polinomlarmin (p,q) benzerleri

tanimlanmistir. Bununla birlikte [63] de yapilanlardan esinlenerek Beta polinomlart,

Beta tipli rasyonel fonksiyonlar ve onlarin q benzerleri i¢cin bazi 6énemli ve ilging
esitlikler ile sonuglar Simsek tarafindan ¢alisilmistir [64-66]. Tanimladigimiz ( P, q) -
Beta polinomlara ve (p,q)-Beta tipli rasyonel fonksiyonlara Simsek tarafindan
kullanilan metodlar uygulanmustir [64].

Bu metodlar kullanilarak tanimladigimiz fonksiyonlar ve polinomlar i¢cin basta
iireteg fonksiyonlar1 olmak {izere modifiye (p,q)-Bernstein polinomlar1 ile

aralarindaki bagmnt1 ve (p,q)-Volkenborn ve (p,q)- p adik Volkenborn integral

yardimiyla ifade edilen bir¢ok yeni esitlikler ve sonuglar elde edilmistir.

Ik olarak (p,q)-Beta tipli rasyonel fonksiyonlar1 ve polinomlar1 i¢in yeni birer

tanim sirastyla Tanim 6.1.1 ve Tanim 6.1.2 yardimiyla asagidaki gibi verilir.

Tamm 6.1.1: xe[-1,0] ve k ile n pozitif tamsayilar olsun. 0<q< p<1 olmak

lizere;
M P (X) = [XT5 o [1+ XI5 o (6.1.1)

seklinde tanimlanir. (6.1.1) de verilen tanim p =1 ve g —1 iken [64] de verilen Beta

tipli rasyonel fonksiyonlarm tanimmin bir genellemesidir.
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k,n,p ve g nun bazi 6zel degerler i¢in (6.1.1) de tanimlanan (p,q)-Beta tipli

rasyonel fonksiyonlarin grafikleri asagida Sekil 6.1.1.deki gibidir:

“, P -.‘\
Bix. 145, 04.3.2 ; Bix,015.0.1,5.2)
Biz.0.75,02.3.2) . B ™, Ejx, 085,02,7,3)
Bix, 085,03.3.2) i N Bx, 066.03,4,1)
Bix, 055, 04.3.2) — — Ex 065, 04,4.3)

Sekil 6.1.1. (p,q) -Beta tipli rasyonel fonksiyonlar.

Tamm 6.1.2: Xe[—l,O]ve k ile n pozitif tamsayilar olmak {izere k<n ve

0<g< p<1igin;

n—k

BY(X) =[x]  [1+x] (6.1.2)

p.q

seklinde tanimlanir. (6.1.2) de verilen tanom p =1 ve q —1 iken [64] de verilen Beta

tipli polinomlarin tanimimnin bir genellemesidir.

k,n,p ve g nun bazi 6zel degerler igin (6.1.2) de tamimlanan (p,q)-Beta

polinomlarmin grafigi asagida Sekil 6.1.2.deki gibidir:

— B(x,081,01,2.1)

B(x,095,02.5,3)
— B(x,0.74,03,4,2)
B(x,024,04.21)
B(x, 075056 4)
B(x,0.36,086.3,2)

A
\

Sekil 6.1.2. (p,q) -Beta polinomlari.

(p,q)-Beta polinomlart igin alternatif bir tanim asagida Tamm 6.1.3 yardimyla

verilir.

Tamm 6.1.3: x €[-1,0]olsun. 0< g < p <1 olmak iizere;
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L - k n-1
BPY (X)) = Z(n | j p g™ [x] (6.1.3)

Bernstein polinomlar1 ve diger 6zel polinom aileleri i¢in oldugu gibi (p,q) Beta

tipli rasyonel fonksiyonlar ve (p,q) Beta polinomlar: i¢in iirete¢ fonksiyonu

tanimlandig1 takdirde bu polinomlarin bir¢cok yeni 6zellikleri ve esitlikleri elde edilir.
( p,q)-Beta tipli rasyonel fonksiyonlarinmn iirete¢ fonksiyonu tamimi Tanim 6.1.4

deki gibidir.

Tamm 6.1.4:M [ (x), (p,q)-Beta tipli rasyonel fonksiyonlar olmak iizere bu

fonksiyonlarm iirete¢ fonksiyonu;

k

X +X = t"
hPa(x,t) = —[1[+1p]q et[1 boa = nz(; M2 (X)m (6.1.4)
p.g =

seklinde tanimlanir. (6.1.4) de verilen iireteg¢ fonksiyonu p=1 ve g —1 iken [64] de

verilen Beta tipli rasyonel fonksiyonlarin iirete¢ fonksiyonunun bir genellemesidir.

Burada t,q ve peC, x=-1 ve ‘%

<1 dir. M2¥(x) fonksiyonlarinin (6.1.4)

de tanimlanan lirete¢ fonksiyonlarmin k,t, p ve gnun bazi 6zel degerleri i¢in karsilik

gelen sonuglar1 asagidaki grafikler yardimiyla Sekil 6.1.3 de verilir:

Sekil 6.1.3. ( P,q)-Beta tipli rasyonel fonksiyonlarin iireteg fonksiyonlart.

(6.1.4) de tanimlanan iirete¢ fonksiyonlarmin bazi 6zellikleri,

[1+x]p_qt :ée[ler]p‘qt '

e hX(x,t)=[1+ x]p‘q e -
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p.q p.q _ [X]prq )
o h(X,-Hh(x 1) = W

° hpq(xt)eqt [[]Pq J Py ) ,

[1+x]

l+x

hOPQ(X t) e D,q
he?(0,t) =0

seklinde verilir.

(p, q)-Beta polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunun tanimi Tanim 6.1.5 yardimiyla

asagidaki gibi verilir.

Tamm 6.1.5: B (X) , ( P, q)-Beta polinomlar1 olmak tizere bu polinomlarin iireteg

fonksiyonu;

Fk""*(x,t){—[x]‘“‘ ] g kZ I, Z (6.1.5)

[1+ X]pyq n:O p, n=0

seklinde tanimlanir. (6.1.5) de verilen iirete¢ fonksiyonu p=1 ve q—1 iken [64] de

verilen Beta polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu taniminin bir genellemesidir.

By (X) polinomlarmin (6.1.5) de tanimlanan tirete¢ fonksiyonlarinin k,t, p ve q

nun bazi 6zel degerleri i¢in karsilik gelen sonuglari asagidaki Sekil 6.1.4 yardimiyla

verilir:

Sekil 6.1.4. (p,q)-Beta polinomlarinin iireteg fonksiyonlari.
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M2 (x) Beta tipli rasyonel fonksiyonlarinin X ve k i¢in verilen zel degerlere

bagli bir sonucu asagidaki Sonug 6.1.6 yardimiyla verilir.

Sonug 6.1.6:

n-1 —
w3 "o

o\

Ispat (6.1.4) de sirastyla k ve x yerine 1 alinirsa

hPo(Lt) = [—[1]""‘ Jet““]w

[1+1]p’q

_(%Jet[21pq
2],

l(p+a)

 p+q

t(p+a)

esitligi elde edilir. e nun Taylor seri acilimmin kullanilmasiyla,

et(p+q)
p+dq

1 & ot
Io+qnZ:(;(|0+q) o (6.1.6)

h(Lt) =

h??(x,t) ireteg fonksiyonu ve Binom teoreminden;

0 M - 1 tn B o n-1 n-1 § i1 tn 617
LMW =22 | P (6.1.7)
n= - n=0 j=0 -

tﬂ
esitligi elde edilir. (6.1.7) de 0 in katsayilarinm karsilastirilmasiyla ispat tamamlanir.

M2 (X) polinomlarmm Kk ya bagl toplam sembolii altinda ki sonucu agagidaki

gibidir.
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Sonu¢ 6.1.7:

Zn:(—l)kM Pa(x) = ( p™ +(_l)n )[X]r;+: + qX(nﬂ)

2 (p+1)[X]p‘q g (6.1.8)

X

Ispat (6.1.1) de tanimlanan ( p,q)-Beta tip rasyonel fonksiyonlarm tanimindan

i(—l)k M2 (x) =[1+ x]:)yq Z[%J

k=0 k=0 P
n+l
(1A,
) [1+x]
=[1+x] Pa
e
1+ P2
[1+ X]p,q
g PDL L
=[1+x] -
P (p+1)[x] ,+a

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 6.1.8:

n+1

[1+ x]p’q
(P-1)[x],,+a"

Z M (x) =
ko

Ispat Bir 6nceki sonucun ispatma benzer sekilde,

g M (X) = [1+ X]:q [%J

k=0
n 1

SO
Y lix

=[1+x]

p.q

[1+ x]p’q
P (p-1)[x], ,+0"

n

=[1+x]

p.q

dir. Burada
[1+x]
p.q

<1 dir. Boylece istenilen esitlik gdsterilir.
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M2 (x) polinomlart i¢in h>9(x,t) iirete¢ fonksiyonlar: kullamlarak asagidaki

esitlik elde edilir.

Sonug¢ 6.1.9:

dir.
Ispat (p,q)-Beta tipli rasyonel fonksiyonlarm iireteg fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik
yazilabilir.

o (1)t ek

(6.1.6) esitliginin her iki tarafinda Taylor a¢ilimi kullanilirsa;

UEEE ER IR YN (6.9

n=0 n=0 n=0

(6.1.9) esitliginin sol tarafina Cauchy c¢arpimi uygulanip gerekli diizenlemeler

yapilirsa;

i( [ jMpq(X)( ) J%Z:io(p[X]p,q)ntn—n! (6.1.10)

n

- t . .
elde edilir. (6.1.10) da o in katsay1 karsilastirilmasi ile ispat tamamlanir.

Sonug 6.1.10:

M2 (x)[1+ x] i(?j pig D [x]z::fj .

j=0

(X,

k
ispat h>9(x,t)e ™" = [[1 ] ] e(q[x]”"‘)t esitligini g6z Oniine alarak;
+ X
q

P,

(6.1.11)

S|~

(S0l ](Z( T B
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esitligi elde edilir. (6.1.11) esitliginin sag tarafina Cauchy ¢arpimi uygulanir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa istenilen esitlik gosterilir.

. tip (p,q)-Bernstein polinomlar1 ve (p,q)-Beta polinomlar1 arasindaki iliski

asagidaki sonug¢ yardimiyla verilir:

Sonug¢ 6.1.11:

k
T
p™ .9
k
a
I:X ]p1+xa qu-v-xa

B3 ()=

S0 (x)BPA (x°).

Burada @f’n’q(xa)=[Ej[an:q[l—xa];: Il. tip modifiye edilmis (p,q)-

Bernstein polinomlar1 olarak tanimlanir.

Ispat Modifiye edilmis Bernstein polinomlarmin tanimmdan
B ()= p o T, [T
n a a a\ " *
:(kj[xz I [ )en)]”

yazilabilir.

(6.1.7) de esitligin sag tarafinda iki saymin ¢arpiminin ( p,q)-benzeri uygulanirsa;
p.q 2a n ak a n—k
By o) =| T (XL =X T
, k px ’qx P.q 1+x 1+x
[Xa]k a .a n
I T atk _yank
- ak [{kj[x ]p1+><a‘q1+xa [1 X ]p1+><a 1+x2 J([X ]p q[1+X ] )

[X ] 1+><a C]1+Xa

[X]

= ]pma’qm 6@”( BRI (x7).

Boylece istenilen esitlik gosterilmis olur.
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Araci ve ark.[53] ile Duran ve Agikgoz [54], Volkenborn integral ve p -adic
Volkenborn integralin (p,q) analizde ki yansimalarmi asagidaki gibi sirasiyla

tanimladilar.

j f(x)d,upyqx:lluim

z

z f(x)( ) (6.1.12)

p qXO

ve

If(x)d,up qx_Ilm f(X)( j

z

Bu ¢ahismalarda ayrica Carlitz’s tip (p,q)-Bernoulli ve Euler sayilarinin Witt tipi

formiillerini de sirasiyla;

[ P2 IV, 94,0y = Bra(p.0) (6.1.13)

ve

seklinde tanimladilar.

(6.1.13) de tammlanan polinomlarm (p,q)-Beta polinomlar: ile arasindaki

bagintilar asagidaki sonug¢ yardimiyla verilir.

Sonug¢ 6.1.12:
P < (n-k
[ B (0du, x =3 | P (p.9) (6.1.14)
Z, -0
ve
P o(n-k
.[ By, (X)d,up’_qx = | n-1,1 (PvQ) (6.1.15)
Zp 1=0
dir.
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Ispat (6.1.3) ile tanimlanan esitligin her iki tarafinin Z, altinda ( p,q) -Volkenborn

integral ile isleme alinmasiyla

J 8
ZP

n ()dp, X =

I

—k
z 1=0

N=K) o f wron-
[ , ]q LA

(nl—k)ﬂn” (0.0)

N=KY) o o g
( | jplq ‘ I[X]p,qd’upvqx

k
1=0

n—k

1=0

elde edilir. Boylece (6.1.14) esitligi ispatlanir. (6.1.15) in ispat1 igin q — —q alinip

benzer islemler yapilirsa istenilen esitlik gdsterilmis olur.

Not 6.1.13: Bu boliimde elde edilen teoremler ve sonuglar [64,65] kaynaklarindaki

Beta polinomlari i¢in elde edilen sonuglarin genellemesidir. Bu boliimdeki teoremler

ve sonuglar i¢in p=1 ve g —1 iken [64,65] deki teoremler ve sonuglar elde edilir.
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BOLUM 7

TARTISMA VE SONUC

Bu tezde oncelikle Bernstein polinomlarinin tanimi verilip bu polinomlarin
Ooneminden ve ¢esitli bilim dallarinda ki kullanim alanlarindan bahsedilen bir literatiir
taramasi yapilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde temel kavramlardan ve tezin gelisiminde temel yapilarin

basinda gelen (p,q)-analizden bahsedilmistir.
Tezin tiglincii boliimiinde, Mursaleen ve ark. [30] tarafindan tanimlanan (p,q)-
Bernstein polinomlarmin bazi dzellikleri ile bu polinomlarm (p,q)-tiirev ve (p,q)-

integral operatdril altindaki 6zellikleri ve (p,q)-Gama ve (p,q)-Beta fonksiyonlari
ile ilgili 6zellikleri elde edilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglar ve teoremler [58]
de elde edilen sonuglar ve teoremlerin genellemesidir.

Tezin dordiincii bdliimiinde, [57] de ki benzer metod yardimiyla ( p,q)-Bernstein
polinomlarmin iirete¢ fonksiyonlar1 elde edilmistir. Bu tirete¢ fonksiyonu yardimiyla
(p, q)-Bernstein polinomlar1 i¢in birgok yeni rekiirans bagmntilar1 ve c¢esitli
fonksiyonel esitlikler verilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglar ve teoremler [57]
de elde edilen sonuglar ve teoremlerin genellemesidir.

Tezin besinci boliimiinde, iki farkli tipte ( P, q) -Bernstein polinomu tanimi
verilmistir. Bu polinomlarin basta iirete¢ fonksiyonlar1 olmak iizere bircok yeni ve
kullamighh 6zellikleri verilmistir. Ayrica bu polinomlarin ve onlarin Tireteg
fonksiyonlar1 i¢in segilen bazi 6zel degerlere bagli grafikleri Mathematica programi

yardimiyla elde edilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglar ve teoremler [60-62] da

elde edilen sonuclar ve teoremlerin genellemesidir.

Tezin altinc1 boliimiinde, [64-66] da ki benzer metodlar yardimiyla ( P, q) -Betartipli
rasyonel fonksiyonlar ve ( P, q) -Beta polinomlar1 tanimlanmistir. Bu fonksiyonlar ve

polinomlar icin lrete¢ fonksiyonlar1 ve fonksiyonel esitlikler verilmistir. Ayrica
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besinci bolimdeki gibi bu fonksiyonlar ve polinomlar ile onlarm {rete¢
fonksiyonlariin bazi 6zel degerlere bagh grafikleri Mathematica programi yardimryla
elde edilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglar ve teoremler [64,65] de elde edilen
sonuclar ve teoremlerin genellemesidir.

Tezin 6zgilin kismi olarak nitelenebilecek Boliim 3 ile Boliim 6 arasinda elde edilen
sonuglarin, esitliklerin ve rekiirans bagmtilarinin basta kombinatorik ile analitik
sayilar teorisi olmak tizere yaklasim teorisi, istatistik ve bilgisayar destekli geometrik

dizayn alanlarinda faydali olacag: diistiniilmektedir.
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