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KISA OZET

Goreli Duffin-Kemmer-Petiau denkleminin ¢6ziimleri spin-0 ve spin-1 parcaciklarinin
etkilesmelerinin hesaplanmasi ve modellenmesi i¢in 6nemli rol oynamaktadir. Bilinen
goreli yaklagimda spin-0 ve spin-1 hadron ¢ekirdekleri ile etkilegimi, spin-0 parcaciklar:
icin ikinci mertebeden Klein-Gordon denklemi ve spin-1 parcaciklart igin ikinci
mertebeden Proca denklemi ile tanimlanmustir. Duffin-Kemmer-Petiau denkleminin tipki
goreli Dirac denklemi gibi birinci mertebeden ve Lorentz degismezligine sahip bir

denklemdir.

Kuantum mekaniginde yapilan c¢alismalar konum ve momentum operatorii ile Hilbert
uzayinda standart Heisenberg cebri ile yapilmaktadir. Kuantum mekaniginde minimum
uzunluk gibi sonlu bir mesafe goz oniine almmammsgtir. Literatiirde cok arastirilan

sistemlerden biri de Lineer potansiyel problemidir.

Bu caligmada, goreli Duffin-Kemmer-Petiau denklemi kullamlarak lineer potansiyel
sisteminde ¢oziimler elde edilmistir. Coziimler spin-0 ve spin-1 durumlarinda, minimum
uzunluk altinda, momentum uzayinda ve vektdr kiiresel harmonikler kullanilarak
yapilmigtir. Spin-0 ve spin-1 durumlar: igin enerji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: elde

edilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Minimum Uzunluk, Duffin-Kemmer-Petiau Denklemi, Belirsizlik

Ilkesi, Planck Olgegi
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INVESTIGATION OF THE DUFFIN-KEMMER-PETIAU EQAUTION WITH
LINEAR POTENTIAL IN THE PRESENCE OF MINIMAL LENGTH

Zeynep YAMAN
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, February 2011
Supervisor: Assis. Prof. Ferhat TASKIN

ABSTRACT

Solution of the relativistic Duffin-Kemmer-Petiau equation for interaction of spin-0 and
spin-1 calculation and modeling plays an important role. In the conventional relativistic
approach, the interaction of spin-O and spin-1 hadrons with different nuclei has been
described by the second-order Klein-Gordon equation for spin-0 and Proca equation for
spin-1 particles. Duffin-Kemmer-Petiau equation is first order and Lorentz invariance just

relativistic Dirac equation.

Quantum mechanics where position and momentum operators acting on the Hilbert space
of states verify the standard Heisenberg algebra. They do not take into account like the

existence of a minimal observable length.

In this study, the linear and Coulomb potential systems solutions are obtained by using
the relativistic Duffin-Kemmer-Petiau equation. Under the minimum length, solutions of
spin-0 and spin-1 case investigate at the momentum space by using the vector spherical
harmonics. The energy eigenvalues and eigenfunctionsbare obtained obtaine for spin-0

and spin-1 cases.

Keywords: Minimal length, Duffin-Kemmer-Petiau Equation, Uncertainty Principle,
Planck-Scale
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GIRIS

Goreli Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denkleminin ¢oziimleri bozonik parcaciklarin
etkilesmelerinin tanimlanmasinda 6nemli rol oynamaktadir. Goreli kuantum mekaniginde
de kuantum mekaniginde oldugu gibi dalga fonksiyonun c¢oziimii ¢cok ©Onemlidir.
Bilinen goreli yaklagimda spin-0 ve spin-1 hadron cekirdekleri ile etkilesimi, spin-0
parcaciklar icin ikinci mertebeden Klein-Gordon denklemi ve spin-1 pargaciklar
icin ikinci mertebeden Proca denklem ile tamimlanmigtir. Zamana ve uzaya bagh
ikinci mertebeden denklemin matematiksel ¢oziimiiniin ve arkasindaki fizigin ¢ok zor
oldugu iyi bilinmektedir. Bundan dolay1 son yillarda spin-O ve spin-1 hadronlarinin
cekirdeklerle etkilesimi birinci mertebeden goéreli DKP denklemi ile incelenmistir.
DKP denklemi tipki goreli Dirac denklemi gibi birinci mertebeden ve Lorentz
degismezligine sahip bir denklemdir [43]. Arastirilabilecek onemli konulardan biri de
spin-0 ve spin-1 i¢in sirasiyla Klein-Gordon ve Proca denklemleri ile ayni sonucu verip
vermedigidir [18]. DKP’nin biiyiik cebirsel karmasiklifi nedeniyle Klein-Gordon ve
Proca denklemlerine gore goz ardi edilmistir. 1970’ lerde spin-0 ve spin-1 durumlarinin
coziimleri arastirilmis ve DKP ve Klein-Gordon denklemi bazi deneysel verilerin
teorik hesaplarinda farkli sonuclar verdigi goriilmiistiir. Ayrica DKP denklemi yapis
geregi Klein-Gordon denklemine gore etkilesmeleri tammlamada daha basarihidir. Bu
nedenle mezon-gekirdek etkilesmeleri icin DKP modeli alternetif ¢6ziim yéntemi olarak
kullanilmigtir [21]. Cekirdek-cekirdek sagilmalarinin igerigini agiklamada gecmiste
gelistirilmis yaklasim teknikleri mezon-cekirdek dagiliminin verilerini daha iyi agiklamak
icin genellestirilmistir [13]. Bozonik parcacigmin fermiyonik par¢acigmin bilesiminden
olustugunu 6ngdren teorinin ortaya atilmasiyla Doteron-gekirdek sa¢ilma problemi bozon
etkilesmesi olarak incelenmistir [42]. Son otuz yil igcerisinde DKP denkleminin yeni
alanlara uygulanmasi DKP’ye olan ilgiyi artirmistir [1, 48]. Kuantum renk dinamigi

[24] ve kovaryant hamiltonyen [34] alanlarinda DKP ile ¢alismalar yapilarak kullanim
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alanlan daha da genisletilmistir [44, 45]. K= cekirdek sagilmasimn 5 boyutlu Galileo
‘degismezliginin sagilma teorisindeki uygulamasi [16, 40], Aharonov-Bohm potansiyeli
[3, 5], Dirac osilator etkilesmesinde [7], termodinamik &zelliklerin 9a11§11mé51 [4] DKP

denklemi kullanilarak yapilan ¢alismalardandir,

Kuantum mekanifinde konum ve momentum operatorii ile Hilbert uzaymda yapilan

| caligmalar standart Heisenberg cebri ile yapilmaktadir. Kuantum mekaniginde minimum

uzunluk g'ibi sonlu bir kiiciik alt simr meéafes;_i gz Oniine alinmamistir. Ancak,
gravitasyon kendi i;erisinde cok kiiciik Olceklerde siirekliligini kaybetmektedir [31].
‘Kuantum alan teori igindeki gravitasyonun tanimi nedeniyle, gravitasyonun ¢ok kiiciik
olgeklerde renormalize edilebilirlifi bozulmaktadir ve yok edilemez 1raksamalarla
kargilagilmaktadir. Bu nedenle gravitasyon igin ultraviyole bélgede etkin bir kesme iist -
veya alt sinirm (cutoff) belirlenmesi gerekliligi ortaya ¢ikmustir. Kesme alt simra drnek
-olarak minimum 6l¢iilebilir uzunluk verilebilir. Béyle bir minimum uzunlukla ilk defa”
Asd/CFT iligkisinde [50] ve komiitaﬁf olmayan kuantum alan teoride [17] kargilagilmigtir
ve minimum uzunlugun Planck uzunluguna yakin veya egit olmas: gerektigi gﬁriiliniigtﬁr.
Parcacilar i¢in Planck uzunluguna yakin mesafedeki yiﬂcsek enerjiyi yeteri kadar i)lfi
: 61gmek‘igin‘ gravitasyonel egrilik tahmin edilmeye ¢aligilmakta ve boylece uzay-zaman
yapist énemli Slciide zorlanmaktadir. Bu da kuantum mekanigindeki belirsizlik ilkesine
ek olarak Planck dl¢eginde meydana gelen uzay-zaman dalgalanmalarindan kaynaklanan
ek belirsizlikler olusturmaktadir [58]. String teoride ve kuantum gravitasyon teorisinde
kisa mesafe yapilarina ve belirsizlik ilkesine ¢ok kiiciik mesafe skalalarinda belirli
diizeltmelerin yapilmas1 gereklilifi Sngoriilmiistir {2, 22, 32, 41, 46, 47]. Bu gereklilik
Kempf ve arkadaglar tarafindan bir dizi ¢aligma yapilarak gél1§1lm1§t1r [28,35-39]. Bu
calismalarda kuéntum mekaniéindeki'kanonik komiitasyon iligkisi kiiciik bir diizeltme

terimiyle birlikte agagidaki gibi alinmustir.
|xi, pj ] = ih(Sij + Qjuxaxs + Bijaaprpi + ... ), (1)

Dehklem (D sayésinde konum ve momentum operatorleri igin |x;,x;| # 0, pi,p;| #0
durumu ortaya ¢ikmaktadir. Bu kritik 6neme sahip komiitatif olmayan geometrik anzast
[38] uygun secilen o ve 8 matrisleri yardimiyla dogrulanabilir. Denkiem (1)in varlif:
konum ve momentum belirlenmesinde sonlu alt bir sinirin olmasi gerektigini ortaya koyar.

Bu alt siur tim fiziksel durumlarda bulunan Axy ve Apg sonlu minimum belirsizlik
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formundadir. Aslinda denklem (1)’de verilen yap: minimal uzunluk altinda belirsizlige
eklenecek katkiy1 igermektedir [38]. Yol integral yontemi kullanilarak, komiitatif olmayan
geometriler yardimiyla kuantum alan teorisindeki farkli boyutlardaki ultraviele ve kizil
Otesi bolgelerin yeniden diizenlenebilecegi Kempf taraﬁﬁdan gosterilmigtir [37]. Fakat
yeniden diizenlenmis kiigiik mesafe-lerdeki skalamin tam seti ve ozellikle maksimum
stnirlama durumlarmdaki hesaplamalarda denklem (1)’de verilen esitligin 6zel durumu

olan agagidaki denklem,
 bupl =1+ Bp?), | 2)

Eullan1lm1§t1r [39]). Diger taraftan, minimal uzunluk ayni zamanda yiiksek boyutlarla [28],
kosan kuplaj sabitleriyle [29] ve karadelik fizifi [30] konulanyla da ilgili olabilecei
gosterilmisgtir, Ayn‘ca literatiirde, minimum uzunluk formalizminin katllardaki toplu
uyartlmalar ve yari-pargaciklar gibi nokta-yapida olmayan pargacilarm ya da niikl'ebnlann
ve ¢ekirdek ve molekiiller gibi kompozit par¢aciklan tanmmlamak icin etkin bir teori
saglayabilecegi diistiniilmektedir [28—30, 54]. Bu durumda minimum uzunluk, diigiiniilen
sistemin yapisinin i¢ Slgek karakterizasyonu ve sistemin sonlu bir biiyiikligii olarak

diigtiniilmektedir. '

Son zamanlarda DKP denklemi kullanilarak farkli sisteﬁlerin arastirildig goriilmektedir.
De Castro ve arkadaglan DKP denklemine vektdr ve skaier kuplaj ekleyerek
- spin-0 ve spin-1 i¢in bagh durumlan incelemiglerdir [9, 10, 14, 15]. Boumali spin-1
par¢acifinin Aharonov-Bohm pbtansiyeli altinda [6], Casana ve arkadaglar bir boyutlu
DKP osilatériiniin ¢8ziimlerini ve iki boyutlu pseudoscaler potansiyeli altinda DKP
denklemlerinin ¢oziimlerini elde etmistir [11]. Falek ve Merad tarafindan bozonik
osilatdr ve genellestirilmis bozonik osilatér minimal uzunluk yardimiyla épin-O ve spin-1
durumlarim incelemiglerdir [19,20]. Ulkemizde minimum uzunluk altmda DKP denklemi
kullanilarak yapilmig ve literatiire girmis bir cahgma bulunmamaktadir. Ancak DKP
denklemi kullanilarak yapilan ¢aligmalar mevcutéur. DKP denklemi degisik potansiyeller .
i¢in asimtotik iterasyon ve fonksiyon analiz yontemi kullanarak coziilmiistiir [8, 59, 60].
Ségﬁt, Havare ve arkadaglari tarafindan DKP denklemi kullanilarak bir dizi ¢alisma
yapumugtir [25-27, 53, 55, 56]. DKP denklemi kullanilarak genisleyen evrende vektsr
' bozor‘llar igin kesin ¢6ziimler elde edilmistir [57]. Ayrica (1+1) bouyutlu Klein-Gordon

denklemi minimal uzunluk altinda lineer vektdr ve skaler potansiyel sistemi icin
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¢Oziilmiigtiir t33]. Dirac denklemi kullamlarak genellestirilmis Dirac denklemi [49] ve
Dirac osilatorii minimal uzunluk altinda caligilmigtir [51, 52}, Chargui ve arkadaglar
tarafindan minimal uzunluk altinda bir boyutlu spin-0 Salpeter denklemi Coulomb

potansiyel problemi i¢in ¢ozilmiistiir [12].

2. bolimde spin-0 ve spin-1 durumlan igin.kullamlacak olan géreli DKP denkleminin
 yapis1 ve dzellikleri verilecektir. Matematiksel hesaplarin bir kismi verilecek ve hesaplar

acik bir gekilde yapilmayacaktir.

3. boliimde lineer potansiyel icin DKP denkleminin minimum uzunluk altinda spin-0
durumu i¢in analitik olarak sistemi tanimlayan diferansiyel denklem bulunacaktir ve
ilgili dalga\ fonksiyonu kapal: formu verilecektir. Ayrica enerji dzdegerleri agik olarak

verilecektir. Minimal uzunlugun enerjiye katkis: agik sekilde gosterilecektir.

4. bolimde lineer potansiyel icin DKP denkleminin minimum uvzunluk altinda spin-1
durumu icin analitik olarak sistemi tanimlayan diferansiyel denklem bulunacaktir ve
ilgili dalga fonksiyonu kapali formu verilecektir. Ayrica enerji 6zdegerleri acik olarak

- verilecektir. Minimal uzunlugun enerjiye katkisi agik sekilde gosterilecektir.



1. BOLUM

DKP DENKLEMI YAPISI VE OZLELLIKLERI .

‘Bu bslimde spin-0 ve spin-1 durumlan i¢in kullamlacak olan goreli DKP denkleminin
yapist ve zellikleri verilecektir. Matematiksel hesaplann bir kisnu verilecek ve hesaplar

agik bir sekilde yapilmayacaktir.

1.1. Tanmm

DKP denklemi goreli Dirac denklemi gibi birinci mertebeden ve Lorentz degismezligine
sahip  bir denklemdir. Ancak, Dirac denklemi yarim spinli fermiyonik sistemlere
uygulanir. Birinei mertebeden goreli DKP denklemi kiitlesi m olan spin-0 ve spin-1

parcaciklar: i¢in gu sekilde verilir,

(cB.p+mc®) w(xr)=BEy(r), (1.1)
' buradja B# i¢ degisim bagmtist olarak belirtilir ve agagidaki esitligi saglar
BB +BHBYBH =g B  +5"HB* v, A =0,1 (12)

B* indirgenemez li¢ matrisle temsil edilir. Spin-0 igin 8# 5 x 5 boyutunda matrisle verilir,

0 _ ® 0 i 0 Pi ' ;
P P R
(oo
P‘(o 0 o)’p _(0 0 0 ) (1.3)

* Spin-1 igin B* 10 x 10 boyutunda matrisle temsil edilir. Matrisler (3 ve B°) asagida

taminlanan DKP cebirini saglar

BHBYBH 1 BABY B — phYBA 4 pYRBE. - e
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. Metrik tensorii p*¥ = diag(1, —1)’diir. Spin-0 durumunda 5 x 5 matrisleri §# tarafindan

verilen agik sekli agagidaki gibidir.

0 _ ® 0 i _ | 0‘ Pi . '
p(38) se(5%)  w
01 —-1 00 |
®=(10)’ pl‘_‘(o 0 0) - 148
2 (0 =10 5 (00 -1
p-.‘(o 0 0)’ PP= oo o (1.9)
 Spin-1 durumunda 10 x 10 matrisi B tarafindan verilen agik sekli asagidaki gibidir.
6 000 0 0 & O
0T 01 0 ; oF 0 0 —is; |
o __ v i_ d i
PP=lor 100l P — 0 0 0 |’ (1.10)
" 000 07 —is 0 O

S1 matrisli standart nonrelativistik (3 x 3) S = 1 matrisler, 0 sifir matrisi, I birim matrisi

gostermektedir. 0 ve 1 matrisleri asagidaki gibi verilmistir.

0=(000),e;=(100), e2=(010), e3=(0.01’), (1.11)

Burada S; 3 x 3 spin-1 matrisleri agagida tanimlanmigtir,

00 O 0 0 i 0 —i 0
s=2lo0 =], e=2{ 00 =) s=2{i0 0] amn
01 0O - 0 0 0 0 0

~ 1.2. Adjoint ve Korunumlu Aki Denklemleri

Adjoint DKP denkleminde (1.1) ve (1.2} denklemlerinden agagidaki denklem elde edilir
i WBH +my =0. T (1.13)

W = y+n0 ile adjoint spinor.igin n° = 28% — 1 dir. (1.1) ve (1.13) denklemlerinden

yararlanilarak siireklilik denklemi su sekilde verilir

o (VB y) =0, (1.14)

burada PPy, 4 vekior yogunlugunu(p = ¥B%w,j=Fhy) gostermektedir. DKP

-denkleminin fiziksel igerifini gdstermek i¢in, Gordon ayrigmasi yapilabilir ve agafidaki

gibi ifade edilir,

3

1
=By = L wpRB A - A TR a1



(1.1), (1.7) ve (1.14) denklemleri kullanilarak v = {i ve v 3 i terimlerine ayrilir.

= Fomp T (1.16)
burada
o = Foge =5 (FOHY) - (D)) (1.17)
_oy 9 i _
Pyak. =_-in;{w73£—a—lfw} Jyak, = {W(V'V) V¥ v}
ve *
Sogy = ctk—— (T8, ﬁ“]w) (1.18)

ek, = 5V (B ,ﬁ}w),jetkszi,;(———[ﬁ" B)-VAV(BAB)Y)

olarak verilir. j{f=“ her B matrisi i¢in genel degildir ve Schridinger teorisinde p ve
Jj hemen hemen aynr bicimsellik ve benzer anlatimda verilmigtir. Bu DKP mevcut
bileseni WA y dir. Diger bilesen, ( Ty = = (Petk.» Jetk. )) ,ic degisken kombinaéyohunun
ortalama B* degeri dahil bazi i¢ harcketler ile iligkilidir DKP parcaciklarinin
elektromanyetik alanda poIarizasyoﬁ yogunlugu P ile ¥ (B#, BY) v ve manyetik yogunluk’
- Mile (B A B) iliskisi, Petk. = —V.Pvejorx = %? + V AM. olarak verilir [23].

1.3. Spinsiz Bozonlar I¢in DKP Denkleminin Coziimii

DKP denklemi sab1t goziimler igeren w(r) = u(k)e %) = y(k)e=** formunda

asagidaki sekilde yazilir,
(k—m)u(k) =0, (1.19)

-burada k = Bk, ve u(k), x’ten bagimsiz 5 bilesenli DKP spinrdiir. Hamiltonyen
- formunda, (1.1) ve (1.2) denklemlerinden yararlanilarak agagidaki sekilde yazilir,

,

Hu= (8k+ %) u=Eu, ' (1.20)



burada 6 = [)30, B] dir . Hamiltonyenin matris formu asagidaki gekilde yazilir.

0 m O 0 0
m 0 —kl' —kz —k3
Hu=| 0 =k O 0 0 u=Eu (1.21)
0 -k O 0 0
0 -k O 0 0

Ozdeger denkleminin géziimiinden 3 farkll 6zdeger elde edilir. Ozdegerler £v/k2 +m?
‘ve 0 dir. O 6zdeger ¢oziimii bu spinsiz parcagiklar icin beklenen bir degerdir. Genel
bir pargacik durumunda spinlerin kendi ﬁielliklcri de goriiliir. Dénmeler altinda DKP

~dalga fonksiyonunun doniigiim 6zelliklerinden yararlanilarak, spin operatorii agagidaki

gibi ifade edilir,
Sp=i [ﬁ’,[sm] —ieumB'B™,  (k,1,m déniisiimsel) (1.22)
| 0 0
Sk-_(o Sk),- (1.23)

Burada S, 3x3 spin-1 matrisleridir. $%’ nin 6zdegeri iki kez dejenere olan 0 dzdegeriyle
birlikte 6zel bir 3 kez dejenere 2 dzdeger olusturur. Bu spin-1 ¢éziimleri S; dzdeger
-ve helisite operatorii S.k’ da mevcuttur. Yoriingesel agisal momentum ile hamiltonyen

komitasyonlari
[H,L] = —i(8 AK), (1.24)

yazulir ki bu da agisal momentumdaki eksikligi gosterir. Ciinkii, spinle Hamiltonyenin

komiitasyonu,
[H,S] = i(8 AK), - 25

seklindedir. Toplam agisal momentum (J = L+ S} korunur ve Hamilton);enle agagidaki

komiitasyon iligkisine sahiptir.
[H,J]=0. , (1.26)

Dirac durumundaki gibi, Hamiltonyen bu serbest spinsiz bozonlar helisite operatorii ile

degistirilir.

[H,Sk]=0 (ﬁ:E) o C(1.27)
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Dikkat edilmelidir, ¢iinkii bu sonug beklendik bir durumdur ve S2, 85 ve Sk degerlerinin
tim DKP spin durumlarida Hamiltonyenle komiitasyonlar: sifirdir. Dirac spin-1/2
serbestlik derecesini yansitan 4-bilegenli vektorlerdir 2 (2x 5 +1) = 4. DKP spinsiz
bozonlar yalnizca 2 serbestlik derecesinde 5 bilegseni vardir. DKP spinijfiiniin 3 alt

bilesenin varlif1 fazladan serbestlik derecesinin varhgini yansitir.
§

1.4. Spinsiz Bozonlar I¢in Formalizm

Birinci mertebeden goreli DKP denklemi skaler potansiyel U; ve vekttirei potansiyel U,?

ilé birlikte agagidaki gibi ifade edilir,

(B.kc+mc2+Us+ﬁ°U3) y(r) =B Ey(r), - (1.28)

dalga fonksiyonu,
(W% ¢ | A
y(r) = ( iu‘,‘“) ile Vfﬁst:( ) ve Var=| Az |, (1.29)
alf QD A3 ‘

burada Y;jq¢ parcacik coziimlerini, Y, ise goreli katkimn gelecegi c¢oziimleri igerir.

Denklem (1.29) denklem (1.28)’de yerine yazilirsa,

ip keWay = [(E=UR) ¢ — (mc® +Us)] wigsr (1.30a)

prkeWgy = i (me* +Us) Yoy | (1.30b)

elde edilir. Denklem (1.30) dﬁzenlenirée agagidaki denklemler elde edilir,

(mc +U) ¢ = (E—U0) p+hcV A | (1.31a)
eV = (r;ncz—i—Us) A (1.31b)
(m*+Us) o = (E-U) ¢ : (1.31c)

‘burada A(Al 1A2;A3) bir vektordiir. Denklem (1.31) da biitiin 6zdegerler de toplam agisal

momentum J = L+ § dir, yani,

L 0 '
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d 00
2 (7B°7w) =0, 133

bdylece merkezi potansiyelde bir DKP bozunu igin (1.28) denkleminin 6z fonksiyonu J2,

J3 ile 6zdegerde E, J(J + 1) ve M ile gosterilir. Beg bilegenli dalga fonksiyonu y aym

zamanda bir 6zfonksiyon oldugundan .J 2 ve J3 icin 6zdeger denklemi,

2 Wiist \ _ L st ) —J(Jx1 ( Wiist ) 1.34
J ( Yol ) ( (L+S)2 Walr ( i ) Yol ’ . )
’ Viist | _ Lawsist — Wiist )
J = ; =M 1.35
3( Vair ) ( (L3 +53) Wary ) ( War J° (1.33) _

seklindedir. Burada L? sistemin hareket sabiti degildir ve DKP spinérii olan y "de L2 ’nin
dzfonksiyonu degildir. Fakat, W54 hem L? ’nin hemde J? *nin ¢zfonksiyonudur. Eger
Wiist Uizerine etki eden L? "nin 8zdegeri lisgr (G + 1) ise Jijgp = J olur. Fakat bu vy, icin

gecerli degildir. Bu durumda dalga fonksiyonu

far(NYm(Q) )

Vi = gnr (¥ () (1.36)

iYL huis (NY]F9Q)
seklindedir. Burada ¥jy;(Q) kiiresel harmonikler, J ve Y)[;(Q) "da normalize vektor
kiiresel harmoniklerdir. Kiiresel harmonikler ve vektor kiiresel harmonikler igin agagidaki

esitlikler bulunmaktadir [23]

Y7,(Q) = Zﬂ.,u UM | LALp) Yr3 (Q) X, _ (1.37)
1 ) '
, ! A TE1NESd J+2
V. (MY 10) == (2;:_ 1) ( J;E,r) + _: f(?’)) YiM, - (1.38)
V (fu () YY) =0, o (1.39)
J N\/dF(r) J—-1 |
V. (fn](?’)Y.l}{J—l,l) = (2J+ 1) ( ];gr) S f(r)) Yium, (1.40)
) 1

s J+11\2 J 2 ‘

;YJM == (m) Yo+ (m) LGARE (1.41)

- ] 1
TN (T \PJ+I :
VYJM:(W) FYJ’~’+1’1+(21+1) S Vi o 44D
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Yukandaki egitliler \denklcm (1.31Yde kullamilarak birinci mertebeden denklemler
asagidaki gibi elde edilir, S

E-U0a =+ U, (4

R AL R T CCE N 44

é— (me?® +Us) hug y—1) = he (C—i% + Jirlfnj) , . (1-45)

[+ U oo — (E~UDgw] = — oy(Tel  IE L) (146)
+ hcﬁj(dh';];fnl - J: lth,J—l) |

Burada oy = /(J+1)/(27+1) ve & = 4/J/ (2 +1) seklindedir. Denklemleri daha

basit yapida gostermek igin radyal fonksiyonlari yeniden asagidaki gibi tanimlansin,

F .
Jui (r) = £r), g (r) = g—,gi), hngre1 = Hi;_ ), (1.47)
Denklem (1.47) kullanilarak radyal diferansiyel deﬁklem sistemi,
(E— US)F(rj = (mc® + U,)G(r) (1.48)
1 dF(r) J
_a_J'(mcz_l_Us) Hi(r)=he (#——;F(r)) (1.49)
1 dF. J+1
5 (mc® + Qs) H_y(r)=hc (# +— F(r)) ! (1.50)
1 | d J+2
[P +UF()—(E-U))G()] = ~ ay(-+—)Hi(r)  (51)
d J-1
+ hcgy (- _'f—)H—l(r)

olarak elde edilir. Denklem (1.48) , (1.49) ve (1.50) denklemleri diizenlenerek G, Hy
ve H_; fonksiyonlar, F cinsinden (1.51)’de yerine yazﬂlrsa asagidaki ikinci mertebeden
denklem elde edilir,

a* JU+1)  (E-UN—(mc*+Uy)? B _
(ﬁ_ L s )F(r) —0. (1.52)
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Radyal denklem sistemlerinde Lorentz skaler ve vektdrel potansiyelin bilindigi farzedilir.
Burada geli§tirileﬁ yontemle skaler ve vektor potansiyelin Lorentz tipi kiiresel simetrik
olmasi sartryla herhangi bir etkilesim i¢in kullanilabilir. DKP spindrleri arasmda karigik
etkilesimler ve farkl: bilegenler oldugu farzedilir. Denklem (1.36)’daki radyal dalga

fonksiyonu normalizasyon kogulunu yerine getirmek zorundadir, yani,

[ ine ) B () =1 (1.53)

burada normalizasyon kovaryant olmayan yapidadir vé diklik ozellikleri kullanilarak

- kiiresel harmonikler iiretilir. Denklem (1.53)" de verilen normalizasyon §art1[,

oo . B 1 '.
fo Re[F" (r) G(r)]dr == (1.54)

seklinde yazilabilir. Bu bilindik Klein-Gordon normalizasyon durumundan &nemli
derecede farklidir. DKP dalga fonksiyonunun ozelliginin uygulanmasin belirlemek igin

parite operatdrii gerekir. Parite operatorii IT = n°P(©) seklinde tammlidir. Burada,

100 0 0
01 0 0 0
=28%-1=}00 -1 0 0 | (1.55)
00 0 -1 0 z
00 0 0 -1

1

seklinde tamumlidir ve P yoriingesel parite operatoriidiir (P ¢ (r) = ¢ (—r))). Kiiresel
 harmonik ¥zy’in paritesi (—1)” dir ve vektorel kiiresel harmonikler Y4, ; ; ve YJ,_; ;in
paritesi (—1)"‘"1 dir. Bu nedenle parite operatorti dalga fonksiyonuna uygulanirsa,

‘ . _pl0)yp. o
Mye(e) =n°POvm) = ( Fos) ) =D aso

elde edilir. Dalga fonksiyonu iki yl.{karl li¢ agag bileseni icermesine ragmen, Wy (r) nin

paritesi (—1)” ile verilir.

Minimal uzunluk altinda DKP denkleminin incelenmesi ve DKP denkleminin spin-0 ve

spin-1 i¢in ¢6ziimleri diger boliimlerde verilecektir.



2. BOLOM

" DKP DENKLEMININ LINEER POTANSIYEL ALTINDA SPIN-0 COZUMLERI

‘Bu boliimde lineer potaﬁsiyel icin DKP denkleminin minimum uzunluk altinda spin-0
durumu igin analitik olarak sistemi.tamimlayan diferansiyel denklem bulunacaktir ve
ilgili dalga fonksiyonu kapal formu verilecetir. Ayncd enerji Ozdegerleri agik olarak

verilecektir. Minimal uzanlugun enerjiye katkis: agik bir sekilde gosterilecektir,

2.1, Minimum Uzunluk °

Minimum uzunluk altinda bir boyutlu kuantum mekanigindeki konum ve momentum
operatdrieri arasindaki kanonik komiitasyon iligkisi biraz deforme edilmektedir,

Heisenberg cebrindeki deformasyonlardan en basit yapis: asagidaki gibi tammlanur,

IX,B] =in(1+Bp%), @2:1)

burada B > 0 kiigiik deformasyoﬁ parametresidir. Denklem (2.1)’i tanimlayan £ ve p

operatdrleri agagidaki gibidir,
£ =i[(1+5p%) - +177]
.I i ap . El
P=p, (22)

burada y sabit bir sayidir. Denklem (2.1)’de verilen esitligin sonucu olarak Heisenberg

belirsizlik ilkesinin en genel hali
(AX)(AP) > 51+ B(AX?)] | @3
olarak verilmektedir. Denklem (2.3) yardimiyla konum uzayindaki minimum uzunluk

(AX)min =1/B : (24)
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olarak elde edilir. Denklem (2:2)'de verilen operatorlerin yardimiyla iki dalga

fonksiyonunun i¢ g:arp1m£ i¢in asagidaki iligki tanimlanur,

Foo '
= (1+pp)'

En genel haliyle vektor ve skaler potansiyellerle birlikte DKP denklemi denklem (2.2) 3.

(). e

_boliim ve 4. béliimlerde spin-0 ve spin-1 ¢éziimleri igin kullanilarak enerji 6zdegeri elde

" edilecektir.

-2.2. Minimum Uzunluk Altinda DKP Denklemi

Minimum uzunluk altinda DKP denklemi normal formu ile aymdir. Fakat sadece DKP
denkleminde kullamlacak konum ve momentum yerine denklem (2.2)’ de verilen konum

ve momentum operatorleri kullanilir. En genel haliyle serbest DKP denklemi
LeBp+mct ¥ = infdw. . (.2.6)
§ek1inde verilir. Denklemde bulunar matrisler agagida tanimlanan DKP cebrini saglar,
CBEBYBBHBYBE =gt g B, (wvA=01) @)
~burada kullamlan g*¥ Minkowski metrigidir.‘Spin-O durumunda B* matrisleri 5 ><-5
- boyutundadir ve spiﬁ-l durumundg B* matrisleri 10 x 10 boyutundadIf.

Kiitlesi m olan serbest pargagigin skaler veya vektor bozonu i¢in DKP denklemi agagidaki

gibidir,
(B'pe+md® +Us+ B0, ¥ (p) = OER(p). 2.8)

Denklemdeki B matrisleri

0__ @ 0 ' 6 plE
o-(8 D)r-( 4 )

olarak verilitler ve burada 0,0, 0 sirastyla 2 x 2,2 x 3,3 x 3 sifir matrisleri
{01 1_{-1020
9—(1 0)"’ —( 0 0 o)

2 _ 0 -1 0 3; 00 -1
p—(o 0 o)”’"(.oo 0) @10)
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seklindedir. Denklem (2.8)’i saglayan y(p) spin-0 durumu igin 5 bilesenli spin-1 durumu
icin 10 bilegenlidir. -

(cB.p+mc*+TUs+BO.U%) w (p) = B°Ev (p) @.11)

DKP denkleminde skaler ve vektorel -potansiyeller i¢cin spin-0 igin durumunda lineer

potansiyeller agagidaki gibidir
U =8(x)=2Ax, Uy=V(x} =kx ' (2.12)
burada konum operatériinii denklem (2.2)'de \\/erildigi gibi
. | N
X=ih|(l+ap )a—-l—}’p . (2.13)
P
olarak alinacaktir. Beg bilegenli dalga fonksiyonu
P(p)" = (m1,m,n3,n4,m5), (2.14)

- seklindedir. Dalga fonksiyonu (2.11) denkleminde verilen lineer diferansiyel denkleminde

S=0 i¢in matrisi yerine yazilirsa

i
{( 0 p )pc-i—mcz—l—ihl

2
(1+ap2)—+yp}

—pr 0 Ip
® 0/, 2y 0 _
+( 0 0) (zhk[(1+ap )%-f-'}fp} —E)}‘P(p)_o (2.15)
' elde edilir. Matrisler agik olarak yazildiginda asagidaki denklem elde edilir,
00 -1 0 0\,
00 0 00 P
[ 1 0-0 00 pc+mcz+ihll:(l+ap2)~-a—-|—yp
00 0 0O : p
00 0 00)
01000
1 0000 r P . ‘
+1 0000 0 (ihk (l-l-ocpz)a—_-l—'}'pJ —E)]‘:‘[’(p):o (2.16)
00000 I p ! |
00000 '

‘Matris i§1efnleri yapildiginda

—pcng ny { m kxna Eny

0 Ry Ry kxnq “En 1 '
peny +m? | ng | +Ax ny |+ 0 } = 0 2.17)
0 4 R4 0 0

0 Rs Rs 0 0
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bulunur. Denklem (2.17)’ den yararlamlarak bes lineer diferansiyel denklem elde edilir.

Bu denklemler asagida verildigi gibidir,

—pcng —Ilmcznl +Axny+kxny = Eng, (2.18a)
mctng + Axng +kxny = Eny, . (2.18b)
peny + mcins+Axny = 0, (2.18¢)

mcina+ Axng = 0, | (2.18d)
\ mc*ns+Axns = 0. (2.18¢)

" Elde edilen bes lineer denklemi ¢zmek icin diizenlemeler yapilirsa, lineer denklemler

pcn_1+(m62+).x)n3 = 0, | \7 (2.192)
(mc®+Ax)ny = (E—kx)ny, (2.19b)
—pens+(mc® +Ax)ny = (E —kx)ny, (2.19c)
(mc®+Ax)ny = 0, | . (2.19d)
(mcz-l—?ux)ns = 0. : (2.196)

halini alir. Denklem (2.19d) ve (2.19¢) yardmmiyla n4 = 0 ve ns = 0 bulunur. Diger ii¢ ‘
‘denklem ise lineer bagiml bir yapiya sahiptir. Bu nedenle n; ve n3 bilesenleri n; cinsinden
_ ifade edilecektir. Denklem (2.19a) kullanilarak 75’ iin degeri agagidaki gibi bulunur,
—___Pc
n3 = sy +/,an1. | - {(2.20)
Benzer olz;rak (2.19b) denklemi kullanilarak ny igin agagidaki esitlik elde edilir.

E—kx
Ry = (m)ﬂl. (221)

Dcnk}em 2.20) ve (2.21)’de bulunan degerler (2.19¢c) denkleminde yerine yazilirsa

s

[P + (nc® + A2~ (E—kefIm =0 2.22)

elde edilir. Minimal uzunluk ifadesini ekleyebilmek igin (2.22) denkleminde konum

operatdrii yerine (2.13) denklemindeki degeri yerine yazilirsa asagidaki denklem bulunur,

P2+ (mc? +inA[(1+ apz);—p +vp))? — (E — irk[(1 + apz)% + '}’p])'2 n = (@.23)
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Denklem (2.23) olduk¢a karma§1k bir yapiya sah1pt1r Bu nedenle literatiirdeki 9a11§ma1ara
benzer oIarak y = 0 alinarak daha basit bir denklem elde edilebilir. Boylece dlferanmyel‘
denklem daha basit bir yapida ifade edqeblhr. y = 0 alinarak ve biraz diizenleme yapilarak
asafidaki denklem kolaylikla bulunur,

| PP +mPct + 2in(Ame® + kE)[(1+ apZ%)] _

(A% =13 |(1+ Oﬂpz%)]z n =0. | (2.24)

D1ferans1yel denklem1 gozmek icin denklem (2.24)’de degisken donu§umu a§ag1dak1 g1b1 _

seglleblhr

1
p=7?mmmw@> - (225)

Denklemde p doniigtimii yaplhrsa, ikinci mertebeden diferansiyel denklem

2 2 2
[—tan (‘fp ) +mc2—E2+2ih(mczl+Ek)%-——hz( kz)—}il 0 (226)

olarak bulunur. Denklemde diizenlemeler yapilirsa agagidaki dénklem elde edilir,

2 : 2 L o2 _E2
dz _2;?1(2mc A+Ek} d, ctan 2(\/—p)( ) n21 ¢t —E ni=0. 2.27)
apc . R*(Ar—k%) dp ho R (A2 —k2) -
Iglcm kolaylig1 olmas i¢in bazi kisaltmalar yap11ab111r ve kisaltmalar,
m2ct — 2 0= mc?A +Ek 5= ¢
TG  WaR =1 T hay/ (=)

olarak tamimlanmustir. Kisaltmalar kullamlarak denklem (2.27)agagidaki sekli alir,

(2.28)

e d 2, 2 | - a2
[d_;ﬂ“me\/aag_aé‘; tan (ﬁp)—as] ni(p) =0. (2.29)

Denklem (2.29)’un ¢6ziimii - icin uygun dalga fonksiyonunun segilmesidir. Dalga
~ fonksiyonu segiminde en onemli dzellik fiziksel olmasidir. Yani p—0vep—o
durumlarinda dalga fonksiyonu sonlu olmalidir. p(p — 0) ve p(p —+ o) durumlarinda

p sonlu yani n; sonlu kalmalidir. Bu durumda ny i¢in agagidaki gibi segilebilir.
ny = €V f,(p) o (2.30)

Denklem (2.29)’ da dalga fonksiyonu kullamilirsa, diferansiyel denklem

) | |
o3+ (60— ae) — (@St (VGp) | (P = @2.31)
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olarak elde edilir, Denklem (2.31) bilinen bir diferansiyel‘denklem formunda degildir. Bu
nedenle f,(p) fonksiyonu igin |

70 = cos* (Vap)ea(p) . en

tanunlanirsa ve denklem (2;31)7 de kullanilirsa; diferansiyel denklem agagidaki gibi elde‘

edilir

aa_:z ~zm/amn(s_/ap)% +a[v(v—1) - 8%tan*(v/ap) + a(6% —e V) [ ex(p) = 0.

2.33)
Denklem (2.33)".in tigtincil terimi igin
| v(v—1)—82=0, | | (2.34)
2
_ (1—|—\/12—l—45 } (2.35)

almarak tan’ /cip terimi yok. edilir ve denklem (2.34) yardimiyla v ve § arasinda bir
iligki kurulmusg olur. Bu durumda denklem (2.33) agagidaki gibi _eide edilir,

, F
o a—aﬁ—ZVﬁIan(ﬁp)%a-a(ez-e—v) &(p) =0. (2.36)

Denklemin bilindik diferansiyel denklem formuna cevrilmesi icin agagidaki degigken

doniisiimii tanimlansin

z = sin(vap). 237
Denklem (2.37)’min denklem (2.36)’da kullanilmasiyla agagidaki bilindik denklem elde
edilir
2 d 2
(1—z )——(1+2v)zd—z+(9 —e-—V)|&(p)=0. (2.38)

Bulunan denklem agagidaki Gegenbauer diferénsiyel denklemine benzemektedir.

: 1-2% 1 42v)e L sn (4 2v)
Z de Zdz nin ;

&,(p) =0. ~ (2.39)
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Bulunan (2.38) denklemi Gegenbauer diferansiyel denklemine benzediginden dolayi
(2.38) denkleminin 3. terimi ile Gegenbauer diferansiyel denkleminin 3. terimi arasmda

agagidaki gibi bir baglant1 kurulur ve gerekli iglemler yapilarak enetji 6zdegeri elde edilir,
02 —e~v=n(n+2v) (2.40)

Asafdaki kisaltmalar kullamlarak

mct — E? ) +Ek 5
L e— = ——.—-’ 5 = 2.41
hz_(x(lz—k2) hi/o(A% —k2)’ hoi/ (A2 —k2) (. )

-ve denklem (2.35) kullanilarak denklem

2
I+ \/1 —i_zt(fzclc\/ii—k2 )
2

(2.42)

V=

halini alir. Bu durumda denklem (2.40) deki esitlikte verilen degerler yerine yazilirsa

(mc®A+EK)?  mPct— B2 1+\/1+4 rovirE)
2a(A2 -2 Ra(Al-12) 2

, 1+, /1+4(—5—=)?
-—n(n’-i—2( \/ 2ha A__k.

) (2.43)

halini alir. Denklemlerde bifaz diizenleme yapilirsa,

(mc*A +Ek)?  mict —E? 1 4¢? i 20 +1
- —{=4 i+ 2.44
*a(A2—k2)?  RPa(A2-2) - G+ h2a2(/12 2yE " * @49

elde edilir. Denklemin sol tarafi ayni paydada toplanirsa agagidaki esitlik elde edilir,

2), - EBY? — (m2ct — E2)(42 — , 42
(mc*A + k)2 (m*c )( kz)—(—+n) 14— ¢ _
Rea (A2 —k2)2 .2 heo2(A2 - k2)2
| w2+ 2L 0ds)

2

Enerjiyi bulabilmek icin denklem (2.45) den yararlanllabaktlr ve bir dizi isglem
yapilacaktir. Denklem (2.45) de payda esitlemesi yaplhrsa

[(mc?A + Ek)? — (e~ ED(32— ) - (3 +1)0(22 )} \/hzaz —12)+4c?
‘ Rra(A? - k2)2

. / 2nf—|-1
”2
2

, (2.46)
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Enerji ifadesini elde edebilmek icin bazi iglemler yapilirsa

(mA +Ek)? — (m*c* — ED(A*-1)— (% +1)B(A? —-kz)%\/hzocz(lz — k2) 4 4¢?

= AN -RY 4 Ral + )=, 2.47)

(mc?A +Ek)? — (m%“-Ez)(zz—kz)—(%+n’)h(12—k2)%\/h2a2(,12—kZ)+4c2

201, Na2 2 Ha,,, 2
= ran®+n)A* -1 +—( — k)2, (2.48)

(mc2A + ER)?: — (mzc"—Ez)(}Lz—kz)—(%+n’)h(12fk2)%\/h2a2(12—k2)+402
= (n’2+n’+%)hza(ﬂ-k?)%fg(ﬂ_ﬁ)z. . (2.49)

elde edilir. Denklem (2.49) de denklem (2.50) tantm yapilir ve kullanilirsa

n24n + i =n? _ (2.50)

alirsak,

(mc®A +Ek)? — (m?c* —E)(A?—K?) — (% +2))B(A? - K2)3 \/hzaz(zz — k%) +4c?
: ' . 2 _
= R -BP+ W22 @s)

denklemi elde edilmis olur. HAl4 enerjiyi agik bir sekilde elde edilememistir. Denklem
(2.51) diizenienerek

mAc*)? +.2m£'2Eﬂ,k+E2k2 —m2 A+ PP + E2A2 — B2

Vo onpa2 3333 2 20 o L aa 25202 i2v2 . B0 La o
= (5 + A2 — IR 0202 — 2) 4402 = PR2a(A2 - ) + 227 -)es2)

(mc*+EAY — (% (A=) [RR02 (A2 — ) +4c2

: "o
= 2h2a(A?—k2)2+—4~(12—k2)2. (2.53)
gL C (.54

(2.54)’de yapilan tammlama denklem (2.53) de kullamlirsa ve gérekli matematiksel_

islemler yapilirsa

. (mck+ EAY> —nh(A? — )1 /120202 - 12) 1+ 4c2

el
= PR (A2 —k2)2+h—49-(12—k2)2 2.55)
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i

(mc*k+EM)?

. ) _
= nh(A2 —K%)2 \/hZaZ(ﬂ ~k2) +4ct + P o(A* - k)" + 343(12 —k*)2. (2.56)

elde edilir. Denklem (2.56) de enerji ifadesi yanliz birakilirsa agagidaki gibi bulunur

1
2_ g2 20 ny/RPo2(A% —k2) 4422
2k u!2h2a+ha+ v @57

E= —-mc 7 + /K 1 TR
DKP denkleminde minimial uzuntugun katkis1 spin-0 igin, (1+1) boyutta lineer vektor ve
skaler potansiyel igi;l hesaplanmigtir. Hesaplama sirasinda potansiyel trigonometrik bir
‘potansiyele doniitiiriilmiigtiir. tan?(/&p) potansiyel.sorunu degigken degisimi yapilarak
giderilmigtir. Bu potansiyel yiiksek enerji durumlan igin +£./a kare smurlan igine
yerlestirilmistir. Enerji n ile artar ve n ile artan enerji 6zdegerindeki sapma #? bagimh
teriminin katkisini gosterir. Bu katk: yiiksek enerji alaninda kisitlamay: ve iyi bilinen
gorecelik teorisini agiklamaktadir. Uzay deformasyonu fiziksel sonuclan etkiler. Ayrica
enerji Ozdegerinin difer bir 6zelligi ise biiylik n degerleri icin enerji arahig: siireklidir.
Dolayisiyla bizim sorunumuz biiylik n igin \/E|L’l'2k;k-2—)] frekans: ile goreli olmayan
harmonik osilatérii tarif edilebilir. Enerji spektﬁrurhu o parametresi ile dogru orantilidir
ve enerjiye minimum katki s‘aglam1§t1r.'Enerj iyi artirict bir etkisi vardir. Skaler ve vektorel
katkilar ayni ise enerjinin katkisi ayirtedilemez. » = 0 oldugu durumda da minimum
uzunluk altinda enerji bulunmaktadir. Son olarak limit o = 0 iken enerji spektrumunu

azaltir.



3. BOLUM

" DKP DENKLEMININ LINEER POTANSIYEL ALTINDA SPIN-1 COZUMLERI

"Bu béliimde minimal uzuniuk altinda DKP denkleminin lineer potansiyel sistemi spin-1 -
durumu i¢in analitik olarak sistemi tammlaiyan diferansiyel denklem elde edilecek ve ilgili

dalga fonksiyonu kapal formda verilecektir. -

3.1. Minimum Uzunluk Altinda DKP Denkleminin Spin-1 I¢in Incelenmesi

Burada §# (u = 0,1,2,3) i¢ degiskenlerdir. Spin-1 pargaciklart i¢in B# 10 x 10 matrisleri

olmak iizere, matrisler

0 000 0 0 ¢ O
0" 010 . 0f 0 0 —is

o _ t i_ i

FP=1aor 10 0 F=1_e 00 o @D
0" 0.0 0 07 —is; 0 0

0=(000), e1=(100), e=(010), e3=(001), (3.2)

§ekliﬁdedir. Burada §; 3 x 3 spin-1 matrisleri agagida tanimlandig1 gibidir,

: 00 O 0 0 i 0 —i 0
A 7
S1=73 00 —i |, s»= 5 0 0 -], s= Z— i 0 0 (3.3)
, 01 0 - 0°0 ' 0 0 ¢

Birinci mertebeden goreli DKP deﬁklemi skaler potansiyeli Uy ve vektorel potansiyel U,

ile birlikte agagidaki gibi verilir,
(B'pe+mc? +Us+ BOU,)¥(p) = B'EY(p). G

DKP denkleminde skaler ve voktorel potansiyeller i¢in S=1 durumunda lineer

potansiyeller agsagida verildigi gibidir,

U = Sx)=4x, U, = Vix)=kx. (3.5)
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e

Konum 6perat6rii asagidaki (3.6) esitliginde verildif’;i gibidir,
o 22
X = ik|(l+op )a——l—yp . (3.6)
2
10 bilinenli dalga foﬁksiyonu (3.7)’ de verilmistir.
T(p)T = ((P:AlsA27A3:B] 3321837C11C27C3)‘ (37)

S =1 igin 10 x 10 matrisi denklem (3.4)’ de yerine yazilirsa,

0 0 & 0

0 000
110 0 0 —is 2 0" 01 0 N :
[ —e; 0 0 o |PeEmEHAxt| gropog g [K|F()=0 G
0" —is; 0 0 T 00 0

seklini alir. Bulunan yeni esitlikte (3.7)’ de verilen dalga fonksiyonu yerine yazilirsa,

Ay
0 0 e 0 6 000 Az
(_)T 0 0 —iS,‘ 2 OT 010 Bl
[ ¢ 0 0 0 pc+mc”+Ax+ T 00 kx| B, =0(3.9)
07 —is; 0. 0 of 0 0 0 B3
C
8}
\ G/
(3.9) denklemi elde edilir. (3.9)’da gerekli iglemler yapilirsa,
([ pBL
s AEA ANEANES
—ihipe(C1+C3) Aq Ay kxBy : EBy
V2 Ay Ay kxBy, | | EB,
—ihpcC
_I\)iLl Az | Aj kxBs EB;
—pco 2| Bi B, kxAr || | EAy
o - * mc By +Ax By + kxAs - EA, (3.10)
_hom : B3 By kxAs EA;
—ihpcAy
—ifipc(A1+A3) 4 ) Cy 0 0
—iﬁ/_gzc Ap ) \ G ) \ C3 ) \ 0 ) \ 0 )
2 .

\ "

sonucuna varihr. Bu egitlikten ise 10 lineer denklem elde edilir. Bulunan lineer denklemler
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agsagida gosterildigi gibidir,

peBl + (mP+2x)¢ = 0, |  (.11a)
—lh‘\u/cicz+(mc2+lx)A1 — (E—k)B, (3.11b)
_mﬁ%ﬂﬂmcqlx)& = (E—kx)Bs, (3.11¢)
zh;\)/c_Cg +(mt+Ax)A;s = (E—kx)Bs, (3.11d)
—pcg+(m+Ax)B; = (E—lkx), G.1le)
(mc® +Ax)B; = (E—kx)A,, 3.11H)
(mc +Ax)B3 = (E—kx)As, - (3.11g)
‘hl\’/cfb +mE+AxC = 0, 3.11h)
_Wﬂmczﬂ,@@ Y | (3.11i)
—lh‘\p/c;z—l—(mcz+lx)C3 = 0. (3.11j)

Bulunan 10 lineer denklemde agagidaki kisaltmalar yapilirsa,
0" = (A2,43,B1) ®" = (B2, B3,A1) 7 =(C3,—C3,9) (3.12)

Bulunan 10 lineer denklemlerde kisaltmalan uygulayabilmek i¢in uygun gruplandirma

islemi yapilirsa, | . ﬂ
peBy+{mc* +4x)¢ = 0, (3.13a)
hpc(Ay +A
%—l—(mc +A%)C = 0, (3.13b)
—’h*’\’/c;2+(mc2+xx)c3 = 0. - (3.13¢)
— |
—M—I—(mcz—l—lx)flg = (E—kx)Ba, (3.14a)
V2
ihpcC
—’i’/cizju(mczﬂx)&‘: (E — kx)Bs, (3.14b)
—pch+(mc* +Ax)B, = (E—kx)A;. (3.14c)
ihpcC
~%_02—2+(mc2+/1x)A1 = (E—k9B,, (3.152)
(m*+Ax)B; = (E—kx)Ag, (3.15b)

(m*+Ax)B; = (E—kx)As. (3.15¢)
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ihpcAy
V2

elde edilir. Yapllén gruplandirmalarda

+ (m*+Ax)C, = 0. (3.16)

o7 = (Ag,A3,B1) @ = (B2,B3,41) O = (C3,—C»,9) (3.17)

klsaltmalanni yapilirsa, dsagidaki lineer denklemle} elde edilir.

pcqo—F(mc2+’ﬁ,x)® = 0, ‘ | (3.18)
(m+Ax)® = (E—kx)o, (3.19)
\ —pc®+ (mc*> +Ax)¢ = (E—kx)®. (3.20)

Ug lini?er deklemi tek lineer denkleme indirmek igin denklem (3.18)’da O degeri (3.19)de
@ yalmiz biraklilrsa ve yalniz ‘b1rak1lan ifadeleri deﬁklem (3.205 de yerine yazihirsa ii¢
lineer denklem tek lineer denkleme indirgenir. (3.18), (3.19) ve (3.20) denklemlerinde
gerekli islemler yapilarak a§a§1daki denklem elde edilir,

[-pzcz + (m® + Ax)? —(E—kn) o =0. (3.21)

Bulljnan lineer denklem denklem (3.6)’da kullamilarak agsafidaki denklem elde edilir

PP+ (mc +ind (1 +ap2)%+ 1p))? — (E — ihhik](1+ apz)% +7p])*¢ = 0(3.22)

Bulunan yeni denklem ¢ok karmagik bir yapiya sahip oldugu igin literatiirdeki ¢aligmalara
benzer olarak y = 0 almir. Boylelikle denklem karmasasindan kurtulmus olunur ve

islemler yapilirsa agagidaki denklem elde edilir. Bulunan yeni denklemi ¢6zmek igin p

doniigtimii yapilirsa,

tan?(vAp)c? 2 2 o 2‘ YY) d
e ~ B+ 2ih{me A+ ER) 1oy = W —ﬁ)% =0 623)

elde edilir. Bulunan yeni denklemde,

. 1 ,
) | p = ﬁarctan(\/ap) (%.2'4)

doniigiimii yapilirsa yeni denklem ikinci dereceden diferansiyel denklem olarak bulunur



P2+ mPct — E? 4 2ik(mc* A +Ek)% — (A2 — kz)-——] ¢ =0. (3.25)

Denklem diizenlendifinde agagidaki denklem elde edilir,

“ L

d? _ 2ik(mc*A +Ek) d c*tan?(\/ap) B m?c* — E?
dp? hz(xz—kz) dp  RHA?-k2)  R(A2-i2)

]¢=0 (3.26)

 iglem kolaylif olmam icin (3.26) denklemmde a§ag1dak1 g1b1 kisaltmalar yap1l1rsa

—E?  mctA -|— Ek ‘ c: .

N - hm(;L2 —k2)’ T a/a(A2—12) ° T kg A2-1) (3.27)
ve kisaltmalar denklem (3.26)da kullanilirsa denklem (’Jj .28) elde edilir,
d? d ‘

| {Eﬁi~2i9ﬁd—p-—a32tanz(ﬁp)—a8](Ib =0. (3.28)

(3.28) denklemini ¢6zebilmek icin uygun bir dalga fonksiyonu segilmelidir. Dalga
fonksiyonunun fiziksel olmas1 gerektigi igin (3. 29)’deki gibi secilir. Denklemin fiziksel
olmas1 demek p — 0 ve p — oo durumunda dalga fonks1yonu sonlu olmasidir. Dalga

fonksiyonu asagidaki g1b1 almablhr

9(p) =€V 1, (p) (3.29)

Secilen dalga fonksiyonu ile (3.28) denkleminde defigken déniisiimii yapilirsa,

2 . ’ E
a—i)j—l—(ezoc—ae)—(ocaztanz(\/ap) flp) = o. (3.30)

bulunur. Bulunan denklem bilinen formatta olmadig i¢in,
HP) = cof(Vap)e(p) (331
(3.30) denklerﬁinde tekrar bir doniigiim yapilirsa,
? L (e
!W - v\/Etan(\/Ep)% + a[v(v—1)—8tan*(vap)
+ q(éi— e—v)|&ip)=0 . (3.32)
Yeni.deﬁklem yukarida verildigi gibi bulunur. Bulunan (3.32) denkleminde liclincii terim

viv—1)—82=0 (3.33)
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_(1+V1+487)
N 2

(3.34)

seklinde alimarak yok edilir ve bu ifade ile v ve & arasinda bir baglant: kurulmusg olur.

Denklemde-ti¢iincii terim yok edildiginde yent denklem (3.35) verildigi gibi bulunur
a—Z—ZV\/Etan(\/Ep)i—l—a(Gz—s—v) e(p) = 0 (3.35)
dp? x p . " ' '

Bulurian son denklemin bilinen forma gelmesi i¢in asagidaki degisken doniigiimii yapilir,

z = sin(+/ap) ' - (3.36)

(3.36)’de tanumlanan doniisiimiin (3.35) denkleminde kullanilmasiyla

‘ 42 . d )
[(1—Zz)d—zz—(l-i-ZV)zE-i-(ez—E—V)] e,,(p) = 0 (3.37)

(3.37) denklemi kolaylikla elde edilir. Elde edilen (3 37) denklemi asagida verilen

Gegenbauer diferansiyel denklem yaplsmdadlr

2
[(1 2 )j 7 —(1 +2V)zd‘dz‘+n'(n' +2v)J &(p) =0. (3.38)

Elde edilen (3.37) denklemi Gcgénbauer yapisinda oldugunda dolayi (3.37) denkleminin
3. terimi ile Gegenbauer diferansiyel denkleminin 3. terimi arasinda asagidaki gibi bir

baglanti kurulur ve gerekli islemler yapilarak enerji kolaylikla bulunur.
0> —e—v=r'(n +2v), (3.39)

Daha once elde edilen asagidaki kisaltmalar agagidaki gibidir.

2.4 2 2
—E A+Ek

= e N i S JE S (3.40)

FE(AZ —k2) hya (A2 —k?) ho/ (A2 —k2)

(3.34) denkleminde (3.40) de verilen kisalmalar yerine yazilarak islemler yaplllr.
1+ 14-4( 2)
v= v 2”’ Y (3.41)
- (mc*A+ER?  mPct B2 1+\/1+4(m)2
*a(A2-k2) Ha(l2-r2) 2
, 1+, /14+4(—5—=)?

=n'(n +2( Y 2’* U ) © (342)
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Yeni denklem yukandaki gibi olur. Gerekli islemler yapilirsa,

(mc*A +Ek)?  mic*—E? 11 4+ 4c?

Ro(A2—k2) Ha(d2-k) 2 2 R o2(A2—i2) -
4¢?

hzaz(lz k2)’

:n’2+ﬁ’+n’\/1+1+  (3.43)

(3.43) denklemi elde edilir. Elde edilen yeni denklemde karekoklil ifadeyi ayni tarafa

alinip iglem yapilirsa,
(mc*A + Ek)? it B2 1 4c2 Iy on + 1
‘ - —{=+ l+—5——F—-=n"+ ,(3.44
2a(A2—k2)  Ra(A2-i2) z+n) W o2(A2 —k?) § (B:44)

Yeni denklem (3.44) seklinde olur. (3.44) denkleminin sag tarafi ayni paydada toplanirsa
(3.45) denklemi bulunur

(P + Ek)? — (m2c* — E2)(A? — kz) (L +n)n(A2 — 2 \/h2a2 —k2) +4c2)

20(A2 — k2)?
—2 2 )
| Enerjiyi bulabilmek i¢in (3.45) depkleminde gerekli iglemlcl; yapilirsa,
(mPA+EE)? — (mPct—EH(A-1) - (; -7 \/hzaz — k2) +4c?
= n?Ra(A -2+ Ko + < )(/lz-kz) | (3.46)

| (mc®A +Ek)? — (m204—E2)(3«2—k2‘)—(%+n")h(.12—k2)%\/h2a2(12_k2)_|_462

= h2a(n’2+n’)( — 22+ (lz—kz) ‘(3.47k)

(mc*A +Ek? — (m204—E2)(7»2—k2)-(%—I—nf)h(lz—kz)%\/hZQZ(AZ_]Q)_|_4c2
A f. f 2
= (247 + %)fhza(lz —RY+ %@2 SRR (348)

bulunur.

r

niin 4= - (3.49)
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Bulunan (3.48) denkleminde iglem kolaylif1 olmasi i¢in yukaridaki kisaltma yapilirsa,

(A +ER? — (mz'c‘*—Ez)(ﬂ—kz)-(%+n’)h(12-k2)%\/h2a2(/12_k2)+4c2

2 N
= PR a(A?—k?)? +h—4~( S (3.50)

esitligi elde edilmis olur. Enerjinin agik sekilde elde edilmesi igin terimler acilirsa

M A2 4 2mPEA + E*E — mPc* A2 + e + B2 A2 — B2

(3 +# 02~ )1 R0~ ) 44 = it ap -2 + L2 22— sy

ilk ve ikinci terimlerin islemieri yapilirsa,

1 I , 7
(P + EA)2 = (5 +n A2 — )}/ 02 (A2 — i) +4c =
252 22 g 2v2, O 2
oA —I2) + ( — k) (3.52) -
elde edilir. Bulunan denklemde asagidaki tammlama yéplhr_sa, ,

1 —I—§=n (3.53)

(mc*k+EAY: —nh(32 = I2)14/1R02 (02— 2) + 4¢2 =
e | 2 |
n?rta(A? -ﬂ%%”(ﬂ—ﬁz (3.54)

] 1
~ denklemi bulunur. Bulunan denklemde birinci terim yanliz birakilirsa,

(mcPk+EA)? =

2 ,
\/ HEO2(A2 — k2) + 42 + n?RP (A2 — K2)? + h—g(zﬂ —)?  (3.55)
(3.55) denklemi bulunur. Sonug olarak enerji 6zdegeri agagidaki gibi elde edilir

Lk A2—p? 20 ny/RPa2(A? —K2) '+ 4c?
) k{nzhza_l_ha;'_ \/ (A2—k2)

E=—mc T 7 1 e

1
Z

(3.56)

DKP denklernmde minimal uzunluun Xatkis: sp1n1 icin (1+1) boyutta lineer
~ vektor ve skaler potansiyel icin ¢oziimleri yapllarak enerji dzdegeri elde edilmistir,
Islemler sirasinda potansiyel trigonometrik bir potansiyele déniigtiirilmiistiir. tan?(/ap).
potan’siycl sorunu degigken degisimi yapilarak giderilmigtir. Bu potansiyel yiiksek enerji

durumlen i¢in +Z./a kare siirlan igine yerlestirilmigtir. Enetji n ile artar ve n ile
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artan enerji 6zdegerindeki sapma »? bagimli teriminin katkisim gosterir. Bu katk: yiiksek
enerji alaninda kisitlamayi ve iyi bilinen gorecelik teorisini agﬂdlyoy. Uzay deformaéyonu
fiziksel sonuglan etkilcr. Ayrica enerji 6zdegerin diger bir 6zellidi ise biyiik n i¢in enerji
aralify siireklidir. Dolayisiyla bizim sorunumuz biiyiik n igin /& |E{ﬂ| frekans: ile
goreli olmayan harmonik osilatorii tarif edilebilir. Enerji spekturumu o parametresi ile
dogru orantihidir ve enerjiye minimum katk: saglarmgtir.Enerjiyi artmci bir etkisi vardir.
* Skaler ve vektorel katkilar ayn1 ise enerjinin katkis: ayirtedilemez. n = 0 oldugu durumda
da minimum uzunluk-altinda enerji bulunmaktadir. Son olarak limit ¢ = O iken enerji

 spektrumunu azaltir.




4.BOLUM

SONUC, TARTISMA ve ONERILER

‘Géreli DKP  denkleminin ¢oziimleri bozonik pargaciklarin  etkilesmelerinin
tamimlanmasinda dnemli rol oynamaktadir. Son yillarda Spin-O ve spin-1 hadronlarimn
cekirdeklerle eﬂdle§imi birinci mertebeden goéreli DKP denklemi ile incelenmistir.
DKP denklemi tipki goreli Dirac denmklemi gibi birinci mertebeden ve Lorentz
degismezligine sahip 'bir denklemdir [43]. DKP’nin bilyiilk cebirsel karmagiklig:
nedeniyle Klein-Gordon ve Proca denklemlerine gore g6z ardi edilmigtir. DKP
denklemi yapst geregi Klein-Gordon denklemine goére etkilesmeleri tanimlamada’
daha basarilidir. Bu nedenle mezon-cekirdek etkilesmeleri igin DKP modeli alternatif
¢bziim yontemi olarak kullanﬂmlgtlr [21). Mini.mum uzunlu‘k formalizminin katilardaki
toplu uyarilmalar ve yarl-pargamklaf gibi nokta-yapida olmayan pargacilarin ya da
niikleonlarin ve gekirdek ve molekiiller gibi kompozit pargaciklan tamimiamak igin
etkin bir teori saglayabilecegi diisiiniilmektedir [28-30, 54]. Bu durumda minimum
“uzunluk, diigiiniilen sistemin yapisinin i¢ &lgek karakterizasyonu ve sistemin sonlu bir
biiyiikliigii olarak diisiintilmektedir. Spin-0 ve spin-1 durumlan i¢in kullamlacak olan
goreli DKP denkleminin yapisi ve dzellikleri verilmistir. Matlematiksel hesaplarin bir

kismu verilmigtir ve hesaplar agik bir sekilde yaziimamigtir.

Lineer potanéiyel igin DKP denkleminin minimum uzunluk altnda sbin—O .\'/e spin-1
durumlan igin analitik olarak sistemi tanimlayan diferansiyel denklem bulunmugtur ve
ilgili dalga fonksiyonu kapali formu elde edilmistir. Ayrica enerji $zdegerleri agik olarak
verilmistir. Minimal uzunlufun enerjiye tatkis1 agik bir sekilde gosterilecektir. Her iki

durum icinde enerji ﬁ_zdegerleri birbirine egit oldugu goriilmiistiir.

Bu §a11§mada' DKP dénlglt?mil}de minimal vzunlugun katkilari spin-0 ve spin-1 durumlan
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igin (14 1) boyutta lineer vektor ve skaler potansiyel ¢oziimleri ayr1 ayr1 hesaplanmugtir.
Hesaplamalar sirasinda potansiyeller trigonometrik bir potansiyele doniistiiriilmiistiir.
mnz(\/ap) potansiyel sorunu degigken doniigiimii yaplialrak giderilmistir. Hesaplamalar
sonucunda enerji 6zdegerinin ayn1 oldugu goriitmistiir. Ciinkii spin-0 ve spin-1"1 temsil
eden lineer diferansiyel denklemler aymidir. Enerji 6zdeferinde minimal uzunlugun
katkist & ile dogru orantilidir ve n ile hizla biiyiir. n ile huzla biiyliyen enerji 6zdegerindeki
sapma minimal uzunlukta #? bagimh teriminin katkismi gostermektedir. Ayrica her
iki durumda da n = O durumunda dahi bir enerji bulunmaktadir. Bu durum kuantum
mekanifindeki harmonik osilatoriin 6zellifine benzer bir 6zellik olarak karsimiza
¢ikmaktadir. Bu caligmada (1 + .1) boyutta ¢cdziimler elde edilmigtir. Bagka bir calismada
(3-+1) boyutunda galigma yapilabilir.
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