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OZET

Fuzzy vektor metrik uzay odakli bu calismamizda bir taraftan olasiliksal metrik uzaylar
ve ilgili kavramlar, diger taraftan da fuzzy kiimeler teorisi ele alindi. Fuzzy kiimeler
teorisinin t-normlarla birlikte olasiliksal metrik uzay kavramlariyla iligkilendirilmesi
neticesinde olugturulan fuzzy metrik uzaylara deginildi ve 6rnekler verildi. Pozitif bir
reel say1 olan ¢’yi Riesz uzaylarindan bir vektdr olarak diigiinerek literatiirde ilk olarak
fuzzy vektor metrik uzaylar tanimlandi. Daha sonra bu uzaylardaki baz topolojik
kavramlara ve yakinsaklik &zelliklerine yer verildi. Ayrica latis norm sartiyla fuzzy
vektor metrik uzaylar icin siireklilik giincellendi. Son olarak tanimlanan kusurlu fuzzy
vektor cap kavrami yardimiyla 6nemli bazi teoremlerin ispati yapildi.
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ABSTRACT

In our fuzzy vector metric spaces focused study were on one hand probabilistic metric
spaces and related concepts, on the other hand the theory of fuzzy sets handled. Fuzzy
metric spaces which are constructed by associating with the theory of fuzzy sets to
the probabilistic metric spaces with t-norms were addressed and related examples were
given. Here fuzzy vector metric spaces were first defined in the literature by considering
t which is a positive real number as a vector from Riesz spaces. Then some topologi-
cal concepts and convergence properities in these spaces were mentioned. Moreover,
continuity for fuzzy vector metric spaces was updated with the lattice norm condition.
Finally, some important theorems were proved with the help of the concept of defective
fuzzy vector diameter.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar: ile birlikte asagida su-

nulmustur.

Simgeler Aciklamalar

A Fuzzy kiimesi

Ae A fuzzy kiimesinin tiimleyeni

A, A fuzzy kiimesinin a-kesiti

Aa+ A fuzzy kiimesinin giiclii a-kesiti
B(xz,r) x-merkezli r-yaricaph acik yuvar
Bz, r] x-merkezli r-yaricaph kapali yuvar
B(xz,r,t) Fuzzy metrik uzaydaki agik yuvar
Bz, r,t] Fuzzy metrik uzaydaki kapal yuvar
BE(x,r,t) Fuzzy vektor metrik uzaydaki acik yuvar
BE[z,r,t] Fuzzy vektor metrik uzaydaki kapali yuvar
d(A) A kiimesinin ¢api

E+ E Riesz uzayimin pozitif kismi

F Dagilim fonksiyonu

F,, x ve y arasindaki olasiliksal uzaklik
- f f fonksiyonunun soldan limiti

T f f fonksiyonunun sagdan limiti

M Fuzzy metrik

M¥FE Fuzzy vektor metrik

P, X degerli projeksiyon doniigiimii

S t-conorm

Sp Giiclii t-conorm

S Maksimum t-conorm

St Lukasiewicz t-conorm

Sp Olasiliksal toplam

S(A) A fuzzy kiimesinin destek kiimesi

T t-norm



Simgeler

Aciklamalar

Giiglii t-norm

Lukasiewicz t-norm

Minimum t-norm

Carpimsal t-norm

p Onermesinin dogruluk derecesi

[a, b] iizerindeki diizgiin dagilim fonksiyonu
x vektoriiniin pozitif kismi

x vektoriiniin negatif kismi

2 vektoriiniin mutlak degeri

2 vektoriiniin normu

Vektor metrik uzay

Olasiliksal metrik uzay

Fuzzy metrik uzay

Fuzzy vektor metrik uzay

(z,) artan dizi ve supz,, = x

(z,) azalan dizi ve infz, = x

Sira yakinsak

Vektorel yakinsak

Fuzzy vektor metrik uzayda yakinsaklik

Z ve y nin supremumu

x ve y nin infumumu

Dagilim fonksiyonlarinin kiimesi

Uzaklik dagilhim fonksiyonlarinin kiimesi

a noktasindaki birim adim fonksiyonu
 nesnesinin A kiimesindeki iyelik derecesi
x nesnesinin A kiimesine {iye olmama derecesi

Ucgensel fonksiyon



1. GIRIS

1965’te Zadeh tarafindan ortaya atilan fuzzy kiimeleri ve mantig [22]| klasik kiimeler
teorisini ve iki-degerli mantigi, tabiri caizse alt iist edip yepyeni bir bakig acis1 getirmis-
tir. Her elemana bir {iyelik derecesi atfeden bu bakig acis1 bagta matematikgiler olmak
iizere bircok bilim insani ve aragtirmacinin ilgi alanina girerek hizli bir sekilde gelisip
olgunlagti. Daha sonra mantik, bilgisayar bilimleri, yapay zeka, yonetim bilimi, uzman

sistemler, Oriintii tanima, robotik gibi cesgitli alanlara uygulanda.

Diger taraftan 1942’de K. Menger iki nokta arasindaki mesafeyi bir sayiyla tanimla-
maktan ziyade olasiliksal dagilim fonksiyonlarini kullanip negatif olmayan bir ¢ reel
sayisiyla iligkilendirerek istatiksel metrik uzaylar ya da simdiki giincel kullanimi olan
olasiliksal metrik uzay kavramini ortaya atti [16]. Burada F,, bir uzaklik dagilim fonk-
siyonu iken Fj,(t), z ve y arasindaki uzakligin ¢ sayisindan az olma ihtimali olarak
yorumlanir. Bununla birlikte her ¢ icin « # y iken F,,(¢f) = 1 esitliginin saglanma-
dig1 durumlarda klasik metrik uzaydaki iicgen esitsizliginin daha genel bir versiyonunu
bulma ihtiyaci ortaya cikmigtir. Bu nedenle Menger, birim kareden birim araliga gi-
den iiggensel fonksiyonlar1 tanimladi. Boylelikle bu fonksiyonlarla olusturdugu {icgen
esitsizligi ve olasiliksal metrik uzaylardaki ilk ii¢ sartla birlikte Menger uzaylarini ta-
nimlamig oldu. Bu durumda her metrik uzay ve olasiliksal metrik uzay bir Menger
uzayidir, fakat tersi dogru degildir. Daha sonra B. Schweizer ve A. Sklar bu konuya
onemli katkida bulundu [17,18].

1975te ise Kramosil ve Michalek fuzzy kiime teorilerinden de faydalanarak Menger ta-
rafindan geligtirilen olasiliksal metrik kavramina egdeger bir gosterim olugturup (X, M, )
fuzzy metrik uzaylarim tamimladi [15]. 1994’de George ve Veeramani bu tanimda baz

degigiklikler yapip yeni sonugclar elde etti [8,9].

Fuzzy vektor metrik uzay odakli caligma seriivenimizde Riesz uzaylariyla ilgili temel
kavram ve teorileri ikinci boliimde 6ncelikli olarak sunduk. Sonrasinda uzaklik fonksi-
yonunun Riesz uzaylarinda deger aldigi vektor metrik uzay kavramini tanittik ve bazi
sonuclar1 verdik. Devaminda ise bu uzaydaki topolojik ve vektorel siireklilik kavramla-
rini1 ele alip kargilastirdik. Uciincii kesimde 6ncelikle {icgensel normlar (t-normlar) ve
dualleri olan tiggensel conormlari (t-conormlar1) tamtip en yaygin érneklerini grafikle-
riyle beraber gosterdik. Sonrasinda t-normlarin siirekliligine degindik. En son kesimde
ise olasiliksal metrik uzaylar1 ve iiggensel fonksiyonlarin kesgfiyle ortaya ¢ikan Menger
uzaylarini tanittik. Ayrica burada bu fonksiyonlarin 6zelliklerinin nasil olugtugunu adim
adim ele aldik. Ucgen esitsizliginin evrensellik ézelliginden 6tiirii Menger uzaylarindaki

7 fonksiyonu icin ideal adaym t-normlar olduguna iligkin tespitlere yer verdik.



Fuzzy metrik kavraminin nasil olugtugunu irdeleyebilmek icin calismalarimizi igin ta-
rihsel siirecini gz Oniinde bulundurarak ilerlettik. Boylelikle bir taraftan olasiliksal
metrik uzaylari ve ilgili kavramlar: bir taraftan da iiciincii boliimde yer vermis oldugu-
muz fuzzy kiime teorilerini ve mantigini inceledik. Burada fuzzy kiimeleri ve mantigini
klasik kiimelerle ve klasik mantikla karsilagtirdik. Fuzzy mantik, 6nermelerin dogruluk
degerlerinin sifirdan bire degisebildigi sonsuz degerli bir mantiktir. Birlegik 6nermelerin
dogruluk degerlerini bulmak igin ise t-norm ve t-conormlardan faydalandik. Ayrica Za-
deh’in yapmis oldugu farkli fuzzy kiime tanimlarini hatirlattik. X evrensel kiimesinin
fuzzy alt kiimelerinin cebirini tanimlamak icin bu kiimeler iizerindeki baz islemlerde
yine licgensel fonksiyonlar: kullandik. Kesin kiimeler i¢in gecerli olan ii¢iinciiniin olmaz-
lig1 ilkesi ve geligki ilkesi gibi baz formiillerin fuzzy kiimelerde saglanmadigini 6rnekle-
riyle gordiik. Fuzzy bagmtilar ve fuzzy sayilara genel hatlariyla kisaca degindik. Tkinci
kesimde ise literatiirde yapilmig farkh fuzzy metrik tamimlarin verdik. Burada daha
¢ok George ve Veeremani’'nin [8)’de tanimlamig oldugu fuzzy metrik uzaylardaki baz
topolojik kavramlara ve teorilere agirlik verdik. Sonrasinda vermis oldugumuz bir¢ok

ornekle konuyu pekigtirmeye caligtik.

Tezimizin son boliimiinde ise [8]’de George ve Veeremani'nin yapmis oldugu fuzzy met-
rik uzay tamimini esas aldik. Burada pozitif bir reel say1 olan t’yi, tanima zenginlik
katmak ve tanimi genelleyebilmek amaciyla Riesz uzaylarindan bir vektor olarak alip
literatiirde ilk defa (X, M¥ ) fuzzy vektér metrik uzaylarim tanimladik. Bu gerge-
vede, eger t’yi siirekli fonksiyonlar uzayindan sabit bir fonksiyon olarak diigiiniirsek
bu durumda her fuzzy metrigin bir fuzzy vektér metrik olacag sonucuna vardik. Ay-
rica her vektdr metrik uzaymn da fuzzy vektér metrik uzay oldugunu tespit ettik. M*
fuzzy vektor metriginin ¢’ye bagh oldugu durumlarda yani sabit olmayan fuzzy vektor
metrik érneklerinde ise normlu Riesz uzaylarindan ve latis norm sartindan yararlandik.
Boylece tanim kiimesindeki sira yakinsakliktan goriintii kiimesindeki yakinsakhga gecis
yapabildik. Bu sayede ilgili fuzzy metrik sart1 icin stirekliligi giincellemis olduk. Ayrica
kusurlu fuzzy vektor ¢cap ve beliren kusurlu fuzzy vektor ¢api tanimlayip Cantor kesigim

ve Baire teoremi gibi baz1 teoremlerin ispatini bu tanimlar yardimiyla yaptik [7,21].



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Riesz Uzaylar:

Bu kesimde, ilerleyen boliimlerde kullanacagimiz bazi temel kavramlar verecegiz [1,2].

2.1.1. Tanim

E bir reel vektor uzay1 ve <, E’de bir siralama bagintisi olsun.

i)Herz,y,z€ Eignzez <y=ax+z<y+z

i1) Her A\ € RT ve her z,y € E icin z < y = Az < )y saglanmiyorsa E uzayimna siral

vektor uzay1 denir.

x > y nin farkh bir gosterimi y < z dir. E sirali vektor uzay: ve 6, E'nin sifir vektorii
olsun. Bu durumda 6 < x sartim saglayan x elemanina E’nin pozitif elemani denir.
Ayrica B, ={r € E:0 <z} ve ET ={z € E:0 <z ve x# 0} olarak tanimlanir.

E sirali vektor uzay, her z,y € E icin {z, y} kiimesinin supremumuna ve infumumuna

sahipse Riesz uzay1 ya da vektor latis olarak adlandirilir. Klasik gosterimler

xVy:=sup{z,y} ve z Ay :=inf {z,y}

seklindedir.

Riesz uzayimin 6énemli 6rnekleri fonksiyonlar uzaylariyla verilir. Bir 2 kiimesi iizerindeki

reel degerli fonksiyonlarin uzayi

f < g gerek ve yeter sart her z € Q i¢in f(z) < g(x)

noktasal siralamasiyla bir sirali vektor uzayidir. Her f, g € FE ikilisi icin latis islemleri

(fV g)(x) = max {f(z),g(z)} ve (f A g)(x) := min {f(z),g(z)}

seklindedir. Simdi fonksiyon uzaylarindan elde ettigimiz bazi Riesz uzay1 ¢rneklerini



verelim.

e () kiimesi {izerinde tamiml biitiin reel degerli fonksiyonlar uzay1, R®.

e () topolojik uzay1 iizerindeki biitiin reel degerli siirekli fonksiyonlar uzayi, C(2).

e () topolojik uzay1 iizerindeki biitiin reel degerli siirekli, sinirhh fonksiyonlar uzayi,
Cp(92).

e ) topolojik uzay iizerindeki biitiin reel degerli sinirh fonksiyonlar uzay1, £ (€2).

o > |zal” < oo sartini saglayan biitiin reel degerli dizilerin uzay1, £,(0 < p < 00).

2.1.2. Teorem

E bir Riesz uzay1 ve z,y, 2 € E olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.

i)xVy=—[(—2) A (~y)vex Ay =—[(—2) V (~y)]

i)x+y=xANy+aVy

i) x4+ (yVz)=(@+y)V(E+z)ver+(yAz)=(x+y)A(z+2)

iv) Her a > 0 igin a(x V y) = (ax) V (ay) ve a(z Ay) = (ax) A (ay).

Bir Riesz uzayindaki herhangi bir x vektdriiniin pozitif kismi, negatif kismi ve mutlak

degeri sirasiyla agagidaki bicimde tanimlanir.

zti=aVvel, a7 :=(—z)VO ve |z|:=zV(-x).

2.1.3. Teorem

E bir Riesz uzay1 ve x € E olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.

r=z"—ux

iM) |x| =2t + 2~

i) xT AxT = 0.



2.1.4. Teorem
Bir E Riesz uzayindaki iki vektor x ve y olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.
r=@—-y)t+zAy

i) zVy=s@+y+lr—yl)verAy=gx+y—I|r—yl)

ii) [t —yl=xVy—xzAy

w) 2| V ]yl = 3(jz +yl + ]z — y)

v) |z Ayl = 3l +yl — |z —yll

vi) [z +yl Az —yl = [lz] = [yl

vii) |z +y| Ve =yl = |z| + |y[.

2.1.5. Teorem

E bir Riesz uzay1 olsun. Herhangi x,y, 2 € E icin asagidaki esitsizlikler saglanir.

i) ||z| = |yl < |z +y| < |z| + |y| (Ucgen Esitsizligi)

i) ltVz—yVz|<l|lr—y| ve |rAz—yAz| <|z—y| (Birkhoff Esitsizligi).

fspat

i)x+y < |z|+ |y ve —x —y < ||+ |y| esitsizlikleri saglanir. Dolayisiyla |z + y| =
(x+y)V(—z—y) < |z|+]|y| dir. Ayrica |z| = [(x +y) —y| < |x+y|+ |y| esitsizliginden
lz| — |y| < |z + y| elde edilir. Aym sekilde |y| — || < |z + y| bulunabilir. Bu yiizden



l|z| — |y|| < |z + y| saglanar.

i)zVz—yVz = [(x—2)VO+z]—[(y—2)VO+z]
= (z-2)" = (y—2)"
= [e-p+-2" - (y—2)7"
< [@—y)+ -2 -(y—27"

= (z—y)" <|z—y

bulunur.

Benzer gekilde yVz—2Vz <|r—y| veburadanda |[zVz—yVz| <|z—y| elde

edilir. Diger esitsizlik de benzer yolla bulunur.
2.1.6. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve (z,,) E’de bir dizi olsun. n > m iken z,, < x,, oluyorsa (z,)%
azalan denir ve x,, | seklinde gosterilir. x,, | « sembolii, hem z,, | hem de infz, =«

oldugunu gosterir. x, T ve x, T x sembollerinin anlami da benzerdir.

2.1.7. Tanim

E bir Riesz uzay1 olsun. Her x € E, ve n € NT igin %x 1 0 ise E’ye Arsimedyan

Riesz uzay1 denir.

2.1.8. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve A C F olsun. Her y € A i¢in y < x olacak gekilde en az bir
xr € FE varsa A kiimesi tistten sinirhdir denir. Benzer sekilde her y € A icin y > «
olacak gekilde en az bir z € E varsa A’ya alttan sinirhdir denir. Alttan ve iistten siirh

kiimeye de sinirhi kiime denir.

E Riesz uzaymin bog olmayan iistten sinirh her alt kiimesinin supremumu (veya alttan



siirh her alt kiimesinin infumumu) varsa E’ye Dedekind tam denir. Eger tamimdaki

kiimeler sayilabilir iseler £/ uzayina o-Dedekind tam denir.

2.1.9. Tanim

E bir Riesz uzayi, (z,) € E ve x € E olsun. Her n i¢in |z, — 2| < y, | € olacak
sekilde bir (y,,) dizisi varsa (x,,), 2’e sira yakinsaktir denir ve z,, = z seklinde gosterilir.
Ayrica her n ve p i¢in |z, — 2pyp| < y, | 0 olacak sekilde yine bir (y,) dizisi varsa

(xn,)’e sira-Cauchy (ya da o-Cauchy) denir.

2.1.10. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve ||-|| E tizerinde bir norm olsun. Her z,y € E igin |z| < |y| iken
llz|| < |ly|| oluyorsa bu norma latis norm denir. Latis normla donatilmig Riesz uzayina

normlu Riesz uzay1 denir.

Normlu Riesz uzaylarinda ||z|| = |||z||| saglandig1 agiktir. Teorem 2.1.5 ile agagidaki

esitsizlikler yazilabilir.

2% =yl <l =yl ve [lle] = [yl < l=—yl|

2.2. Vektor Metrik Uzaylar

Bu kesimde uzaklik fonksiyonunun Riesz uzaylarinda deger aldign vektor metrik uzay
kavraminmi ve bazi sonuclarmi verecegiz. Ayrica vektér metrik uzaylardaki iki farklh

stireklilik tanimini ele alip kargilagtiracaguz |5, 6].

2.2.1. Tanim

X bog olmayan bir kiime ve F bir Riesz uzay1 olsun. Her z,y, 2z € E i¢in

i) 0 < d(z,y),

i) d(z,y) =0 < x =y,



iii) d(x,y) = d(y, z),

i11) d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2)

sartlar saglanmirsa d : X x X — FE doniigiimiine vektor metrik (ya da E-metrik) denir.

Bu durumda (X, d, F) iicliisii vektor metrik uzay olarak adlandirilir.

Her metrik uzayin bir vektor metrik uzay oldugu agiktir.

Ornek

E bir Riesz uzay1 olsun ve d : E x E — FE doniigiimii her z,y € E igin d(x,y) = |z — y|
seklinde tanimlansin. Bu durumda d bir vektor metriktir ve 6zel olarak mutlak deger

metrigi olarak adlandirilir.

Ornek

R?, (z1,91), (x2,52) € R?igin (21, 41) < (22, 92) © 21 < @2 ve y1 < yo

seklinde tanimlanan koordinat siralamasiyla ve

(x1,11) < (22,y2) & 1 < xg yada x1 = 9, Y1 < Yo

seklinde tanmimlanan sozliiksel siralamayla bir Riesz uzayidir. Bu durumda o, 8 € R*
olmak iizere d((x1,y1), (22, y2)) = (a|ry — 23|, Blyr — yo|) seklinde tanimlanan d : R? x
R? — R? doniisiimii bir vektor metriktir.

Ornek

a,B>0vea+3>0ignd: R xR — R? déniisiimii d(z,y) = (a|z — yl|, Bl — y|)

seklinde tanmimlansin. Bu durumda d sozliiksel siralamayla ya da koordinat siramasiyla

bir vektor metriktir.



2.2.2. Tanim

(X,d, E) bir vektor metrik uzay olsun.

a) (r,) € X ve x € X olsun. Her n i¢in d(z,,z) < a, ve a, | 0 olacak sekilde E’de
bir (a,,) dizisi varsa (x,,) dizisi 2’e vektorel yakinsaktir (ya da E- yakimsaktir) denir ve

dE
Tn, — x ile gosterilir.

b) (z,) C X olsun. Her n ve p icin d(z,, Tnip) < an ve a, | 6 olacak sekilde E’de bir

(ay) dizisi varsa (z,)’ve E-Cauchy dizisidir denir.
¢) X uzaymdaki her E-Cauchy dizisi E-yakinsak ise X’e E-tamdir denir.

d) Y C X olsun. Her (z,) C Y igin z, L8 2 iken 2 € YV ise Y kiimesine E-kapahdir

denir.
Not

d.E o . e -
x, — z olsun. Bu durumda z limiti tektir ve (z,,) dizisinin her alt dizisi  noktasina

E-yakimsar. Ayrica y, e y ise, d(zp, yn) — d(z,y) olur.
2.2.3. Tanim

(X,d, E) bir vektor metrik uzay ve A, X’in bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
sup {d(z,y) : x,y € A} F icinde mevcutsa, A kiimesinin E-¢api

d(A) = sup {d(x,y) : 7,y € A}
bi¢iminde tanimlanir.

Ayrica her x,y € A i¢in d(z,y) < a olacak gekilde E’de bir a > 0 varsa A kiimesi

FE-simirhidir denir.
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2.2.4. Teorem

(X,d, E) bir vektor metrik uzay olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.
i) Her FE-yakinsak dizi bir E-Cauchy dizisidir.

i1) Her E- Cauchy dizisi E-sinirhdir.

i11) Bir (x,) E-Cauchy dizisi, z,, L8 2 olacak sekilde bir (x,, ) alt dizisine sahipse, bu

d,E
durumda z,, = x olur.

iv) Eger (z,,) ve (y,) E-Cauchy dizisi iseler, bu durumda (d(z,, y,)) de bir sira-Cauchy

olur.
fspat

i) X’de z, 2L 2 olsun. E'de a,, 1 0 olacak sekilde bir (a,) dizisi oldugundan ve her n

ve p i¢in

d<xn7 :Uner) < d(l’n, x) + d(anrpy IE) < Qp, + QAn4p < 2an

saglandigindan (x,), X uzayinda bir F-Cauchy dizisi olur.

i1) (x,), X’de bir E-Cauchy dizisi olsun. E’de a, | 0 olacak sekilde bir (a,) dizisi
oldugu ve her n ve p icin d(z,, Tnip) < an saglandigl igin d(z,, Tyip) < a; elde edilir
bu da (x,)nin X uzayinda F sinirh oldugunu gosterir.

i11) (x,) E-Cauchy dizisi x,, 28 2 olacak sekilde bir (xn,) alt dizisine sahip olsun.

Ayrica her n icin n < ny iken ng = n + p olsun. Bu durumda E’de a,, | 0 ve b, | 6

olacak gekilde (a,) ve (b,) dizileri vardir ve

d(zn, ) < d(Tn, Tntp) + (@, Tnip) < @ + bpyp < @y + by
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saglanir. Yani (z,,), X’de bir E-yakinsak dizidir.
iv) E uzayinda a, | 0, b, | 0 ve
(20, Yn) — d(@ntp, Ynap)| < AT, Totp) + A(Yns Ynap) < an + by

olacak gekilde (a,) ve (b,) dizileri var oldugundan (d(x,,y,)) dizisi E’de bir o-Cauchy

dizisi olur.
2.2.5. Tanim

(X, d, E) bir vektor metrik uzay, € X, r > 6 olsun. Bu durumda z-merkezli r-yarigaph

acik ve kapali yuvar sirasiyla

Bla,r) = {y € X : d(z,y) < 1}

Blz,r]={y € X :d(z,y) <r}

biciminde tanimlariz.

A C X olsun. Her = € A igin B(z,r) C A olacak gekilde r > 6 sayis1 varsa A kiimesi
aciktir denir. Her B(x,r) agik yuvari, acik bir kiimedir. Ayni sekilde her Bz, r] kapah
yuvarl, kapali bir kiimedir. Acik alt kiimelerden olugan 7,4 i koleksiyonu X iizerinde bir
topolojidir ve bu topolojiye vektor metrik topoloji denir.

2.2.6. Tanim

(X, d, E) bir vektor metrik uzay ve Y C X olsun.

i) Her r > 0 ve v € X igin B(z,r)NY # & ise Y kiimesine 7, g-yogundur denir.

i1) Her x € X i¢in Y kiimesinde z, 28 2 olacak sekilde bir (z,,) dizisi varsa Y’ye

E-yogundur denir.
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Sonug

(X, d, E) bir vektor metrik uzay ve Y C X, E-Arsimedyan olsun. Eger Y 74 g-yogun
ise Y, E-yogun olur.

2.2.7. Teorem

E Dedekind tam Riesz uzay1 ve X E-tam vektor metrik uzay olsun. X’in bos olmayan

noktadan olugur.
fspat

F =2, F, olsun. Hipotezden her n € N* i¢in F,, # @ dir. Bu durumda her n icin
x, € F, olacak bigimde bir (z,,) C X dizisi olugturulabilir. Her n ve p i¢in d(x,,, 2p4p) <
d(F,) oldugundan (z,) dizisi bir E-Cauchy dizisi olur. X vektor metrik uzayi, F-tam
oldugu icin x, ¥ ¢ olacak sekilde bir x € X vardir. F;, kiimeleri azalan ve E-kapah

oldugundan z,,, € F, elde edilir. Bu durumda her n i¢in x € F,, olur.

Simdi z,y € F oldugunu farz edelim. Bu durumda her n i¢in d(z,y) < d(F,) olur ve
E Dedekind tam oldugundan d(z,y) = 6 elde edilir. Bu da = = y demektir. Yani F’
kiimesi bir tek noktadan olugur.

2.2.8. Teorem (Baire teoremi)

(X, d, E) bir E-tam vektor metrik uzay olsun. £ Dedekind tam ise X bir Baire uzayidir.
fspat

(X,d, E) bir E-tam vektor metrik uzay: olsun. Ayrica (A,), X'in 74 g-yogun agik alt
kiimelerinin bir dizisi iken A = ()~ , A,, olsun. X’in bir Baire uzay1 oldugunu gostermek

icin her x € X ve r > 6 i¢in B(x,r) agik yuvariyla A kiimesinin kesigiminin bog

olmadigin gostermek gerekir. A; acik ve X'de 74 p-yogun oldugundan a € E igin
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Blyi,m1] € B(z,7r) N A; olacak sekilde y; € X ve 6 < r; < a vardir. Ay agik ve 74 p-
yogun oldugundan a/2 € E i¢in Blys, 73] C B(y1,7m1) N Ay olacak sekilde yo € X ve

0 < ry < a/2 vardir. Tiimevarimla ayni sekilde devam edilirse her n i¢in
Blyni1, mmr1] C B(Yn,mn) N Aps1 C Blyn, ) ve r < a/n

olacak gekilde X uzayinda bir (y,) ve E’de bir (r,,) dizisi elde edilir. Teorem 2.2.7°den

Mo Blyn, ] kiimesi tek bir noktadan olugur. Bu durumda

N, B[Yn, 7] C B(z,7) N A

n=1

oldugundan B(z,7) N A # & elde edilir.

Simdi vektor metrik uzaylardaki topolojik ve vektorel siireklilik kavramlarini verelim

[5].
2.2.9. Tanim

(X,d, E) ve (Y, p, F') iki vektor metrik uzay, f : X — Y bir fonksiyon ve x € X olsun.

i) Her b > 0p icin y € X ve d(x,y) < a iken p(f(z), f(y) < b olacak gekilde E i¢inde
bir a > O varsa f fonksiyonuna x noktasinda topolojik olarak siireklidir denir. f, X

uzayimin her noktasinda topolojik olarak siirekliyse f’ye topolojik siireklidir denir.

i1) (z,) € X olsun. X'de z, 48 2 iken Y'de f(zy) L f(z) oluyorsa f fonksiyonuna
x noktasinda vektorel olarak siireklidir denir. f, X’in her noktasinda vektorel olarak

siirekliyse f’ye vektorel siireklidir denir.
2.2.10. Teorem

(X,d, E) ve (Y, p, F') vektor metrik uzaylar ve F' Argimedyan Riesz uzay1 olsun. Eger
f X — Y fonksiyonu topolojik siirekliyse, f vektorel siireklidir.
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fspat

T 4Y » olsun. Bu durumda her n icin d(z,,z) < a, | 0 olacak gekilde bir (a,) C F
dizisi vardir. b € F ve b > 0 olsun. f fonksiyonunun z noktasindaki topolojik siirekli-
liginden dolay: her n icin p(f(x), f(z,)) < (1/n)b iken d(x,z,) < b, olacak sekilde E
uzaymda b, = b,((1/n)b; z) elemanlari vardir. Daha sonra her n icin p(f(x,), f(z)) <
(1/n)b iken d(z,,z) < a, < ¢, olacak gsekilde E’de ¢, = a, V b, elemanlar1 bulunabilir.
F Argimedyan Riesz uzay1 oldugu i¢in (1/n)b | 0 elde edilir. Dolaysiyla f(x,,) a f(zx)

olur.
2.2.11. Teorem

(X,d, E) ve (Y, p, F') vektor metrik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Bu

durumda agagidakiler saglanir.

i) F Dedekind o-tam ve f vektorel siirekliyse, d(z,,x) | 0g iken p(f(z,), f(z)) 4 Or

olur.

i1) E' Dedekind o-tam ve d(x,,x) | 0 iken p(f(z,), f(z)) | 0 oluyorsa bu durumda

f vektorel siirekli olur.

iii) E ve F Dedekind o-tam olsun. Bu durumda f fonksiyonunun vektorel siirekli olmasi

icin gerek ve yeter sart d(x,,x) | O iken p(f(z,), f(z)) | O olmasidir.
fspat

i) d(xyn,x) | Op ise x, L0 dir. f fonksiyonunun vektorel siirekliliginden dolay1 her n
icin p(f(zn), f(z)) < b, | 0F olacak sekilde (b,) C F dizisi vardir. Daha sonra F’nin
Dedekind o-tamhigindan p(f(z,), f(x)) | OF elde edilir.

i1) T, € ¢ olsun. Bu durumda vektérel yakinsakligin tanimindan her n igin d(z,, z) <
a, | O olacak gekilde bir (a,) C FE dizisi vardir. Daha sonra E uzaymim Dedekind
o-tamhgidan d(z,,z) | 0p elde edilir. Hipotezden p(f(x,), f(x)) | 0 dir bu da
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f(xy,) i f(x) demektir.
iii) Ispat, (i) ve (ii) sartinin bir sonucu olarak elde edilir.

Ornek

(X,d, E) bir vektor metrik uzay olsun. Ayrica X uzayinda z, L ve Yn e y olacak
sekilde (z,,) ve (y,) dizileri var olsun. Bu durumda d(z,,y,) — d(z,y) olur ve d : X x
X — E fonksiyonu vektorel siireklidir. Burada E, |-| mutlak deger vektor metrigiyle, X2
ise her z = (x1,y1), w = (x9,ys) i¢in ci(z, w) = d(xy1,z2) +d(y1, y2) seklinde tanimlanan

vektér metrikle bir vektor metrik uzaydir.
2.2.12. Teorem

(X,d, E) ve (Y, p, F) vektor metrik uzaylar ve f : X — Y fonksiyonu vektorel siirekli
olsun. Bu durumda her F-kapali B C Y i¢in f~!(B) C X, E-kapahdr.

fspat

(z,) C f7YB) ve z, 2L & olsun. f vektorel siirekli oldugundan f(z,) 24 f(z) elde

edilir. Hipotezden B, F-kapal oldugundan x € f~1(B) olur. Yani f~'(B), E-kapahdr.
2.2.13. Tamim
E ve F' Riesz uzaylar olsun.

i) Her a = (e, f1), b = (eq, fo) € E x F i¢in iki-mutlak degerli vektor metrik olarak
adlandirlan || : (E x F) x (E X F) — (E x F) doniigiimii

o = b = (lex = e, | /1 = f2)

bigiminde tanimlanir. Bu durumda E x F' bir vektor metrik uzay olur.
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ii)d: X xX = Evep: X xX — F sirasiyla X iizerindeki E ve F' degerli vektor
metrikler olsun. Her x,y € X igin ¢ift-vektor metrik olarak adlandirilan ¢ : X x X —

E x F doniistimii

o(z,y) = (d(z,y), p(z,y))

biciminde tanimlanir.

Ornek

(X,d, E) ve (Y, p, F) vektor metrik uzaylar olsun.

i) f: X — Eveg:X — F doniigiimleri vektorel siirekli olsun. Bu durumda her x € X
icin h(x) = (f(z),g(x)) seklinde tamimlanan h : X — E x F doniislimii § ¢ift-vektor

metrigiyle ve |-| iki-mutlak degerli vektér metrikle vektorel siireklidir.

it) pp : EX F — E ve pr : E X F — F projeksiyon doniigiimleri olsun. Her z € X
icin h : X — E x F doéniigiimi h(x) = (f(z), g(z)) seklinde tanimlansin ve f = pgh
ve g = prh olsun. Bu durumda h vektorel siirekliyse, pg ve pr vektorel siirekli oldugu

icin f ve g de vektorel siirekli olur.

2.2.14. Tanim

(X, d, E) ve (Y, p, F') vektor metrik uzaylar olsun. Her z = (21, y1), w = (29, y2) € X XY
icin carpimsal vektor metrik olarak adlandirilan 7 @ (X x V) x (X xY) - Ex F

doniigimii

m(z,w) = (d(z1,22), p(y1, y2))

bi¢iminde tanimlanir. Bu durumda (X XY, 7, E X F) bir vektor metrik uzay olur. Ayrica
X x Y iizerinde tanimlanan sirasiyla X ve Y degerli projeksiyon doniigiimleri py ve
py de vektorel siirekli olur. f : (Z,6,G) = (X x Y, ¢, E x F) bir fonksiyon olsun. Bu

durumda f’nin vektérel siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart hem pxf hem de py f
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fonksiyonlarinin vektorel siirekli olmasidir.

Ornek

(X,d, E) ve (Y, p, E) vektor metrik uzaylar ve f: X — FE ve g : Y — FE doniigiimleri
vektorel siirekli olsun. Bu durumda her z € X,y € Y ic¢in h(z,y) = |f(x) — g(y)]
seklinde tanimlanan h : X x Y — FE doniigiimii ¢arpimsal vektor metrik 7 ve mutlak

degerli vektor metrik |-| ile vektorel siireklidir.

Ornek

(X,d, E) ve (Y, p, F) vektor metrik uzaylar ve f: X — E ve g : Y — F doniigiimleri
vektorel siirekli olsun. Bu durumda her x € X ve y € Y i¢in h(z,y) = (f(x),9(y))
seklinde tanimlanan h : X XY — E X F doniigiimii carpimsal vektér metrik 7 ve

iki-mutlak degerli vektor metrik |-| ile vektorel siireklidir.

Yukaridaki 6rneklerin bir sonucu olarak asagidakiler elde edilir.

Sonug

i) f (X, d,E) = (Y,n,G) ve g: (X,p, F) — (Z,£, H) fonksiyonlar1 vektorel siirekli
olsun. Ayrica her z € X i¢in h : X — Y x Z fonksiyonu h(z) = (f(x),g(z)) sek-
linde tanimlansin. Bu durumda h, F x F-degerli cift-vektér metrik 6 ve G x H-degerli

carpimsal vektor metrik 7 ile vektorel siireklidir.

i1) G bir Riesz uzayi ve f: (X,d,E) - G ve g : (Y,p, F) — G fonksiyonlar1 vektorel
siirekli olsun. Ayrica her z € X ve y € Y igin h : X x Y — G fonksiyonu h(z,y) =
|f(x) — g(y)| seklinde tamimlansin. Bu durumda h, E x F- degerli carpimsal vektor

metrik 7 ve mutlak degerli vektor metrik |-| ile vektorel siireklidir.

iii) f (X, d,E) — (Z,n,G) ve g : (Y,p, F) — (W, &, H) fonksiyonlar: vektorel siirekli
olsun veherx € X vey € Yicin h: X XY — Z x W fonksiyonu h(z,y) = (f(z), 9(v))
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seklinde tamimlansin. Bu durumda h, E' x F-degerli ve G x H-degerli carpimsal vektor

metrik 7 ile vektorel siireklidir.
2.2.15. Onerme

(X x Y,7m, E x F) carpimsal vektor metrikle bir vektér metrik uzay olsun. Ayrica

(24) = (@n,ya) € X x Y bir dizi ve 2 = (z,9) € X x ¥ olsun. Bu durumda 2, "5

d,FE p,F
gerek ve yeter sart x, = x ve y, — y.

2.3. Ucgensel Normlar ve Ucgensel Conormlar

Klasik metrik uzaylardaki ticgen esitsizligini istatiksel metrik uzaylara (ya da gimdiki
giincel kullanim1 olan olasiliksal metrik uzaylara) genelllemek icin kullanilan ii¢gensel
normlar (ya da kisaca t-normlar) ilk olarak 1942’de Karl Menger tarafindan tanimlan-

mugtir [16]. Daha sonra bu konuyla ilgili bir¢ok yaym yapilmistir [4, 14, 18].
2.3.1. Tanim

T :10,1] x [0,1] — [0, 1] ikili bir iglem olsun. Her z,y, z € [0, 1] i¢in

i) T(xz,y) =T(y,x) (degisme 6zelligi)

it) T(x,T(y,2)) = T(T(x,y), z) (birlesme zelligi)

iti) y < z iken T'(z,y) < T(x, z) (monotonluk)

iv) T(z,1) = x (sinrhhk gart)

sartlar1 saglanirsa T”ye iicgensel norm veya t-norm denir.

Siirekli t-normlar igin literatiirde T'(z, y) yerine z xy gosterimi kullanilir. Fuzzy metrik

uzaylar boliimiinde biz de bu gekilde kullanacagiz.



Ornek

En yaygin kullanilan dort t-normu ve grafiklerini agagidaki bicimde verebiliriz.
Ty (x,y) = min(x,y) (minimum)

Tp(z,y) = x x y (carpimsal)

Tr(z,y) = maz(z +y — 1,0) (Lukasiewicz t-norm)

0 . (z,y) €[0,1)?
Tp(x,y) = . () . 0, 1) (Giiglii t-norm)
min(z,y) diger

Tp

1w To

Sekil 2.1. Dort temel t-normun {i¢ boyutlu gosterimi

19
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Sekil 2.2. Dort temel t-normun izdiigiimii

Sonug

Tanimdan her 7" t-normu icin asagidaki sonuclar elde edilir.

i) Her x € [0,1] i¢in T'(0,2) =T

~—

z,0) = 0 ve T(1,2) = x dir. Bu durumda biitiin

t-normlar [0, 1]? birim karesinin siirinda ¢akigir.

i1) t-normun degigme ve monotonluk 6zelliginden 21 < 5 ve y; < yp iken T'(z1,91) <

T(x1,y2) = T(y2, 1) < T(ya, x2) = T(x3,y2) olur.

t-normlar birim kareden birim araliga giden fonksiyonlar oldugundan t-normlarin kar-

silagtirilmas: da noktasal siralamayla yapilir.

i17) Her T t-normu ve her (x,y) € (0,1)? igin T(z,y) > 0 = Tp(z,y) elde edilir. Bu

yiizden en zayif t-norm Tp ve en kuvvetli t-norm ise T, olur.
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Tp <T < Ty

iv) En ¢ok kullanilan dort t-norm igin ise agagidaki siralamay1 verebiliriz.

Th <1, <Tp < Ty

2.3.2. Tanim

i) Herhangi bir T" t-normu siirekliyse ve 0 < x < 1 iken T'(z,x) < x sartin1 saghyorsa

Argimedyan olarak adlandirilir.

i1) Herhangi bir T" t-normu siirekliyse ve > 0 ve y < z iken T'(z,y) < T'(x, z) sartin

saghyorsa kesin (tam, mutlak) olarak adlandirilir.

Sonug

i) T bir kesin t-norm ise bu durumda = < u ve y < v iken T'(x,y) < T'(u,v) saglanir.
ii) Her kesin T t-normu Arsimedyandir fakat tersi genelde dogru degildir. Ornegin;
Ty t- normu Argimedyan degildir bu yiizden kesin de degildir, Tp kesindir dolayisiyla

aym zamanda Arsimedyandir, 77, Arsimedyandir fakat kesin degildir. T)p t- normu ise

siirekli degildir aym1 zamanda ne Arsimedyandir ne de kesindir.

Simdi ii¢ggensel normlarin duali olan {iggensel conormlarin tanimini verelim.

2.3.3. Tanim

S :0,1] x [0,1] — [0, 1] ikili bir iglem olsun. Her z,y, 2z € [0, 1] i¢in

i) S(x,y) = S(y,z) (degisme zelligi)

i1) S(x,S(y,2)) = S(S(x,y), z) (birlesme 6zelligi)
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i11) y < z iken S(z,y) < S(x,z) (monotonluk)

iv) S(z,0) = z (stmrlilk sarti)

sartlar1 saglanirsa S’ye ticgensel conorm veya t-conorm denir.

2.3.4. Onerme

S :]0,1] x [0,1] — [0,1] igleminin bir t-conorm olmasi igin gerek ve yeter sart her

z,y € [0,1] i¢in

S(z,y)=1-T1 —x,1 —vy) (2.1)

olacak gekilde bir 7" t-normunun var olmasidir.

fspat

T bir t-norm olsun. Bu durumda (2.1)’de tanimlanan S fonksiyonu t-conormun dort

sartin da saglar. Diger taraftan S bir t-conorm ise her z,y € [0, 1] igin

T(x,y)=1-51—=z,1—1y) (2.2)

olacak gekilde bir 7" : [0,1] x [0,1] — [0,1] fonksiyonunu tanmumlayalim. Bu durumda
T’nin bir t-norm oldugu ve (2.1)’i sagladig agiktir.

(2.1)’de verilen S t-conormu, 7"nin dual t-conormu olarak ve (2.2)’de verilen 7" t-normu
da S’nin dual t-normu olarak adlandirilir. Ayrica (2.1)’de verilen duallikten dolay1 t-

normlarin birgok 6zelligi t-conormlar i¢in de verilebilir.

Ornek

En yaygin kullanilan dort t-conormu ve grafiklerini agagidaki bicimde verebiliriz.

Sy (z,y) = max(z,y) (maksimum)



Sp(x,y) = x +y — x.y (olasihiksal toplam)

Sp(x,y) = min(x 4+ y, 1) (Lukasiewicz t-conorm veya sinirh toplam)

1 . (x,y) € (0,1)%
Sp(x,y) = (@:9) € (0,1] (Giiglii t-conorm)
max(z,y) diger.

Sp

RRiiwy
L
i L

SL Sp

Sekil 2.3. Dort temel t-conormun ii¢ boyutlu gosterimi

23
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Sekil 2.4. Dort temel t-conormun izdiigiimii

Sonug

i) Onerme 2.3.4’daki ispat her bir t-normun bagka bir t-conormun dual iglemi oldugunu
gosterir. Bu durumda (T, Sur), (Tp, Sp), (11, SL) ve (Ip,Sp) t-norm ve t-conorm
ciftleri karsilikl olarak birbirleriyle dualdirler.

it) Her z € [0,1] i¢in S(1,2) = S(x,1) = 1 ve S(0,2) = x saglandigindan biitiin

t-conormlar [0, 1]? birim karesinin simirinda ¢akigir.

ii) Duallik siralamay1 degigtirir. Yani S; ve Sy t-conormlan sirasiyla 77 ve Ty t-
normlarinin dualleri olsun ve T} < T, saglansin. Bu durumda S; > S5 elde edilir.
Bu yiizden en zayif t-conorm Sy, ve en kuvvetli t-conorm ise Sp olur.

Sy <S5 <Sp

iv) En ¢ok kullanilan dort t-conorm i¢in agsagidaki siralamay1 verebiliriz.
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SM<SP<SL<SD

Fuzzy metrik uzaylarda siirekli t-normlara ihtiyacimiz oldugundan simdi t-normlarin
siirekliligini inceleyelim. Giiclii t-norm T ve gii¢lii t-conorm Sp’nin siirekli olmadigi
aciktir. Siirekliligin yanisira alt-yari ve iist-yar siirekliligi de ele alacagiz. Her (z,,)nen,
(Yn)nen € [0, 1]N dizileri igin F(lim,, o0 T, 1My, o0 ¥n) = limy, oo F(2,, ¥, ) saglaniyorsa
F siireklidir denir. Ayrica [0,1]? birim karesi kompakt oldugundan F fonksiyonunun

siirekliligi, diizgiin siirekliligine denktir.

2.3.5. Onerme

T :[0,1] x [0,1] — [0,1] azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda 7"nin siirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter sart 77nin her bir bilesende siirekli olmasidir. Yani her g, yy €
0,1] i¢in hem T'(x,.) : [0,1] — [0,1] diigey kesiti hem de T'(.,yo) : [0, 1] — [0, 1] yatay
kesiti her bir degerde siireklidir.

fspat

T :10,1] x [0,1] — [0,1] fonksiyonu siirekli olsun. Bu durumda 7’nin her bilegende

siirekli oldugu aciktir.

Diger taraftan T fonksiyonu her bir bilesende siirekli olsun. Her e > 0 ve (g, y0) € [0, 1]?
icin (z,), (y,) C [0.1] dizileri sirasiyla (xo) ve (yo) noktasina yakinsayan diziler olsun.

Simdi her n € N i¢in

a, <z, <b, ve a, T xg, b, | xq,

Cngynédnve CnT?JOv dni/y(b

olacak sekilde dort monoton dizi olusturalim. 7" fonksiyonunun ikinci bilesende siirekli
olmas1 T'(zy,.) diisey kesitinin siirekli olmasi demektir. Yani, 7"nin monotonlugundan

dolay1 her n > N i¢in

T(zo,y0) —€ < T(xo,cn) < T(zo,yn) < T(xo,dn) < T(x0,y0) +€
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olacak gekilde N € N vardir. 7" ikinci bilegende siirekli oldugu icin T'(.,cy) ve T'(.,dy)
yatay kesitleri siireklidir. Bu durumda yine 7" fonksiyonunun monotonlugundan dolay1
her m > M ve n > N icin

T(xo,cn) — e < T(an, en) < T (@, Yn) < T(bar, dy) < T(x0,dn) + €

olacak sekilde M € N bulunur. K = max(M, N) olsun. Bu durumda her k£ > K igin

T (zo,y0) — 26 < T(xk, yix) < T(z0,y0) + 2¢

elde edilir. Bu da (T'(xy, yx)) dizisinin T'(z, yo) noktasina yakinsadigini gosterir. Yani

T fonksiyonu (zo, yo) noktasinda siireklidir.

2.3.6. Tanim

T :10,1] x [0,1] — [0, 1] bir fonksiyon ve (zq,yo) € [0,1] x [0, 1] olsun. Her € > 0 i¢in

(ZE, y) € (ZL‘O - 57 IE()] X (yO - 6a ?JO] iken T(l’, y) > T($Oa yU) - g,

(z,y) € [zo, 20+ 0) X [yo,yo + 0) iken T'(x,y) < T'(xo,yo) + ¢,

olacak gekilde § > 0 sayis1 varsa T’ye sirasiyla alttan ve iistten yar siireklidir denir.

Ornek

, 0 , v+y <1,
Tn]b[(l,’y): Y

min(z,y) diger,

seklinde tanimlanan fonksiyon bir t- normdur ve nilpotent minimum olarak adlandirilir.
T™M alt-yan siireklidir fakat iist-yar siirekli degildir. Dolayisiyla siirekli de degildir.
Giiclii carpim olarak adlandirilan T t-normu ise iistten yar siireklidir fakat alttan yari

siirekli degildir.
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T ——— ...____\__.__-j

Sekil 2.5. Nilpotent minimum t-normunun ii¢ boyutlu gosterimi (solda) ve izdiigiimii

(sagda)

Not

Bir 7' t-normunun alttan (iistten) yan siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart S(x,y) =
1—=T(1—z,1—y) seklinde verilen dual S t-conormunun sirasiyla tistten (alttan) yari

stirekli olmasidir.
2.3.7. Onerme

T :[0,1] x [0,1] — [0,1] azalmayan bir fonksiyon olsun. 7"nin alttan yari siirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7"nin her bir bilesende soldan siirekli olmasidir. Yani

her zg,yo € [0, 1] ve her (z,), (y.) € [0, 1]Y igin
sup{T (n, yo)|n € N} = T(sup{zs|n € N}, yo),

sup{T(xg, yn)|n € N} = T'(x0, sup{y,|n € N}) saglanr.

Aymi gekilde yine T : [0,1] x [0,1] — [0, 1] azalmayan fonksiyonu igin {ist yari sii-
reklilik her bir bilegen icin sagdan siireklilige denktir. Ayrica herhangi bir t-normun
degisme Ozelliginden dolay: alttan (iistten) yar siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ilk bilegeninde soldan (sagdan) siirekli olmasidir.
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2.3.8. Tanim

Herhangi bir T t-normu ya da S t-conormu [0, 1]? birim karesinin sinirinda siirekliyse

simr stireklidir denir.

Ornek

T :10,1] x [0,1] — [0, 1] fonksiyonu bir t-norm olsun.

TR B B R T
L,Y) =
min(z,y) , diger

olarak tanimlansin. Bu durumda 7" siir siireklidir fakat soldan siirekli degildir.

Ornek

T :10,1] x [0,1] — [0, 1] fonksiyonu bir t-norm olsun.

T(z,y) = .0 : (w)e(oi}) \[0.5,1)
min(z,y) diger

olarak tanimlansin. Bu durumda 7', (1, 1) noktasinda siireklidir fakat sinir siirekli de-

gildir.

2.4. Olasiliksal Metrik Uzaylar

1906’da M. Fréchet tarafindan tanitilan metrik uzaylar kavramini 1942’de K. Men-
ger iki nokta arasindaki mesafeyi negatif olmayan bir sayiyla iligkilendirerek gelistirip
genelledi. Daha sonra B. Schweizer ve A. Sklar teoriye biiyiik katkida bulundu [15-18|.

f reel degerli bir fonksiyon olmak iizere [ f(x) ve [T f(x) swrasiyla f'nin soldan ve

sagdan limitini gostersin.
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f, |a,b] iizerinde tanimh reel degerli azalmayan bir foksiyon ise [~ f ve [T f sirasiyla

a B f(a) ., xT=a

lf(w)_{sup{f(t)]a<t<x} , a<x<b
inf{f(t)lxr <t<b} , a<z<b

I f(x) =

i - { U <<

biciminde tanimlanir.

2.4.1. Tanim

F, reel sayilar iizerinde azalmayan bir fonksiyon olsun. Eger F/(—o0) = 0 ve F'(c0) =1

ise F’ye dagilim fonksiyonu denir.

Dagilim fonksiyonlar1 olasilik kavramiyla gu sekilde iligkilendirilebilir: X bir miktar
gostersin. Bu durumda x € R i¢in X’in z sayisindan kii¢iik olma ihtimali [ F'(x), X’in
x’den biiyiik olmama ihtimali I" F'(x) ve X’in 2’e esit olma ihtimali ise I F'(z) — " F(x)

ile gosterilir.

2.4.2. Tanim

(—o0,00) tizerinde soldan siirekli olan biitiin dagilim fonksiyonlarinin kiimesi A ile
gosterilsin. Ayrica [T F(—o00) = F(—o0) = 0 ve " F(0c0) = F(00) = 1 olacak sekilde F

fonksiyonlarindan olugan ve A’nin alt kiimesi olan kiime de D ile gésterilsin.

F,G € A vez € Rolsun. F' < G gerek ve yeter sart F(x) < G(x) siralamasiyla A,
kismi sirali bir kiimedir. Ayrica A C R igin sup{F(x)|z € A} = F(sup{z|x € A})

saglanir.

2.4.3. Tanim

F :]0,00) — [0, 1] azalmayan bir fonksiyon olsun. F, soldan siirekliyse ve F'(0) = 0
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sartim saghyorsa uzaklhik dagihim fonksiyonu olarak adlandirihir. Biitiin uzaklhik dagilim

fonksiyonlarimin kiimesi A* ile gosterilir.

Ayrica I” F(o0) = F(00) = 1 olacak sekilde F' fonksiyonlarindan olugan ve A*’nin alt

kiimesi olan kiime de D7 ile gosterilir.

Ornek

Herhangi bir a € R igin

seklinde tanimlanan fonksiyon bir dagilhim fonksiyonudur, A kiimesindedir ve a nokta-

sindaki birim adim fonksiyonu olarak adlandirilir.

Dikkat edilirse b < a iken ¢, < &, olur. Ayrica e_,, A kiimesinin maximal elemaniyken,

€00 Minimal elemamdir.

Ornek

—00 < a < b < oo olacak sekilde herhangi bir a, b igin

0 , x€[-o0,d
Un(z) =4 =2 | z€a,b
1, x€bo

seklinde tanimlanan fonksiyon D kiimesindedir ve [a, b] lizerindeki diizgiin dagilim fonk-

siyonu olarak adlandirilir.

2.4.4. Tanim

X bos olmayan bir kiime ve F': X x X — D™ bir fonksiyon olsun. Her z,y,z € X ve

t,s 2 0 i¢in
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it) Her t > 0 icin F,y(t) =1 & z =y,

“Z) Fﬂ:y<t) - wa(t)a

iv) Fpy(t) =1ve F,.(s) =1iken F,,(t+s) =1

sartlar saglanirsa (X, F') ikilisi olasiliksal (probabilistik) metrik uzay olarak adlandiri-

Lir.

Burada F,,(t), herhangi bir ¢ reel sayisi i¢in = ve y arasindaki uzakhgin ¢ sayisindan
az olma ihtimali olarak yorumlanir. Bu durumda tanim 2.4.4’deki ilk {i¢ sartin aligil-
mig metrik uzaydaki pozitiflik, 6zdeglik ve simetriklik sartinin bir genellemesi oldugu
goriilebilir. iv) gart ise metrik uzaydaki liggen esitsizliginin minimal bir genellemesidir.
Soyle ki; eger x ve y arasindaki uzaklik kesinlikle t’den kiiciikse ve yine y ve z arasin-
daki uzaklik kesinlikle s’den kiiciikse bu durumda = ve z arasindaki uzaklik da kesin

olarak t 4+ s sayisindan kiigiiktiir.

Ornek

(X, d) bir metrik uzay ve

olarak tanmimlanan bir dagilim fonksiyonu olsun. Bu durumda her z,y € X ve t > 0
icin Fj,(t) = H(t — d(x,y)) seklinde tanimlanan ve d metrigi tarafindan iiretilen F
olasiliksal metrigini bulabiliriz. Boylece her metrik uzay olasiliksal metrik uzayin 6zel

bir durumu olur.

Diger taraftan her ¢ i¢in = # y iken F,,(t) = 1 in saglanmadigl durumlarda Tanim
2.4.4°deki (iv) sart1 zayif ve yetersiz kalacaktir. Bu nedenle iiggen esitsizliginin genel-

lestirilmis daha giiclii bir versiyonunu bulma ihtiyaci ortaya ¢ikmigtir.
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2.4.5. Tanim

(X, F) olasiliksal bir metrik uzay olsun. Bu durumda bir ii¢gen esitsizliginin evrensel
olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu esitsizligin farkh olsun ya da olmasin bu uzaydaki
biitiin iiclii noktalar icin saglanmasidir.

2.4.6. Tanim

X bos olmayan bir kiime ve F' : X x X — D™ bir fonksiyon olsun. Ayrica 7 her

a,b e [0,1] icin

a) 0 < 7(a,b) <1,

b) a < cve b<diken 7(a,b) < 7(c,d),

c¢) 7(a,b) = 7(b,a),

d) 7(1,1) =1,

e) a > 0icin 7(a,1) >0

ozelliklerini saglayan iki-degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y,z € X ve

t,s > 0 i¢in Tanim 2.4.4’deki ilk ii¢ sartla birlikte

ivm) T(Fyy(t), Fyz(s)) < Fpa(t +s)

genellestirilmis {liggen esitsizligi saglanirsa (X, F, 7) ii¢liisiine Menger uzay1 denir.

Bu durumda her metrik uzay ve olasiliksal metrik uzay bir Menger uzayidir. Fakat tersi
dogru degildir.
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Ornek

X =Nve her a,b € [0,1] i¢in 7(a,b) = ab olsun. Her z,y € N igin

zly , z<y

NN

y/r , y<uz

olarak tamimlansin. Bu durumda (N, F, 7) bir Menger uzayidir fakat metrik uzay de-
gildir. Ciinkii N iizerinde F,,(t) = H(t — d(z,y)) esitligini saglayan bir d metrigi bulu-

namaz.

Not

Menger uzay1 taniminda kullandigimiz 7 fonksiyonu igin bir 6nceki boliimde ele al-
digimiz iiggensel normlar ve iiggensel conormlar1 6rnek verebiliriz. Fakat asagida da
goriilecegi gibi baz1 durumlarda Sy, Sp, Sy iiggensel conormlarin kullanimi oldukca

giictiir.

2.4.7. Lemma

(X, F) iki farkh noktay1 iceren bir olasiliksal metrik uzay olsun. Bu durumda 7 = Sy,

olarak secilirse (ivm) sart1 evrensel olarak saglanmaz.

fspat

x ve y, X uzaymdaki iki farkli nokta ve 0 < s < t olsun. (ivm) sartinin evrensel olarak

Sy igin saglandigini varsayalim. Bu durumda

Foy(t) = max(F,y(t — s), Fy(s)) = 1 olur. Bu da = = y demektir. Boylece bagtaki

x # y kabullimiizle celigki ortaya gikar.
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2.4.8. Lemma

(X, F) bir olasiliksal metrik uzay olsun fakat metrik uzay olmasin. Ayrica (ivm) sart
bu uzayda en az bir 7 fonksiyonu igin evrensel olarak saglansin. Bu durumda 7(a, 1) < a

olacak gekilde 0 < a < 1 sayis1 vardir.

fspat

Eger bir uzay, metrik uzay olmayip olasiliksal metrik uzay ise bu durumda F, fonk-
siyonunun 0 ve 1 sayisindan bagka degerler aldig1 farkli x, y noktalar1 kesinlikle vardir.
Bu, F, 'nin soldan siirekli ve monoton olmasindan dolayi iizerinde 0 < F,, < 1 sartinin
saglandigy (a,b) ac¢ik araligimin var oldugunu gosterir. 0 < k£ < 1 i¢in ¢(k) > 0 iken
7(k,1) = k + ¢(k) oldugunu kabul edelim. ¢ > 0 ve s € (a,b) olsun. Bu durumda

Foy(s+1t) = 7(Fey(s), Fiy(t))
= 7((Fry(s),1)
= Fuy(s) + 0(Fuy(s))

elde edilir. ¢ — 0+ alwsak, Fyy(s+) = Fu(s) + ¢(Fuy(s)) > Fyy(s) olur. Yani Fy, s
noktasinda siireksizdir ve dolayisiyla (a,b) araliginin biitiin noktalarinda siireksizdir.
Fakat bu bir celigkidir ¢iinkii azalmayan bir fonksiyon sadece sayilabilir baz1 noktalarda

siireksiz olabilir.

2.4.9. Lemma

Eger (ivm) sart1 bir olasiliksal metrik uzayda evrensel olarak saglniyorsa ve 7 siirekli

bir fonksiyon ise bu durumda herhangi bir ¢ > 0 icin 7(F,,(t),1) < F,,(t) olur.

fspat

0 < s < t olsun. Bu durumda
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Foy(t) = 7(Fry(t — 5), Fyy(s)) = 7(Fuy(t — 8),1)

olur. s — 0+ olarak alirsak, 7 fonksiyonunun siirekliligiyle beraber

Foy(t) = lims o1 T(Fuy(t — 5), 1) = 7(lims_yo4 (Fy(t — 5), 1)

elde edilir. Fy, soldan siirekli oldugundan lim, o4 Fyy(t — s) = F,(t) bulunur.

Not

Yukaridaki lemmaya dayanarak Tanim 2.4.6’daki 7 fonksiyonunun (a), (d) ve (e) 6zel-

likleri yerine

(@') 7(a,1) = a, 7(0,0) =0

yazilabilir. Bu yeni sartla

7(a,b) < 7(a,1) = a,

7(a,b) = 1(b,a) < 7(b,1) =0

esitsizlikleri elde edilir. Dolaysiyla 7(a,b) < Min(a,b) = Ty olur. Bu durumda Ty,

miimkiin olan en giicli evrensel t-normdur. Ayrica (ivm) sartmi ¢oklu egitsizliklere

uygulayabilmek icin

(d") T[7(a,b),c] = 7la, 7(b, c)]

sartin1 da ekleyebiliriz.

2.4.10. Tanim

Bir olasiliksal metrik uzayda (a’),(b),(c) ve (d’) sartlarini yerine getiren en az bir 7

fonksiyonu i¢in (7vm) sart1 evrensel olarak saglaniyorsa bu uzay Menger uzay: olur.
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3. FUZZY METRIK UZAYLAR

3.1. Fuzzy Mantig1 ve Kiimeleri

1965’te Zadeh’in girig yapip tamittig1 fuzzy kiimeler daha sonra bir¢ok bilim insani tara-
findan calisildi. Bu kesimde fuzzy kiimelerini ve mantigini klasik kiimelerle karsilastirip
ele alacagiz [3,15,20,22,23|.

Kesin kiime ya da klasik kiime iyi tanimli nesneler topluluguna denir. Kiimeler iizerin-
deki tiimleyen (), birlesim (U) ve kesigim (N) ile ilgili baz1 6zellikleri verelim. X evrensel
bir kiime A, B,C' X’in alt kiimeleri olsun.

Etkisiz eleman : AUA=A, ANA=A (3.1)
Degisme: AUB=BUA ANB=BNA (3.2)
Birlesme : AU(BUC) =(AUB)UC (3.3)
Birlesme : AN (BNC)=(ANnB)NC (3.4)
Absorpsiyon : AU(ANB)=A, AN(AUB)=A (3.5)
Dagilma: AN (BUC)=(ANB)U(ANC) (3.6)
Dagilma: AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (3.7)

Ozdeglik : AU =A, AUX =X, ANX=A, ANO =0 (3.8)
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Celigki ilkesi : AN A = & (3.9)
Ugiinciiniin olmazhg ilkesi : AU A° = X (3.10)
Ust alma : (A°)° = A (3.11)
De Morgan kurali : (AU B) = A°N B¢ (3.12)
De Morgan kurali : (AN B)° = A°U B¢ (3.13)

Diger taraftan énerme dogru ya da yanlhs degerlerinden birini alan bir cimledir. "Dogru"

ve "yanlig" dogruluk degerleri olarak adlandirilir ve sirasiyla 1 ve 0 ile gosterilir. «, A,V
sirasiyla "degil", "ve", "veya" baglaci olarak adlandirilir. Ayrica F' biitiin 6nermelerin

kiimesini gostersin. Bu durumda P, Q) € F icin

P = Q gerek ve yeter sart P < Q)

seklinde tanimlanan = bagintis1 bir denklik bagmntisi tanimlar. [P], P nin denklik smuf-
lar1 olmak tizere, [P] = {Q € F|Q < P} dir. F nin biitiin denklik simiflar da [F/ =] ile
gosterilir. Simdi ([F/ =], «, V, A, [0], [1]) matematiksel sistemini kiimelerdeki sistemle
tanimlayalim. X evrensel bir kiime olsun. X’in biitiin alt kiimelerinin kiimesini P(X)
ile gosterelim. Bu durumda (1) [F/ =], P(X) ile, (2) «, “ile (3) Vv, Uile (4) A, N ile
(5) [0], @ ile ve (6) [1], X ile belirtilir. Boylece kesin kiimeler iizerindeki denklemler

onermeler mantiginda bir totoloji halini alirlar.

Fuzzy mantikta ise herhangi bir p 6nermesinin dogruluk degeri [0, 1] araliginda deger
alabilir. Yani p'nin dogruluk degerini tv(p) ile gosterirsek fuzzy mantik tv(p) € [0, 1]
olmasina olanak saglar. Bu durumda fuzzy mantik dogruluk degerlerinin sifirdan bire
degigebildigi sonsuz degerli bir mantik olur. p'nin degili ise tv(« p) = 1 — tu(p) ile
bulunur. Ayrica tv(p A q) ve tv(p V q) ifadelerini bulmak i¢in sirasiyla t-norm ve t-

conormlar1 kullanmiriz. Yani

to(p A q) =T(tv(p),tv(q)) ve tu(p V q) = S(tv(p), tv(q)) olur.
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Eger dikkat edilirse fuzzy mantiktaki dogruluk degerleri sadece 0 ve 1 ile sinirliysa bu

durumda fuzzy mantik klasik mantigin igine diiger.
3.1.1. Tanim

X, z ile ifade edilen nesnelerin bir koleksiyonu olsun. A = {(z, pu;(z)|z € X} fuzzy

kiimesi sirali ikililerden olusan X icinde bir kiimedir.

i X — [0,1] fonksiyonu z nesnesinin A’daki fiyelik derecesini gosterir ve bu fonk-
siyona iiyelik fonksiyonu denir. Bir fuzzy kiimenin klasik bir kiimenin, iiyelik fonksi-
yonunun ise karekteristik fonksiyonun bir genellemesi oldugu aciktir. Fuzzy kiimelerin
farkh sekilde gosterimleri vardir:

1) Tanimdaki gibi sirah ikililer geklinde,

2) Sadece iiyelik fonksiyonunun grafigiyle,

3) A= pi(wy)/my + pg(wa)/wa + - -+ palen) fon = iy palw) )

yva da

A= {%fl), %:2), ... } seklinde gosterilebilir.

Eger sup,pu;(r) = 1 ise A fuzzy kiimesine normal denir.

3.1.2. Tanim

A fuzzy kiimesinin destek kiimesi S(A) kesin bir kiimedir ve S(A) = {z|u;(z) > 0}

biciminde tanimlanir.
3.1.3. Tanim

Herhangi o € [0, 1] igin A fuzzy kiimesinin a-kesiti A, ile gosterilir ve A, = {z|p;(z) >
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o} seklinde tanmmlanir. Ao, = {z|p;(z) > a} kiimesi ise A'nin giiclii a-kesiti ya da

gliclii a-seviye kiimesi olarak adlandirilir.
Fuzzy kiimelerin 6nemli bir sinifi konveks fuzzy kiimelerin sinifidir.

A C R™ kesin kiimesi konveks ise her x1, 29 € A igin cxq + (1 — ¢)xs € A olacak gekilde
c € [0,1] vardir. n = 1 oldugunda her konveks kiime bir araliktir. Tersine R™'nin

herhangi bir araligi konveks bir kiimedir.
3.1.4. Tanim

Bir fuzzy kiimenin konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her a € [0, 1] i¢in a-kesitinin

konveks olmasidir.
3.1.5. Teorem

A fuzzy kiimesinin konveks olmasi icin gerek ve yeter sart pilezy + (1 — c)xe) >

man(p;(x1), 1 z(xs)] olacak gekilde ¢ € [0, 1] sayisinin var olmasidir.
fspat

Herhangi x;,22 € X i¢in o = min|u (1), pj(x2)] alahm. Bu durumda z,, 25 € A,
olur. A,’nin konveksliginden en az bir ¢ € [0,1] i¢in cz; + (1 — ¢)zy € A, olur. Bu da

pilexr + (1 —c)xg) = a = minfpz(x1), e z(z2)] oldugunu goésterir.

Diger taraftan herhangi bir a € [0, 1] ve ¢ € [0, 1] i¢in p 5 (cx1+(1—c)x2) = minfuz(x1), pi(z2)]
iken A,’nin konveks oldugunu gostermeliyiz. Gergekten z1, 2o € A, ise pilzy) = a ve
pi(z2) = a dir. Bu durumda p(czq + (1 — ¢)xe) = min|p (1), pz(x2)] = a olur. Bu

da (czq + (1 — ¢)xy) € Ay demektir. Yani A, konvekstir, o halde A konvekstir.

Not

Kalkiiliiste tartisildigi anlamda bir konveks fuzzy kiimenin iiyelik fonksiyonunun da

T

konveks olmasi gerekmiyor. Ornegin; Sekil 3.1°de goriildiigii gibi e~ ’ fonksiyonu R
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2

tizerinde konveks olmamasina ragmen, pu(x) = e iiyelik fonksiyonunun biitiin «-

kesitleri birer aralik oldugundan konvekstir.

A m

Sekil 3.1. p(z) = e~ iiyelik fonksiyonunun a-kesitleri

Simdi X evrensel kiimesinin fuzzy alt kiimelerinin cebirini tanimlamak icin fuzzy kii-
meler iizerindeki bazi kapsama ve iglemleri verelim. A ve B, X’in fuzzy alt kiimeleri

olsun.

3.1.6. Tanim

Her z € X icin u;(x) < pg(x) oluyorsa A, B'nin fuzzy alt kiimesidir denir ve A < B
seklinde gosterilir. Hem A < B hem de B < Aise A= B olur.

3.1.7. Tanim

A fuzzy kiimesinin tiimleyeni A¢ geklinde gosterilir ve iiyelik fonksiyonu da pz.(x) =

1 — pj(x) seklindedir.
3.1.8. Tanim

AN B kesigiminin iiyelik fonksiyonu her x € X igin puz-5(x) = pi(x) A pg(r) =
Tpi(z), ps(z)] bigiminde tanimlanr.
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3.1.9. Tanim

A U B birlegiminin iiyelik fonksiyonu her 2 € X igin pz 5(z) = pz(z) V pslz) =
Sluz(z), ps(z)]. bigiminde tanimlanir.

Ornek

10’ dan epeyce biiyiik sayilarin fuzzy kiimesini A ile, yaklagik 11 olan sayilarin fuzzy

kiimesini ise B ile gosterilsin ve sirasiyla agagidaki iiyelik fonksiyonlarma sahip olsunlar.

0 , ©<10

palz) =
1+ (z—10)"3)"1 | 2>10

pp(a) = (14 (z - 11)%)~
Bu durumda Ty, ve Sy, ticgensel fonksiyonlar: kullanilarak gsekil 3.2’de goriilecegi gibi

min[(1+ (z —10)"2) "L, (1 + (z —1D)H7Y] , 2>10

0 , <10

ting(®) =

tiog() = maz[(1+ (x —10)72)71 (1 + (z — 11)*) 7] elde edilir.

—— =

5 1w 1 %

Sekil 3.2. Fuzzy kiimelerin birlegimi ve kesigimi
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Verilen t-norm ve t-conormlarla kesin kiimeler i¢in gegerli olan (2.3) —(2.15)’deki denk-
lemlerin fuzzy kiimeler icin gecerli olup olmadigini kontrol edilebilir. Kesin kiimeler i¢in
verilen bazi formiiller fuzzy kiimeler icin gecerli olmayabilir. Ornegin; AN A =& ce-
ligki ilkesini fuzzy kiimeler igin diigiinelim. T'(a,b) = Tys(a,b) = min(a,b) ve S(a,b) =

Sy(a,b) = maz(a,b) olarak segelim. Ayrica

0.3 1 0.6
kiiciik” orta’ biiyiik

X = {kiiciik, orta, biiyiik} ve A = { }

olsun. Bu durumda

0.3 0 0.4
kiiciik” orta’ biiyiik

AnAc={ V£ o

olur. Fakat diger taraftan herhangi A ve B fuzzy kiimesi icin T(a,b) = Tp(a,b) = a.b
ve S(a,b) = Sp(a,b) = a + b — a.b olarak secilirse (AU B)® = A°N B¢ De Morgan

kuralinin saglandig kolayca goriilebilir.

Simdiye kadar fuzzy kiimeler kesin tanimlanmig iiyelik fonksiyonlariyla ya da iiyelik
dereceleriyle tanimlandi. Fakat zihinde her zaman net bir iiyelik fonksiyonunu canlan-

dirmak zor olabilir. Bu nedenle Zadeh farkli fuzzy kiime cesitleri tanimlad.
3.1.10. Tanim

Uyelik fonksiyonlarinin kendisinin fuzzy kiime oldugu fuzzy kiimelere 1.tip fuzzy kiime

denir.

Ornegin X = {z1,...,,} olsun. Bu durumda

A— {ﬂACE(%)’ [LAQC(@)" ' }

olur.

3.1.11. Tanim

Uyelik fonksiyonlari [0, 1] iizerinde 1.tip fuzzy kiimeler olan fuzzy kiimelere 2.tip fuzzy

kiime denir.
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3.1.12. Tanium

0, 1] iizerinde m > 1 i¢in iiyelik fonksiyonlari (m — 1). tip fuzzy kiimeler olan fuzzy
kiimeye m. tip fuzzy kiime denir. m > 3 i¢in m. tip fuzzy kiimeleri 6lgmek ve gézoniinde

canlandirmak oldukca zordur.

3.1.13. Tanim

X fiizerindeki bir A olasiliksal kiimesi her z € X icin

pa: X xXQ3 (z,w) = pa(z,w) € Qe

seklinde tammmlanan (B, B¢) 6lgiilebilir p4(x, .) fonksiyonuyla tanimhdir.

3.1.14. Tanim

X fiizerindeki bir A sezgisel fuzzy kiimesi

A= {(z, pa(@),va(z))|r € X}

seklinde tanimlanir. Burada p4(z) ve v4(z) sirasiyla o elemaninin A kiimesine ait olma
ve olmama derecesini gosterir ve 0 < pa(z) + va(z) < 1 sarti saglanir. X iizerindeki
siradan fuzzy kiimeler v4(z) = 1 — pa(z) tiye olmama fonksiyonuyla sezgisel fuzzy

kiimelerin 6zel bir durumudur.

3.1.15. Tanium

U evrensel bir kiime ve R C U x U bir denklik bagmtisi olsun. A = (U, R) yaklagim
uzay1 olarak adlandirihr. Bu durumda (u,v) € R igin u ve v aym denklik smifina
aittir ve A uzayimnda ayirt edilemeyenler (fark edilemeyenler) olarak adlandirihirlar. Bu
yiizden R bagntisi ayirt edilemezlik (farkedilemezlik) bagintisi olarak adlandirilir. [zg],
R’nin denklik sinifi olsun. Bu durumda A uzayindaki X C U icin alt ve iist yaklagimlar

uzay1 sirasiyla A(X) ve A(X) seklinde gosterilir ve
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A={rcUl[zr] C X}
A={zeU|zgNX # 2}

seklinde tanmimlamir. A = (U, R) yaklagim uzay1 X kiimesinin ii¢ farkh bolgesiyle tanim-
lanabilir. Bunlar A(X) pozitif bolgesi, A(X) — A(X) smir bélgesi ve U — A(X) negatif
bolgesidir. Eger sinir bélgesi A(X) — A(X) bos kiime degilse X kiimesindeki eleman-
larin R ayirt edilmezlik bagintisiyla tanimlanmasi yeterince kesin olmaz. Boylece bir
elemanin X kiimesine ait olup olmadigi belli olmayabilir. Bu durumda X kiimesi A

uzayinda tanimlanamagz olarak adlandirilir ve kaba bir kiimedir.
3.1.16. Tamim

X ve Y herhangi iki kiime olsun. R fuzzy bagintisi, X xY kiimesinin fuzzy alt kiimesidir.
Bu durumda jz(z,y), [0,1] araliginda herhangi bir say1 olabilir. R bagimtisimin tersi
R~ ile gosterilir ve s (2,y) = pp(y, v) saglamr. Ayrica R, S ve T fuzzy bagmtilarn
X X Y’nin fuzzy alt kiimeleri olduklarindan RUS, RNS, R, RO(SUT) v.s. bulunabilir.
Diger taraftan R < S her 2,y € X x Y icin pp(x,y) < pg(zr,y) anlamindadir.

Not

R, X x Y iizerinde ve S de Y x Z iizerinde bir fuzzy bagmtisi olsun. Bu durumda

herhangi bir T t-normu i¢in X X Z {izerindeki T = Ro S fuzzy bagintisi

pp(x, 2) = sup AT (up(x, y), 13y, 2))}

seklinde tanimhdir. Fuzzy bagimtilarda her t- norm farkli bir sonug verir. Ornegin bi-

legkelerde T, t-normu kullanilarak elde edilen agagidaki 6zellikler
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Tp, Ty, ve Tp icin saglanmayabilir.

Eger X, Y ve Z sonlu kiimeler ise bilegske, matris olarak da yapilabilir. X|Y ve Z
sirastyla m,n ve k elemana sahip olsun. Ayrica R = [155], X ve Y arasindaki fuzzy
bagnt1 icin boyutu m x n olan bir matris ve S = [s;], Y ve Z arasinda boyutu n x k
olan diger bir matris olsun. Bu durumda T = Ro S bileske fuzzy bagmtist icin T = [til,
X ile Z arasinda boyutu m X k olan bir matris olur. t-normlar kullanilarak ¢; asagidaki
bi¢imde bulunabilir.

ti = max{T(ri1,51)s s T(Tin, Sni) }-

3.1.17. Tanim

Bir N fuzzy sayist reel sayilarm ozel fuzzy alt kiimesidir ve agagidaki sartlar saglar:
i) a € (0,1] icin N, kapali ve smirl araliklardar.

i) S(N) suurhdir.

3.1.18. Teorem

Tanim 3.1.17°deki 7) sart1 agagidaki ifadelere denktir:

a) pg(ag) =1 olacak gekilde en az bir ag reel sayist vardir.

b) g (t), (—o0, ag] tizerinde azalmayan ve [ag, 00) iizerinde artmayandir.

c) pg(t) tiyelik fonksiyonu iist-yart siireklidir, yani p5(t), (—o0,ap) iizerinde sagdan,

(ag, 00) tizerinde de soldan siireklidir.
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Ornek

Yaklagik 5 = {(3,0.2),(4,0.6), (5,1),(6,0.7),(7,0.1)}
Yaklagik 10 = {(8,0.3),(9,0.7), (10, 1), (11,0.7), (12,0.3) }
seklindeki fuzzy kiimeler fuzzy sayilardir.

3.1.19. Tamim

Her z < 0 (z > 0) icin pg(z) = 0 oluyorsa N fuzzy sayisi pozitif (negatif) olarak

adlandirilir.

3.2. Fuzzy Metrik Uzaylar
Bu kesimde literatiirde yapilmig farkh fuzzy metrik uzay tanimlarini verecegiz.
3.2.1. Lemma

X iizerinde bir d metrigi sadece bir tek R; C X x X x [0, 00) bagmtisi ile tanimhdur.

Her z,y € X ve t € [0,00) i¢in Ry(z,y,t) gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
d(z,y) < t olmasidir. [15].

fspat

d; ve dg, X iizerinde iki farkhi metrik olsun. Bu durumda d;(x,y) # do(z,y) olacak
sekilde en az bir (z,y) € X x X noktas1 vardir. d;(z,y) < da(x,y) oldugunu farz edelim.
Bu durumda (z,y,ds(z,y)) € Rg, iken (x,y,ds(x,y)) ¢ Ry, olur. Bu da Ry, # Ry,

demektir.

3.2.2. Tanim
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Bir % : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] ikili iglemi her a, b, ¢, d € [0, 1] igin

(ct1) * birlegme ve degigme Ozelligine sahiptir,

(ct2) * siireklidir,

(ct3) Her a € [0,1] icinax1=a

(ctd) a<cveb<diken axb<cxd

sartlarin sagliyorsa siirekli bir t-norm olarak adlandirilir [17].

1975’te Kramosil ve Michalek Lemma 3.2.1’e dayanarak olasiliksal metrik uzay kavra-

mina eg deger bir gosterim olugturup ilk olarak fuzzy metrik uzaylar: tanimlamigtir [15].
3.2.3. Tanim

X bogtan farkli bir kiime ve * siirekli bir t-norm olsun. X x X X [0, 00) iizerindeki M
fuzzy kiimesi agagidaki sartlarn saghyorsa (X, M, x*) ticlisii fuzzy metrik uzay olarak
adlandirihir. Her z,y, 2z € X ve t, s > 0 icin

(fm1) M(z,y,0) =0,

(fm2) Her t > 0 igin M(z,y,t) =1 < x =y,

(fm3) M(z,y,t) = M(y,z,1t),

(fnd) M(z,y,£) * M(y, 2, 5) < M(x, 2t + ),

(fm5) M(z,y,.) : [0,00) — [0, 1] soldan siirekli ve azalmayandir 6yle ki lim;_,oo M (x,y,t) =

1 saglanir.
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3.2.4. Teorem

M, X {izerinde tanimli bir fuzzy metrigi ve (X, F') de olasiliksal bir metrik uzay olsun.

Bu durumda her z,y € X ve t € (—o0,00) icin M(z,y,t) = F,,(t) saglanir.

1984’te Kaleva ve Seikkala iki nokta arasindaki uzakligi negatif olmayan bir fuzzy

saywyla gostererek farkl bir fuzzy metrik uzay tanimi yapti [13].

Biitiin iist-yari-siirekli, normal, konveks fuzzy sayilarin kiimesi F ile E kiimesindeki

negatif olmayan fuzzy sayilarin kiimesi de G ile gosterilsin.

3.2.5. Tanim

X bostan farkli bir kiime ve d : X x X — G bir doniisim olsun. Ayrica L, R :
0,1] x [0,1] — [0, 1] déniigiimleri L(0,0) = 0 ve R(1,1) = 1 sartlarim saglayan si-
metrik ve azalmayan doniigimler olsunlar. Her z,y € X ve a € (0,1] i¢in [d(z,y)]. =
Ao (z,Y), pa(x,y)] seklinde gosterilsin. Her x,y € X igin

(i) d(z,y) =0 =z =y,

(id) d(z,y) = d(y, ),

(77i) Her x,y, z € X igin

(1) 5 < M@, 2), £ < Mal2,9) ve s+t < A, y) tken d(z, ) (s+) > L(d(x, 2)(5), d(z,9) (1)),

(2) s = Ai(m,2),t = Mi(z,y) ve s+t = \i(x,y) iken d(x, y)(s+t) < R(d(x, 2)(s),d(z,y)(t))

sartlar1 saglanirsa (X, d, L, R) dortliisiine fuzzy metrik uzay, d doniigiimiine de fuzzy

metrik denir.

L ve R i¢in yaygin iiggensel norm ve conormlar kullanilir.

Daha sonra 1994’te George ve Veeramani tanim 3.2.3’teki fuzzy metrik uzay sartlarinda
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baz1 degisiklikler yapip yeni sonuglar elde etmistir [8,9].

3.2.6. Tanim

X bogtan farkli bir kiime ve * siirekli bir t-norm olsun. X x X x (0, 00) iizerindeki M
fuzzy kiimesi agagidaki sartlar saghyorsa (X, M, *) ticlisii fuzzy metrik uzay olarak
adlandiriir. Her z,y, 2z € X ve t,s > 0 igin

(fml) M(z,y,t) > 0,

(fm2) M(z,y,t) =1 x =y,

(fm3) M(z,y,t) = M(y, z,1),

(im4) M(z,y,t) » M(y, z,5) < M(x, 2,1 + s),

(fmb) M(z,y,.) : (0,00) — [0, 1] siireklidir. (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay ise (M, x)
yva da basitce M, X iizerinde bir fuzzy metriktir denir.

3.2.7. Lemma

Her z,y € X igin M(z,y,.) : (0,00) — [0, 1] azalmayan bir fonksiyondur [10].

Not

(X, M, %) bir fuzzy metrik uzay olsun.

(1) Her z,y € X, t >0ve 0 <r < 1icin M(x,y,t) > 1 —r iken M(z,y,to) >1—r

olacak sekilde bir 0 <ty < ¢ sayisi1 bulunabilir.

(2) r1,72,73, 74,75 € (0,1) olsun. Eger r; > ry ise 1 x 13 > ry olacak gekilde bir r3 sayisi

vardir. Ayrica herhangi bir r4 i¢in 75%75 > r4 olacak gekilde bir r5 sayis1 bulunabilir [8].
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3.2.8. Tanim

M, X iizerinde bir fuzzy metrik olsun. M, t sayisina bagh degilse sabit olarak adlan-

dirthr. Eger M sabit bir fonksiyon ise M (x,y,t) yerine M (z,y) yazilabilir [11,12].
Not

(X, M, %) fuzzy metrik uzay ve ¢ siirekli t-norm olsun. Eger her a,b € [0, 1] igin axb >
a®b ise bu durumda (X, M, {) de bir fuzzy metrik uzay olur, fakat tersi genellikle dogru
degildir [11].

Fuzzy metrik uzay ornekleri

Bu kesimde X bog olmayan bir kiime, M, X x X x R" {izerinde bir fuzzy metrik olsun.
Simdi z,y € X, t > 0vea,b € [0, 1] icin bazi fuzzy metrik uzay érnekleri verelim [8,11].

Ornek

axb=a.bve M(z,yt)=e ¥=v/9® geklinde tanimlansimn. Bu durumda (X, M, *) bir
fuzzy metrik uzaydir. Ayrica a x b = min(a,b) ve g fonksiyonunu da birim fonksiyon
olarak alirsak (X, M, x) yine bir fuzzy metrik uzay olur. Diger taraftan 6zel olarak
g(t) = k > 0 geklinde sabit bir fonksiyon ve a x b = a.b olarak alrsak M (x,y,t) =
e~ @v)/k olur, bu durumda (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay olur fakat minimum t-

normuyla olmaz.
Ornek

f: X — RT bire-bir ve g : R — [0, 400) artan bir fonksiyon olsun. a, > 0 igin

)

ve a x b = a.b geklinde tanimlansin. Bu durumda (X, M, %) bir fuzzy metrik uzay olur.

~

(min{ f(x), f(y)})

f)H* +g(
(max{f(x), f(y)})*+g

(

~+

M) =

Ovzel olarak f fonksiyonunu birim fonksiyon ve o = 8 = 1 alirsak asagidaki durumlar

elde edilir.
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(1) X =R* ve g birim fonksiyon olarak alalim. Dolayisiyla

min{x,y} +t

M t) =

olur. Bu durumda (X, M, %) bir fuzzy metrik uzaydir.

(2) X = N ve g bir sifir fonksiyonu olsun. Dolayisiyla

min{z,y}

M t) =
($7y7 ) mam{x,y}

olur. Bu durumda (X, M, ) bir sabit fuzzy metrik uzaydir.

(3) k> 0icin X = (—k, +00) ve g(t) = k seklinde sabit bir fonksiyon olsun. Boylece

min{z,y} + k
mazx{zr,y} + k

M(z,y,t) =

olur. Dolaysiyla (X, M, x) bir sabit fuzzy metrik uzaydir.

Ornek

g : RY — R* artan siirekli bir fonksiyon ve d, X iizerinde bir metrik olsun. a * b = a.b

ve m > 0 i¢in

g(t)
g(t) + m.d(x,y)

M(zx,y,t) =
seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, M, ) bir fuzzy metrik uzaydir.

Ozel olarak n € N igin g(t) = t", m = 1 ve a * b = a.b olsun. Dolayisiyla

t?’L

M,y t) = —
) = )

olur. Bu durumda (X, M, %) bir fuzzy metrik uzay olur. Ayrica n = 1 i¢in (M, *) fuzzy

metrigi d metrigi tarafindan indirgenmis standart fuzzy metrik olarak adlandirilir.
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Ornek

(X,d), her z,y € X igin d(x,y) < k olacak sekilde simirh bir metrik uzay ve g : Rt —
(k,400) artan siirekli bir fonksiyon olsun. axb = max(a+b—1,0) seklinde Lukasiewicz

t-norm olsun. Bu durumda

fonksiyonu icin (X, M, ) bir fuzzy metrik uzay olur. Ozel olarak ¢ fonksiyonunu g(t) =
K > k geklinde bir sabit fonksiyon olarak alirsak

olur. Boylece Lukasiewicz t-normla birlikte M, X iizerinde sabit bir fuzzy metrik olur

fakat carpimsal t-normla olmaz.

Ornek

¢ : Rt —[0,1) artan siirekli bir fonksiyon ve a * b = min(a, b) olsun.

seklinde tanimlansin. Boylece (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay olur. Ozel olarak ¢ fonk-
siyonunu ¢(t) = k € (0, 1) seklinde sabit bir fonksiyon alirsak

1, z=vy
ko, x#y

M(x7y) =

olur. Bu durumda (X, M, %) ayrik fuzzy metrik uzay olarak adlandirilir.
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Ornek

F: X x X — (0, 3) simetrik bir fonksiyon ve a * b = maz(a +b— 1,0) olsun.

1 , T=1y
Flx,y) , z#y

M(z,y) =

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, M, *) sabit bir fuzzy metrik uzay olur.

Ornek

X, Y =R veher z,y € X i¢cin 2 +y € Y olsun. Ayrica a * b = maz(a +b— 1,0) ve
f:Y = (0,3) olsun.

1 , T=Y
flaty) , x#y

M(z,y) =

seklinde tanmimlansin. Bu durumda (X, M, *) bir sabit fuzzy metrik uzay olur.

Ornek

X, Y =R ve her z,y € X i¢cin x —y € Y olsun. a xb = max(a + b — 1,0) olarak
tanimlansi. Ayrica her z € Y i¢in f(z) = f(—=z) olacak sekilde f : Y — (0, 3) bir

fonksiyon olsun. Eger

1 , T=Y
fle—y) , x#y

M(z,y) =

seklinde tammmlanirsa F'(x,y) = f(x —y), X x X iizerinde simetrik bir fonksiyon oldu-
gundan (X, M, %) bir sabit fuzzy metrik uzay olur.
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Ornek

f:X —(0,3) ve axb=max(a+b—1,0) olsun.

1 , T=1Yy
f@)+fly) , =#y

M(z,y) =

olarak tamimlansin. F'(z,y) = f(x)+ f(y) simetrik bir fonksiyon oldugundan (X, M, )

bir sabit fuzzy metrik uzay olur.

Ornek

g ve h, X iizerinde iki fonksiyon olsun. Ayrica sup{g(x) : x € X} < inf{h(z): z € X}

ve 0 < ¢ < 2ic¢in (h+ g)(x) = ¢ saglansin.

1 , T=1Y
hz)—gly) , z#y

olarak tanimlansin. Bu durumda (X, M, *) bir sabit fuzzy metrik uzay olur.

Ornek

f:X —=(0,1) her z,y € X i¢in f(x) * f(y) # 0 olacak sekilde bir fonksiyon olsun.

1 , T=1yY
@)« fly) . =#y

M(z,y) =

olarak tanimlansin. Boylece (X, M, %) bir sabit fuzzy metrik uzay olur. Ozel olarak

X = (0,7) ve f(x) =sinx olarak alirsak bu durumda

1 , T=1y
M(z,y)=§ =
sinz.siny , x#y

elde edilir. Dolayisiyla M carpimsal t-normla sabit bir fuzzy metrik uzay olur fakat
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minimum t-normuyla olmaz.

Ornek

axb=a.bve (X, N,x) bir fuzzy metrik uzay olsun. Ayrica ¢ : Rt — R™ artan siirekli

bir fonksiyon olsun.

o(t) + N(z,y,1)

Mz,y,0) = =511

olarak tanimlansin. Bu durumda (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay olur.

Ornek

(X, N, %) bir fuzzy metrik uzay ve ¢ : Rt — (0, 1] artan siirekli bir fonksiyon olsun.

Ayrica her x,y € X ve t > 0 igin N(z,y,t) * o(t) # 0 saglansin.

1 , T=1Y
N(z,y,t)xo(l) , z#y

M(z,y,t) =

olarak tammmlansin. Bu durumda (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay olur.
Ornek

a*xb=a.bve (X,N,x) bir sabit fuzzy metrik uzay olsun. Ayrica ¢ : Rt — RT artan

siirekli bir fonksiyon olsun.

B (1)
M(z,y,t) = o)+ 1— N(z,9)

olarak tanimlansin. Bu durumda (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay olur.

Simdi fuzzy metrik uzaylar i¢in bazi topolojik kavramlari verebiliriz [8,9].
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3.2.9. Tanim

(X, M, %) bir fuzzy metrik uzay olsun. € X, 0 < r < 1 ve t > 0 igin z-merkezli r

varicaph B(x,r,t) agik yuvar1 ve B[z, r,t] kapalh yuvari sirasiyla

B(x,rt)={ye X : M(z,y,t) >1—r}

Blz,rt]={ye X : M(z,y,t) > 1—r}

bi¢iminde tanimlanir.

3.2.10. Lemma

Herhangi bir fuzzy metrik uzayda her acik yuvar agik bir kiimedir ve her kapal yuvar

kapali bir kiimedir.

3.2.11. Tamim

(X, M, *) bir fuzzy metrik uzay olsun. A C X kiimesinin F-sinirli olmasi igin gerek
ve yeter sart her x,y € A i¢cin M(z,y,t) > 1 — r olacak gekilde t > 0ve 0 <7 < 1
sayisinin var olmasidir.

3.2.12. Tamim

(X, M, %) bir fuzzy metrik uzay olsun.

(a) (x,), X'de bir dizi ve z € X olsun. Her ¢ € (0,1) ve ¢t > 0 i¢gin n > ng iken

M (x,,x,t) > 1 — ¢ olacak sekilde ng € N sayis1 varsa (x,,), «’e yakinsiyor denir.

(b) (x,,), X de bir dizi olsun. Her € € (0,1) ve t > 0 igin n,m > ng iken M (z,, Ty, t) >

1 — € olacak gekilde ny € N sayis1 varsa (z,,) bir Cauchy dizisidir denir.

(¢) X fuzzy metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X de yakinsak ise bu uzaya tamdir
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denir.

3.2.13. Teorem

(X1, My, %) ve (Xo, My, %) iki fuzzy metrik uzay olsun. (z1,z2), (y1,12) € X1 X X, ve
t > 0icin M((z1,22), (y1,92),t) = My(x1,x2,t) % Ms(xo,1ys,t) olarak tanimlansin. Bu
durumda ((X; x X3), M, %) bir fuzzy metrik uzay olur.

3.2.14. Tamim

(X, M, x) fuzzy metrik uzay ve {A,,} bir kiimeler ailesi olsun. Her ¢ € (0, 1) ve t > 0 i¢in
x,y € A, iken M(z,y,t) > 1 — ¢ olacak gekilde n € I varsa {A,} 'nin bir koleksiyonu
fuzzy cap sifira sahiptir denir.

Not

(X, M, %) bir fuzzy metrik uzay ve F', X uzayimn bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu
durumda F’nin fuzzy cap sifira sahip olmasi icin gerek ve yeter sart F’nin tek noktadan
olusan bir kiime olmasidir.

3.2.15. Teorem

(X, M, %) bir fuzzy metrik uzay ve {F,}, X’in bog olmayan kapal alt kiimeleri olsun.
X’in tam ve {F,} kiimelerinin her azalan dizisinin fuzzy cap sifira sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter sart (|~ F,, # @ olmasidir.

Not

r € (), F, elemamn tektir.

3.2.16. Teorem

(X, M, ) bir tam fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda agik yogun kiimelerin sayilabilir
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sayida kesigimi de yogundur.
fspat

X bir tam fuzzy metrik uzay ve By bos olmayan acik bir kiime olsun. Ayrica A;, A, As. ..
X uzayindaki yogun ve agik kiimeler olsunlar. Bu durumda By N A; # @ olur. x; €
By N Ay olsun. By N Ay agiktir dolayisiyla B(zq,71,t1) C By N A; olacak sgekilde
0 <7 < 1vet; > 0 saylan vardw. Blry,r),t;] C By N A, ifadesini saglayan
ry < rp ve t; = min{t;, 1} sayilan secilsin. B, = B(x1,7},1;) olsun. Ay, X uzaymda
yogundur bu yilizden By N Ay # @ olur. o9 € B; N Ay olsun. By N Ay aciktir dola-
yisiyla B(zg,79,12) C By N Ay olacak sekilde 0 < 7y < % ve to > 0 sayilar1 vardir.
Blxa, 1y, t5] C By N A, ifadesini saglayan r, < ry ve t, = min{t,, 1} sayilan secilsin.
By = B(xy,7y,t,) olsun. Benzer sekilde devam edilirse bir z,, € B,_; N A,, bulunabilir.

B,_1 N A, agiktir dolayisiyla B(2y,7n,t,) C Bn_1 N A, olacak sekilde 0 < r, < +

n
/

ve t, > 0 sayilan vardw. Blz,,r,,t.] C B,_1 N A, ifadesini saglayan r, < r, ve

t, = min{t,, 1} sayilan secilsin. B, = B(z,,7,,t,) olsun.

Simdi olugan (x,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Herhangi bir ¢t > 0
ve ¢ > 0 igin 1/ng < t ve 1/ng < € olacak sekilde bir ngy secelim. Boylece n > ng i¢in

m > n olur.

Bu durumda (z,) bir Cauchy dizisi olur. X uzay1 tam oldugundan z, — = ve x € X

/ /

t/

n? TL]

dir. Her k > n icin x € Blx,,r,,t,] saglanir. Lemma 3.2.10°den dolay1 B[z, r

n’ n

kapali bir kiime olur. Béylece her n € N icin x € Blw,,r,,t,] C B,_, N A, saglan.
Bu durumda By N (,—, A,) # @ olur dolayisiyla ()2, A,, X de yogundur .
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4. FUZZY VEKTOR METRIK UZAYLAR

4.1. Fuzzy Vektor Metrik Uzaylar

Bu boéliimde tanim 3.2.6’de George ve Veeramani’'nin yapmig oldugu fuzzy metrik uzay
kavramim esas alarak literatiirde ilk defa fuzzy vektor metrik uzaylari tamimladik.
Burada pozitif bir reel say1 olan t yerine Riesz uzayinin elemanlar: olan vektorleri
aldik. Bu cercevede, eger t’yi siirekli fonksiyonlarin uzayindan sabit bir fonksiyon olarak
diiglintirsek bu durumda her fuzzy metrigin bir fuzzy vektor metrik olacagi sonucuna
vardik. Ayrica her vektor metrik uzayin da fuzzy vektor metrik uzay oldugunu tespit
ettik. Sabit olmayan fuzzy vektor metrik 6rneklerinde ise normlu Riesz uzaylarindan
faydalandik. Burada latis norm sarti sayesinde tanim kiimesindeki sira yakinsakliktan
goriintii kiimesindeki yakinsakliga gecis yapabildik. Boylece ilgili fuzzy vektor metrik
sart1icin siirekliligi giincellemis olduk. Daha sonra tezimizin sonlarina dogru fonksiyonel
analiz ve topolojide yer alan Cantor kesisim ve Baire teoremi gibi bazi teoremlerin
ispatini [8,9]” den farkl yapabilmek amaciyla kusurlu fuzzy vektor ¢ap kavramini verdik
[1,7,17-19,21].

Oncelikle Riesz uzaylari iizerinde taniml fonksiyonlarn siirekliligini verelim.

4.1.1. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve ¢ : E — R bir doniisiim olsun. Herhangi bir (¢,) dizisi ve t € E
icin £ uzayinda t, > t iken R'de ¢(t,) — ¢(t) oluyorsa ¢ doniigiimiine siireklidir
denir.

4.1.2. Tanim

X bostan farkh bir kiime, F bir Riesz uzay1 ve * siirekli bir t-norm olsun. X x X x
E7 iizerindeki M¥ fuzzy kiimesi agagidaki sartlar sagliyorsa (X, MF x) iigliisii fuzzy
vektor metrik uzay olarak adlandirihr. Her z,y,2 € X ve t,s € E7 i¢in

(fvm1) ME(z,y,t) > 0,

(fvm2) M¥(z,y,t) =1z =y,
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(fvm3) MP(z,y,t) = M"(y,x,1),

(fvmd) ME(z,y,t) x MP(y,2,8) < M¥(z, 2, t + s5),
(fvmb) M¥P(z,y,.) : ET — [0, 1] siireklidir.

(X, M¥ x) bir fuzzy vektér metrik uzay ise (M, *) ya da basitge ME, X iizerinde bir

fuzzy vektor metriktir denir.

Hem fuzzy metrik uzaylarin hem de vektor metrik uzaylarin fuzzy vektér metrik uzaylar

oldugu aciktar.

4.1.3. Lemma

Her z,y € X i¢in MP(xz,y,.) : ET — [0, 1] azalmayan bir fonksiyondur.
Ornek

X bog olmayan bir kiime, E normlu bir Riesz uzay1 ve d : X x X — E doniigiimii F

tizerinde bir vektor metrik olsun. a * b = min(a, b) ve her x,y € X ve t € E7 igin

f
ME 7 ,t — ”
(@90 = @ o)l

olarak tanimlansin. Bu durumda (M%), d vektor metrigi tarafindan indirgenmis fuzzy

vektor metriktir ve standart fuzzy vektor metrik olarak adlandirilir.

fspat

Sadece beginci sart1 gosterelim. (t,,) dizisi t’ye sira yakinsak olsun. Bu durumda |¢,,—t| <
sn 4 0 olacak sekilde bagka bir (s,) dizisi vardir. Latis norm sartindan ve ters iicgen

esitsizliginden her n € N7 icin

[[tnll = < {En = 2] < llsall 40
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elde ederiz. Dolayisiyla

lim,, o0 || 20 t
i 00t moltl ]

= — = :ME(:U,y,t)
n—>00 limy, o[t 4 [Jd(z, )l |IE]] + [ld(z, y)|

olur.
Ornek

X = R\{0} ve E bir Riesz uzay1 olsun. a * b = a.b ve her z,y € X i¢in

T , | <
My~ | L el <l
<

yl/ll, vl <l

olarak tamimlansin. Bu durumda (X, MZ x) bir fuzzy vektdr metrik uzay olur.

Ornek

X bog olmayan bir kiime, £ normlu bir Riesz uzay1 ve ¢ : (0, 00) — [0, 1] artan siirekli

bir fonksiyon olsun. a x b = a.b ve her z,y € X ve t € £ icin

1, =1y
o(lItl), z#y

ME(x,y,t):

olarak tamimlansin. Bu durumda (X, MZ x) bir fuzzy vektdr metrik uzay olur.

Ornek

X normlu bir Riesz uzay1 ve E bir Riesz uzay1 olsun. a * b = a.b ve her z,y € X ve

t € BT i¢in

1, T =1y

[z vyl /Il v Iylll, = #y

ME(x,y,t):

olarak tamimlansin. Bu durumda (X, MZ x) bir fuzzy vektdr metrik uzay olur.
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Simdi fuzzy vektor metrik uzaylar icin bazi topolojik kavramlar: verelim.
4.1.4. Tanim

(X, ME %) bir fuzzy vektér metrik uzay olsun. z € X, 0 < r < 1 ve t € ET igin

z-merkezli, r yaricaph BE(x,r,t) agik yuvan ve B¥[z,r,t] kapal yuvan sirasiyla
BE(x,rt) ={ye X : M¥(z,y,t) >1—r}

BEx,rt]={ye X : MEP(z,y,t) >1—7r}

biciminde tanimlanir.

4.1.5. Tanim

(a) (X, ME %) bir fuzzy vektor metrik uzay ve A C X olsun. Her x,y € A vet € ET
igin M¥(z,y,t) > 1 —r olacak sekilde r € (0,1) varsa A kiimesine Fp-siirhdir denir.
Ayrnica (x,) C X olsun. Her t € ET ve n € N* i¢in (z,,) € BF[x,r,t] olacak sekilde

r € (0,1) sayis1 varsa (x,,) dizisine Fg-sinirhdir denir.

(b) (X, M¥ %) bir fuzzy vektor metrik uzay, (z,) C X ve x € X olsun. Her € € (0,1)
ve t € ET igin n > ng iken ME(x,,z,t) > 1 — ¢ olacak sekilde ng = ng(¢) € N sayist
varsa (x,), «’e yakinsiyor denir ve agagidaki bi¢imde gosterilir.

E
lim M¥(x,,z,t) =1 yada x, oo

n—o0

(¢) (X, ME %) bir fuzzy vektor metrik uzay, (r,,) C X olsun. Her ¢ € (0,1) ve t € E*
igin n,m > ng iken M¥(z,,1,,,t) > 1 — € olacak sekilde ny € N sayis1 varsa (x,) bir

Cauchy dizisidir denir.

(d) (X, ME %) fuzzy vektor metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X de yakimsak ise bu

uzaya tamdir denir.
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(e) (X, M¥ x) fuzzy vektér metrik uzay ve Y C X olsun. (z,) C Y ve z, M ¢ iken

x € Y oluyorsa Y kiimesine kapalidir denir.
4.1.6. Teorem

(X, M¥ %) fuzzy vektdr metrik uzay ve (z,) € X yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda

agagidakiler saglanir.

(a) (z,), FE-sirhdir ve limiti tektir.

(b) (z,,), X uzaymda bir Cauchy dizisidir.

(¢) (x,) dizisinin her alt dizisi aym limite yakinsar.
fspat

(a) 1k olarak () yakmsak dizisinin F®-smirh oldugunu gésterelim. x,, My oldugunu
varsayalim. Bu durumda Her € € (0,1) ve t € ET icin n > ng iken ME(x,, 2z,t/2) >
1—¢ olacak sekilde ny € N vardir. Simdi 2o € X ve s € (0,1) igin ME (2, 2,t/2) > 1—s5
ve k € (0,1) i¢in min{ M¥(x,,x,t/2) :n=1,2,...,n0} =1 — k olsun. Bu durumda

min{(1—-s)x(1—k),(1—-s)x(1—¢)}=1—-r

olacak sekilde bir r € (0, 1) sayist bulabiliriz. Bu yiizden her n € N* igin M¥(x¢, x,,,t) >
ME(zg,x,t/2) * MP(x,,2,t/2) > 1 — r olur. Dolayisiyla her n € NT i¢in (z,) C

B[z, r,t] olur yani (x,), Fg-stmirhdir.

Simdi (z,,) dizisinin limitinin tek oldugunu gosterelim. (x,) yakinsak dizisinin z ve y
olmak iizere iki farkh limitinin oldugunu farz edelim. Herhangi bir t € E* ve ¢ € (0, 1)
igin (1 —7)* (1 —7r) > 1 — ¢ olacak gekilde bir r € (0,1) vardir. ¢ = 1 — ME(x,y,t)
olsun. Varsayimimiza gore n > ny iken M¥(x,, z,t/2) > 1 — r olacak sekilde n; € N
ve n = ny iken ME(x,,y,t/2) > 1 —r olacak sekilde ny € N vardir. ng = max{n, n,}

olarak alirsak bu durumda n > ng iken
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MFP(w,y,t) = MP (2,2, t/2) % MP(2,,y,1/2) > (1 =1)x (1 =7) > 1 —e = M"(2,y,1)
yani M (z,y,t) > M¥(z,y,t) olur ki bu da bir celigkidir.

(b) t € ET ve e € (0,1) olsun. (1 —7) % (1 —r) > 1 — ¢ olacak sekilde bir r € (0, 1)
vardir. (x,) yakinsak bir dizi oldugundan n > ng iken M¥(z,,z,t/2) > 1 — r olacak

sekilde ng € N vardir. Bu durumda n, m > ng iken
ME(zy, wp,t) = ME (2, 2,t/2) % ME (2, 2,,1/2) = (1—=7)%(1—71) > (1—¢) elde edilir.

E
¢) (%), (z,) dizisinin bir alt dizisi olsun. z, = = ise her t € E¥ ve £ € (0,1) icin
n > ng iken M¥(x,,z,t/2) > 1—¢ olacak sekilde ny € N vardir. k > ng ise bu durumda

no < k < ny elde edilir. Bu yiizden M*(z,, ,x,t) > 1 — ¢ olur.
4.1.7. Onerme

(X1, ME %) ve (Xo, ME, ) iki fuzzy vektor metrik uzay olsun. Ayrica (w1, z2), (y1,y2) €
X1 x Xy vet e EYicin ME((xy,12), (y1,92),t) = ME(z1,y1,t) * ME(x9,5,t) olarak

tanimlansin. Bu durumda ((X; x X5), ME %) bir fuzzy vektdr metrik uzay olur.

Bu durumda fuzzy vektor metrik uzaylar ve dolayisiyla fuzzy metrik uzaylar icin asa-

gidaki sonuca ulagabiliriz.
4.1.8. Teorem

(X1, ME %) ve (Xo, ME ) iki fuzzy vektor metrik uzay ve ME, nerme 4.1.7’deki gibi
E
bir fuzzy vektér metrik olsun. (x,) ve (y,) dizileri i¢in eger X; uzaynda z,, M ve

E
X5 uzaynda vy, % y saglaniyorsa bu durumda X; x Xy'de (z,,,y,) My (z,y) olur.
fspat
te€ Etvee € (0,1)olsun. (1—7)%(1—7r) > 1—¢ olacak gekilde bir r € (0, 1) bulabiliriz.

Bu durumda n > ny iken M¥(z,,z,t) > 1 —r olacak gekilde n; € N ve n > n, iken

ME (yn,y,t) > 1 — r olacak sekilde ny € N vardir. ng = max{ny, ny} olarak alirsak
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ME(Zn,yn), (2,y),t) = ME(xn, 2, t) x ME(yp,y,t) > (1 —1r)x(1—7r)>1—¢
elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmig olur.
4.1.9. Teorem
(X, M¥ x) fuzzy vektor metrik uzay1 igin agsagidakiler saglanir.
(i) Her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.
(ii) Her Cauchy dizisi F¥-smirhdir.

(47) (x,) C X Cauchy dizisi, x,, M 2 olacak sekilde bir (z,,) alt dizisine sahipse bu

E
durumda z,, M 2 olur.
fspat

(i) t € ET ve e € (0,1) olsun. (1 —r)* (1 —r) > 1 — ¢ olacak sekilde bir r € (0,1)
bulabiliriz. Eger x,, Jf xise n = ng iken ME(x,, 2,t/2) > 1 —r olacak sekilde ny € N

vardir. n, m > ng iken
ME(zy, wpm,t) = ME (2, 2,t/2) % ME (2, 2,t/2) > (1 —7)% (1 —7r) > 1 —¢ elde ederiz.

(i1) (zn), X’de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her ¢t € ET ve ¢ € (0,1) igin
n,m = ng iken M¥(x,,z,,,t) > 1 — ¢ olacak sekilde ny € N vardir. Dolayisiyla n > ng
icin M®(z,,,2n,,t) > 1 — ¢ olur. Aynica r = 1 — min{ M¥(x,,, wp,,t) : 1,2,...,n9 — 1}
olsun ve s = max{e,r} olarak secelim. Bu durumda {z, : n =1,2,...} C Blx,,, s, 1]

olur yani (z,), F¥-simirhdir.

(i1i) t € ET ve e € (0,1) olsun. (1 —7) % (1 —r) > 1 — € olacak gekilde bir r € (0,1)
bulabiliriz. (z,,), X de bir Cauchy dizisi oldugu igin n,m > ng iken M (z,,, 2,,,t/2) >
1 — r olacak sekilde ny € N vardir. z,, M oldugundan i, > ng ve M¥(x; ,x,t/2) >

1 — r olacak gekilde bir 7;, pozitif tamsayisi1 vardir. Her n > ng icin
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ME(x,, 2, t) = MP(x,, 25, t/2) * ME(z; 2, t/2) > (1—71)x(1—r)>1—¢
elde ederiz, dolayisiyla z,, %;E x olur.

4.1.10. Tanim

(X, M¥ x) bir fuzzy vektoér metrik uzay ve A, X uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi

olsun. Bu durumda D% kusurlu fuzzy vektor ¢ap

DE = sup {inf MZ(z,y,t) : 2,y € A}
teE+

biciminde tanimlariz: Ayrica eger DE = 1 oluyorsa A kiimesine FZ-sinirhdir denir.
Not

Eger A tek noktadan olusan bir kiime ise DE = 1 olur. Fakat kesin kiimelerin aksine

DE = 1ise A tek nokta kiimesi olmayabilir. Ornegin;

f
ME 7 ,t — ”
(@90 = @ o)l

seklinde tanimlanan standart fuzzy vektor metrigi alalim. A € X ve A = {xo, 90}

olsun. Bu durumda

t
D sup ]

=1
ver+ ||t + lld(zo, 3ol

olur.

4.1.11. Tanim

(X, ME %) fuzzy vektér metrik uzay ve (A, ), X uzaymin bog olmayan alt kiimelerinin

bir dizisi olsun. Eger lim D% =1 oluyorsa (A,) dizisi beliren ya da belirgin bir kusurlu
n—oo

fuzzy vektor capa sahiptir denir.
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Bu durumda her r € (0,1),t € E* ve ,y € A, igcin MF(x,y,t) > 1 —r olacak sekilde

no € N vardir.
4.1.12. Teorem (Cantor kesigim teoremi)

(X, ME %) fuzzy vektor metrik uzay ve (A,) beliren bir kusurlu fuzzy vektor capla
birlikte X uzayinin bog olmayan kapali alt kiimelerinin azalan bir dizisi olsun. X tamdir
gerek ve yeter gsart [ A, = {z} olacak sekilde sadece bir x € X noktas1 vardur.

n=1

fspat

X fuzzy vektor metrik uzayi tam olsun. Her bir n € N i¢in z,, € A,, noktasimi alarak
bir (x,) dizisi olugturabiliriz. m > n olarak secersek A,, C A, olur bdylece dizinin
biitiin {z,, : m > n} noktalar1 A, kiimesine ait olur. Bu durumda her bir ¢t € E* ve
m > n i¢in M*(z,,,x,,t) > D% elde ederiz ve sonug olarak n%iglooME(:cm,xn,t) =1
olur. Bu durumda (z,,) bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundain JLHSOME@”’ z,t)=1
olacak gekilde bir z € X noktas1 vardir. A,, kiimesini alalim. {z,, : n > no} C A,,
dizisinin limiti de elbette ayni x noktasidir. Ayrica A,,, kapali oldugundan x € A, olur.
Bu z noktasinin (A,,) dizisinin her elemanina ait oldugu anlamina gelir. Bu yiizden
T € ﬁ A, elde ederiz. Simdi bagka bir 2’ € ﬁ A, noktasini alahm. Bu durumda
t e Enfligin MF®(z,2',t) > D bagmtisi saglanﬁéh bu ise ME(x,2',t) = 1 oldugunu
gosterir. Dolayisiyla = 2’ oldugundan ﬁl A, = {z} elde ederiz.

Diger taraftan (), X uzaymda bir Cauchy dizisi ve her n € Ni¢in A, = {x,, : m > n}

X’in bog olmayan, kapali alt kiimeleri olsun. (A,) azalan bir dizi ve (x,) bir Cauchy

dizisi oldugundan lim DEH = 1 olmahdir. Varsayimimiza goére biitiin bu kiimelerin
n—o0

kesigimi X uzayinin sadece tek bir noktasini igerir. ﬁ A,, = {z} oldugunu farz edelim.
e € (0,1) icin DE"O > 1 — ¢ olacak gekilde ng € N@erdlr. x € A,, oldugunu biliyoruz
bu yiizden her € € (0,1) ve t € ET i¢in n > ng iken M¥(x,,2,t) > 1 — ¢ elde ederiz.
Bu durumda keyfi olarak aldigimiz (z,,) dizisi £ noktasma yakmsar. Bu da X fuzzy

vektor metrik uzaymin tam oldugunu gosterir.
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4.1.13. Teorem (Baire teoremi)

X tam bir fuzzy vektor metrik uzay ve {4, C X :n=1,2,...} X’ de yogun olan agik
alt kiimelerin sayilabilir bir ailesi olsun. Bu durumda (] A,, X’de yogundur.

n=1

jspat

Teoremi ispatlamak icin x € X, 0 < r < 1 ve t € ET igin B¥(z,r,t) agk yu-
vari ile ﬁ A,, kiimesinin kesisiminin bog olmadigin gostermeliyiz. Ilk olarak A; kii-
mesini an];lm. Ay, X'de yogun oldugundan BE(x,rt) N A; bog degildir ve aciktir.
r1 € BE(z,r,t)N A; olsun. Bu durumda BE[xy,71,t;] C B¥(x,r,t) N A; olacak sekilde
r € (0,1) ve t; € E* vardir. BF = BF(xy,r,1;) olsun. Ay, X’de yogun oldugundan
BENA, agiktir ve bog degildir. o € BENA; olsun. Bu durumda B |2y, 79, 5] C BENA,
olacak sekilde ro € (0,3) ve t» € EY vardir. BY = B¥ (x4, 79,15) olsun. Bu sekilde de-
vam edersek her n € N icin

1
BE[2pi1, Tng1stns1] € BEN Ay € B[z, rp,t,] ver, € (O, —)
n

olacak gekilde X uzaymda bir (x,) dizisi ve (r,) pozitif reel say1 dizisi ederiz. Teorem

4.1.12, (\ BE[z,, 7, t,] kiimesinin tek elemanl oldugunu garantiler. Béylece
=1

ﬂBExn,rn, ] € BE(z,r,t)N (ﬂA)

ifadesinden B (x,r t)N < N An) # & elde ederiz.
n=1
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5. SONUC

Bu caligsmada gerekli alt yapiyr kurmak amaciyla 6ncelikli olarak Riesz uzaylar1 ve
kavramlarini ele alindi. Daha sonra metrigin vektorel deger aldigi vektor metrik uzay1
tanitildi ve bu uzayin klasik metrik uzayin bir genellemesi oldugu goriildii. Sonrasinda
klasik iicgen esitsizligini genelleyebilmek adina ihtiya¢ duyulan iicgensel fonksiyonlar
incelendi. Ozellikle t-normlar ve dualleri olan t-conormlara agirlik verildi. Oncelikle da-
gilim fonksiyonlarinin negatif olmayan bir ¢ reel sayisiyla iligkilendirilip kullanilmasiyla
ortaya ¢ikan olasiliksal metrik uzaylar, sonrasinda tiggen esitsizliginin kesfiyle ortaya ci-
kan Menger uzaylar incelendi. Ucgen esitsizliginin evrensellik 6zelliginden 6tiirii Menger
uzaylarindaki 7 fonksiyonu i¢in ideal adayin t-normlar olduguna iligkin tespitlere yer
verildi. Devaminda fuzzy kiimeler teorisi ve mantigi incelendi. Fuzzy kiimeler teorisinin
t-normlarla birlikte olasiliksal metrik uzay kavramlariyla iligkilendirilmesi neticesinde
olugturulan fuzzy metrik uzaylara ayrintilaniyla yer verildi. Béylelikle bu ¢aligmada
fuzzy metrik uzay kavraminin zamanla nasil olugup olgunlagtigr goriildii. Ayrica Riesz
uzaylarinin elemanlar: olan vektorler de kullanilarak bu kavram zenginlegtirip ilk defa
fuzzy vektér metrik uzaylar tanimlandi. Béylece hem vektér metrik uzaylarin hem de
fuzzy metrik uzaylarm bir fuzzy vektor metrik uzay1 oldugu tespit edildi. Ayrica latis
norm sartiyla ilgili fuzzy vektor metrik sarti icin siirekliligi giincellendi. Kusurlu fuzzy
vektor ¢ap ve belirgin kusurlu fuzzy vektor cap tanimlari yapilip, Cantor kesigim ve

Baire teoremlerinin ispatinda bu tanimlardan yararlanildi.
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