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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da su-

nulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

Ã Fuzzy kümesi

Ãc Ã fuzzy kümesinin tümleyeni

Ãα Ã fuzzy kümesinin α-kesiti

Ãα+ Ã fuzzy kümesinin güçlü α-kesiti

B(x, r) x-merkezli r-yar�çapl� aç�k yuvar

B[x, r] x-merkezli r-yar�çapl� kapal� yuvar

B(x, r, t) Fuzzy metrik uzaydaki aç�k yuvar

B[x, r, t] Fuzzy metrik uzaydaki kapal� yuvar

BE(x, r, t) Fuzzy vektör metrik uzaydaki aç�k yuvar

BE[x, r, t] Fuzzy vektör metrik uzaydaki kapal� yuvar

d(A) A kümesinin çap�

E+ E Riesz uzay�n�n pozitif k�sm�

F Da§�l�m fonksiyonu

Fxy x ve y aras�ndaki olas�l�ksal uzakl�k

l−f f fonksiyonunun soldan limiti

l+f f fonksiyonunun sa§dan limiti

M Fuzzy metrik

ME Fuzzy vektör metrik

Px X de§erli projeksiyon dönü³ümü

S t-conorm

SD Güçlü t-conorm

SM Maksimum t-conorm

SL Lukasiewicz t-conorm

SP Olas�l�ksal toplam

S(Ã) Ã fuzzy kümesinin destek kümesi

T t-norm
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Simgeler Aç�klamalar

TD Güçlü t-norm

TL Lukasiewicz t-norm

TM Minimum t-norm

TP Çarp�msal t-norm

tv(p) p önermesinin do§ruluk derecesi

Uab [a, b] üzerindeki düzgün da§�l�m fonksiyonu

x+ x vektörünün pozitif k�sm�

x− x vektörünün negatif k�sm�

|x| x vektörünün mutlak de§eri

‖x‖ x vektörünün normu

(X, d,E) Vektör metrik uzay

(X,F ) Olas�l�ksal metrik uzay

(X,M, ∗) Fuzzy metrik uzay

(X,ME, ∗) Fuzzy vektör metrik uzay

xn ↑ x (xn) artan dizi ve supxn = x

xn ↓ x (xn) azalan dizi ve inf xn = x

xn
o→ x S�ra yak�nsak

xn
d,E→ x Vektörel yak�nsak

xn
ME

→ x Fuzzy vektör metrik uzayda yak�nsakl�k

x ∨ y x ve y nin supremumu

x ∧ y x ve y nin infumumu

∆ Da§�l�m fonksiyonlar�n�n kümesi

∆+ Uzakl�k da§�l�m fonksiyonlar�n�n kümesi

εa a noktas�ndaki birim ad�m fonksiyonu

µÃ(x) x nesnesinin Ã kümesindeki üyelik derecesi

νA(x) x nesnesinin A kümesine üye olmama derecesi

τ Üçgensel fonksiyon
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1. G�R��

1965'te Zadeh taraf�ndan ortaya at�lan fuzzy kümeleri ve mant�§� [22] klasik kümeler

teorisini ve iki-de§erli mant�§�, tabiri caizse alt üst edip yepyeni bir bak�³ aç�s� getirmi³-

tir. Her elemana bir üyelik derecesi atfeden bu bak�³ aç�s� ba³ta matematikçiler olmak

üzere birçok bilim insan� ve ara³t�rmac�n�n ilgi alan�na girerek h�zl� bir ³ekilde geli³ip

olgunla³t�. Daha sonra mant�k, bilgisayar bilimleri, yapay zeka, yönetim bilimi, uzman

sistemler, örüntü tan�ma, robotik gibi çe³itli alanlara uyguland�.

Di§er taraftan 1942'de K. Menger iki nokta aras�ndaki mesafeyi bir say�yla tan�mla-

maktan ziyade olas�l�ksal da§�l�m fonksiyonlar�n� kullan�p negatif olmayan bir t reel

say�s�yla ili³kilendirerek istatiksel metrik uzaylar� ya da ³imdiki güncel kullan�m� olan

olas�l�ksal metrik uzay kavram�n� ortaya att� [16]. Burada Fxy bir uzakl�k da§�l�m fonk-

siyonu iken Fxy(t), x ve y aras�ndaki uzakl�§�n t say�s�ndan az olma ihtimali olarak

yorumlan�r. Bununla birlikte her t için x 6= y iken Fxy(t) = 1 e³itli§inin sa§lanma-

d�§� durumlarda klasik metrik uzaydaki üçgen e³itsizli§inin daha genel bir versiyonunu

bulma ihtiyac� ortaya ç�km�³t�r. Bu nedenle Menger, birim kareden birim aral�§a gi-

den üçgensel fonksiyonlar� tan�mlad�. Böylelikle bu fonksiyonlarla olu³turdu§u üçgen

e³itsizli§i ve olas�l�ksal metrik uzaylardaki ilk üç ³artla birlikte Menger uzaylar�n� ta-

n�mlam�³ oldu. Bu durumda her metrik uzay ve olas�l�ksal metrik uzay bir Menger

uzay�d�r, fakat tersi do§ru de§ildir. Daha sonra B. Schweizer ve A. Sklar bu konuya

önemli katk�da bulundu [17,18].

1975'te ise Kramosil ve Michálek fuzzy küme teorilerinden de faydalanarak Menger ta-

raf�ndan geli³tirilen olas�l�ksal metrik kavram�na e³de§er bir gösterim olu³turup (X,M, ∗)
fuzzy metrik uzaylar�n� tan�mlad� [15]. 1994'de George ve Veeramani bu tan�mda baz�

de§i³iklikler yap�p yeni sonuçlar elde etti [8, 9].

Fuzzy vektör metrik uzay odakl� çal�³ma serüvenimizde Riesz uzaylar�yla ilgili temel

kavram ve teorileri ikinci bölümde öncelikli olarak sunduk. Sonras�nda uzakl�k fonksi-

yonunun Riesz uzaylar�nda de§er ald�§� vektör metrik uzay kavram�n� tan�tt�k ve baz�

sonuçlar� verdik. Devam�nda ise bu uzaydaki topolojik ve vektörel süreklilik kavramla-

r�n� ele al�p kar³�la³t�rd�k. Üçüncü kesimde öncelikle üçgensel normlar (t-normlar) ve

dualleri olan üçgensel conormlar� (t-conormlar�) tan�t�p en yayg�n örneklerini gra�kle-

riyle beraber gösterdik. Sonras�nda t-normlar�n süreklili§ine de§indik. En son kesimde

ise olas�l�ksal metrik uzaylar� ve üçgensel fonksiyonlar�n ke³�yle ortaya ç�kan Menger

uzaylar�n� tan�tt�k. Ayr�ca burada bu fonksiyonlar�n özelliklerinin nas�l olu³tu§unu ad�m

ad�m ele ald�k. Üçgen e³itsizli§inin evrensellik özelli§inden ötürü Menger uzaylar�ndaki

τ fonksiyonu için ideal aday�n t-normlar oldu§una ili³kin tespitlere yer verdik.
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Fuzzy metrik kavram�n�n nas�l olu³tu§unu irdeleyebilmek için çal�³malar�m�z� i³in ta-

rihsel sürecini göz önünde bulundurarak ilerlettik. Böylelikle bir taraftan olas�l�ksal

metrik uzaylar� ve ilgili kavramlar� bir taraftan da üçüncü bölümde yer vermi³ oldu§u-

muz fuzzy küme teorilerini ve mant�§�n� inceledik. Burada fuzzy kümeleri ve mant�§�n�

klasik kümelerle ve klasik mant�kla kar³�la³t�rd�k. Fuzzy mant�k, önermelerin do§ruluk

de§erlerinin s�f�rdan bire de§i³ebildi§i sonsuz de§erli bir mant�kt�r. Birle³ik önermelerin

do§ruluk de§erlerini bulmak için ise t-norm ve t-conormlardan faydaland�k. Ayr�ca Za-

deh'in yapm�³ oldu§u farkl� fuzzy küme tan�mlar�n� hat�rlatt�k. X evrensel kümesinin

fuzzy alt kümelerinin cebirini tan�mlamak için bu kümeler üzerindeki baz� i³lemlerde

yine üçgensel fonksiyonlar� kulland�k. Kesin kümeler için geçerli olan üçüncünün olmaz-

l�§� ilkesi ve çeli³ki ilkesi gibi baz� formüllerin fuzzy kümelerde sa§lanmad�§�n� örnekle-

riyle gördük. Fuzzy ba§�nt�lar ve fuzzy say�lara genel hatlar�yla k�saca de§indik. �kinci

kesimde ise literatürde yap�lm�³ farkl� fuzzy metrik tan�mlar�n� verdik. Burada daha

çok George ve Veeremani'nin [8]'de tan�mlam�³ oldu§u fuzzy metrik uzaylardaki baz�

topolojik kavramlara ve teorilere a§�rl�k verdik. Sonras�nda vermi³ oldu§umuz birçok

örnekle konuyu peki³tirmeye çal�³t�k.

Tezimizin son bölümünde ise [8]'de George ve Veeremani'nin yapm�³ oldu§u fuzzy met-

rik uzay tan�m�n� esas ald�k. Burada pozitif bir reel say� olan t'yi, tan�ma zenginlik

katmak ve tan�m� genelleyebilmek amac�yla Riesz uzaylar�ndan bir vektör olarak al�p

literatürde ilk defa (X,ME, ∗) fuzzy vektör metrik uzaylar�n� tan�mlad�k. Bu çerçe-

vede, e§er t'yi sürekli fonksiyonlar uzay�ndan sabit bir fonksiyon olarak dü³ünürsek

bu durumda her fuzzy metri§in bir fuzzy vektör metrik olaca§� sonucuna vard�k. Ay-

r�ca her vektör metrik uzay�n da fuzzy vektör metrik uzay oldu§unu tespit ettik. ME

fuzzy vektör metri§inin t'ye ba§l� oldu§u durumlarda yani sabit olmayan fuzzy vektör

metrik örneklerinde ise normlu Riesz uzaylar�ndan ve latis norm ³art�ndan yararland�k.

Böylece tan�m kümesindeki s�ra yak�nsakl�ktan görüntü kümesindeki yak�nsakl�§a geçi³

yapabildik. Bu sayede ilgili fuzzy metrik ³art� için süreklili§i güncellemi³ olduk. Ayr�ca

kusurlu fuzzy vektör çap ve beliren kusurlu fuzzy vektör çap� tan�mlay�p Cantor kesi³im

ve Baire teoremi gibi baz� teoremlerin ispat�n� bu tan�mlar yard�m�yla yapt�k [7, 21].
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Riesz Uzaylar�

Bu kesimde, ilerleyen bölümlerde kullanaca§�m�z baz� temel kavramlar� verece§iz [1,2].

2.1.1. Tan�m

E bir reel vektör uzay� ve ≤, E'de bir s�ralama ba§�nt�s� olsun.

i) Her x, y, z ∈ E için x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z

ii) Her λ ∈ R+ ve her x, y ∈ E için x ≤ y ⇒ λx ≤ λy sa§lan�yorsa E uzay�na s�ral�

vektör uzay� denir.

x ≥ y nin farkl� bir gösterimi y ≤ x dir. E s�ral� vektör uzay� ve θ, E'nin s�f�r vektörü

olsun. Bu durumda θ ≤ x ³art�n� sa§layan x eleman�na E'nin pozitif eleman� denir.

Ayr�ca E+ = {x ∈ E : θ ≤ x} ve E+ = {x ∈ E : θ ≤ x ve x 6= θ} olarak tan�mlan�r.

E s�ral� vektör uzay�, her x, y ∈ E için {x, y} kümesinin supremumuna ve infumumuna

sahipse Riesz uzay� ya da vektör latis olarak adland�r�l�r. Klasik gösterimler

x ∨ y := sup {x, y} ve x ∧ y := inf {x, y}

³eklindedir.

Riesz uzay�n�n önemli örnekleri fonksiyonlar uzaylar�yla verilir. Bir Ω kümesi üzerindeki

reel de§erli fonksiyonlar�n uzay�

f ≤ g gerek ve yeter ³art her x ∈ Ω için f(x) ≤ g(x)

noktasal s�ralamas�yla bir s�ral� vektör uzay�d�r. Her f, g ∈ E ikilisi için latis i³lemleri

(f ∨ g)(x) := max {f(x), g(x)} ve (f ∧ g)(x) := min {f(x), g(x)}

³eklindedir. �imdi fonksiyon uzaylar�ndan elde etti§imiz baz� Riesz uzay� örneklerini
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verelim.

• Ω kümesi üzerinde tan�ml� bütün reel de§erli fonksiyonlar uzay�, RΩ.

• Ω topolojik uzay� üzerindeki bütün reel de§erli sürekli fonksiyonlar uzay�, C(Ω).

• Ω topolojik uzay� üzerindeki bütün reel de§erli sürekli, s�n�rl� fonksiyonlar uzay�,

Cb(Ω).

• Ω topolojik uzay� üzerindeki bütün reel de§erli s�n�rl� fonksiyonlar uzay�, `∞(Ω).

•
∑∞

n=1 |xn|
p <∞ ³art�n� sa§layan bütün reel de§erli dizilerin uzay�, `p(0 < p <∞).

2.1.2. Teorem

E bir Riesz uzay� ve x, y, z ∈ E olsun. Bu durumda a³a§�dakiler sa§lan�r.

i) x ∨ y = − [(−x) ∧ (−y)] ve x ∧ y = − [(−x) ∨ (−y)]

ii) x+ y = x ∧ y + x ∨ y

iii) x+ (y ∨ z) = (x+ y) ∨ (x+ z) ve x+ (y ∧ z) = (x+ y) ∧ (x+ z)

iv) Her α ≥ 0 için α(x ∨ y) = (αx) ∨ (αy) ve α(x ∧ y) = (αx) ∧ (αy).

Bir Riesz uzay�ndaki herhangi bir x vektörünün pozitif k�sm�, negatif k�sm� ve mutlak

de§eri s�ras�yla a³a§�daki biçimde tan�mlan�r.

x+ := x ∨ θ, x− := (−x) ∨ θ ve |x| := x ∨ (−x).

2.1.3. Teorem

E bir Riesz uzay� ve x ∈ E olsun. Bu durumda a³a§�dakiler sa§lan�r.

i) x = x+ − x−

ii) |x| = x+ + x−

iii) x+ ∧ x− = θ.
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2.1.4. Teorem

Bir E Riesz uzay�ndaki iki vektör x ve y olsun. Bu durumda a³a§�dakiler sa§lan�r.

i) x = (x− y)+ + x ∧ y

ii) x ∨ y = 1
2
(x+ y + |x− y|) ve x ∧ y = 1

2
(x+ y − |x− y|)

iii) |x− y| = x ∨ y − x ∧ y

iv) |x| ∨ |y| = 1
2
(|x+ y|+ |x− y|)

v) |x| ∧ |y| = 1
2
||x+ y| − |x− y||

vi) |x+ y| ∧ |x− y| = ||x| − |y||

vii) |x+ y| ∨ |x− y| = |x|+ |y|.

2.1.5. Teorem

E bir Riesz uzay� olsun. Herhangi x, y, z ∈ E için a³a§�daki e³itsizlikler sa§lan�r.

i) ||x| − |y|| ≤ |x+ y| ≤ |x|+ |y| (Üçgen E³itsizli§i)

ii) |x ∨ z − y ∨ z| ≤ |x− y| ve |x ∧ z − y ∧ z| ≤ |x− y| (Birkho� E³itsizli§i).

�spat

i) x + y ≤ |x| + |y| ve −x − y ≤ |x| + |y| e³itsizlikleri sa§lan�r. Dolay�s�yla |x + y| =

(x+y)∨ (−x−y) ≤ |x|+ |y| dir. Ayr�ca |x| = |(x+y)−y| ≤ |x+y|+ |y| e³itsizli§inden

|x| − |y| ≤ |x + y| elde edilir. Ayn� ³ekilde |y| − |x| ≤ |x + y| bulunabilir. Bu yüzden
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||x| − |y|| ≤ |x+ y| sa§lan�r.

ii) x ∨ z − y ∨ z = [(x− z) ∨ θ + z]− [(y − z) ∨ θ + z]

= (x− z)+ − (y − z)+

= [(x− y) + (y − z)]+ − (y − z)+

≤ [(x− y+) + (y − z)+]− (y − z)+

= (x− y)+ ≤ |x− y|

bulunur.

Benzer ³ekilde y ∨ z − x ∨ z ≤ |x− y| ve buradan da |x ∨ z − y ∨ z| ≤ |x− y| elde

edilir. Di§er e³itsizlik de benzer yolla bulunur.

2.1.6. Tan�m

E bir Riesz uzay� ve (xn) E'de bir dizi olsun. n ≥ m iken xn ≤ xm oluyorsa (xn)'e

azalan denir ve xn ↓ ³eklinde gösterilir. xn ↓ x sembolü, hem xn ↓ hem de inf xn = x

oldu§unu gösterir. xn ↑ ve xn ↑ x sembollerinin anlam� da benzerdir.

2.1.7. Tan�m

E bir Riesz uzay� olsun. Her x ∈ E+ ve n ∈ N+ için 1
n
x ↓ θ ise E'ye Ar³imedyan

Riesz uzay� denir.

2.1.8. Tan�m

E bir Riesz uzay� ve A ⊆ E olsun. Her y ∈ A için y ≤ x olacak ³ekilde en az bir

x ∈ E varsa A kümesi üstten s�n�rl�d�r denir. Benzer ³ekilde her y ∈ A için y ≥ x

olacak ³ekilde en az bir x ∈ E varsa A'ya alttan s�n�rl�d�r denir. Alttan ve üstten s�n�rl�

kümeye de s�n�rl� küme denir.

E Riesz uzay�n�n bo³ olmayan üstten s�n�rl� her alt kümesinin supremumu (veya alttan
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s�n�rl� her alt kümesinin infumumu) varsa E'ye Dedekind tam denir. E§er tan�mdaki

kümeler say�labilir iseler E uzay�na σ-Dedekind tam denir.

2.1.9. Tan�m

E bir Riesz uzay�, (xn) ⊆ E ve x ∈ E olsun. Her n için |xn − x| ≤ yn ↓ θ olacak

³ekilde bir (yn) dizisi varsa (xn), x'e s�ra yak�nsakt�r denir ve xn
o→ x ³eklinde gösterilir.

Ayr�ca her n ve p için |xn − xn+p| ≤ yn ↓ θ olacak ³ekilde yine bir (yn) dizisi varsa

(xn)'e s�ra-Cauchy (ya da o-Cauchy) denir.

2.1.10. Tan�m

E bir Riesz uzay� ve ‖·‖ E üzerinde bir norm olsun. Her x, y ∈ E için |x| ≤ |y| iken

‖x‖ ≤ ‖y‖ oluyorsa bu norma latis norm denir. Latis normla donat�lm�³ Riesz uzay�na

normlu Riesz uzay� denir.

Normlu Riesz uzaylar�nda ‖x‖ = ‖|x|‖ sa§land�§� aç�kt�r. Teorem 2.1.5 ile a³a§�daki

e³itsizlikler yaz�labilir.

‖x+ − y+‖ ≤ ‖x− y‖ ve ‖|x| − |y|‖ ≤ ‖x− y‖.

2.2. Vektör Metrik Uzaylar

Bu kesimde uzakl�k fonksiyonunun Riesz uzaylar�nda de§er ald�§� vektör metrik uzay

kavram�n� ve baz� sonuçlar�n� verece§iz. Ayr�ca vektör metrik uzaylardaki iki farkl�

süreklilik tan�m�n� ele al�p kar³�la³t�raca§�z [5, 6].

2.2.1. Tan�m

X bo³ olmayan bir küme ve E bir Riesz uzay� olsun. Her x, y, z ∈ E için

i) θ ≤ d(x, y),

ii) d(x, y) = θ ⇔ x = y,
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iii) d(x, y) = d(y, x),

iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

³artlar� sa§lan�rsa d : X ×X → E dönü³ümüne vektör metrik (ya da E-metrik) denir.

Bu durumda (X, d,E) üçlüsü vektör metrik uzay olarak adland�r�l�r.

Her metrik uzay�n bir vektör metrik uzay oldu§u aç�kt�r.

Örnek

E bir Riesz uzay� olsun ve d : E×E → E dönü³ümü her x, y ∈ E için d(x, y) = |x− y|

³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda d bir vektör metriktir ve özel olarak mutlak de§er

metri§i olarak adland�r�l�r.

Örnek

R2, (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 için (x1, y1) ≤ (x2, y2)⇔ x1 ≤ x2 ve y1 ≤ y2

³eklinde tan�mlanan koordinat s�ralamas�yla ve

(x1, y1) ≤ (x2, y2)⇔ x1 < x2 ya da x1 = x2, y1 ≤ y2

³eklinde tan�mlanan sözlüksel s�ralamayla bir Riesz uzay�d�r. Bu durumda α, β ∈ R+

olmak üzere d((x1, y1), (x2, y2)) = (α|x1 − x2|, β|y1 − y2|) ³eklinde tan�mlanan d : R2 ×

R2 → R2 dönü³ümü bir vektör metriktir.

Örnek

α, β ≥ 0 ve α + β > 0 için d : R × R → R2 dönü³ümü d(x, y) = (α|x − y|, β|x − y|)

³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda d sözlüksel s�ralamayla ya da koordinat s�ramas�yla

bir vektör metriktir.
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2.2.2. Tan�m

(X, d,E) bir vektör metrik uzay olsun.

a) (xn) ⊆ X ve x ∈ X olsun. Her n için d(xn, x) ≤ an ve an ↓ θ olacak ³ekilde E'de

bir (an) dizisi varsa (xn) dizisi x'e vektörel yak�nsakt�r (ya da E- yak�nsakt�r) denir ve

xn
d,E→ x ile gösterilir.

b) (xn) ⊂ X olsun. Her n ve p için d(xn, xn+p) ≤ an ve an ↓ θ olacak ³ekilde E'de bir

(an) dizisi varsa (xn)'ye E-Cauchy dizisidir denir.

c) X uzay�ndaki her E-Cauchy dizisi E-yak�nsak ise X'e E-tamd�r denir.

d) Y ⊂ X olsun. Her (xn) ⊆ Y için xn
d,E→ x iken x ∈ Y ise Y kümesine E-kapal�d�r

denir.

Not

xn
d,E→ x olsun. Bu durumda x limiti tektir ve (xn) dizisinin her alt dizisi x noktas�na

E-yak�nsar. Ayr�ca yn
d,E→ y ise, d(xn, yn)

o→ d(x, y) olur.

2.2.3. Tan�m

(X, d,E) bir vektör metrik uzay ve A, X'in bo³ olmayan bir alt kümesi olsun. E§er

sup {d(x, y) : x, y ∈ A} E içinde mevcutsa, A kümesinin E-çap�

d(A) = sup {d(x, y) : x, y ∈ A}

biçiminde tan�mlan�r.

Ayr�ca her x, y ∈ A için d(x, y) ≤ a olacak ³ekilde E'de bir a > 0 varsa A kümesi

E-s�n�rl�d�r denir.



10

2.2.4. Teorem

(X, d,E) bir vektör metrik uzay olsun. Bu durumda a³a§�dakiler sa§lan�r.

i) Her E-yak�nsak dizi bir E-Cauchy dizisidir.

ii) Her E- Cauchy dizisi E-s�n�rl�d�r.

iii) Bir (xn) E-Cauchy dizisi, xnk

d,E→ x olacak ³ekilde bir (xnk
) alt dizisine sahipse, bu

durumda xn
d,E→ x olur.

iv) E§er (xn) ve (yn) E-Cauchy dizisi iseler, bu durumda (d(xn, yn)) de bir s�ra-Cauchy

olur.

�spat

i) X'de xn
d,E→ x olsun. E'de an ↓ θ olacak ³ekilde bir (an) dizisi oldu§undan ve her n

ve p için

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, x) + d(xn+p, x) ≤ an + an+p ≤ 2an

sa§land�§�ndan (xn), X uzay�nda bir E-Cauchy dizisi olur.

ii) (xn), X'de bir E-Cauchy dizisi olsun. E'de an ↓ θ olacak ³ekilde bir (an) dizisi

oldu§u ve her n ve p için d(xn, xn+p) ≤ an sa§land�§� için d(xn, xn+p) ≤ a1 elde edilir

bu da (xn)'nin X uzay�nda E s�n�rl� oldu§unu gösterir.

iii) (xn) E-Cauchy dizisi xnk

d,E→ x olacak ³ekilde bir (xnk
) alt dizisine sahip olsun.

Ayr�ca her n için n ≤ nk iken nk = n + p olsun. Bu durumda E'de an ↓ θ ve bn ↓ θ

olacak ³ekilde (an) ve (bn) dizileri vard�r ve

d(xn, x) ≤ d(xn, xn+p) + d(x, xn+p) ≤ an + bn+p ≤ an + bn
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sa§lan�r. Yani (xn), X'de bir E-yak�nsak dizidir.

iv) E uzay�nda an ↓ θ, bn ↓ θ ve

|d(xn, yn)− d(xn+p, yn+p)| ≤ d(xn, xn+p) + d(yn, yn+p) ≤ an + bn

olacak ³ekilde (an) ve (bn) dizileri var oldu§undan (d(xn, yn)) dizisi E'de bir o-Cauchy

dizisi olur.

2.2.5. Tan�m

(X, d,E) bir vektör metrik uzay, x ∈ X, r > θ olsun. Bu durumda x-merkezli r-yar�çapl�

aç�k ve kapal� yuvar� s�ras�yla

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}

B[x, r] = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}

biçiminde tan�mlar�z.

A ⊆ X olsun. Her x ∈ A için B(x, r) ⊆ A olacak ³ekilde r > θ say�s� varsa A kümesi

aç�kt�r denir. Her B(x, r) aç�k yuvar�, aç�k bir kümedir. Ayn� ³ekilde her B[x, r] kapal�

yuvar�, kapal� bir kümedir. Aç�k alt kümelerden olu³an τd,E koleksiyonu X üzerinde bir

topolojidir ve bu topolojiye vektör metrik topoloji denir.

2.2.6. Tan�m

(X, d,E) bir vektör metrik uzay ve Y ⊆ X olsun.

i) Her r > θ ve x ∈ X için B(x, r) ∩ Y 6= ∅ ise Y kümesine τd,E-yo§undur denir.

ii) Her x ∈ X için Y kümesinde xn
d,E→ x olacak ³ekilde bir (xn) dizisi varsa Y 'ye

E-yo§undur denir.
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Sonuç

(X, d,E) bir vektör metrik uzay ve Y ⊆ X, E-Ar³imedyan olsun. E§er Y τd,E-yo§un

ise Y , E-yo§un olur.

2.2.7. Teorem

E Dedekind tam Riesz uzay� ve X E-tam vektör metrik uzay olsun. X'in bo³ olmayan

E-kapal� alt kümelerinin azalan bir (Fn) dizisi için d(Fn)
o→ θ ise,

⋂∞
n=1 Fn bir tek

noktadan olu³ur.

�spat

F =
⋂∞
n=1 Fn olsun. Hipotezden her n ∈ N+ için Fn 6= ∅ dir. Bu durumda her n için

xn ∈ Fn olacak biçimde bir (xn) ⊆ X dizisi olu³turulabilir. Her n ve p için d(xn, xn+p) ≤

d(Fn) oldu§undan (xn) dizisi bir E-Cauchy dizisi olur. X vektör metrik uzay�, E-tam

oldu§u için xn
d,E→ x olacak ³ekilde bir x ∈ X vard�r. Fn kümeleri azalan ve E-kapal�

oldu§undan xn+p ∈ Fn elde edilir. Bu durumda her n için x ∈ Fn olur.

�imdi x, y ∈ F oldu§unu farz edelim. Bu durumda her n için d(x, y) ≤ d(Fn) olur ve

E Dedekind tam oldu§undan d(x, y) = θ elde edilir. Bu da x = y demektir. Yani F

kümesi bir tek noktadan olu³ur.

2.2.8. Teorem (Baire teoremi)

(X, d,E) bir E-tam vektör metrik uzay olsun. E Dedekind tam iseX bir Baire uzay�d�r.

�spat

(X, d,E) bir E-tam vektör metrik uzay� olsun. Ayr�ca (An), X'in τd,E-yo§un aç�k alt

kümelerinin bir dizisi iken A =
⋂∞
n=1An olsun.X'in bir Baire uzay� oldu§unu göstermek

için her x ∈ X ve r > θ için B(x, r) aç�k yuvar�yla A kümesinin kesi³iminin bo³

olmad�§�n� göstermek gerekir. A1 aç�k ve X'de τd,E-yo§un oldu§undan a ∈ E için
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B[y1, r1] ⊂ B(x, r) ∩ A1 olacak ³ekilde y1 ∈ X ve θ < r1 < a vard�r. A2 aç�k ve τd,E-

yo§un oldu§undan a/2 ∈ E için B[y2, r2] ⊂ B(y1, r1) ∩ A2 olacak ³ekilde y2 ∈ X ve

θ < r2 < a/2 vard�r. Tümevar�mla ayn� ³ekilde devam edilirse her n için

B[yn+1, rn+1] ⊂ B(yn, rn) ∩ An+1 ⊂ B[yn, rn] ve rn < a/n

olacak ³ekilde X uzay�nda bir (yn) ve E'de bir (rn) dizisi elde edilir. Teorem 2.2.7'den⋂∞
n=1B[yn, rn] kümesi tek bir noktadan olu³ur. Bu durumda

⋂∞
n=1B[yn, rn] ⊂ B(x, r) ∩ A

oldu§undan B(x, r) ∩ A 6= ∅ elde edilir.

�imdi vektör metrik uzaylardaki topolojik ve vektörel süreklilik kavramlar�n� verelim

[5].

2.2.9. Tan�m

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) iki vektör metrik uzay, f : X → Y bir fonksiyon ve x ∈ X olsun.

i) Her b > θF için y ∈ X ve d(x, y) < a iken ρ(f(x), f(y) < b olacak ³ekilde E içinde

bir a > θE varsa f fonksiyonuna x noktas�nda topolojik olarak süreklidir denir. f , X

uzay�n�n her noktas�nda topolojik olarak sürekliyse f 'ye topolojik süreklidir denir.

ii) (xn) ⊆ X olsun. X'de xn
d,E→ x iken Y 'de f(xn)

ρ,F→ f(x) oluyorsa f fonksiyonuna

x noktas�nda vektörel olarak süreklidir denir. f , X'in her noktas�nda vektörel olarak

sürekliyse f 'ye vektörel süreklidir denir.

2.2.10. Teorem

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve F Ar³imedyan Riesz uzay� olsun. E§er

f : X → Y fonksiyonu topolojik sürekliyse, f vektörel süreklidir.
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�spat

xn
d,E→ x olsun. Bu durumda her n için d(xn, x) ≤ an ↓ θE olacak ³ekilde bir (an) ⊆ E

dizisi vard�r. b ∈ F ve b > θF olsun. f fonksiyonunun x noktas�ndaki topolojik sürekli-

li§inden dolay� her n için ρ(f(x), f(xn)) < (1/n)b iken d(x, xn) < bn olacak ³ekilde E

uzay�nda bn = bn((1/n)b;x) elemanlar� vard�r. Daha sonra her n için ρ(f(xn), f(x)) <

(1/n)b iken d(xn, x) ≤ an < cn olacak ³ekilde E'de cn = an ∨ bn elemanlar� bulunabilir.

F Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§u için (1/n)b ↓ θF elde edilir. Dolay�s�yla f(xn)
ρ,F→ f(x)

olur.

2.2.11. Teorem

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve f : X → Y bir fonksiyon olsun. Bu

durumda a³a§�dakiler sa§lan�r.

i) F Dedekind σ-tam ve f vektörel sürekliyse, d(xn, x) ↓ θE iken ρ(f(xn), f(x)) ↓ θF
olur.

ii) E Dedekind σ-tam ve d(xn, x) ↓ θE iken ρ(f(xn), f(x)) ↓ θF oluyorsa bu durumda

f vektörel sürekli olur.

iii) E ve F Dedekind σ-tam olsun. Bu durumda f fonksiyonunun vektörel sürekli olmas�

için gerek ve yeter ³art d(xn, x) ↓ θE iken ρ(f(xn), f(x)) ↓ θF olmas�d�r.

�spat

i) d(xn, x) ↓ θE ise xn
d,E→ x dir. f fonksiyonunun vektörel süreklili§inden dolay� her n

için ρ(f(xn), f(x)) ≤ bn ↓ θF olacak ³ekilde (bn) ⊆ F dizisi vard�r. Daha sonra F 'nin

Dedekind σ-taml�§�ndan ρ(f(xn), f(x)) ↓ θF elde edilir.

ii) xn
d,E→ x olsun. Bu durumda vektörel yak�nsakl�§�n tan�m�ndan her n için d(xn, x) ≤

an ↓ θE olacak ³ekilde bir (an) ⊆ E dizisi vard�r. Daha sonra E uzay�n�n Dedekind

σ-taml�§�ndan d(xn, x) ↓ θE elde edilir. Hipotezden ρ(f(xn), f(x)) ↓ θF dir bu da
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f(xn)
ρ,F→ f(x) demektir.

iii) �spat, (i) ve (ii) ³art�n�n bir sonucu olarak elde edilir.

Örnek

(X, d,E) bir vektör metrik uzay olsun. Ayr�ca X uzay�nda xn
d,E→ x ve yn

d,E→ y olacak

³ekilde (xn) ve (yn) dizileri var olsun. Bu durumda d(xn, yn)
o→ d(x, y) olur ve d : X ×

X → E fonksiyonu vektörel süreklidir. Burada E, |·|mutlak de§er vektör metri§iyle,X2

ise her z = (x1, y1), w = (x2, y2) için d̃(z, w) = d(x1, x2) + d(y1, y2) ³eklinde tan�mlanan

vektör metrikle bir vektör metrik uzayd�r.

2.2.12. Teorem

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve f : X → Y fonksiyonu vektörel sürekli

olsun. Bu durumda her F -kapal� B ⊆ Y için f−1(B) ⊆ X, E-kapal�d�r.

�spat

(xn) ⊆ f−1(B) ve xn
d,E→ x olsun. f vektörel sürekli oldu§undan f(xn)

ρ,F→ f(x) elde

edilir. Hipotezden B, F -kapal� oldu§undan x ∈ f−1(B) olur. Yani f−1(B), E-kapal�d�r.

2.2.13. Tan�m

E ve F Riesz uzaylar� olsun.

i) Her a = (e1, f1), b = (e2, f2) ∈ E × F için iki-mutlak de§erli vektör metrik olarak

adland�r�lan |·| : (E × F )× (E × F )→ (E × F ) dönü³ümü

|a− b| = (|e1 − e2|, |f1 − f2|)

biçiminde tan�mlan�r. Bu durumda E × F bir vektör metrik uzay olur.
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ii) d : X × X → E ve ρ : X × X → F s�ras�yla X üzerindeki E ve F de§erli vektör

metrikler olsun. Her x, y ∈ X için çift-vektör metrik olarak adland�r�lan δ : X ×X →

E × F dönü³ümü

δ(x, y) = (d(x, y), ρ(x, y))

biçiminde tan�mlan�r.

Örnek

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar olsun.

i) f : X → E ve g : X → F dönü³ümleri vektörel sürekli olsun. Bu durumda her x ∈ X

için h(x) = (f(x), g(x)) ³eklinde tan�mlanan h : X → E × F dönü³ümü δ çift-vektör

metri§iyle ve |·| iki-mutlak de§erli vektör metrikle vektörel süreklidir.

ii) pE : E × F → E ve pF : E × F → F projeksiyon dönü³ümleri olsun. Her x ∈ X

için h : X → E × F dönü³ümü h(x) = (f(x), g(x)) ³eklinde tan�mlans�n ve f = pEh

ve g = pFh olsun. Bu durumda h vektörel sürekliyse, pE ve pF vektörel sürekli oldu§u

için f ve g de vektörel sürekli olur.

2.2.14. Tan�m

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar olsun. Her z = (x1, y1), w = (x2, y2) ∈ X×Y

için çarp�msal vektör metrik olarak adland�r�lan π : (X × Y ) × (X × Y ) → E × F

dönü³ümü

π(z, w) = (d(x1, x2), ρ(y1, y2))

biçiminde tan�mlan�r. Bu durumda (X×Y, π, E×F ) bir vektör metrik uzay olur. Ayr�ca

X × Y üzerinde tan�mlanan s�ras�yla X ve Y de§erli projeksiyon dönü³ümleri pX ve

py de vektörel sürekli olur. f : (Z, δ,G) → (X × Y, φ, E × F ) bir fonksiyon olsun. Bu

durumda f 'nin vektörel sürekli olmas� için gerek ve yeter ³art hem pXf hem de pY f
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fonksiyonlar�n�n vektörel sürekli olmas�d�r.

Örnek

(X, d,E) ve (Y, ρ, E) vektör metrik uzaylar ve f : X → E ve g : Y → E dönü³ümleri

vektörel sürekli olsun. Bu durumda her x ∈ X, y ∈ Y için h(x, y) = |f(x) − g(y)|

³eklinde tan�mlanan h : X × Y → E dönü³ümü çarp�msal vektör metrik π ve mutlak

de§erli vektör metrik |·| ile vektörel süreklidir.

Örnek

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve f : X → E ve g : Y → F dönü³ümleri

vektörel sürekli olsun. Bu durumda her x ∈ X ve y ∈ Y için h(x, y) = (f(x), g(y))

³eklinde tan�mlanan h : X × Y → E × F dönü³ümü çarp�msal vektör metrik π ve

iki-mutlak de§erli vektör metrik |·| ile vektörel süreklidir.

Yukar�daki örneklerin bir sonucu olarak a³a§�dakiler elde edilir.

Sonuç

i) f : (X, d,E) → (Y, η,G) ve g : (X, ρ, F ) → (Z, ξ,H) fonksiyonlar� vektörel sürekli

olsun. Ayr�ca her x ∈ X için h : X → Y × Z fonksiyonu h(x) = (f(x), g(x)) ³ek-

linde tan�mlans�n. Bu durumda h, E ×F -de§erli çift-vektör metrik δ ve G×H-de§erli

çarp�msal vektör metrik π ile vektörel süreklidir.

ii) G bir Riesz uzay� ve f : (X, d,E) → G ve g : (Y, ρ, F ) → G fonksiyonlar� vektörel

sürekli olsun. Ayr�ca her x ∈ X ve y ∈ Y için h : X × Y → G fonksiyonu h(x, y) =

|f(x) − g(y)| ³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda h, E × F - de§erli çarp�msal vektör

metrik π ve mutlak de§erli vektör metrik |·| ile vektörel süreklidir.

iii) f : (X, d,E)→ (Z, η,G) ve g : (Y, ρ, F )→ (W, ξ,H) fonksiyonlar� vektörel sürekli

olsun ve her x ∈ X ve y ∈ Y için h : X×Y → Z×W fonksiyonu h(x, y) = (f(x), g(y))
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³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda h, E×F -de§erli ve G×H-de§erli çarp�msal vektör

metrik π ile vektörel süreklidir.

2.2.15.Önerme

(X × Y, π, E × F ) çarp�msal vektör metrikle bir vektör metrik uzay olsun. Ayr�ca

(zn) = (xn, yn) ⊆ X × Y bir dizi ve z = (x, y) ∈ X × Y olsun. Bu durumda zn
π,E×F→ z

gerek ve yeter ³art xn
d,E→ x ve yn

ρ,F→ y.

2.3. Üçgensel Normlar ve Üçgensel Conormlar

Klasik metrik uzaylardaki üçgen e³itsizli§ini istatiksel metrik uzaylara (ya da ³imdiki

güncel kullan�m� olan olas�l�ksal metrik uzaylara) genelllemek için kullan�lan üçgensel

normlar (ya da k�saca t-normlar) ilk olarak 1942'de Karl Menger taraf�ndan tan�mlan-

m�³t�r [16]. Daha sonra bu konuyla ilgili birçok yay�n yap�lm�³t�r [4, 14,18].

2.3.1. Tan�m

T : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] ikili bir i³lem olsun. Her x, y, z ∈ [0, 1] için

i) T (x, y) = T (y, x) (de§i³me özelli§i)

ii) T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) (birle³me özelli§i)

iii) y ≤ z iken T (x, y) ≤ T (x, z) (monotonluk)

iv) T (x, 1) = x (s�n�rl�l�k ³art�)

³artlar� sa§lan�rsa T 'ye üçgensel norm veya t-norm denir.

Sürekli t-normlar için literatürde T (x, y) yerine x ? y gösterimi kullan�l�r. Fuzzy metrik

uzaylar bölümünde biz de bu ³ekilde kullanaca§�z.
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Örnek

En yayg�n kullan�lan dört t-normu ve gra�klerini a³a§�daki biçimde verebiliriz.

TM(x, y) = min(x, y) (minimum)

TP (x, y) = x× y (çarp�msal)

TL(x, y) = max(x+ y − 1, 0) (Lukasiewicz t-norm)

TD(x, y) =

 0 , (x, y) ∈ [0, 1)2

min(x, y) , di§er
(Güçlü t-norm)

�ekil 2.1. Dört temel t-normun üç boyutlu gösterimi
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�ekil 2.2. Dört temel t-normun izdü³ümü

Sonuç

Tan�mdan her T t-normu için a³a§�daki sonuçlar elde edilir.

i) Her x ∈ [0, 1] için T (0, x) = T (x, 0) = 0 ve T (1, x) = x dir. Bu durumda bütün

t-normlar [0, 1]2 birim karesinin s�n�r�nda çak�³�r.

ii) t-normun de§i³me ve monotonluk özelli§inden x1 ≤ x2 ve y1 ≤ y2 iken T (x1, y1) ≤

T (x1, y2) = T (y2, x1) ≤ T (y2, x2) = T (x2, y2) olur.

t-normlar birim kareden birim aral�§a giden fonksiyonlar oldu§undan t-normlar�n kar-

³�la³t�r�lmas� da noktasal s�ralamayla yap�l�r.

iii) Her T t-normu ve her (x, y) ∈ (0, 1)2 için T (x, y) > 0 = TD(x, y) elde edilir. Bu

yüzden en zay�f t-norm TD ve en kuvvetli t-norm ise TM olur.
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TD 6 T 6 TM .

iv) En çok kullan�lan dört t-norm için ise a³a§�daki s�ralamay� verebiliriz.

TD < TL < TP < TM .

2.3.2. Tan�m

i) Herhangi bir T t-normu sürekliyse ve 0 < x < 1 iken T (x, x) < x ³art�n� sa§l�yorsa

Ar³imedyan olarak adland�r�l�r.

ii) Herhangi bir T t-normu sürekliyse ve x > 0 ve y < z iken T (x, y) < T (x, z) ³art�n�

sa§l�yorsa kesin (tam, mutlak) olarak adland�r�l�r.

Sonuç

i) T bir kesin t-norm ise bu durumda x < u ve y < v iken T (x, y) < T (u, v) sa§lan�r.

ii) Her kesin T t-normu Ar³imedyand�r fakat tersi genelde do§ru de§ildir. Örne§in;

TM t- normu Ar³imedyan de§ildir bu yüzden kesin de de§ildir, TP kesindir dolay�s�yla

ayn� zamanda Ar³imedyand�r, TL Ar³imedyand�r fakat kesin de§ildir. TD t- normu ise

sürekli de§ildir ayn� zamanda ne Ar³imedyand�r ne de kesindir.

�imdi üçgensel normlar�n duali olan üçgensel conormlar�n tan�m�n� verelim.

2.3.3. Tan�m

S : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] ikili bir i³lem olsun. Her x, y, z ∈ [0, 1] için

i) S(x, y) = S(y, x) (de§i³me özelli§i)

ii) S(x, S(y, z)) = S(S(x, y), z) (birle³me özelli§i)
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iii) y ≤ z iken S(x, y) ≤ S(x, z) (monotonluk)

iv) S(x, 0) = x (s�n�rl�l�k ³art�)

³artlar� sa§lan�rsa S'ye üçgensel conorm veya t-conorm denir.

2.3.4.Önerme

S : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] i³leminin bir t-conorm olmas� için gerek ve yeter ³art her

x, y ∈ [0, 1] için

S(x, y) = 1− T (1− x, 1− y) (2.1)

olacak ³ekilde bir T t-normunun var olmas�d�r.

�spat

T bir t-norm olsun. Bu durumda (2.1)'de tan�mlanan S fonksiyonu t-conormun dört

³art�n� da sa§lar. Di§er taraftan S bir t-conorm ise her x, y ∈ [0, 1] için

T (x, y) = 1− S(1− x, 1− y) (2.2)

olacak ³ekilde bir T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] fonksiyonunu tan�mlayal�m. Bu durumda

T 'nin bir t-norm oldu§u ve (2.1)'i sa§lad�§� aç�kt�r.

(2.1)'de verilen S t-conormu, T 'nin dual t-conormu olarak ve (2.2)'de verilen T t-normu

da S'nin dual t-normu olarak adland�r�l�r. Ayr�ca (2.1)'de verilen duallikten dolay� t-

normlar�n birçok özelli§i t-conormlar için de verilebilir.

Örnek

En yayg�n kullan�lan dört t-conormu ve gra�klerini a³a§�daki biçimde verebiliriz.

SM(x, y) = max(x, y) (maksimum)



23

SP (x, y) = x+ y − x.y (olas�l�ksal toplam)

SL(x, y) = min(x+ y, 1) (Lukasiewicz t-conorm veya s�n�rl� toplam)

SD(x, y) =

 1 , (x, y) ∈ (0, 1]2,

max(x, y) , di§er.
(Güçlü t-conorm)

�ekil 2.3. Dört temel t-conormun üç boyutlu gösterimi
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�ekil 2.4. Dört temel t-conormun izdü³ümü

Sonuç

i) Önerme 2.3.4'daki ispat her bir t-normun ba³ka bir t-conormun dual i³lemi oldu§unu

gösterir. Bu durumda (TM , SM), (TP , SP ), (TL, SL) ve (TD, SD) t-norm ve t-conorm

çiftleri kar³�l�kl� olarak birbirleriyle dualdirler.

ii) Her x ∈ [0, 1] için S(1, x) = S(x, 1) = 1 ve S(0, x) = x sa§land�§�ndan bütün

t-conormlar [0, 1]2 birim karesinin s�n�r�nda çak�³�r.

iii) Duallik s�ralamay� de§i³tirir. Yani S1 ve S2 t-conormlar� s�ras�yla T1 ve T2 t-

normlar�n�n dualleri olsun ve T1 ≤ T2 sa§lans�n. Bu durumda S1 ≥ S2 elde edilir.

Bu yüzden en zay�f t-conorm SM ve en kuvvetli t-conorm ise SD olur.

SM ≤ S ≤ SD

iv) En çok kullan�lan dört t-conorm için a³a§�daki s�ralamay� verebiliriz.
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SM < SP < SL < SD

Fuzzy metrik uzaylarda sürekli t-normlara ihtiyac�m�z oldu§undan ³imdi t-normlar�n

süreklili§ini inceleyelim. Güçlü t-norm TD ve güçlü t-conorm SD'nin sürekli olmad�§�

aç�kt�r. Süreklili§in yan�s�ra alt-yar� ve üst-yar� süreklili§i de ele alaca§�z. Her (xn)n∈N,

(yn)n∈N ∈ [0, 1]N dizileri için F (limn→∞ xn, limn→∞ yn) = limn→∞ F (xn, yn) sa§lan�yorsa

F süreklidir denir. Ayr�ca [0, 1]2 birim karesi kompakt oldu§undan F fonksiyonunun

süreklili§i, düzgün süreklili§ine denktir.

2.3.5.Önerme

T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda T 'nin sürekli

olmas� için gerek ve yeter ³art T 'nin her bir bile³ende sürekli olmas�d�r. Yani her x0, y0 ∈

[0, 1] için hem T (x0, .) : [0, 1]→ [0, 1] dü³ey kesiti hem de T (., y0) : [0, 1]→ [0, 1] yatay

kesiti her bir de§erde süreklidir.

�spat

T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] fonksiyonu sürekli olsun. Bu durumda T 'nin her bile³ende

sürekli oldu§u aç�kt�r.

Di§er taraftan T fonksiyonu her bir bile³ende sürekli olsun. Her ε > 0 ve (x0, y0) ∈ [0, 1]2

için (xn), (yn) ⊆ [0.1] dizileri s�ras�yla (x0) ve (y0) noktas�na yak�nsayan diziler olsun.

�imdi her n ∈ N için

an ≤ xn ≤ bn ve an ↑ x0, bn ↓ x0,

cn ≤ yn ≤ dn ve cn ↑ y0, dn ↓ y0,

olacak ³ekilde dört monoton dizi olu³tural�m. T fonksiyonunun ikinci bile³ende sürekli

olmas� T (x0, .) dü³ey kesitinin sürekli olmas� demektir. Yani, T 'nin monotonlu§undan

dolay� her n ≥ N için

T (x0, y0)− ε < T (x0, cN) ≤ T (x0, yn) ≤ T (x0, dN) < T (x0, y0) + ε
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olacak ³ekilde N ∈ N vard�r. T ikinci bile³ende sürekli oldu§u için T (., cN) ve T (., dN)

yatay kesitleri süreklidir. Bu durumda yine T fonksiyonunun monotonlu§undan dolay�

her m ≥M ve n ≥ N için

T (x0, cN)− ε < T (aM , cN) ≤ T (xm, yn) ≤ T (bM , dN) < T (x0, dN) + ε

olacak ³ekilde M ∈ N bulunur. K = max(M,N) olsun. Bu durumda her k ≥ K için

T (x0, y0)− 2ε < T (xk, yk) < T (x0, y0) + 2ε

elde edilir. Bu da (T (xk, yk)) dizisinin T (x0, y0) noktas�na yak�nsad�§�n� gösterir. Yani

T fonksiyonu (x0, y0) noktas�nda süreklidir.

2.3.6. Tan�m

T : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] bir fonksiyon ve (x0, y0) ∈ [0, 1]× [0, 1] olsun. Her ε > 0 için

(x, y) ∈ (x0 − δ, x0]× (y0 − δ, y0] iken T (x, y) > T (x0, y0)− ε,

(x, y) ∈ [x0, x0 + δ)× [y0, y0 + δ) iken T (x, y) < T (x0, y0) + ε,

olacak ³ekilde δ > 0 say�s� varsa T 'ye s�ras�yla alttan ve üstten yar� süreklidir denir.

Örnek

T nM(x, y) =

 0 , x+ y ≤ 1,

min(x, y) , di§er,

³eklinde tan�mlanan fonksiyon bir t- normdur ve nilpotent minimum olarak adland�r�l�r.

T nM alt-yar� süreklidir fakat üst-yar� sürekli de§ildir. Dolay�s�yla sürekli de de§ildir.

Güçlü çarp�m olarak adland�r�lan TD t-normu ise üstten yar� süreklidir fakat alttan yar�

sürekli de§ildir.
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�ekil 2.5. Nilpotent minimum t-normunun üç boyutlu gösterimi (solda) ve izdü³ümü

(sa§da)

Not

Bir T t-normunun alttan (üstten) yar� sürekli olmas� için gerek ve yeter ³art S(x, y) =

1− T (1− x, 1− y) ³eklinde verilen dual S t-conormunun s�ras�yla üstten (alttan) yar�

sürekli olmas�d�r.

2.3.7.Önerme

T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] azalmayan bir fonksiyon olsun. T 'nin alttan yar� sürekli

olmas� için gerek ve yeter ³art T 'nin her bir bile³ende soldan sürekli olmas�d�r. Yani

her x0, y0 ∈ [0, 1] ve her (xn), (yn) ∈ [0, 1]N için

sup{T (xn, y0)|n ∈ N} = T (sup{xn|n ∈ N}, y0),

sup{T (x0, yn)|n ∈ N} = T (x0, sup{yn|n ∈ N}) sa§lan�r.

Ayn� ³ekilde yine T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] azalmayan fonksiyonu için üst yar� sü-

reklilik her bir bile³en için sa§dan süreklili§e denktir. Ayr�ca herhangi bir t-normun

de§i³me özelli§inden dolay� alttan (üstten) yar� sürekli olmas� için gerek ve yeter ³art

ilk bile³eninde soldan (sa§dan) sürekli olmas�d�r.
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2.3.8. Tan�m

Herhangi bir T t-normu ya da S t-conormu [0, 1]2 birim karesinin s�n�r�nda sürekliyse

s�n�r süreklidir denir.

Örnek

T : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] fonksiyonu bir t-norm olsun.

T (x, y) =

 0 , (x, y) ∈ (0, 0.5)2

min(x, y) , di§er

olarak tan�mlans�n. Bu durumda T s�n�r süreklidir fakat soldan sürekli de§ildir.

Örnek

T : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] fonksiyonu bir t-norm olsun.

T (x, y) =

 0 , (x, y) ∈ (0, 1)2\[0.5, 1)2

min(x, y) , di§er

olarak tan�mlans�n. Bu durumda T , (1, 1) noktas�nda süreklidir fakat s�n�r sürekli de-

§ildir.

2.4. Olas�l�ksal Metrik Uzaylar

1906'da M. Fréchet taraf�ndan tan�t�lan metrik uzaylar kavram�n� 1942'de K. Men-

ger iki nokta aras�ndaki mesafeyi negatif olmayan bir say�yla ili³kilendirerek geli³tirip

genelledi. Daha sonra B. Schweizer ve A. Sklar teoriye büyük katk�da bulundu [15�18].

f reel de§erli bir fonksiyon olmak üzere l−f(x) ve l+f(x) s�ras�yla f 'nin soldan ve

sa§dan limitini göstersin.
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f , [a, b] üzerinde tan�ml� reel de§erli azalmayan bir foksiyon ise l−f ve l+f s�ras�yla

l−f(x) =

{
f(a) , x = a

sup {f(t)|a 6 t < x} , a < x 6 b

l+f(x) =

{
inf {f(t)|x < t 6 b} , a 6 x < b

f(b) , x = b

biçiminde tan�mlan�r.

2.4.1. Tan�m

F , reel say�lar üzerinde azalmayan bir fonksiyon olsun. E§er F (−∞) = 0 ve F (∞) = 1

ise F 'ye da§�l�m fonksiyonu denir.

Da§�l�m fonksiyonlar� olas�l�k kavram�yla ³u ³ekilde ili³kilendirilebilir: X bir miktar�

göstersin. Bu durumda x ∈ R için X'in x say�s�ndan küçük olma ihtimali l−F (x), X'in

x'den büyük olmama ihtimali l+F (x) ve X'in x'e e³it olma ihtimali ise l+F (x)− l−F (x)

ile gösterilir.

2.4.2. Tan�m

(−∞,∞) üzerinde soldan sürekli olan bütün da§�l�m fonksiyonlar�n�n kümesi ∆ ile

gösterilsin. Ayr�ca l+F (−∞) = F (−∞) = 0 ve l−F (∞) = F (∞) = 1 olacak ³ekilde F

fonksiyonlar�ndan olu³an ve ∆'n�n alt kümesi olan küme de D ile gösterilsin.

F,G ∈ ∆ ve x ∈ R olsun. F ≤ G gerek ve yeter ³art F (x) ≤ G(x) s�ralamas�yla ∆,

k�smi s�ral� bir kümedir. Ayr�ca A ⊆ R için sup{F (x)|x ∈ A} = F (sup{x|x ∈ A})
sa§lan�r.

2.4.3. Tan�m

F : [0,∞) → [0, 1] azalmayan bir fonksiyon olsun. F , soldan sürekliyse ve F (0) = 0
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³art�n� sa§l�yorsa uzakl�k da§�l�m fonksiyonu olarak adland�r�l�r. Bütün uzakl�k da§�l�m

fonksiyonlar�n�n kümesi ∆+ ile gösterilir.

Ayr�ca l−F (∞) = F (∞) = 1 olacak ³ekilde F fonksiyonlar�ndan olu³an ve ∆+'n�n alt

kümesi olan küme de D+ ile gösterilir.

Örnek

Herhangi bir a ∈ R için

εa(x) =

 0 , −∞ 6 x 6 a

1 , a < x 6∞

³eklinde tan�mlanan fonksiyon bir da§�l�m fonksiyonudur, ∆ kümesindedir ve a nokta-

s�ndaki birim ad�m fonksiyonu olarak adland�r�l�r.

Dikkat edilirse b 6 a iken εa 6 εb olur. Ayr�ca ε−∞ ∆ kümesinin maximal eleman�yken,

ε∞ minimal eleman�d�r.

Örnek

−∞ < a < b <∞ olacak ³ekilde herhangi bir a, b için

Uab(x) =


0 , x ∈ [−∞, a]

x−a
b−a , x ∈ [a, b]

1 , x ∈ [b,∞]

³eklinde tan�mlanan fonksiyonD kümesindedir ve [a, b] üzerindeki düzgün da§�l�m fonk-

siyonu olarak adland�r�l�r.

2.4.4. Tan�m

X bo³ olmayan bir küme ve F : X ×X → D+ bir fonksiyon olsun. Her x, y, z ∈ X ve

t, s > 0 için
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i) Fxy(0) = 0,

ii) Her t > 0 için Fxy(t) = 1 ⇔ x = y,

iii) Fxy(t) = Fyx(t),

iv) Fxy(t) = 1 ve Fyz(s) = 1 iken Fxz(t+ s) = 1

³artlar� sa§lan�rsa (X,F ) ikilisi olas�l�ksal (probabilistik) metrik uzay olarak adland�r�-

l�r.

Burada Fxy(t), herhangi bir t reel say�s� için x ve y aras�ndaki uzakl�§�n t say�s�ndan

az olma ihtimali olarak yorumlan�r. Bu durumda tan�m 2.4.4'deki ilk üç ³art�n al�³�l-

m�³ metrik uzaydaki poziti�ik, özde³lik ve simetriklik ³art�n�n bir genellemesi oldu§u

görülebilir. iv) ³art ise metrik uzaydaki üçgen e³itsizli§inin minimal bir genellemesidir.

�öyle ki; e§er x ve y aras�ndaki uzakl�k kesinlikle t'den küçükse ve yine y ve z aras�n-

daki uzakl�k kesinlikle s'den küçükse bu durumda x ve z aras�ndaki uzakl�k da kesin

olarak t+ s say�s�ndan küçüktür.

Örnek

(X, d) bir metrik uzay ve

H(x) =

 0 , x 6 0

1 , x > 0

olarak tan�mlanan bir da§�l�m fonksiyonu olsun. Bu durumda her x, y ∈ X ve t > 0

için Fxy(t) = H(t − d(x, y)) ³eklinde tan�mlanan ve d metri§i taraf�ndan üretilen F

olas�l�ksal metri§ini bulabiliriz. Böylece her metrik uzay olas�l�ksal metrik uzay�n özel

bir durumu olur.

Di§er taraftan her t için x 6= y iken Fxy(t) = 1 in sa§lanmad�§� durumlarda Tan�m

2.4.4'deki (iv) ³art� zay�f ve yetersiz kalacakt�r. Bu nedenle üçgen e³itsizli§inin genel-

le³tirilmi³ daha güçlü bir versiyonunu bulma ihtiyac� ortaya ç�km�³t�r.
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2.4.5. Tan�m

(X,F ) olas�l�ksal bir metrik uzay olsun. Bu durumda bir üçgen e³itsizli§inin evrensel

olmas� için gerek ve yeter ³art bu e³itsizli§in farkl� olsun ya da olmas�n bu uzaydaki

bütün üçlü noktalar için sa§lanmas�d�r.

2.4.6. Tan�m

X bo³ olmayan bir küme ve F : X × X → D+ bir fonksiyon olsun. Ayr�ca τ her

a, b ∈ [0, 1] için

a) 0 6 τ(a, b) 6 1,

b) a 6 c ve b 6 d iken τ(a, b) 6 τ(c, d),

c) τ(a, b) = τ(b, a),

d) τ(1, 1) = 1,

e) a > 0 için τ(a, 1) > 0

özelliklerini sa§layan iki-de§erli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x, y, z ∈ X ve

t, s > 0 için Tan�m 2.4.4'deki ilk üç ³artla birlikte

ivm) τ(Fxy(t), Fyz(s)) 6 Fxz(t+ s)

genelle³tirilmi³ üçgen e³itsizli§i sa§lan�rsa (X,F, τ) üçlüsüne Menger uzay� denir.

Bu durumda her metrik uzay ve olas�l�ksal metrik uzay bir Menger uzay�d�r. Fakat tersi

do§ru de§ildir.
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Örnek

X = N ve her a, b ∈ [0, 1] için τ(a, b) = ab olsun. Her x, y ∈ N için

Fxy(t) =

 x/y , x 6 y

y/x , y 6 x

olarak tan�mlans�n. Bu durumda (N, F, τ) bir Menger uzay�d�r fakat metrik uzay de-

§ildir. Çünkü N üzerinde Fxy(t) = H(t− d(x, y)) e³itli§ini sa§layan bir d metri§i bulu-

namaz.

Not

Menger uzay� tan�m�nda kulland�§�m�z τ fonksiyonu için bir önceki bölümde ele al-

d�§�m�z üçgensel normlar ve üçgensel conormlar� örnek verebiliriz. Fakat a³a§�da da

görülece§i gibi baz� durumlarda SM , SP , SL üçgensel conormlar�n kullan�m� oldukça

güçtür.

2.4.7. Lemma

(X,F ) iki farkl� noktay� içeren bir olas�l�ksal metrik uzay olsun. Bu durumda τ = SM

olarak seçilirse (ivm) ³art� evrensel olarak sa§lanmaz.

�spat

x ve y, X uzay�ndaki iki farkl� nokta ve 0 < s < t olsun. (ivm) ³art�n�n evrensel olarak

SM için sa§land�§�n� varsayal�m. Bu durumda

Fxy(t) > max(Fxy(t − s), Fyy(s)) = 1 olur. Bu da x = y demektir. Böylece ba³taki

x 6= y kabulümüzle çeli³ki ortaya ç�kar.
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2.4.8. Lemma

(X,F ) bir olas�l�ksal metrik uzay olsun fakat metrik uzay olmas�n. Ayr�ca (ivm) ³art�

bu uzayda en az bir τ fonksiyonu için evrensel olarak sa§lans�n. Bu durumda τ(a, 1) 6 a

olacak ³ekilde 0 < a < 1 say�s� vard�r.

�spat

E§er bir uzay, metrik uzay olmay�p olas�l�ksal metrik uzay ise bu durumda Fxy fonk-

siyonunun 0 ve 1 say�s�ndan ba³ka de§erler ald�§� farkl� x, y noktalar� kesinlikle vard�r.

Bu, Fxy'nin soldan sürekli ve monoton olmas�ndan dolay� üzerinde 0 < Fxy < 1 ³art�n�n

sa§land�§� (a, b) aç�k aral�§�n�n var oldu§unu gösterir. 0 < k < 1 için φ(k) > 0 iken

τ(k, 1) = k + φ(k) oldu§unu kabul edelim. t > 0 ve s ∈ (a, b) olsun. Bu durumda

Fxy(s+ t) > τ(Fxy(s), Fyy(t))

= τ((Fxy(s), 1)

= Fxy(s) + φ(Fxy(s))

elde edilir. t → 0+ al�rsak, Fxy(s+) > Fxy(s) + φ(Fxy(s)) > Fxy(s) olur. Yani Fxy, s

noktas�nda süreksizdir ve dolay�s�yla (a, b) aral�§�n�n bütün noktalar�nda süreksizdir.

Fakat bu bir çeli³kidir çünkü azalmayan bir fonksiyon sadece say�labilir baz� noktalarda

süreksiz olabilir.

2.4.9. Lemma

E§er (ivm) ³art� bir olas�l�ksal metrik uzayda evrensel olarak sa§l�n�yorsa ve τ sürekli

bir fonksiyon ise bu durumda herhangi bir t > 0 için τ(Fxy(t), 1) 6 Fxy(t) olur.

�spat

0 < s < t olsun. Bu durumda
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Fxy(t) > τ(Fxy(t− s), Fyy(s)) = τ(Fxy(t− s), 1)

olur. s→ 0+ olarak al�rsak, τ fonksiyonunun süreklili§iyle beraber

Fxy(t) > lims→0+τ(Fxy(t− s), 1) = τ(lims→0+(Fxy(t− s), 1)

elde edilir. Fxy soldan sürekli oldu§undan lims→0+Fxy(t− s) = Fxy(t) bulunur.

Not

Yukar�daki lemmaya dayanarak Tan�m 2.4.6'daki τ fonksiyonunun (a), (d) ve (e) özel-

likleri yerine

(a′) τ(a, 1) = a, τ(0, 0) = 0

yaz�labilir. Bu yeni ³artla

τ(a, b) 6 τ(a, 1) = a,

τ(a, b) = τ(b, a) 6 τ(b, 1) = b

e³itsizlikleri elde edilir. Dolay�s�yla τ(a, b) 6 Min(a, b) = TM olur. Bu durumda TM

mümkün olan en güçlü evrensel t-normdur. Ayr�ca (ivm) ³art�n� çoklu e³itsizliklere

uygulayabilmek için

(d′) τ [τ(a, b), c] = τ [a, τ(b, c)]

³art�n� da ekleyebiliriz.

2.4.10. Tan�m

Bir olas�l�ksal metrik uzayda (a′),(b),(c) ve (d′) ³artlar�n� yerine getiren en az bir τ

fonksiyonu için (ivm) ³art� evrensel olarak sa§lan�yorsa bu uzay Menger uzay� olur.
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3. FUZZY METR�K UZAYLAR

3.1. Fuzzy Mant�§� ve Kümeleri

1965'te Zadeh'in giri³ yap�p tan�tt�§� fuzzy kümeler daha sonra birçok bilim insan� tara-

f�ndan çal�³�ld�. Bu kesimde fuzzy kümelerini ve mant�§�n� klasik kümelerle kar³�la³t�r�p

ele alaca§�z [3, 15, 20,22,23].

Kesin küme ya da klasik küme iyi tan�ml� nesneler toplulu§una denir. Kümeler üzerin-

deki tümleyen(c), birle³im (∪) ve kesi³im (∩) ile ilgili baz� özellikleri verelim. X evrensel

bir küme A,B,C X'in alt kümeleri olsun.

Etkisiz eleman : A ∪ A = A, A ∩ A = A (3.1)

De§i³me : A ∪B = B ∪ A,A ∩B = B ∩ A (3.2)

Birle³me : A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C (3.3)

Birle³me : A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C (3.4)

Absorpsiyon : A ∪ (A ∩B) = A, A ∩ (A ∪B) = A (3.5)

Da§�lma : A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) (3.6)

Da§�lma : A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) (3.7)

Özde³lik : A ∪∅ = A, A ∪X = X, A ∩X = A, A ∩∅ = ∅ (3.8)
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Çeli³ki ilkesi : A ∩ Ac = ∅ (3.9)

Üçüncünün olmazl�§� ilkesi : A ∪ Ac = X (3.10)

Üst alma : (Ac)c = A (3.11)

De Morgan kural� : (A ∪B)c = Ac ∩Bc (3.12)

De Morgan kural� : (A ∩B)c = Ac ∪Bc (3.13)

Di§er taraftan önerme do§ru ya da yanl�³ de§erlerinden birini alan bir cümledir. "Do§ru"

ve "yanl�³" do§ruluk de§erleri olarak adland�r�l�r ve s�ras�yla 1 ve 0 ile gösterilir. v, ∧,∨
s�ras�yla "de§il", "ve", "veya" ba§lac� olarak adland�r�l�r. Ayr�ca F bütün önermelerin

kümesini göstersin. Bu durumda P,Q ∈ F için

P ≡ Q gerek ve yeter ³art P ⇔ Q

³eklinde tan�mlanan ≡ ba§�nt�s� bir denklik ba§�nt�s� tan�mlar. [P ], P nin denklik s�n�f-

lar� olmak üzere, [P ] = {Q ∈ F |Q⇔ P} dir. F nin bütün denklik s�n��ar� da [F/ ≡] ile

gösterilir. �imdi ([F/ ≡],v,∨,∧, [0], [1]) matematiksel sistemini kümelerdeki sistemle

tan�mlayal�m. X evrensel bir küme olsun. X'in bütün alt kümelerinin kümesini P (X)

ile gösterelim. Bu durumda (1) [F/ ≡], P (X) ile, (2) v, c ile (3) ∨, ∪ ile (4) ∧, ∩ ile

(5) [0], ∅ ile ve (6) [1], X ile belirtilir. Böylece kesin kümeler üzerindeki denklemler

önermeler mant�§�nda bir totoloji halini al�rlar.

Fuzzy mant�kta ise herhangi bir p önermesinin do§ruluk de§eri [0, 1] aral�§�nda de§er

alabilir. Yani p'nin do§ruluk de§erini tv(p) ile gösterirsek fuzzy mant�k tv(p) ∈ [0, 1]

olmas�na olanak sa§lar. Bu durumda fuzzy mant�k do§ruluk de§erlerinin s�f�rdan bire

de§i³ebildi§i sonsuz de§erli bir mant�k olur. p'nin de§ili ise tv(v p) = 1 − tv(p) ile

bulunur. Ayr�ca tv(p ∧ q) ve tv(p ∨ q) ifadelerini bulmak için s�ras�yla t-norm ve t-

conormlar� kullan�r�z. Yani

tv(p ∧ q) = T (tv(p), tv(q)) ve tv(p ∨ q) = S(tv(p), tv(q)) olur.
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E§er dikkat edilirse fuzzy mant�ktaki do§ruluk de§erleri sadece 0 ve 1 ile s�n�rl�ysa bu

durumda fuzzy mant�k klasik mant�§�n içine dü³er.

3.1.1. Tan�m

X, x ile ifade edilen nesnelerin bir koleksiyonu olsun. Ã = {(x, µÃ(x)|x ∈ X} fuzzy

kümesi s�ral� ikililerden olu³an X içinde bir kümedir.

µÃ : X → [0, 1] fonksiyonu x nesnesinin Ã'daki üyelik derecesini gösterir ve bu fonk-

siyona üyelik fonksiyonu denir. Bir fuzzy kümenin klasik bir kümenin, üyelik fonksi-

yonunun ise karekteristik fonksiyonun bir genellemesi oldu§u aç�kt�r. Fuzzy kümelerin

farkl� ³ekilde gösterimleri vard�r:

1) Tan�mdaki gibi s�ral� ikililer ³eklinde,

2) Sadece üyelik fonksiyonunun gra�§iyle,

3) Ã = µÃ(x1)/x1 + µÃ(x2)/x2 + · · ·+ µÃ(xn)/xn =
∑n

i=1 µÃ(xi)/xi

ya da

Ã = {µÃ(x1)

x1
,
µÃ(x2)

x2
, . . . } ³eklinde gösterilebilir.

E§er supxµÃ(x) = 1 ise Ã fuzzy kümesine normal denir.

3.1.2. Tan�m

Ã fuzzy kümesinin destek kümesi S(Ã) kesin bir kümedir ve S(Ã) = {x|µÃ(x) > 0}

biçiminde tan�mlan�r.

3.1.3. Tan�m

Herhangi α ∈ [0, 1] için Ã fuzzy kümesinin α-kesiti Ãα ile gösterilir ve Ãα = {x|µÃ(x) >
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α} ³eklinde tan�mlan�r. Ãα+ = {x|µÃ(x) > α} kümesi ise Ã'n�n güçlü α-kesiti ya da

güçlü α-seviye kümesi olarak adland�r�l�r.

Fuzzy kümelerin önemli bir s�n�f� konveks fuzzy kümelerin s�n�f�d�r.

A ⊆ Rn kesin kümesi konveks ise her x1, x2 ∈ A için cx1 + (1− c)x2 ∈ A olacak ³ekilde

c ∈ [0, 1] vard�r. n = 1 oldu§unda her konveks küme bir aral�kt�r. Tersine Rn'nin

herhangi bir aral�§� konveks bir kümedir.

3.1.4. Tan�m

Bir fuzzy kümenin konveks olmas� için gerek ve yeter ³art her α ∈ [0, 1] için α-kesitinin

konveks olmas�d�r.

3.1.5. Teorem

Ã fuzzy kümesinin konveks olmas� için gerek ve yeter ³art µÃ(cx1 + (1 − c)x2) >

min[µÃ(x1), µÃ(x2)] olacak ³ekilde c ∈ [0, 1] say�s�n�n var olmas�d�r.

�spat

Herhangi x1, x2 ∈ X için α = min[µÃ(x1), µÃ(x2)] alal�m. Bu durumda x1, x2 ∈ Ãα

olur. Ãα'n�n konveksli§inden en az bir c ∈ [0, 1] için cx1 + (1− c)x2 ∈ Ãα olur. Bu da

µÃ(cx1 + (1− c)x2) > α = min[µÃ(x1), µÃ(x2)] oldu§unu gösterir.

Di§er taraftan herhangi bir α ∈ [0, 1] ve c ∈ [0, 1] için µÃ(cx1+(1−c)x2) > min[µÃ(x1), µÃ(x2)]

iken Ãα'n�n konveks oldu§unu göstermeliyiz. Gerçekten x1, x2 ∈ Ãα ise µÃ(x1) > α ve

µÃ(x2) > α d�r. Bu durumda µÃ(cx1 + (1− c)x2) > min[µÃ(x1), µÃ(x2)] > α olur. Bu

da (cx1 + (1− c)x2) ∈ Ãα demektir. Yani Ãα konvekstir, o halde Ã konvekstir.

Not

Kalkülüste tart�³�ld�§� anlamda bir konveks fuzzy kümenin üyelik fonksiyonunun da

konveks olmas� gerekmiyor. Örne§in; �ekil 3.1'de görüldü§ü gibi e−x
2
fonksiyonu R
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üzerinde konveks olmamas�na ra§men, µ(x) = e−x
2
üyelik fonksiyonunun bütün α-

kesitleri birer aral�k oldu§undan konvekstir.

�ekil 3.1. µ(x) = e−x
2
üyelik fonksiyonunun α-kesitleri

�imdi X evrensel kümesinin fuzzy alt kümelerinin cebirini tan�mlamak için fuzzy kü-

meler üzerindeki baz� kapsama ve i³lemleri verelim. A ve B, X'in fuzzy alt kümeleri

olsun.

3.1.6. Tan�m

Her x ∈ X için µÃ(x) 6 µB̃(x) oluyorsa Ã, B̃'nin fuzzy alt kümesidir denir ve Ã 6 B̃

³eklinde gösterilir. Hem Ã 6 B̃ hem de B̃ 6 Ã ise Ã = B̃ olur.

3.1.7. Tan�m

Ã fuzzy kümesinin tümleyeni Ãc ³eklinde gösterilir ve üyelik fonksiyonu da µÃc(x) =

1− µÃ(x) ³eklindedir.

3.1.8. Tan�m

Ã ∩ B̃ kesi³iminin üyelik fonksiyonu her x ∈ X için µÃ∩B̃(x) = µÃ(x) ∧ µB̃(x) =

T [µÃ(x), µB̃(x)] biçiminde tan�mlan�r.
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3.1.9. Tan�m

Ã ∪ B̃ birle³iminin üyelik fonksiyonu her x ∈ X için µÃ∪B̃(x) = µÃ(x) ∨ µB̃(x) =

S[µÃ(x), µB̃(x)]. biçiminde tan�mlan�r.

Örnek

10' dan epeyce büyük say�lar�n fuzzy kümesini Ã ile, yakla³�k 11 olan say�lar�n fuzzy

kümesini ise B̃ ile gösterilsin ve s�ras�yla a³a§�daki üyelik fonksiyonlar�na sahip olsunlar.

µÃ(x) =

 0 , x 6 10

(1 + (x− 10)−2)−1 , x > 10

µB̃(x) = (1 + (x− 11)4)−1

Bu durumda TM ve SM üçgensel fonksiyonlar� kullan�larak ³ekil 3.2'de görülece§i gibi

µÃ∩B̃(x) =

 min[(1 + (x− 10)−2)−1, (1 + (x− 11)4)−1] , x > 10

0 , x 6 10

µÃ∪B̃(x) = max[(1 + (x− 10)−2)−1, (1 + (x− 11)4)−1] elde edilir.

�ekil 3.2. Fuzzy kümelerin birle³imi ve kesi³imi
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Verilen t-norm ve t-conormlarla kesin kümeler için geçerli olan (2.3)−(2.15)'deki denk-

lemlerin fuzzy kümeler için geçerli olup olmad�§�n� kontrol edilebilir. Kesin kümeler için

verilen baz� formüller fuzzy kümeler için geçerli olmayabilir. Örne§in; Ã ∩ Ãc = ∅ çe-

li³ki ilkesini fuzzy kümeler için dü³ünelim. T (a, b) = TM(a, b) = min(a, b) ve S(a, b) =

SM(a, b) = max(a, b) olarak seçelim. Ayr�ca

X = {küçük, orta, büyük} ve Ã = { 0.3

küçük
,

1

orta
,

0.6

büyük
}

olsun. Bu durumda

Ã ∩ Ãc = { 0.3

küçük
,

0

orta
,

0.4

büyük
} 6= ∅

olur. Fakat di§er taraftan herhangi Ã ve B̃ fuzzy kümesi için T (a, b) = TP (a, b) = a.b

ve S(a, b) = SP (a, b) = a + b − a.b olarak seçilirse (Ã ∪ B̃)c = Ãc ∩ B̃c De Morgan

kural�n�n sa§land�§� kolayca görülebilir.

�imdiye kadar fuzzy kümeler kesin tan�mlanm�³ üyelik fonksiyonlar�yla ya da üyelik

dereceleriyle tan�mland�. Fakat zihinde her zaman net bir üyelik fonksiyonunu canlan-

d�rmak zor olabilir. Bu nedenle Zadeh farkl� fuzzy küme çe³itleri tan�mlad�.

3.1.10. Tan�m

Üyelik fonksiyonlar�n�n kendisinin fuzzy küme oldu§u fuzzy kümelere 1.tip fuzzy küme

denir.

Örne§in X = {x1, . . . , xn} olsun. Bu durumda

Ã = { µ̃Ã(x1)

x1

,
µ̃Ã(x2)

x2

, . . . }

olur.

3.1.11. Tan�m

Üyelik fonksiyonlar� [0, 1] üzerinde 1.tip fuzzy kümeler olan fuzzy kümelere 2.tip fuzzy

küme denir.
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3.1.12. Tan�m

[0, 1] üzerinde m > 1 için üyelik fonksiyonlar� (m − 1). tip fuzzy kümeler olan fuzzy

kümeyem. tip fuzzy küme denir.m > 3 içinm. tip fuzzy kümeleri ölçmek ve gözönünde

canland�rmak oldukça zordur.

3.1.13. Tan�m

X üzerindeki bir A olas�l�ksal kümesi her x ∈ X için

µA : X × Ω 3 (x, ω)→ µA(x, ω) ∈ ΩC

³eklinde tan�mlanan (B,BC) ölçülebilir µA(x, .) fonksiyonuyla tan�ml�d�r.

3.1.14. Tan�m

X üzerindeki bir A sezgisel fuzzy kümesi

A = {(x, µA(x), νA(x))|x ∈ X}

³eklinde tan�mlan�r. Burada µA(x) ve νA(x) s�ras�yla x eleman�n�n A kümesine ait olma

ve olmama derecesini gösterir ve 0 6 µA(x) + νA(x) 6 1 ³art� sa§lan�r. X üzerindeki

s�radan fuzzy kümeler νA(x) = 1 − µA(x) üye olmama fonksiyonuyla sezgisel fuzzy

kümelerin özel bir durumudur.

3.1.15. Tan�m

U evrensel bir küme ve R ⊂ U × U bir denklik ba§�nt�s� olsun. A = (U,R) yakla³�m

uzay� olarak adland�r�l�r. Bu durumda (u, v) ∈ R için u ve v ayn� denklik s�n�f�na

aittir ve A uzay�nda ay�rt edilemeyenler (fark edilemeyenler) olarak adland�r�l�rlar. Bu

yüzden R ba§�nt�s� ay�rt edilemezlik (farkedilemezlik) ba§�nt�s� olarak adland�r�l�r. [xR],

R'nin denklik s�n�f� olsun. Bu durumda A uzay�ndaki X ⊆ U için alt ve üst yakla³�mlar

uzay� s�ras�yla A(X) ve A(X) ³eklinde gösterilir ve
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A = {x ∈ U |[xR] ⊂ X}

A = {x ∈ U |[xR] ∩X 6= ∅}

³eklinde tan�mlan�r. A = (U,R) yakla³�m uzay� X kümesinin üç farkl� bölgesiyle tan�m-

lanabilir. Bunlar A(X) pozitif bölgesi, A(X)−A(X) s�n�r bölgesi ve U −A(X) negatif

bölgesidir. E§er s�n�r bölgesi A(X) − A(X) bo³ küme de§ilse X kümesindeki eleman-

lar�n R ay�rt edilmezlik ba§�nt�s�yla tan�mlanmas� yeterince kesin olmaz. Böylece bir

eleman�n X kümesine ait olup olmad�§� belli olmayabilir. Bu durumda X kümesi A

uzay�nda tan�mlanamaz olarak adland�r�l�r ve kaba bir kümedir.

3.1.16. Tan�m

X ve Y herhangi iki küme olsun. R̃ fuzzy ba§�nt�s�,X×Y kümesinin fuzzy alt kümesidir.

Bu durumda µR̃(x, y), [0, 1] aral�§�nda herhangi bir say� olabilir. R̃ ba§�nt�s�n�n tersi

R̃−1 ile gösterilir ve µR̃−1(x, y) = µR̃(y, x) sa§lan�r. Ayr�ca R̃, S̃ ve T̃ fuzzy ba§�nt�lar�

X×Y 'nin fuzzy alt kümeleri olduklar�ndan R̃∪S̃, R̃∩S̃, R̃c, R̃∩(S̃∪T̃ ) v.s. bulunabilir.

Di§er taraftan R̃ 6 S̃ her x, y ∈ X × Y için µR̃(x, y) 6 µS̃(x, y) anlam�ndad�r.

Not

R̃, X × Y üzerinde ve S̃ de Y × Z üzerinde bir fuzzy ba§�nt�s� olsun. Bu durumda

herhangi bir T t-normu için X × Z üzerindeki T̃ = R̃ ◦ S̃ fuzzy ba§�nt�s�

µT̃ (x, z) = supy{T (µR̃(x, y), µS̃(y, z))}

³eklinde tan�ml�d�r. Fuzzy ba§�nt�larda her t- norm farkl� bir sonuç verir. Örne§in bi-

le³kelerde TM t-normu kullan�larak elde edilen a³a§�daki özellikler

(R̃ ◦ S̃)−1 = S̃−1 ◦ R̃−1,
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R̃ ◦ (S̃ ◦ T̃ ) = (R̃ ◦ S̃) ◦ T̃ ,

R̃ ◦ S̃ 6= S̃ ◦ R̃

TD, TL ve TP için sa§lanmayabilir.

E§er X, Y ve Z sonlu kümeler ise bile³ke, matris olarak da yap�labilir. X, Y ve Z

s�ras�yla m,n ve k elemana sahip olsun. Ayr�ca R̃ = [rij], X ve Y aras�ndaki fuzzy

ba§�nt� için boyutu m× n olan bir matris ve S̃ = [sjl], Y ve Z aras�nda boyutu n× k

olan di§er bir matris olsun. Bu durumda T̃ = R̃◦ S̃ bile³ke fuzzy ba§�nt�s� için T̃ = [til],

X ile Z aras�nda boyutu m×k olan bir matris olur. t-normlar kullan�larak til a³a§�daki

biçimde bulunabilir.

til = max{T (ri1, s1l), . . . , T (rin, snl)}.

3.1.17. Tan�m

Bir Ñ fuzzy say�s� reel say�lar�n özel fuzzy alt kümesidir ve a³a§�daki ³artlar� sa§lar:

i) α ∈ (0, 1] için Ñα kapal� ve s�n�rl� aral�klard�r.

ii) S(Ñ) s�n�rl�d�r.

3.1.18. Teorem

Tan�m 3.1.17'deki i) ³art� a³a§�daki ifadelere denktir:

a) µÑ(a0) = 1 olacak ³ekilde en az bir a0 reel say�s� vard�r.

b) µÑ(t), (−∞, a0] üzerinde azalmayan ve [a0,∞) üzerinde artmayand�r.

c) µÑ(t) üyelik fonksiyonu üst-yar� süreklidir, yani µÑ(t), (−∞, a0) üzerinde sa§dan,

(a0,∞) üzerinde de soldan süreklidir.
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Örnek

Yakla³�k 5 = {(3, 0.2), (4, 0.6), (5, 1), (6, 0.7), (7, 0.1)}

Yakla³�k 10 = {(8, 0.3), (9, 0.7), (10, 1), (11, 0.7), (12, 0.3)}

³eklindeki fuzzy kümeler fuzzy say�lard�r.

3.1.19. Tan�m

Her x < 0 (x > 0) için µÑ(x) = 0 oluyorsa Ñ fuzzy say�s� pozitif (negatif) olarak

adland�r�l�r.

3.2. Fuzzy Metrik Uzaylar

Bu kesimde literatürde yap�lm�³ farkl� fuzzy metrik uzay tan�mlar�n� verece§iz.

3.2.1. Lemma

X üzerinde bir d metri§i sadece bir tek Rd ⊂ X ×X × [0,∞) ba§�nt�s� ile tan�ml�d�r.

Her x, y ∈ X ve t ∈ [0,∞) için Rd(x, y, t) geçerli olmas� için gerek ve yeter ³art

d(x, y) < t olmas�d�r. [15].

�spat

d1 ve d2, X üzerinde iki farkl� metrik olsun. Bu durumda d1(x, y) 6= d2(x, y) olacak

³ekilde en az bir (x, y) ∈ X×X noktas� vard�r. d1(x, y) < d2(x, y) oldu§unu farz edelim.

Bu durumda (x, y, d2(x, y)) ∈ Rd1 iken (x, y, d2(x, y)) /∈ Rd2 olur. Bu da Rd1 6= Rd2

demektir.

3.2.2. Tan�m
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Bir ∗ : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] ikili i³lemi her a, b, c, d ∈ [0, 1] için

(ct1) ∗ birle³me ve de§i³me özelli§ine sahiptir,

(ct2) ∗ süreklidir,

(ct3) Her a ∈ [0, 1] için a ∗ 1 = a

(ct4) a 6 c ve b 6 d iken a ∗ b 6 c ∗ d

³artlar�n� sa§l�yorsa sürekli bir t-norm olarak adland�r�l�r [17].

1975'te Kramosil ve Michálek Lemma 3.2.1'e dayanarak olas�l�ksal metrik uzay kavra-

m�na e³ de§er bir gösterim olu³turup ilk olarak fuzzy metrik uzaylar� tan�mlam�³t�r [15].

3.2.3. Tan�m

X bo³tan farkl� bir küme ve ∗ sürekli bir t-norm olsun. X ×X × [0,∞) üzerindeki M

fuzzy kümesi a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa (X,M, ∗) üçlüsü fuzzy metrik uzay olarak

adland�r�l�r. Her x, y, z ∈ X ve t, s > 0 için

(fm1) M(x, y, 0) = 0,

(fm2) Her t > 0 için M(x, y, t) = 1⇔ x = y,

(fm3) M(x, y, t) = M(y, x, t),

(fm4) M(x, y, t) ∗M(y, z, s) 6M(x, z, t+ s),

(fm5)M(x, y, .) : [0,∞)→ [0, 1] soldan sürekli ve azalmayand�r öyle ki limt→∞M(x, y, t) =

1 sa§lan�r.
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3.2.4. Teorem

M , X üzerinde tan�ml� bir fuzzy metri§i ve (X,F ) de olas�l�ksal bir metrik uzay olsun.

Bu durumda her x, y ∈ X ve t ∈ (−∞,∞) için M(x, y, t) = Fxy(t) sa§lan�r.

1984'te Kaleva ve Seikkala iki nokta aras�ndaki uzakl�§� negatif olmayan bir fuzzy

say�yla göstererek farkl� bir fuzzy metrik uzay tan�m� yapt� [13].

Bütün üst-yar�-sürekli, normal, konveks fuzzy say�lar�n kümesi E ile E kümesindeki

negatif olmayan fuzzy say�lar�n kümesi de G ile gösterilsin.

3.2.5. Tan�m

X bo³tan farkl� bir küme ve d : X × X → G bir dönü³üm olsun. Ayr�ca L,R :

[0, 1] × [0, 1] → [0, 1] dönü³ümleri L(0, 0) = 0 ve R(1, 1) = 1 ³artlar�n� sa§layan si-

metrik ve azalmayan dönü³ümler olsunlar. Her x, y ∈ X ve α ∈ (0, 1] için [d(x, y)]α =

[λα(x, y), ρα(x, y)] ³eklinde gösterilsin. Her x, y ∈ X için

(i) d(x, y) = 0̄⇔ x = y,

(ii) d(x, y) = d(y, x),

(iii) Her x, y, z ∈ X için

(1) s 6 λ1(x, z), t 6 λ1(z, y) ve s+t 6 λ1(x, y) iken d(x, y)(s+t) > L(d(x, z)(s), d(z, y)(t)),

(2) s > λ1(x, z), t > λ1(z, y) ve s+t > λ1(x, y) iken d(x, y)(s+t) 6 R(d(x, z)(s), d(z, y)(t))

³artlar� sa§lan�rsa (X, d, L,R) dörtlüsüne fuzzy metrik uzay, d dönü³ümüne de fuzzy

metrik denir.

L ve R için yayg�n üçgensel norm ve conormlar kullan�l�r.

Daha sonra 1994'te George ve Veeramani tan�m 3.2.3'teki fuzzy metrik uzay ³artlar�nda
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baz� de§i³iklikler yap�p yeni sonuçlar elde etmi³tir [8, 9].

3.2.6. Tan�m

X bo³tan farkl� bir küme ve ∗ sürekli bir t-norm olsun. X ×X × (0,∞) üzerindeki M

fuzzy kümesi a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa (X,M, ∗) üçlüsü fuzzy metrik uzay olarak

adland�r�l�r. Her x, y, z ∈ X ve t, s > 0 için

(fm1) M(x, y, t) > 0,

(fm2) M(x, y, t) = 1⇔ x = y,

(fm3) M(x, y, t) = M(y, x, t),

(fm4) M(x, y, t) ∗M(y, z, s) 6M(x, z, t+ s),

(fm5) M(x, y, .) : (0,∞)→ [0, 1] süreklidir. (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay ise (M, ∗)

ya da basitçe M , X üzerinde bir fuzzy metriktir denir.

3.2.7. Lemma

Her x, y ∈ X için M(x, y, .) : (0,∞)→ [0, 1] azalmayan bir fonksiyondur [10].

Not

(X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olsun.

(1) Her x, y ∈ X, t > 0 ve 0 < r < 1 için M(x, y, t) > 1 − r iken M(x, y, t0) > 1 − r

olacak ³ekilde bir 0 < t0 < t say�s� bulunabilir.

(2) r1, r2, r3, r4, r5 ∈ (0, 1) olsun. E§er r1 > r2 ise r1 ∗r3 > r2 olacak ³ekilde bir r3 say�s�

vard�r. Ayr�ca herhangi bir r4 için r5 ∗r5 > r4 olacak ³ekilde bir r5 say�s� bulunabilir [8].
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3.2.8. Tan�m

M , X üzerinde bir fuzzy metrik olsun. M , t say�s�na ba§l� de§ilse sabit olarak adlan-

d�r�l�r. E§er M sabit bir fonksiyon ise M(x, y, t) yerine M(x, y) yaz�labilir [11, 12].

Not

(X,M, ∗) fuzzy metrik uzay ve ♦ sürekli t-norm olsun. E§er her a, b ∈ [0, 1] için a∗ b >

a♦b ise bu durumda (X,M,♦) de bir fuzzy metrik uzay olur, fakat tersi genellikle do§ru

de§ildir [11].

Fuzzy metrik uzay örnekleri

Bu kesimde X bo³ olmayan bir küme,M , X×X×R+ üzerinde bir fuzzy metrik olsun.

�imdi x, y ∈ X, t > 0 ve a, b ∈ [0, 1] için baz� fuzzy metrik uzay örnekleri verelim [8,11].

Örnek

a ∗ b = a.b ve M(x, y, t) = e−d(x,y)/g(t) ³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda (X,M, ∗) bir

fuzzy metrik uzayd�r. Ayr�ca a ∗ b = min(a, b) ve g fonksiyonunu da birim fonksiyon

olarak al�rsak (X,M, ∗) yine bir fuzzy metrik uzay olur. Di§er taraftan özel olarak

g(t) = k > 0 ³eklinde sabit bir fonksiyon ve a ∗ b = a.b olarak al�rsak M(x, y, t) =

e−d(x,y)/k olur, bu durumda (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olur fakat minimum t-

normuyla olmaz.

Örnek

f : X → R+ bire-bir ve g : R+ → [0,+∞) artan bir fonksiyon olsun. α, β > 0 için

M(x, y, t) =

(
(min{f(x), f(y)})α + g(t)

(max{f(x), f(y)})α + g(t)

)β

ve a ∗ b = a.b ³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olur.

Özel olarak f fonksiyonunu birim fonksiyon ve α = β = 1 al�rsak a³a§�daki durumlar

elde edilir.
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(1) X = R+ ve g birim fonksiyon olarak alal�m. Dolay�s�yla

M(x, y, t) =
min{x, y}+ t

max{x, y}+ t

olur. Bu durumda (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzayd�r.

(2) X = N ve g bir s�f�r fonksiyonu olsun. Dolay�s�yla

M(x, y, t) =
min{x, y}
max{x, y}

olur. Bu durumda (X,M, ∗) bir sabit fuzzy metrik uzayd�r.

(3) k > 0 için X = (−k,+∞) ve g(t) = k ³eklinde sabit bir fonksiyon olsun. Böylece

M(x, y, t) =
min{x, y}+ k

max{x, y}+ k

olur. Dolay�s�yla (X,M, ∗) bir sabit fuzzy metrik uzayd�r.

Örnek

g : R+ → R+ artan sürekli bir fonksiyon ve d, X üzerinde bir metrik olsun. a ∗ b = a.b

ve m > 0 için

M(x, y, t) =
g(t)

g(t) +m.d(x, y)

³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzayd�r.

Özel olarak n ∈ N için g(t) = tn, m = 1 ve a ∗ b = a.b olsun. Dolay�s�yla

M(x, y, t) =
tn

tn + d(x, y)

olur. Bu durumda (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olur. Ayr�ca n = 1 için (M, ∗) fuzzy

metri§i d metri§i taraf�ndan indirgenmi³ standart fuzzy metrik olarak adland�r�l�r.
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Örnek

(X, d), her x, y ∈ X için d(x, y) < k olacak ³ekilde s�n�rl� bir metrik uzay ve g : R+ →

(k,+∞) artan sürekli bir fonksiyon olsun. a∗b = max(a+b−1, 0) ³eklinde Lukasiewicz

t-norm olsun. Bu durumda

M(x, y, t) = 1− d(x, y)

g(t)

fonksiyonu için (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olur. Özel olarak g fonksiyonunu g(t) =

K > k ³eklinde bir sabit fonksiyon olarak al�rsak

M(x, y, t) = 1− d(x, y)

K

olur. Böylece Lukasiewicz t-normla birlikte M , X üzerinde sabit bir fuzzy metrik olur

fakat çarp�msal t-normla olmaz.

Örnek

ϕ : R+ → [0, 1) artan sürekli bir fonksiyon ve a ∗ b = min(a, b) olsun.

M(x, y, t) =

 1 , x = y

ϕ(t) , x 6= y

³eklinde tan�mlans�n. Böylece (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olur. Özel olarak ϕ fonk-

siyonunu ϕ(t) = k ∈ (0, 1) ³eklinde sabit bir fonksiyon al�rsak

M(x, y) =

 1 , x = y

k , x 6= y

olur. Bu durumda (X,M, ∗) ayr�k fuzzy metrik uzay olarak adland�r�l�r.
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Örnek

F : X ×X → (0, 1
2
) simetrik bir fonksiyon ve a ∗ b = max(a+ b− 1, 0) olsun.

M(x, y) =

 1 , x = y

F (x, y) , x 6= y

³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda (X,M, ∗) sabit bir fuzzy metrik uzay olur.

Örnek

X, Y = R ve her x, y ∈ X için x + y ∈ Y olsun. Ayr�ca a ∗ b = max(a + b − 1, 0) ve

f : Y → (0, 1
2
) olsun.

M(x, y) =

 1 , x = y

f(x+ y) , x 6= y

³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda (X,M, ∗) bir sabit fuzzy metrik uzay olur.

Örnek

X, Y = R ve her x, y ∈ X için x − y ∈ Y olsun. a ∗ b = max(a + b − 1, 0) olarak

tan�mlans�n. Ayr�ca her z ∈ Y için f(z) = f(−z) olacak ³ekilde f : Y → (0, 1
2
) bir

fonksiyon olsun. E§er

M(x, y) =

 1 , x = y

f(x− y) , x 6= y

³eklinde tan�mlan�rsa F (x, y) = f(x− y), X ×X üzerinde simetrik bir fonksiyon oldu-

§undan (X,M, ∗) bir sabit fuzzy metrik uzay olur.
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Örnek

f : X → (0, 1
2
) ve a ∗ b = max(a+ b− 1, 0) olsun.

M(x, y) =

 1 , x = y

f(x) + f(y) , x 6= y

olarak tan�mlans�n. F (x, y) = f(x) +f(y) simetrik bir fonksiyon oldu§undan (X,M, ∗)

bir sabit fuzzy metrik uzay olur.

Örnek

g ve h, X üzerinde iki fonksiyon olsun. Ayr�ca sup{g(x) : x ∈ X} < inf{h(x) : x ∈ X}

ve 0 < c < 2 için (h+ g)(x) = c sa§lans�n.

M(x, y) =

 1 , x = y

h(x)− g(y) , x 6= y

olarak tan�mlans�n. Bu durumda (X,M, ∗) bir sabit fuzzy metrik uzay olur.

Örnek

f : X → (0, 1) her x, y ∈ X için f(x) ∗ f(y) 6= 0 olacak ³ekilde bir fonksiyon olsun.

M(x, y) =

 1 , x = y

f(x) ∗ f(y) , x 6= y

olarak tan�mlans�n. Böylece (X,M, ∗) bir sabit fuzzy metrik uzay olur. Özel olarak

X = (0, π) ve f(x) = sinx olarak al�rsak bu durumda

M(x, y) =

 1 , x = y

sinx. sin y , x 6= y

elde edilir. Dolay�s�yla M çarp�msal t-normla sabit bir fuzzy metrik uzay olur fakat
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minimum t-normuyla olmaz.

Örnek

a ∗ b = a.b ve (X,N, ∗) bir fuzzy metrik uzay olsun. Ayr�ca ϕ : R+ → R+ artan sürekli

bir fonksiyon olsun.

M(x, y, t) =
ϕ(t) +N(x, y, t)

ϕ(t) + 1

olarak tan�mlans�n. Bu durumda (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olur.

Örnek

(X,N, ∗) bir fuzzy metrik uzay ve ϕ : R+ → (0, 1] artan sürekli bir fonksiyon olsun.

Ayr�ca her x, y ∈ X ve t > 0 için N(x, y, t) ∗ ϕ(t) 6= 0 sa§lans�n.

M(x, y, t) =

 1 , x = y

N(x, y, t) ∗ ϕ(t) , x 6= y

olarak tan�mlans�n. Bu durumda (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olur.

Örnek

a ∗ b = a.b ve (X,N, ∗) bir sabit fuzzy metrik uzay olsun. Ayr�ca ϕ : R+ → R+ artan

sürekli bir fonksiyon olsun.

M(x, y, t) =
ϕ(t)

ϕ(t) + 1−N(x, y)

olarak tan�mlans�n. Bu durumda (X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olur.

�imdi fuzzy metrik uzaylar için baz� topolojik kavramlar� verebiliriz [8, 9].
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3.2.9. Tan�m

(X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olsun. x ∈ X, 0 < r < 1 ve t > 0 için x-merkezli r

yar�çapl� B(x, r, t) aç�k yuvar� ve B[x, r, t] kapal� yuvar� s�ras�yla

B(x, r, t) = {y ∈ X : M(x, y, t) > 1− r}

B[x, r, t] = {y ∈ X : M(x, y, t) > 1− r}

biçiminde tan�mlan�r.

3.2.10. Lemma

Herhangi bir fuzzy metrik uzayda her aç�k yuvar aç�k bir kümedir ve her kapal� yuvar

kapal� bir kümedir.

3.2.11. Tan�m

(X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olsun. A ⊆ X kümesinin F -s�n�rl� olmas� için gerek

ve yeter ³art her x, y ∈ A için M(x, y, t) > 1 − r olacak ³ekilde t > 0 ve 0 < r < 1

say�s�n�n var olmas�d�r.

3.2.12. Tan�m

(X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olsun.

(a) (xn), X'de bir dizi ve x ∈ X olsun. Her ε ∈ (0, 1) ve t > 0 için n > n0 iken

M(xn, x, t) > 1− ε olacak ³ekilde n0 ∈ N say�s� varsa (xn), x'e yak�ns�yor denir.

(b) (xn), X'de bir dizi olsun. Her ε ∈ (0, 1) ve t > 0 için n,m > n0 iken M(xn, xm, t) >

1− ε olacak ³ekilde n0 ∈ N say�s� varsa (xn) bir Cauchy dizisidir denir.

(c) X fuzzy metrik uzay�ndaki her Cauchy dizisi X'de yak�nsak ise bu uzaya tamd�r
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denir.

3.2.13. Teorem

(X1,M1, ∗) ve (X2,M2, ∗) iki fuzzy metrik uzay olsun. (x1, x2), (y1, y2) ∈ X1 × X2 ve

t > 0 için M((x1, x2), (y1, y2), t) = M1(x1, x2, t) ∗M2(x2, y2, t) olarak tan�mlans�n. Bu

durumda ((X1 ×X2),M, ∗) bir fuzzy metrik uzay olur.

3.2.14. Tan�m

(X,M, ∗) fuzzy metrik uzay ve {An} bir kümeler ailesi olsun. Her ε ∈ (0, 1) ve t > 0 için

x, y ∈ An iken M(x, y, t) > 1− ε olacak ³ekilde n ∈ I varsa {An} 'nin bir koleksiyonu

fuzzy çap s�f�ra sahiptir denir.

Not

(X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay ve F , X uzay�n�n bo³ olmayan bir alt kümesi olsun. Bu

durumda F 'nin fuzzy çap s�f�ra sahip olmas� için gerek ve yeter ³art F 'nin tek noktadan

olu³an bir küme olmas�d�r.

3.2.15. Teorem

(X,M, ∗) bir fuzzy metrik uzay ve {Fn}, X'in bo³ olmayan kapal� alt kümeleri olsun.

X'in tam ve {Fn} kümelerinin her azalan dizisinin fuzzy çap s�f�ra sahip olmas� için

gerek ve yeter ³art
⋂∞
n=1 Fn 6= ∅ olmas�d�r.

Not

x ∈
⋂∞
n=1 Fn eleman� tektir.

3.2.16. Teorem

(X,M, ∗) bir tam fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda aç�k yo§un kümelerin say�labilir
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say�da kesi³imi de yo§undur.

�spat

X bir tam fuzzy metrik uzay veB0 bo³ olmayan aç�k bir küme olsun. Ayr�caA1, A2, A3 . . .

X uzay�ndaki yo§un ve aç�k kümeler olsunlar. Bu durumda B0 ∩ A1 6= ∅ olur. x1 ∈

B0 ∩ A1 olsun. B0 ∩ A1 aç�kt�r dolay�s�yla B(x1, r1, t1) ⊂ B0 ∩ A1 olacak ³ekilde

0 < r1 < 1 ve t1 > 0 say�lar� vard�r. B[x1, r
′
1, t
′
1] ⊂ B0 ∩ A1 ifadesini sa§layan

r
′
1 < r1 ve t

′
1 = min{t1, 1} say�lar� seçilsin. B1 = B(x1, r

′
1, t
′
1) olsun. A2, X uzay�nda

yo§undur bu yüzden B1 ∩ A2 6= ∅ olur. x2 ∈ B1 ∩ A2 olsun. B1 ∩ A2 aç�kt�r dola-

y�s�yla B(x2, r2, t2) ⊂ B1 ∩ A2 olacak ³ekilde 0 < r2 < 1
2
ve t2 > 0 say�lar� vard�r.

B[x2, r
′
2, t
′
2] ⊂ B1 ∩ A2 ifadesini sa§layan r

′
2 < r2 ve t

′
2 = min{t2, 1

2
} say�lar� seçilsin.

B2 = B(x2, r
′
2, t
′
2) olsun. Benzer ³ekilde devam edilirse bir xn ∈ Bn−1 ∩An bulunabilir.

Bn−1 ∩ An aç�kt�r dolay�s�yla B(xn, rn, tn) ⊂ Bn−1 ∩ An olacak ³ekilde 0 < rn < 1
n

ve tn > 0 say�lar� vard�r. B[xn, r
′
n, t

′
n] ⊂ Bn−1 ∩ An ifadesini sa§layan r

′
n < rn ve

t
′
n = min{tn, 1

n
} say�lar� seçilsin. Bn = B(xn, r

′
n, t

′
n) olsun.

�imdi olu³an (xn) dizisinin bir Cauchy dizisi oldu§unu gösterelim. Herhangi bir t > 0

ve ε > 0 için 1/n0 < t ve 1/n0 < ε olacak ³ekilde bir n0 seçelim. Böylece n > n0 için

m > n olur.

M(xn, xm, t) >M(xn, xm,
1

n
) > 1− (

1

n
) > 1− ε

Bu durumda (xn) bir Cauchy dizisi olur. X uzay� tam oldu§undan xn → x ve x ∈ X

d�r. Her k > n için xk ∈ B[xn, r
′
n, t

′
n] sa§lan�r. Lemma 3.2.10'den dolay� B[xn, r

′
n, t

′
n]

kapal� bir küme olur. Böylece her n ∈ N için x ∈ B[xn, r
′
n, t

′
n] ⊂ Bn−1 ∩ An sa§lan�r.

Bu durumda B0 ∩ (
⋂∞
n=1An) 6= ∅ olur dolay�s�yla

⋂∞
n=1An, X'de yo§undur .
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4. FUZZY VEKTÖR METR�K UZAYLAR

4.1. Fuzzy Vektör Metrik Uzaylar

Bu bölümde tan�m 3.2.6'de George ve Veeramani'nin yapm�³ oldu§u fuzzy metrik uzay

kavram�n� esas alarak literatürde ilk defa fuzzy vektör metrik uzaylar� tan�mlad�k.

Burada pozitif bir reel say� olan t yerine Riesz uzay�n�n elemanlar� olan vektörleri

ald�k. Bu çerçevede, e§er t'yi sürekli fonksiyonlar�n uzay�ndan sabit bir fonksiyon olarak

dü³ünürsek bu durumda her fuzzy metri§in bir fuzzy vektör metrik olaca§� sonucuna

vard�k. Ayr�ca her vektör metrik uzay�n da fuzzy vektör metrik uzay oldu§unu tespit

ettik. Sabit olmayan fuzzy vektör metrik örneklerinde ise normlu Riesz uzaylar�ndan

faydaland�k. Burada latis norm ³art� sayesinde tan�m kümesindeki s�ra yak�nsakl�ktan

görüntü kümesindeki yak�nsakl�§a geçi³ yapabildik. Böylece ilgili fuzzy vektör metrik

³art� için süreklili§i güncellemi³ olduk. Daha sonra tezimizin sonlar�na do§ru fonksiyonel

analiz ve topolojide yer alan Cantor kesi³im ve Baire teoremi gibi baz� teoremlerin

ispat�n� [8,9]' den farkl� yapabilmek amac�yla kusurlu fuzzy vektör çap kavram�n� verdik

[1, 7, 17�19,21].

Öncelikle Riesz uzaylar� üzerinde tan�ml� fonksiyonlar�n süreklili§ini verelim.

4.1.1. Tan�m

E bir Riesz uzay� ve ϕ : E → R bir dönü³üm olsun. Herhangi bir (tn) dizisi ve t ∈ E

için E uzay�nda tn
o→ t iken R'de ϕ(tn) → ϕ(t) oluyorsa ϕ dönü³ümüne süreklidir

denir.

4.1.2. Tan�m

X bo³tan farkl� bir küme, E bir Riesz uzay� ve ∗ sürekli bir t-norm olsun. X × X ×

E+ üzerindeki ME fuzzy kümesi a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa (X,ME, ∗) üçlüsü fuzzy

vektör metrik uzay olarak adland�r�l�r. Her x, y, z ∈ X ve t, s ∈ E+ için

(fvm1) ME(x, y, t) > 0,

(fvm2) ME(x, y, t) = 1⇔ x = y,
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(fvm3) ME(x, y, t) = ME(y, x, t),

(fvm4) ME(x, y, t) ∗ME(y, z, s) 6ME(x, z, t+ s),

(fvm5) ME(x, y, .) : E+ → [0, 1] süreklidir.

(X,ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay ise (ME, ∗) ya da basitçe ME, X üzerinde bir

fuzzy vektör metriktir denir.

Hem fuzzy metrik uzaylar�n hem de vektör metrik uzaylar�n fuzzy vektör metrik uzaylar

oldu§u aç�kt�r.

4.1.3. Lemma

Her x, y ∈ X için ME(x, y, .) : E+ → [0, 1] azalmayan bir fonksiyondur.

Örnek

X bo³ olmayan bir küme, E normlu bir Riesz uzay� ve d : X ×X → E dönü³ümü E

üzerinde bir vektör metrik olsun. a ∗ b = min(a, b) ve her x, y ∈ X ve t ∈ E+ için

ME(x, y, t) =
‖t‖

‖t‖+ ‖d(x, y)‖

olarak tan�mlans�n. Bu durumda (ME, ∗), d vektör metri§i taraf�ndan indirgenmi³ fuzzy

vektör metriktir ve standart fuzzy vektör metrik olarak adland�r�l�r.

�spat

Sadece be³inci ³art� gösterelim. (tn) dizisi t'ye s�ra yak�nsak olsun. Bu durumda |tn−t| 6

sn ↓ 0 olacak ³ekilde ba³ka bir (sn) dizisi vard�r. Latis norm ³art�ndan ve ters üçgen

e³itsizli§inden her n ∈ N+ için

|‖tn‖ − ‖t‖|6 ‖tn − t‖ 6 ‖sn‖ ↓ 0
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elde ederiz. Dolay�s�yla

lim
n→∞

ME(x, y, tn) =
limn→∞‖tn‖

limn→∞‖tn‖+ ‖d(x, y)‖
=

‖t‖
‖t‖+ ‖d(x, y)‖

= ME(x, y, t)

olur.

Örnek

X = R\{0} ve E bir Riesz uzay� olsun. a ∗ b = a.b ve her x, y ∈ X için

ME(x, y, t) =

 |x|/|y|, |x| 6 |y|

|y|/|x|, |y| 6 |x|

olarak tan�mlans�n. Bu durumda (X,ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay olur.

Örnek

X bo³ olmayan bir küme, E normlu bir Riesz uzay� ve ϕ : (0,∞)→ [0, 1] artan sürekli

bir fonksiyon olsun. a ∗ b = a.b ve her x, y ∈ X ve t ∈ E+ için

ME(x, y, t) =

 1, x = y

ϕ(‖t‖), x 6= y

olarak tan�mlans�n. Bu durumda (X,ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay olur.

Örnek

X normlu bir Riesz uzay� ve E bir Riesz uzay� olsun. a ∗ b = a.b ve her x, y ∈ X ve

t ∈ E+ için

ME(x, y, t) =

 1, x = y

‖x ∨ y‖/‖|x| ∨ |y|‖, x 6= y

olarak tan�mlans�n. Bu durumda (X,ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay olur.
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�imdi fuzzy vektör metrik uzaylar için baz� topolojik kavramlar� verelim.

4.1.4. Tan�m

(X,ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay olsun. x ∈ X, 0 < r < 1 ve t ∈ E+ için

x-merkezli, r yar�çapl� BE(x, r, t) aç�k yuvar� ve BE[x, r, t] kapal� yuvar� s�ras�yla

BE(x, r, t) = {y ∈ X : ME(x, y, t) > 1− r}

BE[x, r, t] = {y ∈ X : ME(x, y, t) > 1− r}

biçiminde tan�mlan�r.

4.1.5. Tan�m

(a) (X,ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay ve A ⊆ X olsun. Her x, y ∈ A ve t ∈ E+

için ME(x, y, t) > 1− r olacak ³ekilde r ∈ (0, 1) varsa A kümesine FE-s�n�rl�d�r denir.

Ayr�ca (xn) ⊂ X olsun. Her t ∈ E+ ve n ∈ N+ için (xn) ⊆ BE[x, r, t] olacak ³ekilde

r ∈ (0, 1) say�s� varsa (xn) dizisine FE-s�n�rl�d�r denir.

(b) (X,ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay, (xn) ⊂ X ve x ∈ X olsun. Her ε ∈ (0, 1)

ve t ∈ E+ için n > n0 iken ME(xn, x, t) > 1 − ε olacak ³ekilde n0 = n0(ε) ∈ N say�s�

varsa (xn), x'e yak�ns�yor denir ve a³a§�daki biçimde gösterilir.

lim
n→∞

ME(xn, x, t) = 1 ya da xn
ME

→ x.

(c) (X,ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay, (xn) ⊂ X olsun. Her ε ∈ (0, 1) ve t ∈ E+

için n,m > n0 iken ME(xn, xm, t) > 1 − ε olacak ³ekilde n0 ∈ N say�s� varsa (xn) bir

Cauchy dizisidir denir.

(d) (X,ME, ∗) fuzzy vektör metrik uzay�ndaki her Cauchy dizisi X'de yak�nsak ise bu

uzaya tamd�r denir.
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(e) (X,ME, ∗) fuzzy vektör metrik uzay ve Y ⊂ X olsun. (xn) ⊆ Y ve xn
ME

→ x iken

x ∈ Y oluyorsa Y kümesine kapal�d�r denir.

4.1.6. Teorem

(X,ME, ∗) fuzzy vektör metrik uzay ve (xn) ⊆ X yak�nsak bir dizi olsun. Bu durumda

a³a§�dakiler sa§lan�r.

(a) (xn), FE-s�n�rl�d�r ve limiti tektir.

(b) (xn), X uzay�nda bir Cauchy dizisidir.

(c) (xn) dizisinin her alt dizisi ayn� limite yak�nsar.

�spat

(a) �lk olarak (xn) yak�nsak dizisinin FE-s�n�rl� oldu§unu gösterelim. xn
ME

→ x oldu§unu

varsayal�m. Bu durumda Her ε ∈ (0, 1) ve t ∈ E+ için n > n0 iken ME(xn, x, t/2) >

1−ε olacak ³ekilde n0 ∈ N vard�r. �imdi x0 ∈ X ve s ∈ (0, 1) içinME(x0, x, t/2) > 1−s

ve k ∈ (0, 1) için min{ME(xn, x, t/2) : n = 1, 2, . . . , n0} = 1− k olsun. Bu durumda

min{(1− s) ∗ (1− k), (1− s) ∗ (1− ε)} = 1− r

olacak ³ekilde bir r ∈ (0, 1) say�s� bulabiliriz. Bu yüzden her n ∈ N+ içinME(x0, xn, t) >

ME(x0, x, t/2) ∗ ME(xn, x, t/2) > 1 − r olur. Dolay�s�yla her n ∈ N+ için (xn) ⊆

BE[x0, r, t] olur yani (xn), FE-s�n�rl�d�r.

�imdi (xn) dizisinin limitinin tek oldu§unu gösterelim. (xn) yak�nsak dizisinin x ve y

olmak üzere iki farkl� limitinin oldu§unu farz edelim. Herhangi bir t ∈ E+ ve ε ∈ (0, 1)

için (1 − r) ∗ (1 − r) > 1 − ε olacak ³ekilde bir r ∈ (0, 1) vard�r. ε = 1 −ME(x, y, t)

olsun. Varsay�m�m�za göre n > n1 iken ME(xn, x, t/2) > 1 − r olacak ³ekilde n1 ∈ N

ve n > n2 iken ME(xn, y, t/2) > 1− r olacak ³ekilde n2 ∈ N vard�r. n0 = max{n1, n2}

olarak al�rsak bu durumda n > n0 iken
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ME(x, y, t) >ME(xn, x, t/2) ∗ME(xn, y, t/2) > (1− r) ∗ (1− r) > 1− ε = ME(x, y, t)

yani ME(x, y, t) > ME(x, y, t) olur ki bu da bir çeli³kidir.

(b) t ∈ E+ ve ε ∈ (0, 1) olsun. (1 − r) ∗ (1 − r) > 1 − ε olacak ³ekilde bir r ∈ (0, 1)

vard�r. (xn) yak�nsak bir dizi oldu§undan n > n0 iken ME(xn, x, t/2) > 1 − r olacak

³ekilde n0 ∈ N vard�r. Bu durumda n,m > n0 iken

ME(xn, xm, t) >ME(xn, x, t/2)∗ME(x, xm, t/2) > (1−r)∗(1−r) > (1−ε) elde edilir.

(c) (xnk
), (xn) dizisinin bir alt dizisi olsun. xn

ME

→ x ise her t ∈ E+ ve ε ∈ (0, 1) için

n > n0 ikenME(xn, x, t/2) > 1−ε olacak ³ekilde n0 ∈ N vard�r. k > n0 ise bu durumda

n0 6 k 6 nk elde edilir. Bu yüzden ME(xnk
, x, t) > 1− ε olur.

4.1.7.Önerme

(X1,M
E
1 , ∗) ve (X2,M

E
2 , ∗) iki fuzzy vektör metrik uzay olsun. Ayr�ca (x1, x2), (y1, y2) ∈

X1 × X2 ve t ∈ E+ için ME((x1, x2), (y1, y2), t) = ME
1 (x1, y1, t) ∗ME

2 (x2, y2, t) olarak

tan�mlans�n. Bu durumda ((X1 ×X2),ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay olur.

Bu durumda fuzzy vektör metrik uzaylar ve dolay�s�yla fuzzy metrik uzaylar için a³a-

§�daki sonuca ula³abiliriz.

4.1.8. Teorem

(X1,M
E
1 , ∗) ve (X2,M

E
2 , ∗) iki fuzzy vektör metrik uzay ve ME, önerme 4.1.7'deki gibi

bir fuzzy vektör metrik olsun. (xn) ve (yn) dizileri için e§er X1 uzay�nda xn
ME

1→ x ve

X2 uzay�nda yn
ME

2→ y sa§lan�yorsa bu durumda X1 ×X2'de (xn, yn)
ME

→ (x, y) olur.

�spat

t ∈ E+ ve ε ∈ (0, 1) olsun. (1−r)∗(1−r) > 1−ε olacak ³ekilde bir r ∈ (0, 1) bulabiliriz.

Bu durumda n > n1 iken ME
1 (xn, x, t) > 1 − r olacak ³ekilde n1 ∈ N ve n > n2 iken

ME
2 (yn, y, t) > 1− r olacak ³ekilde n2 ∈ N vard�r. n0 = max{n1, n2} olarak al�rsak
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ME((xn, yn), (x, y), t) = ME
1 (xn, x, t) ∗ME

2 (yn, y, t) > (1− r) ∗ (1− r) > 1− ε

elde ederiz. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

4.1.9. Teorem

(X,ME, ∗) fuzzy vektör metrik uzay� için a³a§�dakiler sa§lan�r.

(i) Her yak�nsak dizi bir Cauchy dizisidir.

(ii) Her Cauchy dizisi FE-s�n�rl�d�r.

(iii) (xn) ⊆ X Cauchy dizisi, xnk

ME

→ x olacak ³ekilde bir (xnk
) alt dizisine sahipse bu

durumda xn
ME

→ x olur.

�spat

(i) t ∈ E+ ve ε ∈ (0, 1) olsun. (1 − r) ∗ (1 − r) > 1 − ε olacak ³ekilde bir r ∈ (0, 1)

bulabiliriz. E§er xn
ME

→ x ise n > n0 iken ME(xn, x, t/2) > 1− r olacak ³ekilde n0 ∈ N

vard�r. n,m > n0 iken

ME(xn, xm, t) >ME(xn, x, t/2) ∗ME(xm, x, t/2) > (1− r) ∗ (1− r) > 1− ε elde ederiz.

(ii) (xn), X'de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her t ∈ E+ ve ε ∈ (0, 1) için

n,m > n0 iken ME(xn, xm, t) > 1− ε olacak ³ekilde n0 ∈ N vard�r. Dolay�s�yla n > n0

için ME(xn, xn0 , t) > 1 − ε olur. Ayr�ca r = 1 −min{ME(xn, xn0 , t) : 1, 2, . . . , n0 − 1}

olsun ve s = max{ε, r} olarak seçelim. Bu durumda {xn : n = 1, 2, . . . } ⊆ B[xn0 , s, t]

olur yani (xn), FE-s�n�rl�d�r.

(iii) t ∈ E+ ve ε ∈ (0, 1) olsun. (1 − r) ∗ (1 − r) > 1 − ε olacak ³ekilde bir r ∈ (0, 1)

bulabiliriz. (xn), X'de bir Cauchy dizisi oldu§u için n,m > n0 iken ME(xn, xm, t/2) >

1− r olacak ³ekilde n0 ∈ N vard�r. xnk

ME

→ x oldu§undan ik > n0 ve ME(xik , x, t/2) >

1− r olacak ³ekilde bir ik pozitif tamsay�s� vard�r. Her n > n0 için
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ME(xn, x, t) >ME(xn, xik , t/2) ∗ME(xik , x, t/2) > (1− r) ∗ (1− r) > 1− ε

elde ederiz, dolay�s�yla xn
ME

→ x olur.

4.1.10. Tan�m

(X,ME, ∗) bir fuzzy vektör metrik uzay ve A, X uzay�n�n bo³ olmayan bir alt kümesi

olsun. Bu durumda DE
A kusurlu fuzzy vektör çap�

DE
A = sup

t∈E+

{inf ME(x, y, t) : x, y ∈ A}

biçiminde tan�mlar�z:Ayr�ca e§er DE
A = 1 oluyorsa A kümesine FE-s�n�rl�d�r denir.

Not

E§er A tek noktadan olu³an bir küme ise DE
A = 1 olur. Fakat kesin kümelerin aksine

DE
A = 1 ise A tek nokta kümesi olmayabilir. Örne§in;

ME(x, y, t) =
‖t‖

‖t‖+ ‖d(x, y)‖

³eklinde tan�mlanan standart fuzzy vektör metri§i alal�m. A ⊂ X ve A = {x0, y0}

olsun. Bu durumda

DE
A = sup

t∈E+

‖t‖
‖t‖+ ‖d(x0, y0)‖

= 1

olur.

4.1.11. Tan�m

(X,ME, ∗) fuzzy vektör metrik uzay ve (An), X uzay�n�n bo³ olmayan alt kümelerinin

bir dizisi olsun. E§er lim
n→∞

DE
An

= 1 oluyorsa (An) dizisi beliren ya da belirgin bir kusurlu

fuzzy vektör çapa sahiptir denir.
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Bu durumda her r ∈ (0, 1), t ∈ E+ ve x, y ∈ An0 için M
E(x, y, t) > 1− r olacak ³ekilde

n0 ∈ N vard�r.

4.1.12. Teorem (Cantor kesi³im teoremi)

(X,ME, ∗) fuzzy vektör metrik uzay ve (An) beliren bir kusurlu fuzzy vektör çapla

birlikteX uzay�n�n bo³ olmayan kapal� alt kümelerinin azalan bir dizisi olsun.X tamd�r

gerek ve yeter ³art
∞⋂
n=1

An = {x} olacak ³ekilde sadece bir x ∈ X noktas� vard�r.

�spat

X fuzzy vektör metrik uzay� tam olsun. Her bir n ∈ N için xn ∈ An noktas�n� alarak

bir (xn) dizisi olu³turabiliriz. m > n olarak seçersek Am ⊆ An olur böylece dizinin

bütün {xm : m > n} noktalar� An kümesine ait olur. Bu durumda her bir t ∈ E+ ve

m > n için ME(xm, xn, t) > DE
An

elde ederiz ve sonuç olarak lim
n,m→∞

ME(xm, xn, t) = 1

olur. Bu durumda (xn) bir Cauchy dizisidir. X tam oldu§undan lim
n→∞

ME(xn, x, t) = 1

olacak ³ekilde bir x ∈ X noktas� vard�r. An0 kümesini alal�m. {xn : n > n0} ⊂ An0

dizisinin limiti de elbette ayn� x noktas�d�r. Ayr�ca An0 kapal� oldu§undan x ∈ An0 olur.

Bu x noktas�n�n (An) dizisinin her eleman�na ait oldu§u anlam�na gelir. Bu yüzden

x ∈
∞⋂
n=1

An elde ederiz. �imdi ba³ka bir x′ ∈
∞⋂
n=1

An noktas�n� alal�m. Bu durumda

t ∈ E+ için ME(x, x′, t) > DE
An

ba§�nt�s� sa§lanmal� bu ise ME(x, x′, t) = 1 oldu§unu

gösterir. Dolay�s�yla x = x′ oldu§undan
∞⋂
n=1

An = {x} elde ederiz.

Di§er taraftan (xn), X uzay�nda bir Cauchy dizisi ve her n ∈ N için An = {xm : m > n}

X'in bo³ olmayan, kapal� alt kümeleri olsun. (An) azalan bir dizi ve (xn) bir Cauchy

dizisi oldu§undan lim
n→∞

DE
An

= 1 olmal�d�r. Varsay�m�m�za göre bütün bu kümelerin

kesi³imi X uzay�n�n sadece tek bir noktas�n� içerir.
∞⋂
n=1

An = {x} oldu§unu farz edelim.

ε ∈ (0, 1) için DE
An0

> 1 − ε olacak ³ekilde n0 ∈ N vard�r. x ∈ An0 oldu§unu biliyoruz

bu yüzden her ε ∈ (0, 1) ve t ∈ E+ için n > n0 iken ME(xn, x, t) > 1 − ε elde ederiz.

Bu durumda key� olarak ald�§�m�z (xn) dizisi x noktas�na yak�nsar. Bu da X fuzzy

vektör metrik uzay�n�n tam oldu§unu gösterir.
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4.1.13. Teorem (Baire teoremi)

X tam bir fuzzy vektör metrik uzay ve {An ⊂ X : n = 1, 2, . . .} X' de yo§un olan aç�k

alt kümelerin say�labilir bir ailesi olsun. Bu durumda
∞⋂
n=1

An, X'de yo§undur.

�spat

Teoremi ispatlamak için x ∈ X, 0 < r < 1 ve t ∈ E+ için BE(x, r, t) aç�k yu-

var� ile
∞⋂
n=1

An kümesinin kesi³iminin bo³ olmad�§�n� göstermeliyiz. �lk olarak A1 kü-

mesini alal�m. A1, X'de yo§un oldu§undan BE(x, r, t) ∩ A1 bo³ de§ildir ve aç�kt�r.

x1 ∈ BE(x, r, t)∩A1 olsun. Bu durumda BE[x1, r1, t1] ⊂ BE(x, r, t)∩A1 olacak ³ekilde

r1 ∈ (0, 1) ve t1 ∈ E+ vard�r. BE
1 = BE(x1, r1, t1) olsun. A2, X'de yo§un oldu§undan

BE
1 ∩A2 aç�kt�r ve bo³ de§ildir. x2 ∈ BE

1 ∩A2 olsun. Bu durumda BE[x2, r2, t2] ⊂ BE
1 ∩A2

olacak ³ekilde r2 ∈ (0, 1
2
) ve t2 ∈ E+ vard�r. BE

2 = BE(x2, r2, t2) olsun. Bu ³ekilde de-

vam edersek her n ∈ N için

BE[xn+1, rn+1, tn+1] ⊂ BE
n ∩ An+1 ⊂ BE[xn, rn, tn] ve rn ∈

(
0,

1

n

)

olacak ³ekilde X uzay�nda bir (xn) dizisi ve (rn) pozitif reel say� dizisi ederiz. Teorem

4.1.12,
∞⋂
n=1

BE[xn, rn, tn] kümesinin tek elemanl� oldu§unu garantiler. Böylece

∞⋂
n=1

BE[xn, rn, tn] ⊂ BE(x, r, t) ∩

(
∞⋂
n=1

An

)

ifadesinden BE(x, r, t) ∩
(
∞⋂
n=1

An

)
6= ∅ elde ederiz.
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5. SONUÇ

Bu çal�³mada gerekli alt yap�y� kurmak amac�yla öncelikli olarak Riesz uzaylar� ve

kavramlar�n� ele al�nd�. Daha sonra metri§in vektörel de§er ald�§� vektör metrik uzay�

tan�t�ld� ve bu uzay�n klasik metrik uzay�n bir genellemesi oldu§u görüldü. Sonras�nda

klasik üçgen e³itsizli§ini genelleyebilmek ad�na ihtiyaç duyulan üçgensel fonksiyonlar

incelendi. Özellikle t-normlar ve dualleri olan t-conormlara a§�rl�k verildi. Öncelikle da-

§�l�m fonksiyonlar�n�n negatif olmayan bir t reel say�s�yla ili³kilendirilip kullan�lmas�yla

ortaya ç�kan olas�l�ksal metrik uzaylar, sonras�nda üçgen e³itsizli§inin ke³�yle ortaya ç�-

kan Menger uzaylar incelendi. Üçgen e³itsizli§inin evrensellik özelli§inden ötürü Menger

uzaylar�ndaki τ fonksiyonu için ideal aday�n t-normlar oldu§una ili³kin tespitlere yer

verildi. Devam�nda fuzzy kümeler teorisi ve mant�§� incelendi. Fuzzy kümeler teorisinin

t-normlarla birlikte olas�l�ksal metrik uzay kavramlar�yla ili³kilendirilmesi neticesinde

olu³turulan fuzzy metrik uzaylara ayr�nt�lar�yla yer verildi. Böylelikle bu çal�³mada

fuzzy metrik uzay kavram�n�n zamanla nas�l olu³up olgunla³t�§� görüldü. Ayr�ca Riesz

uzaylar�n�n elemanlar� olan vektörler de kullan�larak bu kavram zenginle³tirip ilk defa

fuzzy vektör metrik uzaylar tan�mland�. Böylece hem vektör metrik uzaylar�n hem de

fuzzy metrik uzaylar�n bir fuzzy vektör metrik uzay� oldu§u tespit edildi. Ayr�ca latis

norm ³art�yla ilgili fuzzy vektör metrik ³art� için süreklili§i güncellendi. Kusurlu fuzzy

vektör çap ve belirgin kusurlu fuzzy vektör çap tan�mlar� yap�l�p, Cantor kesi³im ve

Baire teoremlerinin ispat�nda bu tan�mlardan yararlan�ld�.
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