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OZET

BiR OPERATOR CEBIiRININ KOMPAKT OPERATORLERI KAPSAMASI
UZERINE

CAKIR, Firat
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmani: Yrd. Dog¢. Dr. Cesim TEMEL
Agustos 2013, 39 sayfa

T kompleks ayrilabilir sonsuz boyutlu Hilbert uzay {iizerinde bir sinmirli lineer

operatr olsun. T~ operatérii T operatériiniin adjointi olmak iizere, I,, —T T operatorii

kompakt ise T bir 6z izometrik operatordiir ve 7T —T T operatorii kompakt ise 7' bir
0z normal operatordiir denir.

Operatorlerden olugsmus bir uzayin sifirdan farkli bir kompakt operator icermesi
operatorler teorisinin en o©nemli problemlerinden birisidir. Bu tezde 6z normal
operatorlerin komutanti icindeki kompakt operatorlerin var olup olmadigi incelenmistir.
T ’nin komutantindan S 'nin kompaktlig1 i¢in S ve T operatorleri lizerinde bazi gerek ve
yeter sartlar bulunur. Bu tezde bu sartlar konulmaya calisildu..

Ugiincii bolimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verildi.

Dérdiincii boliimde, uygun bir giris yapildi ve tezin amacina yonelik bilgiler verildi.

Besinci boliimde, 7 operatorii 6z izometrik operator olmak iizere 7 ’nin
komutantindan § operatoriiniin kompakthigi i¢in S ve T operatorleri iizerinde baz1 gerek
ve yeter sartlar verildi.

Altinc1 boliimde, T operatoriiniin komutantt {T'}" ile gosterilsin. 7 operatorii 6z
normal operatér olmak iizere ergodik sartlar aracihigiyla Se {T} operatoriiniin

kompakt olmasi icin S ve T operatorleri iizerinde bazi gerek ve yeter sartlar

bulunmustur.

Anahtar Kelimeler : Kompakt operator, Komutant, Oz izometrik operator, Oz

normal operator, Oz iiniter operator, Spektrum.



ABSTRACT

COMPACT OPERATORS IN THE SOME OPERATOR ALGEBRAS

CAKIR, Firat
Msc. Mathematics Science
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Cesim TEMEL
August 2013, 39 pages

Let T be a bounded, linear operator on a complex, seperable, infinite

dimensional Hilbert space H. T is an essentially isometric operator if [, —T'T

operator is compact and 7 is an essentially normal operator if TT° —T T operator is

compact where 7" operator is the adjoint operator of T.

It is one of the most important problem of the Operator Theory that an operator
algebra contains a nonzero compact operator. In this thesis it is studied whether the
commutant of essentially normal operators contains a nonzero compact operator or not.
For the compactness of § from the commutant of 7", some necessary and sufficient
conditions are found on S.

Chapter three; There are basic definitions and theorems which will be used in
following chapters.

Chapter four; The proper introduction is made and some informations about the
purpose of thesis is given.

Chapter five; Some necessary and sufficient conditions on S and T are given for
the compactness of the operator S from the commutant of 7', where T is an essentially
isometric operator.

Chapter six; Let T be an essentially normal operator. For the compactness of S
from the commutant of 7', some necessary and sufficient conditions on S and 7 are

found. The compactness of S € {T'}" via the ergodic conditions is also characterized.

Key Words : Compact operator, Commutant, Essentially isometric operator,
Essentially normal operator, Essentially unitary operator,

Spectrum.
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SIMGELER DIiZiNi

Bir T operatoriiniin adjointi
Hilbert uzay1

H uzayindan H uzayina tiim sinirli lineer operatorler uzayi

Bir T operatdriiniin spektrumu

Bir T operatériiniin tiniter spektrumu

Bir T operatdriiniin normu

{P(T): Pe P} kiimesinin diizgiin operator topolojisine gore
kapanis1 kiimesi

{P(T): Pe P} kiimesinin zay1f operatdr topolojisine gore kapanisi
kiimesi

Bir T operatoriiniin komutanti

Bir S operatoriiniin Gelfand doniisiimii

Ae o(T) icin bir ¢carpimsal fonksiyonel

Bir 7' operatoriiniin dogurdugu limit operatorii

iX



1. LITERATUR BiLDiRiSLERi

Nagy ve Foias (1970); Hilbert uzayinda analitik operatorleri analiz ettiler ve

gosterdiler ki, 7 operatorii higcbir yerde {iiniter olmayan bir daralma operatorii ise
Vf e H”(D) i¢in f(T) operatérii tanimlanabilir ve f — f(T) doniisiimii bir daralma
homomorfizmasidir. Bu c¢alismada elde edilen esas sonuglardan biride H ™ (7T') ’nin

{f(T): fe H”(D)} ile cakismasidir. Muhly (1971)’de bir daralma operatoriiniin
komutantindaki kompakt operatorleri inceledi. Brown ve ark. (1973)’de kompakt
operatorleri ve genislemelerini inceledi. Nagy (1974) ispatladi ki, eger T bir C, —

daralmasi ise o halde T’nin komutant1 {T} :={Se B(H):TS = ST} sifirdan farkli bir

kompakt operator icerir fakat H ™ (T') icinde sifirdan farkli bir kompakt operator
bulunmaz ve tek kompakt operator sifirdir. Nordgren (1975) ispatlad: ki, eger 7' bir 6z
tiniter C, — daralma operatorii ise o halde H ™ (T) sifirdan farkh bir kompakt operator
icerir. Vitse (2003)’de T operatoriiniin hi¢bir yerde iiniter olmayan daralma operatorii
oldugu durumda 7 ’nin komutantinin icerdigi operatorler calisildi. Kellay ve Zarrabi
(2009) ispatlad1 ki, eger T 6z izometrik daralma operatorii D\o(T)=J sartin1 sagliyorsa
(buradan T bir {initer operatoriin bir kompakt pertiirbasyonudur ve boylece T operatorii
0z izometrik operatordiir) ve eger fe A(D) o(T) NI iizerinde sifira esit olursa o halde
f(T) operatorii kompakttir. Kellay ve Zarrabi (2009)’nin bu caligmasinda ayrica

gosteriliyor ki, eger T bir 6z izometrik C, — daralma operatorii ise o halde (fe H™)

f(T) ’nin kompakt olmasi i¢in yeter ve gerek kosul lim‘ T"f (T)H =0 olmasidir.

Bu calisma ile Mustafayev ve Hiiseynov (2012) makalesi incelenmistir. Buna
gore, T bir 6z normal Fredholm operatorii oldugu durumda 7 operatOriiniin
komutantinin sifirdan farkli kompakt operator icermesi ile ilgili sartlar asagidaki sekilde

elde edildi:

T bir 6z normal Fredholm operatorii ve S € {T'}" olsun. Eger her A€ o,(T) igin

Zn:/l"‘T"S =0

k=1

o1
lim—
n—oo 1

ise, o halde S operatorii kompakttir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tamm 2.1: X bir lineer uzay olsun. |||| : X = R fonksiyonu Vx,ye X ve ae€ C icin

asagidaki ozellikleri sagliyorsa, [ fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir.

D) [4]=0 ve =0 x=0

i) Jlood =[] , (@€ F)

i) [iv-+ v < + ]

Lineer uzay iizerinde bir norm tarif edilmisse bu uzaya normlu lineer uzay denir.

Normlu lineer uzaylar1 (X, |) ile veya kisaca X ile gosterilecektir.

X normlu uzaymnda bir (x,) dizisi alahm. Eger |x, —xm” —0 (n,m — o) ise
(x,) dizisine Cauchy dizisi denir. X normlu uzayinda her Cauchy dizisi X ’in bir

elemanina yakinsiyorsa X ’e bir Banach uzayt denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 2.2: X, F cismi iizerinde bir vektor uzayr olsun. (,): X X X — F fonksiyonu
asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyona i¢ carpum (veya i¢ ¢carpim fonksiyonu) denir.

i) ()20, (xx)=0=x=0

ii) (x+y,2)=(x,2) +(y,2) (@eF)

iii) (ax, y) = a(x, y)

iv) (x,y) = (y,%)
Uzerinde i¢ carpim fonksiyonunun tamimlandigi vektor uzaymna i¢ carpim uzayt (6n-
Hilbert uzay1) denir. i¢ carpim uzayini (X,(,)) ile veya kisaca X ile gosterilir (Musayev
ve Alp, 2000).

Simdi i¢ ¢carpim yardimiyla bir norm fonksiyonu tarif edilecektir. Daha sonra bu

norm fonksiyonu Hilbert uzayinin tarifinde kullanilacaktir.

x|| =./(x,x) olarak tarif

edilen || || doniisiimiinii diistiniilsiin. Bu doniisiime i¢ carpim normu denir (Musayev ve

Tanmm 2.3: X bir i¢ carpim uzay1 olmak iizere || || :X >R,

Alp, 2000).



Tanmm 2.4: X bir i¢ carpim uzay1 ve ||

=y = (x =y, x=y)

olarak tarif edilen i¢ carpim normuna gore tam ise X’e Hilbert uzayr denir (Musayev ve

Alp, 2000).

, I¢ carpim normu olsun. X i¢ carpim uzayi

Tanmm 2.5: Bir (X,d) metrik uzay: sayilabilir ve yogun bir alt kiime icerirse ayrilabilir

adim alir. Bos kiime ayrilabilir olarak kabul edilir (Musayev ve Alp, 2000).

“Hilbert uzay1” tezde daima “ayrilabilir Hilbert uzay1” anlaminda kullanilacaktir.

Tanim 2.6 (cebir) : C, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Her x,y,ze C ve her
ae F igin (vektorler arasi ¢arpma denilen) -:CXC — C islemi asagidaki sartlari
sagliyorsa C’ye (F tizerinde) cebir denir.

Ch ax-y)=(a-x)y=x(a-y)

C2) x-(y+2)=x-y+x-z ve (x+y)-z=x-z+y-Z

C) x-(ya)=(x-y-z

Sayet C bir cebir ve her x,ye C i¢in x-y=y-x ise C’ye degismeli veya
komiitatif cebir denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanmm 2.7: X ve Y bos olmayan kiimeler olsun. X ’nin her elemanina Y ’nin bir
elemanini karsilik getiren bir kurala X den Y ’ye bir doniisiim denir (Musayev ve Alp,

2000).

Tanmm 2.8: Lineer uzaylarda tanimli doniistimlere operator denir (Musayev ve Alp,

2000).

Tanmm 2.9: T:X — Y operatorii X ’den elde edilen her x,, x, ve a,f€ C olmak
tizere T(x,+x,)=Tx +Tx, ve T(ox)=0al(x) sartlarim saghyorsa T ’ye lineer

operator denir (Musayev ve Alp, 2000).



Tanmm 2.10: (X,

L) ve (,

normlu uzaylar ve T : X — Y bir lineer doniisiim

Y

olsun. Eger her xe X icin
7, <&l
olacak sekilde pozitif bir k reel sayis1 varsa T ’ye suurlidir denir (Musayev ve Alp,

2000).

Uygulamada uzaylar iizerindeki normlar ayni simge ile gosterilir ve
[7x] < il

yazilir.

Yani, 7: X — Y lineer operatorii X ’den elde edilen her sinirli kiimeyi Y de bir
baska sinirli kiimeye doniistiiriirse 7 ’ye sinirli operator denir.
H sonsuz boyutlu ayrlabilir bir kompleks Hilbert uzay: olsun. Biz B(H) ile H
tizerindeki biitiin sinirli  lineer operatorler cebiri gosterilecektir (Musayev ve Alp,

2000).

Tamm 2.11 (Disk Cebiri) : D ile kompleks diizlemin ag¢ik birim yuvari gosterilsin, yani
D ={z:|z|<1,ze C}. Bir A(D) disk cebiri D de analitik ve I'={z e € :|z| =1} de (yani,

D’ nin siirinda) siirekli fonksiyonlarin cebiridir (Mustafayev, 2006).

Tanmm 2.12 (Diizgiin operator topolojisi) : X ve Y normlu uzaylar olsun. B(X,Y)
uzayinda diizgiin operator topolojisi,

[7]/= sup|7]

Id<t
normuyla olusturulan B(X,Y) uzaymin metrik topolojisidir.

Bir bagka deyisle; B(H) i¢indeki operatorlerin bir {7,} dizisi alinsin. {7}
dizisinin H i¢inde bazi T operatorlerine yakinsadig: diisiiniilsiin. Eger ||Tn —T|| — 0 ise,
yani, 7, —T ‘nin operator normu 0’a yakinsarsa (H i¢indeki birim yuvar iizerinden
x’leri almak iizere ||Tnx—Tx|| , m supremumudur), 7, — 7 yakinsamast diizgiin

operator topolojisi i¢indedir denilir (Suhubi, 2001).



Tanim 2.13 (Zayif operator topolojisi) : H bir Hilbert uzay: olsun ve B(H) i¢indeki
operatorlerin bir {7,} dizisi alinsin. Eger tim x,ye H i¢in (T, x,y) = (Ix,y) olacak
sekilde bir T € H operatorii varsa 7, =T yakinsamas1 zayif operator topolojisi

icindedir denilir (Suhubi, 2001).

Notasyon 2.1: X ve Y normlu uzaylar olsun. X ’den Y ’ye biitiin sinirli lineer

doniistimlerin kiimesi B(X,Y) ile gosterilecektir. 7€ B(H) ve xe X ise T(x) yerine
Tx kullanilir. Ayrica,
71| = sup|7+|

I=t

ile B(X) iizerinde bir norm tanimlanabilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tammm 2.14: Notasyon 2.1 de Y=F ise, simmirli bir T’ye X {iizerinde bir lineer

fonksiyoneldir denir (Musayev ve Alp, 2000) .

Tamm 2.15 (Kompakt operator) : 7 € B(H) operatorii alinsin. £ < H sinirh kiimesi

icin T(E) kiimesi kompakt ise T operatoriine kompakt operator denir (Conway, 1985).

Tamim 2.16 (Daralma) : H bir kompleks Hilbert uzayi olsun. Her xe H igin
7] <
ise (yani eger ||T|| <1 ise) o zaman T operatorine H iizerinde bir daralmadir denir

(Conway, 1985).

Tamm 2.17: Normlu bir X uzayinda bir { x_ } dizisi verilmis olsun. Eger

lim”xn - x|| =0

olacak sekilde bir xe X eleman: varsa, {x,} dizisi kuvvetli yakinsaktir (norma gore
yakinsaktir) denir. Bu durum

limx, =x veyakisaca x, —x

n—o0

olarak yazilir (Suhubi, 2001) .



Tamm 2.18: H Hilbert uzayinda bir { x, } dizisi verilmis olsun. Eger
(x,,x) =0

olacak sekilde bir xe X elemani varsa, { x,} dizisi x’e zayif yakinsaktir denir ve

2

X —>X

n

seklinde yazilir (Suhubi, 2001) .

Teorem 2.1: H bir Hilbert uzayr olsun ve Ae B(H) operatorii verilsin. Eger A
operatorii kompakt operator ise, o halde H ’da zayif yakinsayan bir diziyi kuvvetli
yakinsayan bir diziye doniistiiriir, bir baska deyisle eger n — oo igin

x, ——>x, = Ax, —— Ax,

olur (Conway, 1985).

Sonuc 2.1: H bir Hilbert uzay1 ve Ae B(H) olsun Eger n — o i¢in
X, — X, ¥, — Y, =< Ax,,y, >>< Ax,, ¥, >

ise A operatoriine kompakt lineer operator adi verilir (Conway, 1985).

Tamm 2.19 (Spektrum) : H bir Hilbert uzayr olsun. /€ B(H) birim operatdr ve
T € B(H) operatorii alinsin. O zaman T 'nin spektrumu ;

o(T)={Ae C:T - Al tersinir degil }
dir (Suhubi, 2001).

Ornek 2.1 : Sonlu boyutlu bir X uzay: iizerinde tanimli 7' operatorii verilsin. A ile T
operatOriiniin temsil matrisini gdsterelim. Bu matrise ait karakteristik polinomun kokleri

ile elde edilen 6zdegerler operatoriin spektrumunu olusturur (Suhubi, 2001).

Tammm 2.20 (Komutant) : H Hilbert uzayr olsun.7e€ B(H) olmak iizere
{ X e B(H): XT =TX} kiimesine T operatiriiniin komutant: denir ve {T} ile gosterilir

(Conway, 1985).



Tamm 2.21 (Bir operatoriin Adjointi) : H Hilbert uzay1 ve 7: H — H smirl lineer

operator olsun. O halde
(Tx, y) =(x,By)

olacak sekilde bir Be B(H) operatorii vardir. B operatoriine 7 operatoriiniin adjointi

denir ve B=T" seklinde gosterilir (Conway, 1985).

Tamim 2.22 (Uniter operator) : H Hilbert uzay1 olsun. Eger U € B(H) operatorii

UU" =U"U = I, sartim saglarsa bu operatére iiniter operator denir (Conway, 1985).

Tanim 2.23 (Hicbir yerde iiniter olmayan operator) : 7€ B(H) bir daralma

operatorii olsun. Farzedelim ki 7 operatriiniin 6yle bir invariant alt uzay1 yoktur ki, 7’
‘nin bu alt uzaya kisitlanisi iiniter olsun. Bu durumda T operatoriine hicbir yerde iiniter

olmayan operator denir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012) .

Tamm 2.24 (Normal operator) : H Hilbert uzay1 olsun. Eger N € B(H) operatorii

NN" = N'N sartim saglarsa bu operatdre normal operatér denir (Conway, 1985).

Tamm (izometrik operator): H Hilbert uzayr olsun. Eger T e B(H) operatorii

T'T = I,, sartin1 saglarsa bu operatdre izometrik operator denir (Conway, 1985).

Notasyon 2.2: P ile tim kompleks katsayili polinomlar kiimesi gosterilecektir.
Herhangi bir T e B(H)operatérii ve bir P(z)=a, +a,z+a,z" +..+a,z" polinomu
icin P(T)=ay+a,T +a,T* +..+a,T" olarak tamimlanabilir. Bu sekilde tanimlanan

tim polinomlarin operatér-normuna gore kapanisi alindiginda bir operator cebiri elde

edilmis olunur. Bu operatdr cebiri A, ile gosterilecektir (Mustafayev, 2006).

Notasyon 2.3: lyi bilinir ki, eger T hicbir yerde iiniter olmayan daralma operatorii ise o
halde f(T) (fe H™ ) Nagy-Foias fonksiyonel hesabina gore tanimlanabilir (Nagy, 1974;
Bolim 3). H*(T) ile {f(T) : fe H”} kimesi gosterilecektir (Mustafayev ve
Hiiseynov, 2012).



Tamm 2.25 (C, —daralmasy) : H Hilbert uzay1 olsun. 7e B(H) higbir yerde iiniter
olmayan bir daralma operatorii olsun. Eger f(7)=0 olacak sekilde bir fe H”

fonksiyonu bulunabilirse, bu taktirde 7 operatorii C, — daralmast olarak adlandirilir

(Conway, 1985).

Tamm 2.26 (Oz iiniter operator) : H Hilbert uzayi olsun. Eger I,, —T'T ve I, —TT"
operatorleri kompakt ise 7€ B(H) operatoriine oz iiniter operator denir (Mustafayev

ve Hiiseynov, 2012).

Tamm 2.27 (Oz izometrik operator) : Eger [ o —T'T kompakt ise T bir 6z izometrik

operatordiir denir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Tamm 2.28 (Oz normal operator) : Eger TT* —T*T kompakt ise T bir ¢z normal

operator denir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Tanim 2.29 (Gelfand Doniisiimii) : A degismeli Banach cebirinin tiim kompleks
homomorfizmalarinin kiimesi A olsun. Her xe A elemanu i¢in,

) =h(x) (he A)

olan x: A — € doniisiimiine x elemaninin Gelfand doniigiimii denir (Conway, 1985).



3. GIRIS

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir kompleks Hilbert uzayr ve B(H), H iizerindeki
biitiin sinirl1 lineer operatorler cebiri olsun. Dogal olarak, 7€ B(H) 1n spektrumu &(7)

ile gosterilir. Te B(H)’1n sag spektrumu o, (T') ile ve Te B(H) ’1n sol spektrumu o, (T)
ile gosterilir. Kompleks diizlemdeki birim daire I'={ e C: |§| =1} ile gosterilecektir.
Burada, D ={ze C: |z| < 1} agik birim diskini belirtir. Disk-cebiri ve D iizerindeki biitiin
sinirli analitik fonksiyonlarin cebiri sirasiyla A(D) ve H™ = H™ (D) ile gosterilir.

Te B(H) alindiginda, A, ile T ic¢indeki biitiin polinomlarin diizgiin operator
topolojisindeki kapamisi gosterilir. A, 'nin Gelfand uzayr o, (T) ile eslestirilebilir ki;
bu da T operatoriiniin A, cebirine gore spektrumudur. o(T), o o (T)’in (kapal1) bir
altkiimesi oldugu igin, her Aeo(7T) igin, A, iizerinde bir carpimsal ¢, fonksiyoneli
vardir Oyle ki ¢,(T)=A ’duir. S ile Se A, ’nin Gelfand doniisiimii gosterilecektir.
Burada ve sonrasinda Aeo(7) olmak iizere S (@,) (=0,(5)) yerine, S (A) gosterimi

kullanilacaktir. Dikkat edelim ki A— S(A) dontisimii  o(7) iizerinde bir siirekli
fonksiyondur.

Te B(H) '1n iiniter spektrumu o(T) NI ile gosterilir. Shilov’un Teoreminden
(Larsen, 1973; Teorem 2.3.1) anlasilir ki, eger 7 bir daralma operatorii ise o halde

O, T)nT'=cT)NTI dir.

H iizerinde tanimli bir 7 daralma operatdriiniin bir altuzaya kisitlanis1 tiniter
olacak sekilde bir alt uzay1 yok ise bu operatore hi¢bir yerde iiniter olmayan operator

denir. Eger T hicbir yerde iiniter olmayan bir daralma operatorii ise, o halde zayif
operatdr topolojisi iginde 7" — 0 dir (Muhly, 1971; Lemma 3.3). lyi bilinir ki, eger T
hicbir yerde iiniter olmayan daralma operatorii ise o halde f(7) (fe H” ) Nagy-Foias
fonksiyonel hesabinin yardimiyla tanimlanabilir (Nagy ve Foias 1970. Bolim 3).
H” (T):={ f(T) : fe H” } diyelim. T higbir yerde {initer olmayan bir daralma operatorii
icin eger f(T)=0 olacak sekilde sifirdan farkli bir fe H” fonksiyonu varsa T

operatoriine C, — daralmasi denir. Nagy (1974) ispatlad: ki, eger 7 bir C, — daralmasi
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ise o halde T ’nin komutant1 {T} :={Se B(H):TS = ST} sifirdan farkli bir kompakt
operator igerir fakat H ~(T') icinde sifirdan farkli bir kompakt operator bulunmaz ve tek
kompakt operator sifirdir. Hatirlanacag iizere eger hem I, —T T operatorii hem de
I, —TT" operatorii kompakt ise Te B(H) " 6z iiniter oldugu soylenebilir. Nordgren
(1975) ispatlad: ki, eger T bir 6z iiniter C, — daralma operatorii ise o halde H ™ (T)

sifirdan farkli bir kompakt operator icerir.
Eger T operatorii H iizerinde bir daralma operatorii ise o halde von Neumann

esitsizliginden dolayr degerler kiimesi yogun  h:A(D)— A, cebirsel daralma
homomorfizmi vardir dyle ki A(1)=1,; ve h(z)=T dir. f(T):=h(f), fe A(D) gosterimi

kullanilacaktir. Anlasildigi tizere tiim fe A(D) i¢in || f (T)|| < || f ||w esitsizligi yazilabilir.

Hatirlanacag iizere eger [, —T T operatorii kompakt ise Te B(H) operatorii 6z
izometrik operator olarak adlandirilir. Kellay ve Zarrabi (2009) ispatladi ki eger T 6z
izometrik daralma operatoric D\o(T)#0 sartin1 sagliyorsa (buradan 7 bir iiniter
operatoriin bir kompakt pertiirbasyonudur ve bdylece T operatdrii 6z izometrik
operatordiir) ve eger fe A(D) fonksiyonu o(T) NI iizerinde sifira esit olursa o halde
f(T) kompakttir. Dikkat edilecegi lizere yukaridaki sartlar aluinda o(T)NI ’nin
Lebesgue olciimii sifir olmak zorundadir. Burada ayrica gosteriliyor ki, eger T bir 0z

izometrik C, — daralmasi ise o halde (fe H™) f(7) 'nin kompakt olmas1 i¢in yeter ve

gerek kosul lim‘T” f (T)H =0 olmasidir. Bu sonuglarin ispatlarinda esasen A(D) ’nin

kapal1 ideallerinin yapilar1 hakkindaki Beurling-Rudin Teoremi ve Corona Teoremi
kullanilir.

K(H) 1ile H iizerindeki kompakt operatorlerin idealini gosterilecektir.
B(H)/K(H) bolim  cebiri  Calkin  cebiri denilen bir C" —cebiridir.
7:B(H)— B(H)/K(H) dogal doniigiim olsun. Te B(H)'in o,(T) 6z spektrumu
Calkin cebirindeki 7(7)’nin spektrumudur. Bilindigi iizere, o,(T) kiimesi o(7)’nin

bostan farkli kompakt bir alt kiimesidir. Benzer sekilde, 7 'nin sag ve sol 6z spektrumu

o, (I =0,xT)) ve o, (I)=0,(x(T)) seklinde tanimlanir. Ayrica hatirlanacag
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tizere eger (7) doniisiimii Calkin cebiri i¢inde (sol, sag) tersinir ise 7€ B(H) operatorii
bir (sol, sag) Fredholm operatoriidiir.

Bu tezin ana sonuclar asagidaki sekilde 6zetlenebilir. T operatorii H iizerinde bir
0z izometrik operator olsun. Eger S € A, 'nin Gelfand doniistimii o, (T") kiimesi (veya,
o0,(T)NT kiimesi iizerinde) lizerinde sifira esit olursa, o halde S operatorii kompakttir.
T operatoriiniin  hi¢bir yerde {iiniter olmayan daralma operatorii oldugu durumda
S € A, 'nin kompakthg: S ’nin o(T)NT kiimesi lizerinde sifira esit oldugu anlamina
gelir. Ayrica gosterilir ki keyfi Se B(H) i¢in

Lim|[T"S

n—»eo

=0

sarti S 'nin kompakt oldugu anlamina gelir. 7 ’nin hicbir yerde iiniter olmayan bir

daralma operatorii oldugu durumda, Se {T} icin terside ayrica dogrudur. Dahasi,
S € {T} ’nin kompakth ergodik sartlar araciligryla ifade edilir:

Eger her £€ o, (T) igin

Zn:f"‘T"S =0

k=1

o1
lim—
n—oo N

ise (veya, £€ o,(T)NT'), o halde S operatorii kompakttir.

Oz normal operatorler icin benzer sonuglar ayrica elde edilebilir. Bu sonuglardan
biri agagidaki gibidir:
T bir 6z normal Fredholm operatérii olsun ve S e {T'}" alinsin. Eger her A€ o,(T)

icin

mi =0

n—oo N

Zn:/l"‘T"S

k=1

ise, o halde S operatorii kompakttir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).



4. OZ iZOMETRIK OPERATORLER

T bir 6z izometrik operator olsun, yani I, —7'T operatorii kompakttir. Bu
boliimde, 7 ’nin komutantindan elde edilen S operatoriiniin kompakthig: i¢in S ve T
operatorleri iizerinde baz1 gerek ve yeter sartlar verilecektir (Mustafayev ve Hiiseynov,
2012).

Asagidaki yardimer sonuglar ile baglanacaktir.

Onerme 4.1. : Zayif operator topolojisi icinde 7" — 0 olacak sekilde Te B(H) alalim.
O halde her Se€ {T} " K(H) igin

T"S

lim‘ \:o

n—»eo

dir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

ispat =Eger Se {T}Y N K(H) alinirsa o halde her xe H igin

limHT"SxH = limHST"x

n—>00 n—oo

=0

yazilabilir.

{Sx: ||x|| <1} kiimesi 6n kompakt oldugundan verilen bir £ >0 icin bir sonlu

boyutlu & -ag1 vardir. Soziine edilen bu sonlu kiimeyi {Sx,,...,Sx, } ile gosterilecektir.
(||l <1 @=1.....k) ) . Netice olarak,

T"S

< miax{‘T"SxiH} +& (neN)

elde edilir. Buradan,

T"S

lim‘ \zo

n—>00

olur.

Hatirlanacag1 iizere, H lizerinde bir 7 daralma operatorii her xe H icin

T"x—0 ve T"x—0 saglarsa T operatorii C,, smnifindandir denilir. Iyi bilinir ki

(Nagy, 1974; Onerme 11.6.7) C, c C,, dur.
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(Nordgren, 1975; Teorem 3.3)’ de gosterilir ki, eger H”(T) N K(H) # {0} ise o
halde T operatorii C,, sinifindandir. Not edilsin ki bu sonu¢ asagidaki gibi Nagy-Foias
(Nagy, 1974; 5.140) "1n genisleme argiimanlarindan elde edilir.

b

Tim xe H i¢in limHT"xH:O gosterilmesi yeterlidir. O halde sonu¢ T~ ’a

uygulanabilir ve f(T)" = F(T") kullamlabilir ki, f(z)= f(z) dir. Simdi farz edilsin ki
f € H” fonksiyonu vardir dyle ki f(7") operatorii kompakttir. T operatorii hi¢bir yerde
tiniter olmayan bir daralma operatorii oldugu icin, zayif operatdr topolojisi icinde

T" — 0 dir (Muhly, 1971; Lemma 3.3) ve boylelikle,

lim|7" f(T)x =0, Vxe H
dir.
f; i¢ fonksiyon ve f, dis fonksiyon olmak lizere f = f,f, yazilsm. f, (T) yogun

degerler kiimesine sahip oldugu icin (Nagy, 1974; Onerme II1.3.1], buradan

V xe€ H igin lim‘T"fi(T)xH =0 olur.
Eger U operatorii 7 ’'nin minimal iiniter genislemesi ise o halde
limU™"T"x = Px

esitligi vardir dyle ki P operatdrii genisleme uzaymin kalinti pargasi iizerinde dik

izdiisiimdiir (Nagy, 1970; Onerme 11.3.1). Buradan li_>meT"xH =||Px|| (xeH). Px=0

oldugu gosterilmelidir. Dahasi, U™ PT"x=UmU ""T""x = Px yazlabilir ki bu

PT"x=U"Px (me N) anlamina gelir. Sonug olarak,
PT"f(T)x=U"f,(U)Px,(Vne N)
esitligi elde edilmis olunur.

f;(U) tniter oldugu igin,
[P = v £, )PA]
=|PT" £,(1)4

<|

T" £,(T)x| >0, (n— )

yazilabilir.
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Sonug 4.1 : T operatorii H iizerinde hicbir yerde iiniter olmayan bir daralma operatorii

olsun. Eger H”(T) " K(H) # {0} ise o halde her S € K(H ) i¢in,

T"S =0

‘=O ve limHST"

n—>00

lim‘

n—oo

dir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Ispat : T operatorii C,, simfindan oldugu igin,

T"qu =0 ve 1imHT*"s*xH =0

n—oo

lim‘

n—>o0

elde edilir. Tiim S e K(H) ve xe H igin Onerme 4.1’in ispatinda oldugu gibi,

T"S =0

‘: 0 ve limHST"

n—oo

lim‘

n—>o0

oldugu goriilebilir.

Onerme 4.2 : Te B(H) operatorii zayif operatdr topolojisi icinde 7" — 0 olan bir

operator olsun. Eger S € A, kompakt ise o halde onun Gelfand doniistimii
{Aeo(T): |4 =1}

tizerinde sifir’a esit olur (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

T"S

Ispat : Onceki onermeden dolay1 lim‘ ‘: 0 esitligi yazilabilir. Diger taraftan her

n—>oo!

Aeo(T) igin, A, itizerinde bir ¢arpimsal ¢, fonksiyoneli bulunur dyle ki

¢, T)=A4
esitligi vardir. ¢, fonksiyonelinin normu bir oldugu i¢in

n

4

S| =|o,@"s)

s\T"S

‘%0, (n— o)

elde edilir. Buradan eger |/1| >1 ise o halde S(4)=0 dir.
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Hatirlanacag: iizere (Muhly, 1971; Lemma 3.3) eger T operatorii hicbir yerde

tiniter olmayan bir daralma operatorii ise o halde zayif operator topolojisi i¢inde

T" — 0 dir. Boylelikle asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.2 : T operatorii higbir yerde iiniter olmayan bir daralma operatorii olsun ve
Se A, alalim. Eger § operatorii kompakt ise o halde onun Gelfand doniisiimii

o(T)NT iizerinde sifira esittir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

A cebiri e birim elemanl bir C™ —cebiri olsun. S, ile A iizerindeki biitiin piir
durumlarin bir kiimesi gosterilsin. Biliniyor ki (Naimark, 1968; Sonu¢ V.23.3]) eger

ae A ise o halde o,(a) tim A€ € ’lerden olusur oyle ki Ae f(a) ve
f(a'a)= f(a")f(a) olacak sekilde f € S, vardir. Varsayilsin ki a'a=e dir. Eger

A€ o,(a) ise o halde

A" = f@f@=f@)f@=fa'a=rfle)=1

esitlikleri elde edilir. Bu gosterir ki o,(a) cI" dir. Benzer sekilde, eger a elemam
A’nin normal bir elemani ise o halde o,(a)=0,(a)=0(a) oldugu goriilebilir.
Ozellikle a elemani A’nin bir iiniter elemant ise o halde o,(a) = 0, (a) =o(a) c T dir.

T operatorii H iizerinde bir 6z izometrik operator olsun. (T )z(T) =x(ly)
oldugu i¢in ve yukarida gosterildigi tizere o, (T) =o0,(#(T)) c ' olur. Ayrica dikkat
edilecegi lizere eger T 0z dlniter ise o halde o,(T)=0,T)=0,(T)cl dir

(Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).
Asagida ki teorem bu boliimiin birinci ana sonucudur.

Teorem 4.1 : T bir 6z izometrik operator olsun. Eger S € A, ‘nin Gelfand doniistimii
0, (T) uzerinde (veya, o, (I')NI lzerinde ) sifira esit ise, o halde S kompakttir

(Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).
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Ispat icin baz1 yardimc1 nermeler verilmelidir.

Onerme 4.3 ;

(a) Eger V operatorii H iizerinde iiniter olmayan bir izometri ise o halde
o,(V)=l;0,(V)=0(V)=D
(b) Eger V operatorii H iizerinde keyfi bir izometri ise o halde

o(V)=0,(V)nT'=0(V)NnT dir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).
Ispat :

(a) Yukarida goriildiigii tizere o,(V) c I dir. Diger taraftan biliniyor ki eger V
initer olmayan izometri ise o halde o(T) = D dir. Buradan T = do(V)c o,(V) dir.
A€ D alinsin. A€ o(V) oldugu igin,

|V =ar)x| =z a-[Ah|d|  (xe H)
Esitsizliginden V — AI,; ’1n deger kiimesinin kapali oldugu ve (V —Al,;)H # H oldugu
anlasilir. Netice olarak, baz1 xe H \{0} icin V 'x = Ax esitligi dogrudur. Diger taraftan
biliniyor ki herhangi 7€ B(H) igin,

0,(T)=1{4e C:inf|T" - D) =0,

q=1
(Conway, 1985; 5.200). Buradan A€ o,(V) dir ve boylelikle D c o,(V) dir. o,(V)
kapali oldugu i¢in, o, (V) = D elde edilir.

(b) Eger V' operatorii tiniter ise o halde o,(V)=0,(V)=0(V) esitligi vardir.

Buradan ve (a) ’dan dolayi (b) ispat edilmis olur.

Yukaridan goriildiigii lizere eger V iiniter olmayan bir izometri ise o halde
o(V)=D esitligi vardir. Von Neumann esitsizliginden ve H iizerinde keyfi bir V

izometrisi i¢in spektrum teoreminden dolay1

, VfeAD) 4.1

lfFV)|= sup |£ (&)
feo (V)N

olur.
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H, ile H iizerinde ki sifira zayif yakinsayan biitiin {x,} dizilerinin lineer uzay1
gosterilsin. H, uzayi iizerinde asagidaki gibi bir yar1 i¢ carpim tanimlansin:
<{x, }.{y,}>=lim.<x,,y, >
oyle ki L.i.m. bir Banach limitidir.
E={{x,}e H, : Lim|x,|" =0}
kiimesini alinsin. O halde H,/E uzay! asagidaki sekilde tanimlanan i¢ ¢carpima gore

bir 6n-Hilbert uzayi olur.

<{x,}+E{y }+E>=lim<x,y, >

1
H ile H,/E uzaymn ||{xn}+E||=(l.i.m.n 2)2 normuna gore tamlanigini

xl‘l

gosterilsin. O halde H bir Hilbert uzayidir.
Verilen bir T € B(H) icin asagidaki sekilde H,/E uzay1 iizerinde T operatorii

tanimlanir.
T:{x}+E{Tx }+E
O halde elde edilir ki ;

|7 0x, 1+ B)| = @i, | X

1
<[, 2

=[rlltx. ) + £l

H,/E uzay1 H icinde yogun oldugu i¢in T operatorii biitiin H a genisletilebilir. Bu

genisleme T ile gosterilecektir. Agikca, f”S”T” esitsizligi oldugu asikardur. (H,T)

ciftine (bazen T operatoriine) 7 operatoriiniin dogurdugu limit operatorii denilecektir.

Onerme 4.4 : Te B(H) almsmn ve T operatorii 7 'nin dogurdugu limit operatorii
olsun. O halde asagidaki iddialar gecerli olur:
@THT doniisiimii bir cebirsel daralma *-homomorfizmasidir.

(b) T ’nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart T =0 olmasidur.
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) o,T)co,T), o d)co, ) ve o)co,T)

(d) T"nin bir 6z izometrik operatdr olmasi i¢in gerek ve yeter sart T *nun bir
izometri olmasidir.

(T operatoriiniin 0z iiniter olmasi icin gerek ve yeter sart T operatoriiniin {initer

~

olmasidir ve T operatoriiniin 6z normal operator olmasi i¢in gerek ve yeter sart T

operatoriiniin normal operatdr olmasidir.)
(e) Eger T' bir 6z izometrik operator ise ve eger 0, (T') #1" (veya, 0, (T) # D ),

o halde T 06z iiniterdir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).
Simdi Teorem 4.1’in ispat1 verilebilir.

Teorem 4.1 ’in ispat1 : Farz edilsin ki S € A, 'nin Gelfand doniisiimii o, (T") iizerinde
sifira esittir. S € A, oldugu icin, polinomlarin bir { P, } dizisi vardir dyle ki

lim|P,(T)- S| =0
dir. Sirasiyla, T ve S operatorleri 7 ve S operatorlerinin dogurdugu limit operatorleri
olsun. Onerme 4.4’iin (a) sikkina gore

lim

n—>00

P,()-S|=0
elde edilir.
Dikkat edilecegi iizere her &€ o,(T) icin A, iizerinde bir carpimsal [

fonksiyoneli vardir yle ki @, (T) = & dir. Sonrasinda,

P,(§)|=

IAGENE
=|¢: (P.(1)~5)
<|p(m)-35|
elde edilir. Buradan P, (&) polinomlar dizisinin o, (T) iginde sifira diizgiin yakinsak

oldugu goriilebilir. Yani, limP,(£)=0 dir. Diger taraftan, Onerme 4.4 ’iin (d), (c)

siklar1 ve Onerme 4.3’iin (b) sikkindan T nun bir izometri oldugu ve
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o(T)NT co,(T) oldugu anlagilir. Buradan P, (&) polinomlar dizisinin o(T) T
kiimesi iizerinde sifira diizgiin yakinsak oldugu anlasilir. Yani,

limP,(£)=0
dir. Simdi (4.1) esitligini dikkate alindiginda elde edilir ki

lim| P, (7] = 0

dir. Boylelikle, S =0 dir. Onerme 4.4’iin (b) sikkina gore S kompakttir.

Eger K kompakt ise, C(K) ile K iizerinde biitiin siirekli fonksiyonlarin cebiri
gosterilir. Asagidaki onerme gosterir ki “T 6z izometriktir” sartt Teorem 4.1 i¢inde

gereklidir.

Onerme 4.5 : T operatorii H iizerinde bir daralma operatorii ve K kiimesi sifir

Lebesgue ol¢iimiine sahip I 'nin kapali bir alt kiimesi olsun. Farz edilsin ki f(T)
operatorii K iizerinde sifira esit olan her f e A(D) i¢in kompakttir. O halde, T

operatorii 6z iiniterdir ve o, (T) c K dir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

ispat : w:C(K)— B(H)/K(H) doniisimiinii asagidaki sekilde tanimlansin. Verilen
bir f e C(K) icin Rudin-Carleson Teoreminden (Beauzamy, 1988; Teorem VIIL.7.4)

dolay1 bir f € A(D) fonksiyonu bulunur &yle ki tim e K igin
F&=£©& ve |f] =s§u£| £

dir.
o(f)=nr( f (T')) olarak tamimlansin. O  halde, @ iyi tamimhdir ve

7w:B(H)— B(H)/ K(H) dogal doniisiim olmak iizere,
Wnl=l @] <@ <[ 7], =sulsec)

olur. W ’nin bir cebirsel daralma-homomorfizmi oldugu kolayca goriiliir.

fosfi ve [, fonksiyonlart K iizerinde f,(&)=1, f,(&)=& ve f_l(f)zf

seklinde tanimlanan fonksiyonlar olsun. O halde, @(f,)=7x(l), o(f,)=7nT) ve

a(f_)=7r(S) elde edilir ki S = f_l (T) dir. Obiir taraftan, 7#(T) nin tersi z#(S) dir ve
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|l7(S)| <1 dir. Boylelikle, |z(T)|=|z(S)|=1 elde edilir. Netice olarak, z(I) Calkin
cebirinin bir iiniter elemanidir. Bu 7 'nin 6z iiniter oldugu anlamina gelir.

o,(T)c T almsin. Gosterilecektir ki o,(T)c Kdir. & € T'\K alinsin. K
iizerinde f(&)= (&, — &)™ fonksiyonunu diisiiniilsiin. (&, —z)f(z)—1 fonksiyonu K
tizerinde sifira esit oldugu i¢in &1, —T) f()-1 4 operatorii kompakttir. Bu gosterir ki

&, ¢ o, (T) dir.
Asagidaki Teorem 4.1’in bazi sonuglarini verilecektir.

Sonuc¢ 4.3 : T bir 6z liniter , fakat iiniter olmayan bir daralma operatdrii olsun. o, (T")
kiimesinin Lebesgue Olciimiiniin sifir oldugunu varsayilsin. O halde, bir f e A(D)

fonksiyonu vardir dyle ki f(T) sifirdan farkli bir kompakt operatordiir (Mustafayev ve
Hiiseynov, 2012).

Ispat : Teorem 4.1 ile gostermek yeterlidir ki f € A(D) vardir 6yle ki f fonksiyonu
o,(T) lizerinde sifira esittir fakat f(7) # 0 dir. Tersine varsayilsin ki o,(T) lizerinde
sifira esit her fe A(D) icin f(T)=0 olsun. w(f):= f (T) olacak sekilde
w:C(o,(T)) - A, doniisimii tanimlansin dyle ki f fonksiyonu f € C(o,(T)) ’nin
Rudin-Carleson genislemesidir. O halde @ iyi tanimlidir ve

o) < iulglf &)

dir. @ ’nin cebirsel daralma homomorfizmasi oldugu kolayca goriiliir. f,, f, ve f_ ’ler
o,(T) iizerinde fonksiyonlar olsun oyle ki f,(£)=1, f,(&)=¢& ve f (E)=E&
seklinde tanimlansin. O halde, a(f,) =1, o(f,)=T ve @(f_,)=S elde edilir dyle ki
S = f_l (T') dir. Goriilecegi tizere S operatorii 7 ’nin tersidir ve ||S|| <1 dir. Boylelikle
||T|| = ||S || =1 elde edilir. Buradan T operatorii tiniterdir.

Bu bir ¢eliskidir.
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Hatirlanacag: iizere (Naimark, 1968; IIL.I) bir ¢ i¢ fonksiyonunun X(¢)

spektrumu
X(¢) = ¢ (0) U suppy

seklinde tanmimlanabilir O0yle ki u Ol¢iimii ¢ ’nin singiiler carpiminin dogurdugu
singiiler olgiimdiir. Bilindigi iizere (Nagy, 1974; Onerme I11.4.4) eger T bir C, -
daralmas: ise o halde minimal m, i¢ fonksiyonu vardir dyle ki 7 ’yi ortadan kaldirr,
yani, m(T) =0 dir ve o(T)=2X(m,) elde edilir. Simdi, Onerme 4.4’iin (e) sikkindan
dolay1 eger T bir 6z izometrik C - daralmasi ise o halde bu 6z iiniterdir. Aslinda, T bir

initer operatoriin bir kompakt pertiirbasyonudur (Nikolski, 1980).

Simdi varsayilsin ki 7" daralma operatorii C,,, stmifindandir. Dahasi, varsayilsin

dim(/ =TT )H =dim(I =T 'T)H =1
dir. Bilinen Nagy-Foias Model Teoremine gére, T operatorii K, = H*©@H* model
uzay1 iizerinde etki eden M, = P,S ‘ x, Model operatoriine iiniter esdegerdir dyle ki ¢

bir i¢c carpim fonksiyonudur, Sf =zf H?* Hardy uzay: iizerinde hareket operatoriidiir
ve P, operatorii H >’den K , Uzerine dik izdiistimdiir. Buradan alagilir ki, her fe H™
icin f(T) operatorii

M) =P,f(S)y,

operatoriine tiniter esdegerdir.

Hatirlanacagi iizere @ 'nin X (@) liniter spektrumu
L,(9) ={g e T:liminflo(2) = 0}
seklinde tanimlanir.
Bilindigi lizere (Naimark, 1968; III.1), £ (@) =X(@) NI dir. Lipschitz-Moeller
Teoreminden (Naimark, 1968; III.1) dolayr o(M HDNI=% (9) dir.

Asagidaki sonug biliniyor (Naimark, 1968; V.4.1). Burada bu sonucun kisa ve

basit bir ispat1 verilecektir.
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Sonug 4.4 : Eger f € A(D) ise o halde f(M,) operatdriiniiniin kompakt olmast i¢in

yeter ve gerek sart f ’'nin X (¢) iizerinde sifira esit olmasidir (Mustafayev ve

Hiiseynov, 2012).

Sonu¢ 4.5 : Eger T operatorii H iizerinde bir 6z izometrik C,-daralmasi ise o halde
sifirdan farkli bir 7-invariant E altuzayr ve f e A(D) fonksiyonu vardir dyle ki

f (T| ) sifirdan farkli bir kompakt operatordiir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Ispat : m, fonksiyonu T operatoriiniin minimal bir i¢ fonksiyonu olsun, yani
m,;(T)=0 dir. O halde mfonksiyonunu bodlen bir & i¢ fonksiyonu vardir dyle ki

X(@)NT kiimesinin Lebesgue ol¢timii sifirdir (Kellay ve Zarrabi, 2009). y = %T ve

E =w(T)H olsun. m;’ ’nin minimalligi E # {0} oldugunu gerektirir ve T| £ operatori
bir C, - daralmas1 olup My = 0 dir. Dahasi,

Iy = (T|) (T|p) = Py ~T'T),
operatorii kompakttir. Burada P, operatorii H ’dan E iizerine bir dik izdiisiimdiir.
Yukarida soylendigi lizere, 6z izometrik C,- daralmalar1 6z iiniterdir. Boylelikle, T| .
bir 6z {initer (fakat iiniter olmayan) bir daralmadir. Bunun disinda O'(T| N
(=X(0) nT') kiimesinin Lebesgue ol¢iimii sifirdir. Sonug 4.3 *den dolay1 bir f € A(D)

fonksiyonu vardir dyle ki f (T| ) sifirdan farkli bir kompakt operatordiir.

Baslangicta belirtildigi lizere eger T bir 0z iiniter C,-daralmasi ise o halde
H™ (T) sifirdan farkli bir kompakt operator icerir (Nikolski, 1980). Dikkat edilecegi
tizere bu sonug¢ onceki sonuglardan asagidaki sekilde ¢ikarilabilir. ¥, E ve f Sonug
4.5’in ispatinin icindeki gibi olsun. O halde f (T| ;) sifirdan farkli bir kompakt
operatordiir. Simdi,

FOW(T) = fT] ()
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esitliginden anlasilir ki f(T)w(T) sifirdan farkli bir kompakt operatordiir oyle ki
H ” (T) ’nin i¢inde yer alir.
Eger T operatorii H lizerinde bir daralma ise o halde iki T7-invariant

H=H,®H, alt uzaylarina H’in bir kanonik ayrigmasi vardir. Burada,
T, =T|, hicbir yerde iiniter olmayan daralmadir ve 7, = T‘ w, Uniterdir (Nagy, 1974;
1.32). Goriilir ki o(T,) € o(T) NI dir. I' 'min bostan farkl bir S kapali alt kiimesi i¢in,
H{ ile H7igindeki DuUS kiimesine siirekli f genislemesi olan biitin f
fonksiyonlarimn simfi gosterilsin. Eger f fonksiyonu fe H oyr fonksiyonunun
Du(o(T)NTI') kiimesine siirekli genislemesi ise, o halde

fI)=fT,)® f(T,)
olacak sekilde bir f(7T)e B(H) operatorii tanimlanabilir. Burada, f(7,) operatori
Nagy-Foias fonksiyonel hesabina gore ve

FT) = (F| e T
ise bir {initer operatorlerin siirekli fonksiyonlar1 i¢cin dogal fonksiyonel hesabina gore
tanimlamir (Jung ve ark., 2007). Goriilebilir ki, tim f € H 1 i¢in || f (T)|| < || f ||m dur.

f fonksiyonu fe H omrfonksiyonunun DU (o(T)NT) ’ye siirekli

genislemesi olsun. Gamelin-Garnett Teoreminden dolayr (Gamelin ve Garnett, 1985)

f,-1.=0

im
olacak sekilde H™ iginde bir { f,} dizisi vardir. Burada, her f  fonksiyonu
DuU(o(T)nTI) kiimesinin bir O, komsuluguna g, analitik fonksiyonu olarak
genisletilebilir. O halde, g,(T) fonksiyonu Riesz-Dunford fonksiyonel hesabina gore
tanimlanabilir ve yukaridaki gibi tanimlanan f, (T) ile cakisir. Ayrica dikkat edilecegi

tizere g, (T) fonksiyonu A, 'nin icindedir. Netice olarak,

g, ()= f(D)|=|f. @ - f(@)|

<|f,-fl. =0, (n—>e)

elde edilir. Buradan f (7)€ A, oldugu anlasilir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).
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Asagidaki sonu¢ Teorem 4.1’in bir sonucudur.

Sonuc 4.6 : T bir 6z izometrik daralma operatdrii ve f fonksiyonu fe H ()T
fonksiyonunun D U (o(T)NT") ’ye siirekli genislemesi olsun. Eger o(T) NI iizerinde

f(£)=0 ise o halde f(T) kompakttir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Sonuc 4.7 : T bir 6z iiniter higbir yerde {initer olmayan daralma operatorii olsun Oyle ki

o(T)NT kiimesinin Lebesgue ol¢iimii sifirdir. O halde,
o,T)=0o(T)nT

dir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

ispat : Tersi varsayilsin ki &, € o(T)N T bulunsun fakat & & o,(T) olsun. O halde,
o(T)NT iizerinde bir siirekli f, fonksiyonu vardir 6yle ki tim &e o,(T) ler igin
fo (&) =0 ve f,(£)=0 dir. fe A(D) fonksiyonu f,’in Rudin-Carleson genislemesi
olsun. Teorem 4.1 den dolay1, f(7T) kompakttir. Diger taraftan Sonug 4.2 ‘ten dolay1 f

fonksiyonu o(T) N T iizerinde sifira esittir. Bu f,,(&,) # 0 ile celisir.

Sonrasinda, asagidaki elde edilir.

Teorem 4.2 : T operatorii H {izerinde bir 6z izometrik operator olsun ve Se B(H)
alinsin. Eger,

Lim|[T"S

n—oo

=0
ise, o halde S operatorii kompakttir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Ispat : Sirasiyla, T ve § operatorleri 7 ve S operatorlerinin dogurdugu limit

operatorleri olsun. Onerme 4.4’iin (a) sikkindan,

olur. T bir izometri oldugundan,

T"S|ll<|T"s

, Vne N

<]
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\:0

|3 < tim|r"s
dir. Boylece, S =0 elde edilir. Onerme 4.4 ‘iin (b) sikkindan S operatorii kompakttir.
@ bir i¢ fonksiyon olsun. K, = H ‘OpH” ,ve T = P,S X, dir. Bilindigi {izere

(Nikolsk, 1980; s.235) , {T} ={f(T): f€ H”} dir. Eger f e H " alinirsa, Hartman-

Sarason Teoreminden dolayr (Nikolski, 1980; s.235), f(T) operatoriiniin kompakt

olmas1 icin gerek ve yeter kosul lim ‘T" f (T)H =0 ve ¢of e H” +C(I') olmasidir.

Onceki Teorem ile Onerme 4.1°i birlestirince biz asagidaki elde edilir.

Sonuc 4.8 : Eger T bir 6z izometrik hicbir yerde iiniter olmayan bir daralma ise, o halde

S € {T} operatoriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T"S

lim|7" 8] =0
olmasidir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).
Dikkat edilecegi iizere bu sonu¢ ayrica (Kellay ve Zarrabi, 2009) ’nin ana

sonucunu da igerir.
Asagidaki onermenin baglantili sonuclari i¢in (Mustafayev, 2010) ’a bakilabilir.

Onerme 4.6 : T operatorii H iizerinde bir iiniter fakat hicbir yerde iiniter olmayan bir
daralma olsun dyle ki o, (T) kiimesinin Lebesgue Olciimii sifirdir. O halde, her Se€ A
icin,

dist(S,A, "K(H)) = sup

Eeo,(T)

$©)
dir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

ispat : Se A, ,Ke A,nK(H) ve &€ o,(T) verilsin. O halde, A, iizerinde bir

carpimsal ¢, fonksiyoneli vardir dyle ki ¢, (T) = & dir. Netice olarak,

T”KH

S| =|p.xs)<[r"s

<|

T"S—T”KH+‘
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S||S—K||+‘

T"K|
elde edilir.

Zayif operator topolojisi icinde T" — 0 oldugu icin, Onerme 4.1 den dolayz,

lim‘

n—>00

T"K|=0 dir. n— oo giderken, once ki esitsizlikte elde edilir ki [S(£)|< S - K]

dir. Buradan

sup
Seo,(T)

$(&)| < dist(S, 4, K (H))

Esitsizligi ters yonde ispatlamak igin, & >0 verilsin. O halde, fe€ A(D)

fonksiyonu vardir 6yle ki ||S -f (T)|| < € dur. Buradan,

sup [ f£(£)]< sup

feo, (T) feo, (T)

3(5)‘ te
dur.

Rudin-Carleson Teoreminden dolayi, ge A(D) fonksiyonu vardir dyle ki

o,(T) iizerinde g(&) = f(&) dir ve
lg|. = sup |7 (&)
fea,(T)

dir.
o,(T) tzerinde g— f sifira esit oldugu icin, Teorem 4.1 ’den dolay1, g(T)— f(T)
kompakttir. Boylelikle,

dist(S,A, "NK(H) <|S+g(T)— f(T)|

<|g@|+e€

<[el.. +e

= sup |f(&)+e
feo,(T)

< sup §(§)‘+2€
Seo,(T)

yazilabilir.
£ keyfi oldugundan dolayi,
dist(S, A, A K(H) < sup [$(&)

seo, ()

elde edilir.
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Asagida, ergodik sartlar aracilifiyla kompaktlik karakterize edilecektir.
Asagidaki lemma (Leka, 2009; Lemma 2.4)’te ispat edilmistir.

Lemma 4.1 : V operatorii H iizerinde bir izometri ve Se {V} olsun. Eger her

e o(V)NT igin

ml =0

n—e N

ig—kvk‘s

k=1

ise, o halde S =0 dir (Leka, 2009; Lemma 2.4).
Bu Lemmanin bir uygulamasi olarak, asagidaki sdylenebilir.

Teorem 4.18 : T bir 6z izometrik operatér ve S € {T'}" olsun. Eger her £ e 0,,(T) igin

(veya, £€ 0,,(T)NT igin),

if_kaS

k=1

li_ml =0

n—e N

ise, o halde S operatorii kompakttir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

ispat : Sirasiyla, T ve S operatorleri 7 ve S operatorlerinin dogurdugu limit

operatorleri olsun. Onerme 4.4’iin (d), (c) siklarindan ve Onerme 4.3’iin (b) sikkindan

anlagilir ki T bir izometridir. Ve

oT)nI'co,(T)

dir. Dahasi, Se {f}' *dir. Onerme 4.4’iin (a) sikkindan dolayz, tim & e O'(f) NI i¢gin

3 g

k=1

liLnl =0

n—oo N

dir. Onceki lemmadan, S=0 di. Sonug olarak, Onerme 4.4’tin (b) sikkindan, S

operatorii kompakttir.

Simdi 6z Uniter daralmalarin C,, smifindan olmalar icin bazi yeterli sartlar
sunulacaktir.
Bir A ile I' iizerinde mutlak yakinsak Fourier serilerine sahip ki biitiin siirekli

fonksiyonlarin cebiri gosterilecektir. Hatirlanacagi iizere I 'nin kapali bir S altkiimesine
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eger § iizerinde ki her siirekli f fonksiyonu i¢in tim se€ S alinmak iizere f(s)= g(s)
olacak sekilde bir ge A fonksiyonuna karsilik geliyorsa bir Helson kiimesi denir.

Helson kiimesinin 6rneklerini (Kahane, 1976) *da bulunur.

M (T’) uzayr1 T iizerinde ki diizgiin kompleks Borel 6l¢iimiiniin uzay1 olsun.

p € M (D) nin n.ci Fourier katsayisi

2z

fmy=[e™du() (ne Z)

0

ile tammlanir. Iyi bilinir ki eger tim ne Z ’ler icin 2(n) =0 ise, o halde x =0 dir.

Ayrica iyi bilinir ki eger 11m| ,u(n)| =0 ise, o halde g bir siirekli dl¢iimdiir.

Helson Teoremi (Rudin, 1962. Teorem 5.6.10) asagidakini ileri siirer.

Teorem 4.3 : ScI' bir Helson kiimesi olsun ve ue M(I') verilsin oyle ki

sup pu < S saglansin. Eger 11m|,u(n)|—0 ise, o halde =0 dir (Mustafayev ve

Hiiseynov, 2012).
Bir uygulama olarak asagidakine bakilabilir.

Onerme 4.7 : T operatérii H iizerinde hicbir yerde tiniter olmayan &z iiniter bir daralma

operatorii olsun. Eger o, (T") bir Helson kiimesi i¢inde yer aliyorsa, o halde T operatorii

C,, siifindandir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

ispat : o,(T")={A:1e0,(T))

oldugu i¢in

=0, VxeH

n—oo

oldugunu gostermek yeterlidir.
(H ,f)gifti T operatoriiniin dogurdugu limit operatorii olsun. Zayif operator topolojisi
icinde T" — 0 oldugu i¢in, J : H — H lineer operatoriinii

Jx={T"x}+E (xe H)

seklinde tanimlanabilir. Hatirlanacag lizere E kiimesi
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2:0

Lim. |x,

esitligini saglayan H igindeki ki sifira zayif yakinsayan tiim {x,} dizilerinden olusur.
Ayrica,

, 1
)2

||Jx|| = lim(‘ T" x|

n—oo

esitligi biliniyor. Dahasz,

JTx ={T""'x}+ E=T({T"x}+E) =TJx
esitlikleri yazilabilir. Boylece JT =TJ esitligi elde edilir. Onerme 4.4’iin (e) ve (c)
siklarindan T operatorii tiniterdir ve c7(7~") c o0,(T) dir. Netice olarak, O'(f) bir
Helson kiimesi i¢inde yer alir.

EG, T operatoriiniin spektral Sl¢iimii olsun ve u  (xe H) skaler olgiimii

I" ’nin Borel altkiimeleri tizerinde

1, (8) = (E(A)x,x) = |EA)A’

seklinde tanimlanir. JT" = T"J 0zdesligi dikkate alinirsa,

2

f, ()= [e™dp, (1)

0
2 ]

= J-e_mtd(E,Jx, Jx)
0

=(T ™" Jx, Jx)y = (Jx,T " Jx) = (Jx, JT" x)

=(T"x,J Jx) >0 (n— )
esitlikleri yazilabilir. Benzer sekilde,
A, (=) =(T"x,J Jx) =0 (n — o)
esitligi elde edilir. Bundan dolayi,
lim|2,, ()] =0
esitligi dogru olur. supp i, o(T) oldugundan, supp #, bir Helson kiimesi i¢inde yer
alir. Yukarida bahsedilen Helson Teoreminden dolay1, 4, =0 olur. Sonug olarak, her

xe H i¢in ve I'’nin her Borel A altkiimesi icin E(A)Jx =0 esitligi elde edilir.



30

Buradan 7J =0 ve boylece JT =0 olur. Bu her xe H igin lim|T"x| =0 esitliginin

n—oo

dogru oldugu anlamina gelir.

Onerme 4.8 : T operatorii H iizerinde higbir yerde iiniter olmayan bir 6z tiniter daralma
operatorii olsun. Eger o,(T) sayilabilirse, o halde T operatorii C,, smifindandir
(Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Ispat : lim‘ T"x

n—>o0

=0, VxeH

esitliginin dogrulugunu gostermek yeterlidir. (H,T) cifti T operatoriiniin dogurdugu

limit operatorii olsun. Bir dnceki 6nermenin ispatinda oldugu gibi JT = TJ esitligini
saglayanbir J: H — H lineer operatorii mevcuttur oyle ki

. 2 l

||Jx|| = hm(‘ )2

n—eo

T"x

esitligi dogrudur. Onerme 4.4’iin (e) ve (c) siklarindan T operatOrii iiniterdir ve
Cf(f) c 0,(T) dir. Bu nedenle, O'(f) kiimesi sayilabilirdir.
E&) T operatOriiniin spektral Olciimii olsun ve u_ (x€ H) skaler olgiimii

I" ’nin Borel altkiimeleri tizerinde

4, (A) = (EQ)x,x) = |[EA)A
seklinde tanimlanir. Bir 6nceki 6nermenin ispatinda oldugu gibi

lim|,, ()] =0
esitligi elde edilir. Bu nedenle, g, bir siirekli dl¢iimdiir. supp 1, < o(T) oldugundan,
supp (4, sayilabilirdir. Fakat, (Lasey, 1974; s.52, Teorem 10)’dan dolayr sayilabilir
kiime tarafindan desteklenen sifirdan farkli siirekli bir dl¢tim yoktur. Bundan dolayzi,
i, =0 esitligi elde edilir 6yle ki her xe H igin ve I' 'nin her Borel A altkiimesi i¢in
E(A)Jx =0 dir. Buradan 7J =0 elde edilir ve boylece JT =0 olur. Buher xe H igin

T"x

lim‘

n—oo

=0 esitliginin dogru oldugu anlamina gelir.



5. OZ NORMAL OPERATORLER

T bir 6z normal operatér olsun, yani 7T —T T kompakttir. z(T) Calkin
cebiririn bir normal elemani oldugu i¢in, elde edilir ki
0,T)=0,T)=0,(T)
dir. Sunu ifade etmek yararli olacaktir ki eger her A€ C\o,(T) igin ind(T —Al;) =0

ise, o halde 7' bir normal operatoriiniin bir kompakt pertiirbesidir (Mustafayev, 2010).
Bu béliimde, 7" ’nin komutantindan S *nin kompaktlig1 i¢cin bazi gerekli ve yeterli

sartlar S iizerinde bulunur. Ergodik sartlar aracihigiyla S € {T}" ’nin kompaktlig1 ayrica

tanimlanir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).
Bu boliimiin birinci ana sonucu agagidakidir.

Teorem 5.1 : T bir 6z normal operatdr olsun. Eger S e A, operatoriiniin Gelfand
doniistimii o, (T) lizerinde sifira esit ise, o halde S operatorii kompakttir (Mustafayev

ve Hiiseynov, 2012).

Ispat : Farz edilsin ki S € A, operatoriiniin Gelfand doniistimii o, (T') lizerinde sifira
esittir. S € A, oldugu icin bir {P,} polinomlar dizisi vardir dyle ki

lim|[P,(T) - §| =0
dir. Sirasiyla, T ve S operatorleri 7 ve S operatorlerinin dogurdugu limit operatorleri
olsun. Onerme 4.4’iin (a) sikkindan, ayrica elde edilir ki

lim|

n—sco

P,(1)-5]=0
dir. Dikkat edilecegi tizere her Ae o,(T) igin, A, tUzerinde bir carpimsal ¢,

fonksiyoneli vardir 6yle ki @, (T) = A dir. Netice olarak,

P.(A)|=

P, (W) =5)

=g, (P,(T)-9)|

<|p,. -S|
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yazilabilir.

Buradan, anlasilir ki P,(A) polinomlar dizisi o,(T) iizerinde sifira diizgiin

yakinsaktir, yani lim P,(4) =0 dir. Diger taraftan, Onerme 4.4’iin (c) ve (d) siklarindan

T bir normal operatordiir ve G(f) c o0,(T) dir. Bu nedenle, P,(A) polinomlar dizisi

6(7~") tizerinde sifira diizgiin yakinsaktir, yani lim P,(A) =0 dir. Buradan,
limHPn T )H =0

dir. Boylelikle elde edilir ki S =0 dir. Onerme 4.4’iin (b) sikkindan S operatorii

kompakttir.

Sonug 5.1 : Eger T operatorii H lizerinde bir 6z normal operator ise, o halde asagidaki
ifadeler dogrudur :

(a) Eger 0,(T) ={A,,....4,} iseohalde (T —A,1)-...-(T — A,1,;) kompakttir.

(b) A, cebirinin Rad(A, ) radikali Volterra operatorlerinden olusur.

Ispat :

@ S=T-A1y)-...(T—A,1;) ’in Gelfand doniisimii {A4,,...,4,} iizerinde
sifira esittir.

(b) Eger Re Rad(A;) ise, o halde R operatori o, (T) iizerinde sifira esittir.
o,Tco(l)co, (T) oldugu i¢in, buradan R operatorii o,(T) lizerinde sifira

esittir. Teorem 5.1°den S operatorii kompakttir.

Simdi, asagidaki Teorem ispat edilecektir.

Teorem 5.2: T bir 6z normal operator olsun dyle ki o,(T)c{/de $:|/1|21} ve
S e {T} olsun. Eger

im|T"S

n—»eo

=0

ise, o halde S operatorii kompakttir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Ispat i¢in asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.
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Lemma 5.1 : N normal bir operator olsun dyle ki o(N)c{ie C :|l|21} dir ve
S e {NY} olsun. Eger

lim|N"S

n—oo

=0

ise, o halde S =0 dir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Ispat : SS* =0 oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Fuglede-Putnam Teoreminden
dolayl, SN" = NS dir. Bu ayrica NS* =S N anlamina gelir. Netice olarak elde edilir
ki,
N(SS")=(NS)S”
=(SN)S~
=S(NS")
=S(S'N)
=(SST)N
dir. Boylelikle, N operatorii SS~ operatorii ile yer degistirir. A kiimesi N ve SS’
operatorleri tarafindan iiretilmis iiniter C* — cebiri olsun. O halde, A degismelidir. X ile
A’nin Gelfand spektrumu gosterilsin. A cebiri C(X) ’e izomorfik oldugu i¢in, tim g€ X
"ler icin @(SS") =0 oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
Dikkat edilecegi iizere A cebiri B(H)'m bir dolu altcebiridir ve boylece,

O(N)={¢(N):¢e X} dir. Simdi eger ¢ € X ise o halde

n

#(SS”

[p(N)

< HN"SS*

SHN"S\s*

yazilabilir. lim|N"S

n—oo

‘ =0 oldugundan,

n

HSS| >0, (n— )

[p(N)

elde edilir. |¢(N )| > 1 oldugundan, buradan

#(SS*)=0 dir.

Simdi Teorem 5.2’nin ispat1 sunulabilir.
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Teorem 5.2 ‘iin ispat1 : Swrasiyla, T ve S operatorleri 7 ve S operatorlerinin
dogurdugu limit operatorleri olsun. Onerme 4.4’iin (d) ve (c) siklarindan T limit
operatorii normaldir ve

ol)co,(T)c{le C:|A21}

dir. Dahast, S € {f}' dir. Onerme 4.4’iin (a) sikkindan dolay1

lim|T"S

n—»eo

‘s lim|7" S

n—sco

EL

yazilabilir. Onceki lemmadan, S =0 dr. Sonug olarak, Onerme 4.4’iin (b) sikkindan S

operatorii kompakttir.
Asagida, ergodik sartlar aracilifiyla kompaktlik karakterize edilecektir.
Teorem 5.3 : 7 bir 6z normal Fredholm operator olsun. Eger her A€ o, (T) i¢in

Zn:/l"‘T"S

k=1

liLnl =0

n—eo Il

ise, o halde S operatorii kompakttir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).
Ispat i¢in asagidaki lemmaya ihtiyag olabilir.
Lemma 5.2 : N bir tersinir normal operatdr ve S € {N}" olsun. Eger her A€ o(N) i¢in

Zn:ﬂ—kas

k=1

liLnl =0

n—eo Il

ise, o halde S =0 dir (Mustafayev ve Hiiseynov, 2012).

Ispat : A cebiri N ve SS° operatorleri tarafindan iiretilmis iiniter C* —cebiri olsun.
Lemma 5.1’in ispatinda oldugu gibi, A’nin degismeli oldugu goriilebilir. ¥ ile A’nin
Gelfand doniisiimii gosterilsin. Simdi, tiim ge X icin ¢(SS*) =0 oldugunu gostermek
yeterlidir. Dikkat edilecegi lizere o(N)={@(N):¢e X} dir. Eger ¢ ¥ ve eger
A:=¢(N) ise, o halde

l6(ss")

_1
n

S IEHNY (S8 )
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= Y AENS||Is
n

n
k=1

yazilabilir. n — oo giderken alt limit alinirsa, ¢(SS") =0 elde edilir.

Teorem 5.3’iin ispat1 : Sirasiyla, T ve § operatorleri T ve S operatorlerinin
dogurdugu limit operatorleri olsun. Onerme 4.4’iin (c) ve (d) agisindan, T bir tersinir

normal operatordiir ve G(f) c 0,(T) dir. Dahasu, Se (TY dir. Simdi, Onerme 4.4’iin

(a) sikkindan, her A€ o(T) icin

lim [ 147§
k=1

n—e N

=0

dir. Bir onceki lemmadan, S =0 dr. Sonug olarak, Onerme 4.4’iin (b) sikkindan, S

operatorii kompakttir.



TARTISMA VE SONUC

Operatorlerden olugsmus bir uzayin sifirdan farkli bir kompakt operator icermesi
operatorler teorisinin en o©nemli problemlerinden birisidir. Bu tezde 6z normal
operatorlerin komutanti icindeki kompakt operatorlerin var olup olmadigi incelenmistir.
T ’nin komutantindan S 'nin kompaktligi i¢in S ve T operatorleri tizerinde bazi gerek ve
yeter sartlar bulunur. Bu tezde bu sartlar asagidaki sekilde konulmaya ¢alisildi:

T bir 6z normal Fredholm operatorii olsun ve Se {T} alinsin. Eger her

Ae o,(T) igin

Zn:/l"‘T"S

k=1

liLnl =0

n—eo 11

ise, o halde S operatorii kompakttir.
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