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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Lightlike Altmanifoldlar Uzerinde Chen Tipi
Esitsizlikler” baslhikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek bir
yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem
metin icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu
belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Mehmet GULBAHAR
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Doktora tezi olarak hazirlanan bu caligma bes boliimden olugmaktadir. Birinci
boliimde, konunun tarihsel gelisimi ve bu tezde ele alinan problemlerin tanitimi yapildi.
Ikinci boliimde, temel tanim ve teoremler ifade edilerek semi-Riemannian manifoldlar
ile ilgili genel bilgilere yer verildi.

Uciincii boliimde, bir Lorentzian manifoldun lightlike hiperyiizeyleri ile ilgili bazi
temel bilgiler sunuldu. Bu hiperyiizeylerin alt diizlem kesitleri i¢in Ricci egriligi ve
skalar egriligi tanitildi. Ekran skalar egriliginin i¢inde bulundugu baz esitsizlikler elde
edildi. Ekran homotetik lightlike hiperylizeylerin ekran Ricci egriligi ve ekran skalar
egriliginin katildigr cesitli esitsizliler kuruldu. Bu esitsizlikler yardimiyla Lorentzian
manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri i¢cin bazi karakterizasyonlar verildi.

Doérdiincii boliimde, bir Lorentzian manifoldun half-lightlike altmanifoldlan ile
ilgili baz1 temel kavramlara yer verildi. Bu altmanifoldlarin alt diizlem kesitleri i¢in
Ricci egriligi ve skalar egriligi tanitilarak, ekran homotetik half-lightlike altmanifoldlarin
ekran Ricci egriligi ve ekran skalar egriliginin katildig1 bazi esitsizliler kuruldu. Ayrica,
bu esitsizliklerin esitlik durumlari incelendi.

Besinci boliimde, iki indeksli bir semi-Riemannian manifoldun coisotropik lightlike
altmanifoldlan ile ilgili bazi temel kavramlar verildi. Bu altmanifoldlar i¢in ekran Ricci
egriligi ve ekran skalar egriligi tanitildi. Bu egriliklerin katildig1 baz1 esitsizlikler ku-
ruldu. Bu esitsizlikler, iki indeksli semi-Oklidyen uzayinin altmanifoldlarinda incelendi.

ANAHTAR KELIMELER: Semi-Riemannian manifold, Lorentzian manifold,
Lightlike hiperyiizey, Egrilik, Lightlike altmanifold.
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This study designed as a philosophy doctoral thesis covers five chapters. In the first
Chapter, the historical developments and the problems which are discussed in this thesis
are presented. In the second chapter, basic definitions and theorems are explained and
general facts about semi-Riemannian manifolds have been given.

In the third chapter, some basic facts about lightlike hypersurfaces of a Lorentzian
manifold are presented. Ricci curvature and scalar curvature for sub-plane section of
these hypersurfaces are introduced. Various inequalities involving screen Ricci curvature
and screen scalar curvature of screen homothetic lightlike hypersurfaces are established.
By using these inequalities, some characterizations for lightlike hypersurfaces of a
Lorentzian manifold are given.

In the fourth chapter, firstly, some basic facts about half-lightlike submanifolds
of a Lorentzian manifold are given. Ricci curvature and scalar curvature for sub-plane
section of such manifold are introduced and some inequalities involving screen Ricci
curvature and screen scalar curvature of screen homothetic half-lightlike submanifolds
are established. Also, equality case of these inequalities are investigated.

In the fifth chapter, some basic information about coisotropic lightlike submanifolds
of a semi-Riemannian manifold with index two is mentioned. Screen Ricci curvature and
screen scalar curvature of these submanifolds are introduced. Some inequalities involving
these curvatures are established. These inequalities are investigated on submanifolds of
semi-Euclidean space with index two.

KEYWORDS: Semi-Riemannian manifold, Lorentzian manifold, Lightlike hyper-
surface, Curvature, Lightlike submanifold.
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1. GIRIS

1873 de L. Schléfli [1], m-boyutlu bir Riemann manifoldunun M boyutlu bir
Oklidyen uzayin altmanifoldu olarak diisiiniilebilecegini iddia etti. Bu iddianin dogrulugu
1926 da M. Janet [2] tarafindan ve 1927 de E. Cartan [3] tarafindan lokal olarak ispat-
land1. 1956 da ise J. F. Nash [4], herbir Riemann manifoldunun uygun bir ek boyutu
ile birlikte Oklidyen uzayin icine izometrik olarak gomiilebilecigini ispatladi. Bu teorem
Nash’in Embedding Teoremi olarak da bilinir. Boylece Nashin Embedding Teoremi her
bir Riemann manifoldunun uygun bir ek boyut ile bagka bir Riemann manifoldunun alt-
manifoldu olacagim gosterir. Ayrica 1965 de A. Friedmann [5] bu teoremi semi-Riemann
manifoldlara genigletti.

Nashin Embedding Teoremi, bir Riemann manifoldunun icsel ve digsal invaryat-
lariin belirlenmesi gerekliligini ortaya c¢ikarir. Gauss Egregium Teoremi geregince, bir
ylizey gerilme olmaksizin biikiildiigiinde o yiizeyin Gauss egriligi degismez. Yani Gauss
egriligi izometrik doniisiimler altinda invaryant kalir. Boylece Gauss egriligi yiizeyin
icsel bir invaryanti olur. Benzer sekilde E. Cartan [6] ayn1 kesit egriligine sahip iki Rie-
mann manifoldu arasinda bir lokal izometrinin var oldugunu gosterdi. Boylece egrilikler
(Gauss egriligi, Kesit egriligi, Ricci egriligi, skalar egrilik) bir Riemann manifoldunun in-
varyantlar1 olur. Egrilik invaryantlari fizik alaninda da 6nemli rol oynamaktadir. Ornegin,
Einstein’e gore bir ¢ekim alaninda bir cismin hareketi, uzay zamaninin egriligine baghdir.

B.-Y. Chen, 1993 de bir altmanifoldun i¢sel ve digsal invaryantlar1 arasinda bagintilar
kurmak i¢in Riemann egrilik invaryantlarini inceledi. B. Y. Chen [7] bir Riemann mani-
foldunun Chen-invaryanti olarak isimlendirilen ve 8, ile gosterilen yeni bir ¢esit Riemann

invaryantini
Sy = (p) —infK(p). (1.0.1)
seklinde tanimladi. Burada, t(p) ve K(p), sirasiyla, p € M noktasinda, M nin skalar
egriligi ve kesit egriligidir.
Bununla birlikte, B.-Y. Chen [8], sabit ¢ egriligine sahip bir m-boyutlu R™(¢)

Oklidyen uzayinin n-boyutlu bir M altmanifoldu icin, 8y, invaryant1 ve ortalama egrilik



vektoriiniin normunun karesi ||[H (p)||? arasinda
n*(n—1) 1

Sy < ——H(p)|I*+5(n+1)(n—2)c. 1.0.2

< S () P G 1 1) (=202 (102)

esitsizligini kurdu. (1.0.2) esitsizligi Chen-esitsizligi olarak bilinir.
1996 da B.-Y. Chen [9], R"(¢) Riemannian uzay formunun n-boyutlu altmanifoldlar

icin sekil operatorii Ay ve kesit egriligi K(p) arasinda

Ay > <”;1)(c—8)1n (1.0.3)

bagntisim verdi dyle ki burada ¢ = inf(K(p)) < ¢ ve I, birim doniisiimdiir.
2000 de B.-Y. Chen[29], bir Riemann manifoldunu her noktasinda tensiyonu
miimkiin oldugu kadar az bir deger aliyorsa, bu Riemann manifoldunu ideal altmanifold

olarak isimlendirdi ve

2(n—|—k— i I’Lj)

IH (p)|* = 81, ). (1.0.4)
n?(n+k—1- 'Zlnj)
&

esitsizligini kurdu. Burada m,,,...,m,,, T,M nin karsilikli ortogonal olan alt uzaylari

olmak tiizere
8(n1,...,m) =1(p) —inf{t(my,) +...+1(my )} (1.0.5)

dir.

(1.0.4) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi igin gerek
ve yeter kosul M nin bir ideal altmanifold olmasidir.

Farkli uzaylarin altmanifoldlarin1 karakterize eden esitsizlikler B. Y. Chen ve bazi
yazarlar tarafindan elde edildi. Bu ¢aligmalar asagida sOyle ifade edilmistir:

Kompleks uzay formlarin altmanifoldlart i¢in [11],[12] vs. kontakt uzay formlarin
altmanifoldlar i¢in [13],[14] vs. de bu tiir esitsizlikler ¢calisildi. Ayrica, S. Haesen [15]
(m+ 1) boyutlu Ricci-flat uzaym m-boyutlu bir Lorentzian manifolda embedded olan

bir hiperyiizeyi icin bir esitsizlik kurdu. S. Haesen, A. Sebekovic ve L. Verstraelen



[16] tarafindan bir Semi-Riemannian manifold lizerinde i¢sel ve digsal egrilik invaryant-
larini kullanarak bazi esitsizlikler verildi. B. Y. Chen [17], bir Semi-Riemann manifoldun
space-like altmanifoldlar i¢in baz1 karakterizasyonlar elde etti.

M, belirsiz g metrigine sahip baglantili bir manifold olsun. Eger p € M noktasinda
kesit egriliginin degeri alttan ve iisten sinirli ise bu durumda M, p noktasinda sabit ke-
sit egriligine sahiptir [18]. Ayrica, p € M noktasindaki 2-boyutlu her 7 timelike diizlem
kesiti veya spacelike diizlem kesiti icin |K(IT)| degeri sinirli ise M, p noktasinda sabit
kesit egriligine sahiptir [19]. Bu nedenle, semi-Riemannian manifoldlarda & egriligi
tanimlanamaz. Ekran distriblisyonu Riemannian olan lightlike altmanifoldlarda kesit
egriliginin tanim kiimesi herhangi bir null vektor ihtiva etmediginden ve null kesit egriligi
sinirlandirilabileceginden bu tezde § egriligi ekran distribiisyonu Riemannian olan light-
like altmanifoldlarda caligilmigtir.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, konunun tarihdel gelisimine,
ikinci boliim ise semi-Riemannian manifoldlar ile ilgili bazi temel bilgilere ayrilmastir.
Uciincii boliimde, lightlike hiperyiizeyler ile ilgili temel kavramlardan bahsedilerek,
bir Lorentzian manifoldun lightlike hiperyiizeyleri iizerinde Chen tipi esitsizlikler
kurulmugtur. Dordiincii boliimde, half lightlike altmanifoldlar ile ilgili bazi temel
kavramlar verilerek, bir Lorentzian manifoldun half-lightlike altmanifoldlarinin ekran
Ricci egriligi ve ekran skalar egriliginin icinde bulundugu cesitli esitsilikler kuruldu.
Bu esitsizlikler yardimiyla bu altmanifoldlarin nasil karakterize edildigi gosterildi.
Besinci boliimde, coisotropik altmanifoldlar ile ilgili bazi temel kavramlar verilerek, bir
Lorentzian manifoldun coisotropik altmanifoldlarinin egrilik invaryantlar1 incelendi ve
ekran conformal coisotropic lightlike altmanifoldlar {izerinde Chen-tipi esitsizlikler ku-

ruldu.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Cebirsel Kavramlar

Tanim 2.1.1. V n-boyutlu bir reel vektor uzay: ve V iizerinde simetrik bilineer doniigiim
g olsun. Bu durumda

i) Her u € V icin g(u,u) < 0 ise g ye V lizerinde negatif tanumli

ii) Her u € V i¢in g(u,u) > 0 ise g ye V lizerinde pozitif tanimli

iii) Her v € V i¢in g(u,v) = 0 iken u = 0 ise g ye V iizerinde non-dejenere

denir. V nin ortonormal bir bazi B = {ey,...,e,} olmak iizere g metrigine
gij=g(eiej), 1<i,j<n 2.1.1)

olacak sekilde n x n tipinde simetrik bir G = (g;;) matrisi karsilik gelir. g, V iizerinde

non-dejenere olmasi icin gerek ve yeter sart rankG = n olmasidir [20].

Tanmm 2.1.2. V n-boyutlu bir reel vektdr uzayr ve V lizerinde bir simetrik bilineer

doniisiim g olsun. 0 # & € V olmak iizere her v € V igin

8(&,v) =0, 2.1.2)
ise g ye V lizerinde dejeneredir denir [21].

Tanim 2.1.3. V bir reel vektor uzayi ve V iizerinde bir simetrik bilineer doniisiim g olsun.

V uzayinin
RadV ={£eV:gv)=0 YWweV} (2.1.3)
ile taniml alt uzayina, V uzayinin g ye gore radikal uzay: veya null uzayt denir [21].

Tanmm 2.1.4. V reel vektor uzaymnda g|w nin negatif tanimli oldugu en genis W alt

uzayinin boyutuna V iizerinde g nin indeksi denir [20].

Tamim 2.1.5. V bir reel vektor uzayi olsun. Bu durumda
i) V iizerinde non-dejenere, simetrik, bilineer g doniisiimii tanimli ise (V,g) ye semi-

Oklidyen uzay ve g ye V iizerinde bir skalar carpim



ii) V tizerinde dejenere, simetrik, bilineer g doniisiimii tanimli ise (V,g) ye bir light-

like uzay
denir [21].
V bir Semi-Oklidyen uzay ve {ey,...,e,}, V nin bir ortonormal baz1 ise
g(e,-,ej) =§&; 5,'1', € = g(ei,ei) (2.1.4)
dir. V nin her v elemani
n
V= Z g g(v,ei)e (2.1.5)
i=1

olarak tek sekilde yazilabilir [20].
V semi-Oklidyen uzayimn herhangi bir {ey,...,e,} ortonormal baz1 igin (g1, ...,€,)

isaretlerinden negatif olanlarinin sayist V nin indeksini verir.

Tanim 2.1.6. V ve W semi-Oklidyen uzaylar ve 7 : V — W lineer bir doniisiim olsun.
Eger T doniisiimii V ve W iizerindeki skalar ¢arpimlari koruyorsa 7 doniisiimiine bir
lineer izometri denir. 1ki semi-Oklidyen uzayin lineer izometrik olabilmesi i¢in gerek

yeter sart bu iki uzayin ayni indeksli ve ayn1 boyutlu olmasidir [20].

Tanim 2.1.7. (V,g) bir semi-Oklidyen uzay olsun. x € V igin
i) g(x,x) > 0 veya x = 0 ise x vektoriine spacelike vektor,
ii) g(x,x) < 0 ise x vektoriine timelike vektir,
iii) g(x,x) = 0 ise x vektoriine null veya lightlike vektor

denir [20].

Teorem 2.1.1. (W, g) reel n-boyutlu bir lightlike vektor uzayi ve boy RadW = r < n olsun.

Bu durumda, radikal uzayin W da tiimleyeni olan SW alt uzay: non-dejeneredir [21].
Ispat. W nin tiimleyeni SW olmak iizere
W =Rad W @, S W (2.1.6)

dir. Burada, @ direkt toplamdir. Kabul edelim ki, her v € SW i¢in g(u,v) = 0 olacak
sekilde sifirdan farkli bir u € SW var olsun. Bu durumda u € Rad W dur.



Rad WNSW = {0} oldugundan u = 0 dir. Bu ise SW nin non-dejenere oldugunu gosterir.
O

Tanmm 2.1.8. (W, g) reel n-boyutlu bir lightlike vektor uzayi olsun. Radikal uzaym W da

tiimleyeni olan SW alt uzayma W nin ekran uzay: denir [21].

Tanim 2.1.9. (V, g) m-boyutlu bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir alt uzay1 olsun.

Eger g|w dejenere ise bu alt uzaya lightlike alt uzay denir.
wt={veV:gw) =0YweW} (2.1.7)
alt uzayina W uzayinin diki denir. Eger W, V nin non-dejenere bir alt uzay: ise
wnwt = {0} (2.1.8)

dir. Eger W, V nin lightlike bir alt uzay1 ise W N W+ sifira esit olmak zorunda degildir
[21].

Onerme 2.1.1. (V,g) reel m-boyutlu bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir alt uzay
olsun. Bu durumda,

i) boy W +boy Wt =m,

ii) (WH+ =Ww,
iii) rad W = rad W+ =W W+
dir [21].

Tamm 2.1.10. (V,g) bir semi-Oklidyen uzay olsun. Bu durumda

g(flaf]) :g(fl*afj*) :()7 g(fhf;) :Sija iaje {15---761}7
g(uavfi) :g(u(Xafi*) :Oa g(uOhuB) :806[37 (X7B S {17"'7t}a €a = ¢1

olacak sekilde V nin bir

B:{fla-'-7fr7f{k7"'7f;k7ul7"-7ut} (2.1.9)

bazi1 vardir ve bu baza V nin bir quasi-ortonormal bazi denir [21].



Tamm 2.1.11. (V,g) m-boyutlu bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin n-boyutlu bir alt

uzayiolsun. r <nve 1l <s <ricin W = Span{fi,..., fm,u1,-..,us} olmak iizere,

B:{f],...,fr,f{k,...,f;k,l/tl,...,ut} (2110)
kiimesine V nin W alt uzay1 boyunca bir quasi-ortonormal bazi denir [21].

Onerme 2.1.2. (V,g) semi-Oklidyen bir uzay ve W da V nin bir alt uzay: olsun. Bu

durumda, V nin W boyunca bir quasi-ortonormal bazi vardir [21].
2.2 Semi-Riemann Manifoldlar

Tanim 2.2.1. M, reel m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun.

gp: M xT,M — R,

(Xp,Yp) = 8p(Xp,Y,) = 8(X,,Y,) (2.2.1)

bigiminde tanimli sabit indeksli, non-dejenere, (0,2) tipindeki g tensor alanina M
tizerinde metrik tensor denir. Eger M manifoldu bir g metrik tensorii ile donatilmis ise M

ye bir semi-Riemann manifold denir [20].

Tanm 2.2.2. (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. g metrik tensoriiniin indeksine M
nin indeksi denir ve M nin indeksi ind (M) ile gosterilir.

ind (M) = q olsun. Bu durumda 0 < g < boy M dir. Ozel olarak ¢ = 0 ise M man-
ifolduna bir Riemann manifoldu, g = 1 ve boy M > 2 ise M manifolduna bir Lorentz

manifoldu denir [20].

Tanm 2.2.3. M, reel m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold, F (M), M iizerindeki

tiim diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. Eger

Vi (X) x 0 (M) = x (M)

fonsiyonu agsagidaki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyona M {izerinde bir afin konneksiyon,

VxY ye Y nin X e gore kovaryant tiirevi denir [20].



i) VxY, X de F(M) lineerdir.
ii) VxY, Y de R-lineerdir.
iii) f € FM i¢in Vx fY = (X f)Y + fVxY dir.

Bir V afin konneksiyonunun torsiyon tensorii T ile gosterilen ve X,Y € I'(TM) i¢in
T(X,Y)=VxY—VyX —[X,Y]
ile tanimlanan (1,2) tipinde bir tensor alanidir.

Teorem 2.2.1. (M,g) bir semi-Riemann manifold olsun. M iizerinde asagidaki sartlart
saglayan bir tek V afin konneksiyonu vardir:

a) V torsiyonsuzdur. Yani, her Y,Z € (M) igin [Y,Z] = VyZ — V7Y dir.

b) Her X,Y,Z € x(M) i¢in Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) dir.
(a) ve (b) sartlarim saglayan V konneksiyonuna M nin Levi-Civita konneksiyonu denir

[20].
M iizerindeki Levi-Civita konneksiyounu

2g<VYZ7X) = Yg(ZaX) +Zg<X7Y) _Xg(sz)
esitligini saglar. Bu esitlige Koszul esitligi denir [20].

(M,g), n-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. M nin bir U agig1 iizerinde

{x1,...,x,} koordinat sistemi verilsin. {xi,...,x,} koordinat sistemi i¢in

s 1<i,j< 223
ax, ax] ; ’Jaxk bsijsn ( )

g e o .. . . k . . . v .
esitliini saglayan U lizerindeki I f fonksiyonlarina Christoffel sembolleri reel-degerli

fonksiyonlardir [20].

Teorem 2.2.2. (M,g), n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve M nin bir U a¢igt

sizerinde {xy,...,x,} koordinat sistemi verilsin. Bu durumda,



NV BN c r“y.
DVoY =Y {55+ L ITY;}
R T |

.. Nkt Qg dg; agij
k g 98t gir  98ij
ii) Fij = ; 5 { Fran ox;  ox }

n iy
esitlikleri saglamir. Burada Y = Y Yj% ve (g"), (gij) nin ters matrisdir [20].
j=1 o

Tamm 2.2.4. M, n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve M nin Levi-Civita kon-

neksiyonu V olsun. Bu durumda
R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ—-Vxy|Z (2.2.4)

ile tanimlanan (1,3) tipinde R : x(M) x x(M) x x(M) — (M) tensor alanina M nin Rie-

mann egrilik tensorii denir [20].

Onerme 2.2.1. (M, g) semi-Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensorii R olsun. Bu
durumda her X,Y,Z,W € T,M ve p € M icin

i) R(X,Y)Z=—R(Y,X)Z,

ii) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X,Y),W,Z),

iii) RX,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,

iv) g(R(X,Y)Z,W)=g(R(Z,W)X,Y)
dir [20].

Tanmm 2.2.5. (M,g) n-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. M nin bir p nok-
tasindaki 7,,M tanjant uzayinin 2-boyutlu lineer alt uzayina 7,,M nin bir alt-diizlem kesiti

denir [20]. 7,M nin bir IT = Span{X,Y } diizlem kesiti ve
O(IT) = g(X, X)g(Y.Y) — g(X,Y)? (2.2.5)

reel sayisi verilsin. Q(IT) # 0 ise I1 diizlemine 7,M nin non-dejenere diizlem kesiti denir.

Ayrica, |Q(IT)| degeri X ve Y vektorlerinin olusturdugu parelel kenarin alanini verir.

Tanmm 2.2.6. (M,g), n-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. M nin bir p nok-
tasindaki bir non-dejenere diizlem kesiti IT = Sp{X,Y } olmak iizere

g(R(X,Y)Y,X)

KD ===5m)

(2.2.6)



sayisina IT nin kesit egriligi denir. IT nin kesit egriligi K (IT), ITnin {X,Y } baz se¢iminden
bagimsizdir [20].

Eger K = 0 ise (M, g) semi-Riemann manifolduna flattir denir [20].
EY semi-Oklidyen uzay1, her ¢ indeksi igin flatdir. Gercekten, E} semi-Oklidyen

uzayinin normal koordinatlari i¢in F Christoffel sembollerinin tamamu sifira esittir.

Tanm 2.2.7. (M,g) n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve {ei,...,e,} T,M nin

ortonormal bir bazi olsun. Her X,Y € T,M i¢in Ricci tensorii
Ric(X,Y)=1iz(Z - R(Z,X))Y (2.2.7)
ile tanimlanir. Bagka bir deyisle

Ric(X,Y) Z €g(R(ep,X),Y,ep) (2.2.8)

dir [17]. Ric(X,Y), T,M nin {e1,...,e,} ortonormal bazinin segiminden bagimsizdir.
Her X,Y € T,M igin Ric(X,Y) = 0 ise M ye Ricci flattir denir. Bir Semi-Riemann

manifold flat ise Ricci-flattir. Fakat tersi her zaman dogru degildir.

Tammm 2.2.8. (M, g) n-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. Her X,Y € T,M i¢in
Ric(X,Y)=cg(X,Y) (2.2.9)
olacak sekilde bir ¢ sabiti varsa (M, g) ye Einstein manifold denir [20].

T,M deki birim vektorlerin kiimesini
T)M={X €T,M:g(X,X) =71} (2.2.10)

ile gosterelim. e; € T,/ M nin Ricci egriligi
Ric(e1) = Ric(ey,e}) Z Ki; (2.2.11)

olur [17].
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Teorem 2.2.3. (M,g) n-boyutlu (n > 3) bir semi-Riemann manifold olsun. Her X,Y €
T,M ve f € F(M) icin

Ric(X,Y) = f g(X.Y) (2.2.12)
ise (M, g) bir Einstein manifold olur [17].

Tanmim 2.2.9. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve {ey,...,e,} T,M nin ortonor-

mal bir bazi olsun. Bu durumda M nin skalar egriligi

n 1 n
Wp) =Y Kij=3 2Ky (2.2.13)
i<j i#]j
ile tammlanir [17]. M nin skalar egriligi 7,M nin {ey,...,e,} ortonormal bazinin

seciminden bagimsizdir.

Tanim 2.2.10. (M, g) semi-Riemann manifoldunun her p € M igin kesit egriligi sabit ise
M ye sabit egrilikli uzay denir.

M bir c¢ sabit egrilikli semi-Riemann manifold ise M nin Riemann egrilik tensorii
RX, Y)W =c{g(Y,2)X —g(X,2)Y} (2.2.14)
esitligini saglar [20].

Ej, n-boyutlu ve g indeksli bir semi-Oklidyen uzay olsun. Ej iizerinde standart

metrik
q n
go=—Y dx+ Y d (2.2.15)
i=1 j=q+1
ile verilir. ¢ sifirdan farkli bir reel say1 olmak iizere, sirasiyla,

1
Sp(x0,¢) ={X € Ej ™" : g(x—x0,x—x0) = - >0}

1
Hzl‘(xo,c) ={X¢e Ei;“ 1 g(x—xp,x—x0) = — <0} (2.2.16)
c

ile verilen pseudo-kiiresi ve pseudo hiperbolik uzayi, egrilikleri ¢ olan sabit egrilikli
semi-Riemann manifoldlandir. E7, S’q‘ ve Hé‘ belirsiz reel uzay formlarin en iyi bilinen

ornekleridir [17].
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Tanim 2.2.11. M bir diferensiyellenebilir manifold ve A, M iizerinde herhangi bir tensor

alani olsun. Bu durumda, p e M,t € I C R ve X € I'(TM) olmak iizere

1
LyA = lim —(A(p) ~ 0.A(p)) (2.2.17)

ile tantmlanan Ly diferensiyel operatoriine A tensoriiniin X vektor alanina gore Lie tiirevi
denir [21].

Burada

O:[e,e] x M =M, ¢(t,p) = d&:(p) (2.2.18)

ile taniml1 bir dontistimdiir.

Tanm 2.2.12. (M, g), n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve f € F(M) olsun. f nin

gradienti Vf ile gosterilir ve
g(VEX)=df(X)=Xf, VX eI'(TM) (2.2.19)

seklinde tanimlanir [17]. M nin bir koordinat sistemi {xj,...,x,} ise

Kl

df =Y %dxj ve Vf=Y g (2.2.20)
j=1%% ij

ox j ox j
dir [17].
Tanim 2.2.13. (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. Lxyg = 0 ise X vektor alanina bir

Killing vektor alani ve Lxg = AX olacak sekilde bir A € F (M) varsa X vektor alanina bir

konformal Killing vektor alant denir [17].

Onerme 2.2.2. (M,g) semi-Riemann manifoldu iizerindeki bir X vektor alamt icin
asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i) X bir Killing vektor alamidrr.

ii) Her V.W € I'(TM) icin

Xg(V,W) :g([X,V],W)—l—g(V, [X7W])

dir.
iii) g(VyX,W) = —g(VwX,V) dir [17].
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Tamm 2.2.14. (M, gy) ve (M,g) semi-Riemann manifoldlar olsun. Bu durumda

0'(g) =g (2.2.21)

olacak sekilde metrik tensorleri koruyan ¢ : M — M difeomormizmine bir izometri denir
[17].
p € M nin bir U C M komsulugu i¢in

8p(,v) = 8o(p) (@up(), 9sp(v)), Yu,v € T,M (2.2.22)

ise ¢ : U — @(U) doniisiimiine bir lokal izometri ve M ile M semi-Riemann manifoldlarina

da lokal izometriktir denir [17].

Tanmm 2.2.15. (M, g) ve (M, 3) semi-Riemann manifoldlar ¢ : M — M olsun. Her p € M
icin @ 1 T,M — Ty p)M tiirev doniisiimii birebir ise @ ye bir immersiyon denir. Ek olarak,

¢ bir homeomorfizm ise yani @ nin tersi var ve siirekli ise ¢ ye bir emdedding denir [17].

o:M— M bir immersiyon ise p € M nin 0yle bir U komsulugu vardirki ¢ : U — M
kisitlanmis1 bir embeddingdir.
o:M— M immersionu i¢in daima boy M < boy M dir. boy M— boy M farkina bu

immersiyonun ek-boyutu denir [17].
Tamm 2.2.16. ¢ : M — M bir immersiyon olsun. Bu durumda, her u,v € T,M ve p € M
i¢cin

gp(U,v) = 8o(p) (@ip (), @ip(v)) (2.2.23)
ise @ ye bir izometrik immersion ve M ye M nin bir altmanifoldu denir [17].

o:M— M bir izometrik immersiyon olsun. Her bir p € M i¢in p nin Oyle bir U
komsulugu vardirki ¢ : U — M bir embeddingdir ve her u € T,M vektoriine bir @, (u) €
T(p(p)A7I vektorii karsilik gelir. Bu nedenle her u € T,M vektoriinii @, (u) € T(p(p)]f/f ile

gosterebiliriz. Boylece T,M, Ty p)l\7[ nin bir non-dejenere alt uzay1 olup

To(M = T,M & T,M* (2.2.24)
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olarak yazilabilir. Burada T(P(p)ﬂ nin non-dejenere alt uzay1 olan 7,M L uzayma p € M
de M nin normal uzayt denir [17].

(2.2.24) den her v € T(p(p)M vektorii
v =tan v+norv (2.2.25)
olarak tek sekilde yazilabilir. Burada tan v € T,M ve nor v € T,M L dir. Ayrica
tan : To(,yM — TyM Ve nor : Ty, M — T,M~* (2.2.26)

ortogonal projeksiyonlar1 R-lineerdir [17].

Tanim 2.2.17. ¢ : M — M bir izometrik immersiyon ve M nin Levi-Civita konneksiyonu

V olsun. VX,Y € [(TM) ve VN € I(TM™) igin

VxY = VxY +h(X,Y),

VxN = —AyX + V&N (2.2.27)

formiillerine, sirasiyla, Gauss formiilii ve Weingarten formiilii denir. Burada VxY,ANX €

[(TM) ve h(X,Y),V¥N € T(TM*) dir [17].

Onerme 2.2.3. (M, g) ve (M,3) semi-Riemann manifoldlar olsun.
i) (2.2.27) de verilen V, M iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonudur.

ii) h, simetrik ve bilineerdir [17].

Tamm 2.2.18. (2.2.27) de verilen h : [(TM) x [(TM) — T(TM™) simetrik, bilineer

doniislimiine @ nin ikinci temel formu denir [17].

T,M nin bir ortonormal bazi {ei,...,e,} ve TI,,ML in ortonormal bir bazi
{ent1,---semtolsun. i, j=1,...n;r=n+1,... migin
m
h(ei,ej) = Z & h?jer» & =g(er,er) (2.2.28)
r=n+1

tanimlansin. hj; = g(h(ei,e;),e,) ye ikinci temel formun bilesenleri denir [17].
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Onerme 2.2.4. ¢: M — M bir immersiyon olsun. Bu durumda
i) ANX, N ve X e gore bilineerdir.
i) g(h(X,Y),N) = g(ANX,Y) dir.

iii) VX, TM* iizerinde bir metrik konneksiyondur [17].

Tamm 2.2.19. M bir semi-Riemann manifold ve M de M nin bir non-dejenere altmani-
foldu olsun. M nin bir p noktasinda normal vektor alani N olmak tizere Ay =Al, A € F(M)
ise N ye umbilik kesit ve M altmanifolduna da N ye gore umbiliktir denir. Eger M altman-
ifoldu, herbir lokal normal vektor alanina gore umbilik ise M ye total umbilik altmanifold

denir [17].

Tamm 2.2.20. (M,g) bir semi-Riemann manifold ve M de M nin bir non-dejenere alt-

manifoldu olsun.

H(p) = %iz h (2.2.29)

ile tammli H(p) vektorine p € M noktasindaki ortalama egrilik vektorii denir.

{e1,...,en}, T,M nin ortonormal bir bazi olmak iizere
1 n
H(p)=—) &hlej.e)) (2.2.30)
j=1
dir [17].

M bir total umbilik altmanifold ise M nin ikinci temel formu, her X,Y € TM icin
hX,Y)=g(X,Y)H (2.2.31)
esitligini saglar [20].

Tamm 2.2.21. (1\7 ,&) bir semi-Riemann manifold ve M de M nin bir non-dejenere altman-
ifoldu olsun. Bu durumda, her p € M noktasinda H(p) = 0 ise M ye minimal altmanifold,
H(p)#0ve g(H(p),H(p)) =0ise M ye quasi-minimal altmanifold veya semi-minimal
altmanifold denir [22].

15



Teorem 2.2.4. (1\71 ,&) bir semi-Riemann manifold ve M de M min bir non-dejenere alt-

manifoldu olsun. Her XY, Z,W € T'(TM) i¢in
gRX.Y)ZW) = ER(X,Y)Z,W)+gh(X,W),h(Y,2))

dir. Burada R ve R, swrastyla, M ve M nin egrilik tensoriidiir. (2.2.32) esitligine Gauss
denklemi denir [20].

Gauss denkleminden asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 2.2.1. (1\7[ ,&) bir semi-Riemann manifold ve M de M nn bir non-dejenere altmani-
foldu olsun. Bu durumda, p € M i¢in Il = Span{X,Y } T,M nin 2-boyutlu bir alt-diizlemi
olmak iizere

> :gv(h(X,X),h(Y,Y))—g(h(X,Y),h(Y,X))

g(X,X)g(Y,Y)—g(X,Y)? (2.2.33)

dir [17].
Teorem 2.2.5. (M ,&) bir semi-Riemann manifold ve M de M mn bir non-dejenere alt-
manifoldu olsun. Bu durumda, o.: I C IR — M egrisi icin

d=0o +h(c,a) (2.2.34)
dir. Burada 2—2‘ =G ve % — o diir.

.o .. .o (Y] . . T . . e .o /" .o .o o . . . .
0t vektoriine o egrisinin M daki ivme vektorii ve oo vektOriine o egrisinin M deki

ivme vektorii denir [20].
Tanim 2.2.22. o =0 ise o egrisine M iizerinde bir geodezik egri denir [20].

Tamm 2.2.23. (1\2 ,&) bir semi-Riemann manifold ve M de M nin bir non-dejenere alt-
manifoldu olsun. Eger M nin ikinci temel formu 4 = 0 ise M ye M nin bir total geodezik
altmanifoldu denir [20].

Eger M, M nin total geodezik bir altmanifoldu ise
i) M nin her geodezigi ayn zamanda M nin da bir geodezigidir.
ii) M digsal flattir. Bagka bir degisle, M ile M in Riemann egrilik tensorleri birbirine esittir
[20].
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(2.2.27) da verilen V* metrik konneksiyonuna normal konneksiyon denir. Eger M
de normal bir N vektor alam icin V-N = O ise N ye paraleldir denir. Ayrica V-H = 0 ise

H ortalama egrilik vektoriine paraleldir denir [20].

Tamm 2.2.24. (M, g) ve (M,g), sirastyla, n ve m boyutlu semi-Riemannian manifoldlar,
o:M— M bir izometrik immersion olsun. {Nus1y---sNm}, TM L in bir ortonotmal catisi

olmak tizere

m
A=Y & A}, & =3(N,N;) (2.2.35)
r=n+1

ile taniml1 A€ operatdriine Casorati operatorii denir [17]. A€, TM* deki baz se¢iminden

bagimsizdir.

Bu boliimiin geriye kalan kisminda, M nin metrik tensdrii g ve M nin indirgenmis

metrik tensorii g yerine (,) sembolii kullanilacaktir.

Onerme 2.2.5. M? ve R (c), sirasiyla, s-indeksli, n-boyutlu bir semi-Riemannian man-
ifold ve s-indeksli, m-boyutlu semi-Riemannian uzay form olsun. M?, R (c) nin non-
dejenere bir altmanifoldu ve Y,Z € I'(TM) igin {ey,...,en}, TyM} nin bir ortonormal

bazi olmak tizere M7} nin Ricci tensorii

n
— Y &i(h(Y,ei),h(Z,e;)) (2.2.36)
i=1
esitligini saglar [17].
Ispat. Gauss denkleminden

Ric(Y,Z) = iﬁi(R(ei,Y>Z; ei) +n{H,h(Y,Z))

— Y &(n(Y,e:),h(Z,e;)) (2.2.37)
yazilabilir. Burada

ei(R(ei,Y)Z,e)) = c(n—1)(Y,Z) (2.2.38)

-

—_
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dir. (2.2.38) esitligi (2.2.37) esitliginde yerine yazilacak olursa (2.2.36) esitligi elde

edilir. Boylece ispat tamamlanr. O]

Onerme 2.2.6. M, RY(c) belirsiz reel uzay formunun bir semi-Riemannian altmanifoldu

olsun. Bu durumda

2 1 ~1
(p) = " py — gy £ M= (2.2.39)
2 2 2
dir. Burada {ey,...,e,}, T,M nin bir ortonormal bazi olmak iizere
Sy = Z 8i8_,~(h(ei,ej),h(ei,ej)> (2.2.40)
i,j=1

dir [17].
ispat. Gauss denkleminden

8i8j<R(ei,€j)€j,€i> = €i€j<§(€i,€j)€j,ei> ‘|’8i£j <h(€,‘,€,‘),h(€j,€j)>
eiej (h(ei,ej),h(ej,e)) (2.2.41)

dir. Son esitlikte, i ve j ye gore iz alinacak olursa

n ~
Z Siej(R(ei,ej)ej,ei) = 8i£j<R(€i,6j)€j,ei> —|—n2<H,H> — Sy (2242)
i,j=1

olur. (2.2.13) ve (2.2.42) den (2.2.39) esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [
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3. LIGHTLIKE HIiPERYUZEYLER UZERINDE CHEN TiPi ESITSIZLIKLER
Bu boliim dort alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliim, diger alt boliimlerin

daha iyi anlagilabilmesi icin ve bir biitiinliik arz etmesi acisindan lightlike hiperyiizeyler

ile ilgili temel kavramlara ayrilmigtir. Bu boliimde birinci alt boliim hari¢ diger alt

boliimler bu boliimiin orjinal kisimlaridir.
3.1 Lightlike hiperyiizeyler
Tanm 3.1.1. (M, ), (n+ 1)-boyutlu bir semi-Riemann manifold, M de M nin n-boyutlu
bir hiperyiizeyi olmak iizere her p € M i¢in
Rad TyM ={E € T,M :g,(§,X) =0,VX € T,M}. (3.1.1)

olacak sekilde ranki 1 olan bir alt uzay1 varsa M ye M semi-Riemann manifoldunun bir

lightlike hiperyiizeyi ve Rad TM ye M nin radikal distribiisyonu denir [21].

TM de Rad TM nin tamamlayan1 olan alt uzaya M nin ekran distribiisyonu denir.
M nin ekran distribiisyonu S(7M) ile gosterilir ve TM nin bir non-dejenere alt uzayidir.

Poren ortogonal olan direkt toplami gostermek iizere

TM = Rad TM @y, S(TM) (3.1.2)
dir. Ayrica S(TM) non-dejenere oldugundan

TM = S(TM) ©oyip S(TM)* (3.1.3)

olarak yazilabilir ve burada S(TM)* de bir non-dejenere distribiisyondur.

M bir lightlike hiperyiizey ise Rad T,M = T,M~ dir. Ayrica S(TM)* uzay1
S(TM)* = T,M* ©tr(TM) (3.1.4)
olarak yazilabilir. Burada ¢ ortogonal olmayan direkt toplami gostermektedir. Boylece
TM = S(TM) @opin (TM* Str(TM)) = TM & tr(TM) (3.1.5)

olur [21].
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Ornek 3.1.1. (R},8), (—,+,+,+) isaretli bir uzay zaman manifoldu olsun. R iin bir
(0¢,01,02,03) kanonik baz1 verilsin. R‘l‘ de

T
{t(1,cosucosv,cosusinv,sinu) € R} : t >0,u € (0,5),v € 10,2x]} (3.1.6)
ile verilen M hiperyiizeyi bir lightlike hiperyiizeydir. Gergekten,

Rad TM = Sp{§ = 9, + cosucosvd| + cosusinvad, + sinuds },

1
ltr(TM) = Sp{N = 5(—8, +cosucosvdy +cosusinvdy + sinuds },
S(TM) = Sp{W; = —sinucosvd; — sinusinvdy + cosuds,

W, = —sinvcosud; + cosvcosud, } 3.1.7)
dir [23].

Tamm 3.1.2. M, (M ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Y
ve V, sirastyla, M ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyon ve lineer koneksiyon olmak

tizere her X,Y € I'(TM) i¢in Gauss ve Weingarten formulleri

VxY = VxY +h(X,Y), (3.1.8)
VxN = —AyX + VN (3.1.9)

ile verilir. Burada VxY,AyX € I'(TM) ve h(X,Y),Vi,N € I'(itr(TM)) dir.
B(X,Y) =g(h(X,Y),§) ve ©(X) = g(V4N,&) olsun. Bu durumda Gauss ve Wein-

garten formiilleri

VxY = VxY +B(X,Y)N, (3.1.10)
VxN = —AnX +w(X)N (3.1.11)
olur. Burada B ve Ay, sirasiyla, M lightlike hiperyiizeyinin ikinci temel formu ve sekil

operatorii olarak adlandirilir. Ayrica, M iizerine indirgenen V konneksiyonu metrik kon-

neksiyon degildir fakat torsiyonsuzdur [21].

Tamm 3.1.3. M bir lightlike hiperyiizey olsun. Her p € M i¢in B = 0 ise M hiperyiizeyine
total geodezik lightlike hiperyiizey denir [21].
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Ornek 3.1.2. (R},2), (—,+,+,+) isaretli semi-Oklidyen uzay olsun. R} in bir

(91,02,03,04) kanonik bazi verilsin. RAI' de
{(u,v+w,u,v—w) €R}: u,v,w e R} (3.1.12)
ile tantmlanan M hiperyiizeyi bir total geodezik lightlike hiperyiizeydir. Gergekten,

Rad TM = Sp{& =091+ 093}, ltr(TM) = Sp{N = %(—31 +03)}

S(TM) = Sp{Wl = 82 +84, Wy, = 82 — 84}
olup burada B = 0 oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.1. M, (M ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir [21].

i) M total geodeziktir.

ii) M iizerinde h sifirdir.

iti) M iizerinde bir tek V metrik konneksiyonu vardir.

iv) Rad TM, V konneksiyonuna gore bir paralel distribiisyondur.

v) Rad TM, M iizerinde bir Killing distribiisyonudur.

Tanmim 3.1.4. M, (Z\Z ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. H €
R olmak tizere her X,Y € T,M icin

B(X,Y), =Hgy(X,Y),

ise p € M noktasina umbilik nokta denir. M nin her noktas1 umbilik ise M ye total umbilik

lightlike hiperyiizey denir [21].

Tamm 3.1.5. M, (M ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun.
{e1,...,en,E}, T,M nin bir bazi ve{ey,...,e,}, I'(S(TM)) nin ortonormal bir baz1 olmak

tizere M nin ortalama egriligi u ile gosterilir ve

tr(B) 1 g
H= Sfl = ZZSiB(ei,ei)a glei,ei) = & (3.1.13)
i=1

ile tamimlanir [24].
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Tanm 3.1.6. M, (1\71 ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi ve P :

['(TM) — I'(S(TM)) bir projeksiyon olsun. VyPY, AEX € I'(S(TM)) olmak iizere
(3.1.2) den her X,Y € I'(TM) igin

VxPY = VYPY+h(X,PY)=V3Y+C(X,PY)E, (3.1.14)

Vx& = —AZX—W(X)F; (3.1.15)

dir. Burada, V*, C ve A}, sirasiyla, S(TM) tizerinde indirgenmis konneksiyon, lokal ikinci

temel form ve lokal sekil operatorii olarak adlandirilir.

(3.1.11) ve (3.1.14) esitliklerinden
B(X,Y) =g(A{X.Y), (3.1.16)
C(X,PY) = g(AnX,PY) (3.1.17)
olur. (3.1.16) esitligi kullanilarak her X € I'(TM |¢) igin
B(X,§) =0
elde edilir [23].

Tanmm 3.1.7. M, (1\2 ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. @,
M nin U komsulugu iizerinde sifirdan farkli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak

lizere Ay ve AZ sekil operatorleri arasinda
AN:(pAE (3.1.18)

bagintis1 varsa M lightlike hiperyiizeyine ekran lokal konformal lightlike hiperyiizey denir.
Eger @ sabit ise M ye ekran homotetik lightlike hiperyiizey denir [25].

Ornek 3.1.3. R""2 semi-Oklidyen uzayi, her x = onAi = nHyAi ici
A1.3. R} y y1, her x AZ_‘,O 5.4 Ve Ago 5.4 1¢in

n+1
g(x,y) = —x%0 4 Z x%y¢ (3.1.19)
o=1
metrigi ile verilsin. R']’+2 de bir M hiperyiizeyi
n+1
M={x=0u". . "Ner™: —x")?+Y) () =0,x#0} (3.1.20)
a=1
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seklinde tanimlansin. M nin radikal uzay1

n+1
£ = Zr“axA (3.1.21)
global vektorii tarafindan gerilir. Ayrica ltr(TM) de
1 n+1
N= Z (3.1.22)

2()

seklinde bir tek global null kesiti vardir.

n+1

Y x'X=0 (3.1.23)
sartin1 saglayan her
n+1 J
_ a
X = ;X P (3.1.24)
vektori i¢in
VyE=VxX =X (3.1.25)
dir. Buradan
AEX+W(X)§+X:O (3.1.26)

elde edilir. AEX ,I(S(TM)) degerli oldugundan
At =—PX (3.1.27)

olarak yazilabilir. Boylece direkt bir hesaplama ile

n+1n+1 axa

VgX = %QX Z Z
n+1n+1 aXa n+l
g(VeX &) = Z Zx%a“ =—Y xXx*=0 (3.1.28)
a=1

olur. (3.1.28) esitliginden Ve X € I'(S(TM)) ve boylece AyE = 0 oldugu goriiliir. Ayrica
(3.1.22) ve (3.1.23) den her X,Y € I'(S(TM)) i¢in

C(X,Y) = g(VxY,N) = 3(Vx¥,N) = Lyg(x,Y) (3.1.29)

2()60
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dir. Boylece

1
ANX = —SAX 3.1.30

sonucuna ulagilir. O halde, M, R’l”r2 de konform faktorii ¢ = % olan bir ekran konfor-

(x0)?

mal global lightlike hiperyiizeydir [25].
Ornek 3.1.3 de verilen M lightlike hiperyiizeyine R’ll+2 de bir light koni ad1 verilir.

Onerme 3.1.1. M, (]\7[ ,&) Lorentzian manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. M ve
M in Riemann egrilik tensorleri, sirastyla, R ve R olmak iizere her X,Y,Z,U e T(TM)
icin
;gv(ﬁ(X,Y)Z,PU) = g(R(X,Y)Z,PU)+B(X,Z)C(Y,PU)
—B(Y,Z)C(X,PU), (3.1.31)
2R(X,Y)Z,E) = (VxB)(Y,Z)—(VyB)(X,Z)
+B(Y,Z)w(X)—B(X,Z)w(Y), (3.1.32)

§(R(X,Y)ZN) = g(R(X,Y)ZN), (3.133)
g(R(X,Y)PZ,N) = (VxC)(Y,PZ)— (VyC)(X,PZ)
+w(Y)C(X,PZ) —w(X)C(Y,PZ) (3.1.34)
dir. (3.1.31)-(3.1.34) egitliklerine M iizerinde Gauss-Codazzi tipi denklemler denir. Bu-
rada her X,Y,Z,U € I'(TM) icin

(VxB)(Y,Z) = XB(Y,Z) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ) (3.1.35)
ve
(VxC)(Y,PZ) = XC(Y,PZ) — C(VxY,PZ) — C(Y,VyPZ) (3.1.36)
dir [21].

Tanmm 3.1.8. M, (1\71 ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun.
T,M nin herhangi bir IT = Sp{e;,e;} diizlem kesiti igin kesit egriligi

g(R(ej,e)ei e;)

Ki; =
Y g(ei;ei)g(ej7ej)_g(eiaej)z
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ile tanimlanir [21]. M nin ekran ikinci temel formu C simetrik olmadigindan kesit egriligi

simetrik degildir. Yani lightlike hiperyiizeyler i¢in K;; = K j; esitlii her zaman saglanmaz.

Tanm 3.1.9. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi ve &, .M
de bir null vektdr olsun. 7,M nin g(€,e;) = 0 ve g(e;, ;) # 0 olacak sekildeki & ve e;
vektorlerinin gerdigi bir diizlem kesiti olan IT nin null kesit egriligi

g(RP(eh&)&aei)

gp(ei7ei)

Kmtll _
l
ile tamimlanir [26].

Tanim 3.1.10. M, (M ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. M
nin indirgenmis Ricci tipi tensorii R, her XY € ['(TM) igin

RO (X,Y)=iz{Z = R(Z,X)Y} (3.1.37)

(0,2) (0,2)

ile tanimlanir. Eger R simetrik ise R ye M nin Ricci tensorii denir [23].

M, (M,g) Lorentzian manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. {ey,...,e,,E},

T,M nin bir bazi ve {ey,...,e,}, ['(S(TM)) nin bir ortonormal bazi olmak iizere

ROV (x,y) = i g(R(e, X)Y,e)) +&(R(E,X)Y,N) (3.1.38)
=1

dir [27].

Tanim 3.1.11. M, (]VI ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi ve M nin
indirgenmis Ricci tensorii simetrik olsun. k sabit bir fonksiyon olmak iizere her X,Y €

['(TM) igin
Ric(X,Y)=kg(X,Y) (3.1.39)
ise M ye bir Einstein lightlike hiperyiizey denir [23].

Einstein lightlike hiperyiizeyler, sadece Ricci tipi tensoriiniin simetrik oldugu

hiperyiizeyler i¢in tanimlanabilir.
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Onerme 3.1.2. M, M(c) semi-Riemann uzay formunun bir total geodezik lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M simetrik bir Ricci tensoriine sahiptir [23].
Gauss-Codazzi tipi denklemlerden asagidaki 6nerme elde edilir:

Onerme 3.1.3. M, (M,3) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun.

™=

RO?(E,E) 8(R(e),5)5,¢j) —g(R(§,§)G,N)

j=1
= Y K" (3.1.40)
j=1
ve
(ei,er) Z (ej,ei)eie;) +8(R(E e)ei,N) (3.1.41)
J:
dir [27].
(3.1.38) esitliginde iz alinip (3.1.40) ve (3.1.41) kullanilarak
Z Kij+ ZK"”” +Kiy (3.1.42)

i,j=1 i=1

seklinde bir T(p) reel sayisi elde edilir. Burada, i € {1,...,n} i¢in Kjy = g(R(§,¢;)e;,N)
dir

Tanim 3.1.12. M, (1\71 ,&) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi ve M nin
Ricci tipi tensorii simetrik olsun. (3.1.42) da verilen t(p) reel sayisina M nin p € M

noktasindaki skalar egriligi denir [27].

3.2 Lorentzian manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri iizerinde k-Ricci egriligi ve

k-skalar egriligi
Bu kisimda, Lorentzian manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri iizerinde k-Ricci

egriligi ve k-skalar egriligi tamtilarak, k-skalar egriliginin katildig1 cesitli esitsizlikler

kurulmustur.
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Tamm 3.2.1. M, (M ,&) Loretzian manifoldunun (n+ 1) boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi;
{e1,...,en,&}, T(TM) nin bir baz1 ve {ey,...,e, }, ['(S(TM)) nin bir ortonormal bazi olsun.
k < nigin (k+ 1)-boyutlu bir dejenere diizlem kesiti 7 ¢ = Sp{ey,...,ex, &} ve k-boyutlu

bir non-dejenere diizlem kesiti w; = Sp{ey,...,e;} olmak iizere

k
Ricr,, (X) =ROP(X,X) = Y g(R(¢;,X)X,e;) +2(REX)X,N)  (32.1)
, P
ve
k
Ricr,(X) =ROY(X,X) = ¥ g(R(e;, X)X, ;) (3.2.2)
j=1

egriliklerine, sirastyla, M nin birim X € ['(TM) vektorii dogrultusundaki k-dejenere Ricci
tipi tensorii ve k-Ricci tipi tensorii denir. Eger p € M noktasinda Ricci tipi tensorii
simetrik ise Ricr, (X), k-dejenere Ricci egriligi ve Ricy (X), k-Ricci egriligi olarak ad-

landirilir. Ayrica

k k
Ty (P) = Y Kij"i_ZKinu”‘f’KiN (3.2.3)
ij=1 i—1
ve
k
t(p) =Y, Kij (3.2.4)
ij=1

degerlerine, sirastyla, M nin p noktasindaki k-dejenere skalar egriligi ve k-skalar egriligi

denir. k = 2 igin T,M nin 2-boyutlu bir diizlem kesiti IT) ¢ = Sp{e;,§} olmak iizere
Ricnl_i(el) =Ky
ve
m, (p) = K" + Kin

dir.
k=nigin w, = Sp{ei,...,en} =T (S(TM)) olmak iizere

RicS(TM) (61) = Ricy, (el) = Z Kij=Ki2+...+Kin (3.2.5)
=1
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ve
Tsrmn(p) = Y, Kij (3.2.6)

dir. Ricg(rar) (e1), e1 dogrultusunda ekran Ricci tipi tensérii olarak adlandirilir.
Eger M nin kesit egriligi simetrik ise ekran Ricci tipi tensoriine ekran Ricci tipi

egriligi ve Tg(ry)(p) degerine de p € M noktasindaki ekran skalar egriligi denir.
Gauss Codazzi tipi denklemlerden asagidaki 6nerme elde edilir:

Onerme 3.2.1. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir lightlike
hiperyiizeyi; {e1,...,en,&}, T(TM) nin bir bazi ve {ey,...,e, }, T'(S(TM)) nin bir ortonor-
mal bazi olsun. Bu durumda
i () = Tsiran () + Y. BaCyy— BiC (3.2.7)
i,j=1

dir. Burada i, j € {1,...,n} icin B;j = B(e;,e;) ve C;j = C(e;, e) dir.

Onerme 3.22. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir lightlike
hiperyiizeyi, {ei,...,en, &}, T(TM) nin bir bazi ve {ey, ...,e,}, T'(S(TM)) nin bir ortonor-
mal bazi olsun. Bu durumda M nin ikinci temel formu B ve ekran ikinci temel formu C

olmak iizere

n

Z B;iCji = { Z i+ Cii) — Z (Bij))* +(Cji)*} (3.2.8)
i,j=1 i,j=1 i,j=1

ve
ZBiiij— Zth+CJJ) — (Y Bi)* = (Y. Cip)*} (3.2.9)
i,j i,j i i

dir.

Teorem 3.2.1. M, (A7[,§) Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

a)

TS(TM)(p)S:ES(TM)<p)+":U(lZAN + - Z ij— ]l)z (3.2.10)
’-]
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dir. (3.2.10) egitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi icin gerek

ve yeter sart M nin ya @ = —1 olacak sekilde ekran homotetik ya da total geodezik ol-
masidir.
b)
~ . 1
Ts(rm) (P) = Ts(ran) (P) + nu(izAn) — 7 Y (Bij+Cji)? (3.2.11)

i,J
dir. (3.2.11) egitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi icin gerek
ve yeter sart M nin ya @ = 1 olacak sekilde ekran homotetik ya da total geodezik ol-
masidir.
¢) (3.2.10) ve (3.2.11) esitsizliklerinin egitlik durumlarmun her p € M noktasinda

saglanmast icin gerek ve yeter kosul M nin total geodezik olmasidr.

Ispat. (3.2.7) ve (3.2.8) esitliklerinden

_ n 1 n
Tsarm)(P) = Tsarmy(p) + ) Biiij—E Y (Bij+Cji)?
ij=1 i=1

1
i Y (Bij)*+(Cji)? (3.2.12)
dir. Burada
1 2 2 1 2 1 2
E(Bij +Cj) = Z(Bij +Cji)"+ Z(Bij —Cji)

oldugu gozoniine alinirsa

1 & n 1 1
E{Zl (Bij +Cji)2 + ..Z] (Bij)z + (Cji)z} = Z Z(Bij +Cji)2 + Z Z(Bij - Cj')2
b= b= L i,j

yazilabilir. Bu son esitlik (3.2.12) de yerine yazilacak olursa
Tsrm) (P) = Tsarmy(P) + Y, BiCjj— 1 Y (Bij+Cji)* + 1 Y. (Bij—Cji)* (3.2.13)
i,j=1 L,j ij
elde edilir. Buise (3.2.10) ve (3.2.11) esitsizliklerinin saglandigini gosterir.
(3.2.10) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast i¢in gerek

ve yeter sart her i,j € {1,...,n} icin B;; = —C;; veya B;; = C;; = 0 olmasi bagka bir
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deyisle, M lightlike hiperyiizeyinin ¢ = —1 olacak sekilde ekran homotetik ya da total
geodezik olmasidir.

Benzer sekilde (3.2.11) esitsizliinin esitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmast igin gerek ve yeter sart her i,j € {1,...,n} i¢cin B;; = C;j veya B;j =C;; =0
olmas1 bagka bir deyisle, M lightlike hiperyiizeyi ¢ = 1 olacak sekilde ekran homotetik
ya da total geodezik olmasidir.

(3.2.10) ve (3.2.11) esitsizliklerinin esitlik durumlarinin her p € M noktasinda
saglamast igin gerek ve yeter sart her i,j € {1,...,n} i¢in B;; = C;; ve B;; = —C;j; ol-
masidir. Buise her i, j € {1,...,n} i¢in B;; = C;; = 0 oldugunu gosterir. O halde M total

geodeziktir. Boylece ispat tamamlanr. ]

Hatirlatma 3.2.1. Ornek 3.1.2 g6z oniine alinacak olursa, Bj; = By =0 ve her p € M
igin Tg(7p)(p) = 0 oldugu goriiliir. Boylece, (3.2.10) ve (3.2.11) esitsizliklerinin esitlik

durumu bu hiperyiizeyin her noktasinda saglanir.

Sonu¢ 3.2.1. M, (M(c),g) Lorentzian space formun (n -+ 1)-boyutlu bir lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
a)
) 1
TS(TM) (p) <n(n—1)c+nu(izAn) + 1 Z(Bij — Cj,')z (3.2.14)
ij
dir. (3.2.14) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglamasi i¢in gerek
ve yeter sart M nin ya ¢ = —1 olacak sekilde ekran homotetik ya da total geodezik ol-
masidir.
b)
) 1
Ts(rm) (p) = n(n—1)c+nu(izAy) — 3 Y (Bij+Cji)? (3.2.15)
ij
dir. (3.2.15) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglamast i¢in gerek
ve yeter sart M nin ya @ = 1 olacak sekilde ekran homotetik ya da total geodezik ol-
masidir.
¢) (3.2.14) ve (3.2.15) esitsizliklerinin esitlik durumlarinin her p € M noktasinda

saglamasi i¢in gerek ve yeter sart M nin total geodezik olmasidir.
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Sonug 3.2.2. M, (M(c),g) Lorentzian space formun (n + 1)-boyutlu bir ekran homotetik

lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
a)

—1
Ts(rmy(p) <n(n—1)c+ o’ + %—> Z(Bij)z (3.2.16)
i,j

dir. (3.2.16) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglamast i¢in gerek
ve yeter sart ya @ = —1 ya da M nin total geodezik olmasidir.
b)

—1
Tsray (p) = n(n—1)c+ony* — ((p4 ) Y (B;j)? (3.2.17)
i,J

dir. (3.2.16) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglamast i¢in gerek
ve yeter sart ya @ = 1 ya da M nin total geodezik olmasidir.
¢) (3.2.16) ve (3.2.17) esitsizliklerinin esitlik durumlarinin her p € M noktasinda

saglamasi i¢in gerek ve yeter sart M nin total geodezik olmasidir.

Teorem 3.2.2. M, (M,g) Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

i (p) < Tsiran(p) + 5 A — 3 (izAx)?
—%Z(Bij—FCji)z‘f—%Z(Bij_cji)z (3.2.18)
ij iJj
esitsizligi saglanir. Burada
Bi1+Cii Bio+Cy ... Bint+GCy
1o BZI—.i_Clz By +Cxn ... By+Cnp (32.19)
By +Cin Bo+Con ... Bun+GCp

dir. (3.2.18) esitsiliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast icin gerek

ve yeter sart M nin minimal olmasidir.
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Ispat. (3.2.13) ve (3.2.9) esitlikleri kullanilarak
~ 1
Ts(Tm) (p) = Ts(T™m) (p)+ E{(ZBii +ij)2 - (ZBi,-)Z - (chj)z}
ij i j

1 1
2 Z(Bij+cji)2+ZZ(Bij_Cji)2 (3.2.20)
] i,j

elde edilir ki bu (3.2.18) esitsizliginin saglandigin1 gosterir.
(3.2.18) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek

ve yeter sart

n
Y Bi=0 (3.2.21)
i=1

olmasidir. Boylece M minimal olur ve ispat tamamlanr. O]

Sonu¢ 3.2.3. M, (M(c),g) Lorentzian uzay formunun (n + 1)-boyutlu bir lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

1
- E(l'ZAN)2

1 1
— 3 L (Bij+Cii)* + 3 Y (Bij = Cji)? (3.2.22)
i i

1
Tsarm)(p) < n(n— 1)C+§(12A)2

esitsizligi saglanir. Burada A, (3.2.19) ile verilir. (3.2.22) esitsizliginin esitlik durumunun

her p € M noktasinda saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin minimal olmasidir.

Sonug 3.2.4. M, (M,g) Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir ekran homotetik
lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

- 20+1
Tsrm)(p) < 15S(TM)(P)"‘( (P2 )

n’i* — Y (Bij)? (3.2.23)
irj

esitsizligi saglanir. (3.2.23) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin minimal olmasidir.

Ornek 3.2.1. R‘l1 Minkowski uzayin1 goz Oniine alalim. R‘f iin metrigininin isareti

(+,+,+,—) ve kanonik bir bazida (91,02,93,9s) seklinde verilsin. R} de

M = {t(cosucosv,cosusinv,sinu,1) R} :1 >0, u € (O,g), ve|0,2n]}, (3.2.24)
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ile taniml1 lightlike koniyi alalim. Burada

S(TM)=  Sp{e; = —sinucosvd| — sinusinvad, + cosuds,

ey = —sinvd| 4 cosvay },
ve

Rad(TM) = Sp{& = cosucosvd; + cosusinvd, + sinudz + da },

1
Itr(TM) = Sp{N = E(cosucosval +cosusinvd, +sinud; —ds4) }

dir. Direkt hesaplamalar ile

1 1
B —__ B __
(elael) P 9 (62762) lCOSM,
% 1 ( )_ 1
127 doosu’ STMP) = Z su’
cosu—+1
ZHZBnJrBzz:—Q
tcosu
cosu+1)? (2 +1)(cosu+1)?
gy = UL oy 1) =
H t2cos?u ’ 20+ Du 2t4cosZu ’
2 2 2 2
5 cos“u+1 5 cos“u+1
). (Bij) = ooy Y. (Bij) = ooy
] cosZu = t4cos?u

elde edilir.

Yukaridaki hesaplamalar goz 6niine alinarak (3.2.23) esitsizliginin sag tarafi

~ 2e+1) 5, 5 t*(cos?u+1)+2(t>+1)cosu
A S _ B:: ) =
Ts(TM) (p)+ ) nu (P;( z_;) 2% cosu
olur. Son esitlikle Tg(ry) (p) = m ifadesi kargilagtirtlirsa

—2r*cosu < t*(cos’u+1)

elde edilir ki bu ise (3.2.23) esitsizliginin M iizerinde daima saglandiin1 gosterir.

Lemma 3.2.1. ay,...,a, (n > 1) reel sayilar olmak iizere
1 n n
~(Ya) <Y a (3.2.25)
iz i=1

dir. Esitligin saglanmast icin gerek yeter sart ay = ... = a, olmasidir [28].
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Ispat. ai,...,a, (n > 1) n-tane reel say1 olsun. Bu durumda

O<Z ai—aj)? = (a1 —a)*+ (a1 —a3)* + ...+ (a1 —ay)?

i<j

+ar—a3)* + ...+ (ar—an)? + ...+ (a1 — an)?
= a%—2a1a2 +a%+a%—2a1a3+a%+...+a% —2a1an+a%
—|—a%—2a2a3—|—a%+...+a%—2a2an+a;‘;+...+aﬁ_l

2
—2ap_1a, +a,

= (n—1) Z ZZaaj

i<j

olur. Buradan

0 <(n—1Z ZZaa,

i<j
= 2Y aia; < (n—1 Z(“l>2
= Zil, +ZZa,a1<nZ a;)?
= Z <I:Z
= Za, < Z a;)?
elde edilir. Boylece ispat tamamlanr. 0

Teorem 3.2.3. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

~ 2n—1,, — 1.
Tsrm)(P) < TS(TM)(ID)+ i (lZA)Z—E{(leN)ernZyZ}
1
+7 Z ij — Cji) —§Z(Bij+cji)2 (3.2.26)

i#]
esitsizligi saglamir.  (3.2.26) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmast icin gerek ve yeter sart nu = —iz Ay olmasidir.
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Ispat. (3.2.20) esitligi kullamlarak

T (p) = %S<TM><p>+1{<izZ>2—<izAN>2—n2u2}—}12<B,~,-+ci,->2

i

__Z ,J+C], 4z Z ij—Cji) (3.2.27)
I#J

elde edilir. Lemma 3.2.1 ve (3.2.27) esitliginden
T < T L (i2A)? = (izAn )2 — —— (Y Bi+C;
s (P) < Tsarmy(p) + {(le) (izAy)* — n*u’} Z i +Cii)?

__Z Bij+Cji)* +~ Z ij—Ciji) (3.2.28)
I#J

olur. Bu ise (3.2.26) esitsizliginin saglandigin1 gosterir.
(3.2.26) esitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek

ve yeter sart
Bii+Ci1=..=B,,+Cu (3.2.29)
olmasidir. (3.2.29) den

(1-n)Bi1+Bn+...+Bu+(1—n)Ci1+Cn+...+Cp = 0,

B —|—(1 —n)Bzz—i—...—l—B,m—f—C]] + (1 —n)sz—f—...—f—C,m = 0,

Bi1+By+...+(1—n)By+Ci1+Cn+...+(1—=n)Cpy, = 0
yazilabilir. Yukaridaki esitlikler ise
(n—1)?(izAy +nu) =0 (3.2.30)
oldugunu gosterir. n # 1 oldugundan nu = —izAy dir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Sonu¢ 3.2.5. M, (M(c),g) Lorentzian space formunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

n—1, —, 1 _
tsru)(p) < n<n—1>c+ C (i) = S { (P + (izAn) )
1
+7 Z ij — Cji) _ZZ(Bij+Cji)2 (3.2.31)

i7]
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esitsizligi saglanir. (3.2.31) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglamasi i¢in gerek ve yeter sart nu = —izAy olmasidir.

Sonug 3.2.6. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir ekran homotetik
lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

(@+1) 55, (9+1)°

Tsrm) (P) < T (P) = ———np +T(2n_1)”“2
—1)2 1)2
- 4 ! Z(Bii)z—((Ptt Ly 5,7 (3.2.32)
i i)

esitsizligi saglanmir. (3.2.32) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart ya @ = —1 ya da M nin minimal olmasidir.

3.3 Lorentzian manifoldlarn lightlike hiperyiizeyleri iizerinde egrilik

invaryantlan

Bu kisimda, Lorentzian manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri iizerinde egrilik in-
varyantlart ve S(np,...,n;) uzay: tanitilacaktir.
Tanim 3.3.1. n >2 ve k > O tamsayistigin S (n,k), ny <n,n; >2,j=1,....kven;+---+
nx < n kosulunu saglayan biitiin (ny,...,n;) k-nokta ¢iftlerinden olusan sonlu bir kiime ve
S(n) de k > 0 olmak lizere biitiin S(n,k) larin bilesimi olsun. 7,...,7,; boy T, =
nj, (j=1,...,k) olacak sekilde her (n1,...,nx) € S(n,k) k-lis1 i¢in T,M, p € M tanjant

uzayinin alt uzaylar1 olmak iizere
S(ﬂl,...,l’lk)(p) :inf{T(nn1)+"'+T(nnk)}7
S(I’ll,...,l’lk)(p) - Sup{T(nn1)+"'+T(nnk)}

olarak tanimlansin. Egrilik invaryantlari

d(ny,...,m)(p) =(p) —S(n1,...,m)(p),

801, m)(p) = 2(p) — S, me) (p)
ile tammlanir.  S(ny,...,n) = S(ny,...,n;) ise (M,g,S(TM)) lightlike hiperyiizeyine

S(TM) ye gore S(ny,...,n;) uzay: denir.
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Teorem 3.3.1. M, (1\7[ ,&) Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir lightlike
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M nin bir S(n) uzayt olmast icin gerek ve yeter kosul

M nin t(p), p € M, skalar egriliginin sabit olmasudur.

Ispat. T,M nin bir baz1 {ey,...,e,,E} ve I'(S(TM)) nin ortonormal bir baz1 {e,...,e,}

olsun. T,M nin n-boyutlu diizlem kesitleri

75,1171; = Sp{ez,....en,&§} CT,M,

TEZ_L& = Sp{el,...,en,l,é}chM,

n, = Spiei,...en} CT,M
ile verilsin. (3.2.3) ve (3.2.4) den

n
Tyl (p) = Z K[j—i—Kinu”-f—KiN,
i=

n—1
T (p) = Z Kl'j—{—Kinull—l—KiN,
ij=1

n
T, (P) = Z Kij = Ts(rm) (p)
i,j—=1
yazilabilir. M bir S(n) uzay1 ise

_ : n_
T (p) = (p)—Ricler) = ) Ky —Ki"" =c,

T, g(P) = 1(p)—Ric(en) Z Kjn _Knull c.
: 2

n
T, (P) = T(P)—ZKZWH-FKI‘N:
i=1
dir. Boylece
Ric(ey) ZK —|—K"”” ... = Ric(ep) Z K]n—I—K’”‘”
J=1 J=1

K™ 4 Ky (3.3.1)

agE

1

~.

37



olur. (3.3.1) den
Rics(ru)(e1) + ...+ Ricsry(en) = (n—1)) K™ 4 Ky (3.3.2)

i=1
elde edilir. Ayrica (3.3.2) den

Tsirm) (p) = (n—1)(t(p) — Ts(ra) (P))

yazilabilir. Boylece

) (3.3.3)
n

olup t(p) nin sabit oldugu goriiliir. Tersine T(p) sabit ise M nin S(n) uzay1 oldugu agiktir.

]

Uyan 3.3.1. n-boyutlu bir non-dejenere manifold S(n) uzayt ise bu manifold ayni
zamanda bir Einstein uzayidir [29]. Fakat Lorentzian manifoldlarin bir dejenere

hiperyiizeyi S(n) uzayt ise bu uzay sabit skalar egriliklidir.
(3.3.2) esitligi goz oniinde alinarak agagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 3.3.1. M(c), (M,3) Lorentzian manifoldunun sabit egrilikli bir lightlike

hiperyiizey olsun. Bu durumda M (c) nin bir S(n) uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart

n
Z Kin=0
i=1
olmasidir.

Teorem 3.3.2. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. Eger M, 2 < j < n icin bir S(j) uzayt ise aynt zamanda S(j+ 1) uzayidir.

Ispat. Teoremin ispati icin tiimevarim metodunu kullanacagiz. Oncelikle teoremin id-
diasinin n = 2 i¢in dogrulugunu gosterelim. Kabul edelim ki M bir S(2) uzay1 olsun.
T,M nin 2-boyutlu alt diizlem kesitleri H% £ = Sp{e1,&}, I, = {e1,e2}, H%g = Sp{ex,&}

verilsin. Bu durumda

Tn}é(l’) = KMy Ky =c,

L (p) = Ki+Ky=c,

Trﬁg(P) = K"+ Kiw=c
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yazilabilir. $imdi 7,M de 3 = Sp{e;,ez,e3} ve n; £ = Sp{e1,ez,E} 3-boyutlu alt diizlem

kesitlerini goz Oniine alalim. Bu durumda

2
Tnéé(l’) = Ki+Kn+ Y K" + Ky
) '71

1=

= 3¢

veE

T (p) = Kin+Ka+Kiz+Kz+Kp+K3
= 3¢

oldugundan M bir S(3) uzayidir. Bu ise iddianin n = 2 i¢in dogru oldugunu gosterir.
Simdi n = k i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim.
ToM nin k-boyutlu diizlem kesitleri Jt]i_lé = Splez,es...,er,E}, 7‘/%—1@ =

Sp{ei,es,...,ex,E s nifl’g = Sp{ei,er,....,ex_1,E}, M = Sp{ey, ez, ..., e } verilsin.

k k
w (p) = Y K+ Y kM K,
k=18 i= i—2
k—1 S
nu
’anli_lé(p) = Z K,‘j-FZK,- +Kin,

ij=1 i=1
k
T (p) = Z Kij
i,j=1
olur. Yukaridaki esitliklerden

k
2c

elde edilir.

Simdi n = k+ 1 i¢in iddianin dogrulugunu gosterelim:

T,M nin (k + 1)-boyutlu alt diizlem kesitleri 7,z = Sp{ey,...,ex,&}, M1 =
Sp{ei,...,ex,exy1} verilsin. Bu durumda

k
1
T (P) = .ZlKij+ZiK;lu +Kin
ij= i=

2c k+1

= et =) (3.3.4)
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dir. j =2 6zel durumu ile benzer bir yol kullanilacak olursa

k+1
TTC/ﬁLl (p) = <k_ 1)C (3.3.5)
elde edilir. (3.3.4) ve (3.3.5) den M nin S(k+ 1) uzay1 oldugu goriiliir. O

Teorem 3.3.3. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. Bu durumda M bir S(n— 1) uzayr ise
Ric(e)) = ... = Ric(e,) = sabit ve K'=.. —=Km! (3.3.6)
dir.

Ispat. M bir S(n— 1) uzay1 ve T,M nin (n — 1)-boyutlu alt diizlem kesitleri n;quzg =

Sp{ez,...,en—1,E}, ni_z_‘a = Sp{ey,es,...,en—1,E},..., “Ziég = Sp{ei,ea,...,en—2,E},

T,—1 = Sp{e1,ez,...,en—1 } verilsin. Bu durumda

1 (p) = 1(p)—Ricle;)—Ric(e,) — KM — g™l — ¢,

T2 (p) = T(p) —RiC(ez) —Rlc(en) _Kgull _K}};mll —c,

T (p) = 1(p)—Ric(en—1) — Ric(e,) — K™ — K" = ¢,

n—2.§
n
Tr, 1 (p) = T(p) —Ric(en) = ) K" +Kin=c
i=1
dir. Eger yukaridaki ifadeler taraf tarafa toplanirsa
n n—1
Ric(e1) + ...+ Ric(e) + (n— 1)Ric(ey) + Y. KM + Y KM + Ky = sabit
i=1 i=1

elde edilir. Boylece

RicS(TM) (e1)+... —l—RiCS(TM) (en) + (n—1)Ric(ey,)

n—1
+Y KM+ Kiv+ Y KM+ Kiy = sabit

i=1 i=1
yazilabilir. T, ;¢ = Sp{ei,...,en—1,&} ve m,—1 = Sp{ei,...,e,—1} olmak iizere, son

esitlikten

Ts(ra) (P) + (n— 1)Ric(en) +1(p) — Ts(rmy (P) + T, _, . (P) — Tm,_, (p) = sabit
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olur. Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 g6z Oniine alinacak olursa Ric(e,) nin sabit oldugu
goriiliir. Ayrica (3.3.1) esitligi, Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 den K{”‘” =...=K"!olur.

Boylece ispat tamamlanir. ]

Tammm 3.3.2. M° Lorentzian manifoldun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger asagidaki
sartlar saglaniyor ise M lightlike hiperyiizeyine C[M°] sinifindadir denir [27].

(@) M°, kanonik bir S(TM)" ekran distribiistonuna ve bir N° kanonik lightlike
transversal demetine sahiptir.

(b) M° 1n indirgenmis Ricci tensorii Ric® simetrikdir.

Sonug 3.3.2. M, Lorentzian bir manifoldun C[M"] simfindan (27 + 1)-boyutlu bir light-
like hiperyiizeyi olsun. M bir Einstein lightlike hiperyiizeyi ise

2n
T, (P) — ZK””” Yy k! (3.3.7)

i=n+1

dir. Burada 7, ¢, 7,M nin dejenere bir kesiti ve nnLi ise T, ¢ nin TpM ye ortogonal kom-

plemantidir.

Ispat. {ei,...,e,,E} tarafindan gerilen bir diizlem kesiti T, ¢ olmak iizere T,M nin bir
bazi {ey,...,e2,,§} ve T'(S(TM)) nin bir ortonormal bir baz1 {ey,...,es,} olsun. M bir

Einstein lightlike hiperyiizeyi ise
Ric(e1)+ ...+ Ric(e,) = Ric(ep+1) + ... + Ric(ez,)

dir. (3.1.38) kullanilarak

n 2n 2n  2n
) ZKU+ZK:N— L LKt Y K
i=1j= i=n+1 j= i=n+1
olup
Z Kl]+ZKlN_ Z Klj+ Z Kin
i,j=1 i,j=n+1 i=n+1
elde edilir. Bu ise (3.3.7) esitligine denktir. Boylece ispat tamamlanir. ]
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Teorem 3.3.4. M, (1\7 ,&) Lorentzian manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi ve M bir
S(n1,ny) uzayt olsun. Bu durumda
a) ny =2 ise M bir S(3) uzayidir.
b) ny # 2 ise M bir S(n; + 1) uzayr olmak zorunda degildir. Eger
n
Y K"+ Kiy = sabit
i=1

=

ise M bir S(ny + 1) uzayidr.

Ispat. a) n; = 2 olsun. T,M nin 2-boyutlu alt diizlem kesitleri H}g = Sp{e1,E}, Hi& =
Sp{ez,E}, II, = Sp{ey, ey} verilsin. Bu durumda

Tn}é(l’) = KM 1Ky,

T2 : (p) = KKy,

L, (p) = Ki2+Ky

dir. M bir §(2,2) uzayi ise

2
T, () 4+, () = KM K=,
’ ’ i=1

Tnié(P)ﬂLTHz(P) = Kn+Ku+k"' +Kiy=c,
Trﬁ&(l?) +t,(p) = Kin+Ku+Ky' +Ky=c
elde edilir. 7,M nin 3-boyutlu bir diizlem kesiti 7, ¢ = Sp{e;,e2,§} olmak iizere

yukaridaki esitliklerden

3¢

Ty (P) = ) (3.3.8)

olur.
Simdi T,M nin I1} = Sp{e1,e2}, 13 = Sp{ey,e3}, I3 = Sp{ez,e3} 2-boyutlu alt

diizlem kesitlerini gbz 6niine alalim. M bir S(2,2) uzay1 oldugundan
K12+ K1 + K13 + K31 + Koz + K3p + K12 + K21 + K13 + K31 + Ko3 + K32 = 27(13) = 3¢
yazilabilir. Boylece

(M) = = (33.9)
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dir. Burada 3 = Sp{ej,e2,e3} T,M nin 3-boyutlu bir alt diizlem kesitidir. (3.3.8) ve
(3.3.9) esitliklerinden M nin bir S(3) uzay1 oldugu goriiliir.
b) n; = 3 icin iddianin dogrulugunu gosterelim:

T,M nin n;é = Sp{er,e3,E}, n;& = Sp{e1,e3,E}, nig = Sp{e1,ez,&} seklinde 3-

boyutlu alt diizlem kesitleri verilsin. M bir S(3,3) uzay1 ise

3¢ = 2ty (p)+12,(P)+153, (P)

3
2T, (P) +22Kinull +Kin (3.3.10)
' i=1

dir. Burada 713 ¢ = Sp{ey,es,e3,8} C Tp,M dir. (3.3.10) esitligi goz oniine aliacak olursa
(b) sikkinin n; = 3 i¢in dogru oldugu goriiliir.
(b) sikkinin genel durumu i¢in ispat n; = 3 6zel durumunun ispati ile benzer bir yol

takip edilerek yapilabilir. [

Teorem 3.3.5. M, bir Lorentzian manifoldun (2n + 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. Bu durumda

a) inf{t(n,) +t(m,+1)} > 0 ise T(p) >0,

b) sup{t(m,) +t(my+1)} < Oiset(p) <O

dir.

Ispat. T,M = Sp{ey,...,e2,,&} olsun. inf{t(m,) +T(,11)} > O ise direkt hesaplamalar

ile
C(2n—2,n—2)+C(2n—2,n)tgrp) ()
2n
+C(2n—1,n—1) Y K™+ Kiy > 0, (3.3.11)
i=1
ve

2n
C(2n—2,n—3)+C(2n—2,n—1)t5qu)(p) +C(2n,n) ¥ K" + Kiy > 0 (3.3.12)
i=1

elde edilir. (3.3.11) ve (3.3.12) esitlikleri taraf tarafa toplanacak olursa
2n
C(2n,n)ts(ran) (p) +C(2n,n) Y. KM + Kiy > 0 (3.3.13)

i=1
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elde edilir. Bu ise t(p) > 0 oldugunu gosterir.
Kabul edelimki sup{t(m,) +T(®,+1)} > 0 olsun. (a) sikkinin ispatina benzer bir yol

takip edilirse

2n
C(2n,n)Tsran(p) +C(2n,n) ¥ KM + Kiy <0 (3.3.14)
i=1
elde edilir. Boylece t(p) < 0 olur ve ispat tamamlanur. O

3.4 Lorentzian bir manifoldun ekran homotetik lightlike hiperyiizeyleri iizerinde

baz esitsizlikler

Bu kisimda, Lorentzian bir manifoldun ekran homotetik lightlike hiperyiizeyleri
tizerinde ekran Ricci egriligi ve ekran skalar egriliginin katildigi cesitli esitsizlikler

kurulmustur. Bu esitsizliklerin esitlik durumlari incelenmistir.

Lemma 3.4.1. M, ¢ sabit egrilikli bir (M(c),g) Lorentzian uzay formunun bir lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
20w(E)B(X,PZ) = —cg(X,PZ) (3.4.1)
dir [23]. Burada X ,Z € TM ve w, (3.1.15) esitliginde verilmigtir.

Onerme 3.4.1. M, ¢ sabit egrilikli (M(c),g) Lorentzian uzay formunun bir ekran ho-

motetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

Ts(rmy(p) =n(n—1)c+ on’u’ — (pZ(Bij)z, (3.4.2)
]
ZKI-””” =0 ve ZKIN =nc (3.4.3)
i=1 i=1

dir.

Ispat. Gauss-Codazzi tipi denklemleriden (3.4.2) esitligi kolayca elde edilebilir. Ayrica
benzer sekilde Gauss-Codazzi tipi denklemleri, (3.1.35) esitligi ve Lemma 3.4.1
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veE
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Il
agE

g(R(E.nei)eivN)

~
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~
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g(R(&,e1)ei,N)

|
L

= Z{ (p{(VgB) (ei,ei) — (Ve,B)(E,ei) — B(ei,ei)o(E)}
= —2¢nu o(§)

elde edilir ki bu esitlikler, sirasiyla, (3.4.3) deki esitlikleri verir. Boylece ispat tamamlanur.

]

Onerme 3.4.2. M, c sabit egrilikli M (¢) Lorentzian uzay formunun @ > 0 olacak sekilde
bir ekran homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M nin p € M noktasindaki
skalar egriligi ©(p) olmak iizere
t(p) =n*c+ o’ — @Y (Bij)* (3.4.4)
i,j

dir.
Ispat. (3.1.42), (3.4.2) ve (3.4.3) esitliklerinden (3.4.4) elde edilir. O

Teorem 3.4.1. M, c sabit egrilikli M(c) Lorentzian uzay formunun (n+ 1)-boyutlu bir

ekran homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
1

E(W) —n’c) <n}l (3.4.5)
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dir. (3.4.5) egitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast i¢in gerek
ve yeter sart M nin total geodezik olmasidrr.

Teorem 3.4.2. M, ¢ sabit egrilikli (M(c),g) Lorentzian uzay formunun ¢ > 0 olacak
sekilde bir ekran homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

(p) < nPe+ofn(n— 1)’} (3.4.6)

dir. (3.4.5) egitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast icin gerek

ve yeter sart M nin total umbilik olmasidir.

Ispat. Lemma 3.2.1 den

(Bij)? > o (3.47)

-

¢

i=1

yazilabilir. (3.4.7) esitligi (3.4.4) de yerine yazilacak olursa (3.4.5) elde edilir.
(3.4.5) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek

ve yeter sart
Bii=..=By

ve her i # j € {1,...,n} igin B;; = 0 olmasidir. Bu ise M nin total umbilik oldugunu

gosterir ve ispat tamamlanir. [

Lemma 3.4.2. a1, ...,a,, n tane reel sayi olmak iizere A=Y (a;—a j)2 olsun. Bu durumda
i<j

(@) A > 5(a) — a2)2 dir. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart %(al +a)=a3=

... =a, dir.

b) k, l, 1 <k</l<nve (kt)#(1,2) sartlarim saglayan birer tamsayt olmak iizere

2

A= 5(a —a)? = 5lax—ar)” ise ay = ax = ... = a, dir [30].

Ispat. Lemmanin ispati icin asagida verilen ii¢ esitsizlik kullamlacaktir:

2ab < d®+ b, ve 2ab=a*+b* < a=Db, (3.4.8)

(a+b)*>4ab ve (a+b)*=4ab = a=Db, (3.4.9)
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(a+b)?<2(a®+b%) ve (a+b)>=2(*+b*) sa=h (3.4.10)

dir.

(3.4.10) esitsizliginde a yerine A — B ve b yerine B — C yazilacak olursa
(A—C)? <2[(A—B)*+(B—C)?] (3.4.11)

elde edilir. Bu esitsizligin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
B = 1(A+C) olmasidrr.
Simdi Lemmanin ispatin1 verelim:

n = 2 i¢in iddianin dogrulugu agiktir. Kabul edelimki n > 2 olsun. (3.4.11)

esitsizliginden
n+1 n n
Z - Z _aj Z an—H
i<j=1 i<j=1 i=1
n
> z(al —a)? + (a1 — aps1)* + (@2 — api1)?
n 1 n+1
> E(al —a2)2 + E(al —a2)2 = ( > ) (a1 —a2)2 (3.4.12)

olup A > F(aj — ay)? esitsizligi elde edilir. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart
a3 =das =" =a, =dpr] V€ dpi] = %(al + ay) olmasidir. Boylece lemmanin (a) sikki
ispatlanmis olur.

(b) nin ispat1 da benzer sekilde yapilabilir. O

M bir ekran homotetik lightlike hiperyiizey olsun. M nin kesit egriligi simetrik
oldugundan ekran skalar egriligi
rsamy(p)= Y, Kij= Z Kij = 3Ts(rmy(P) (3.4.13)
1<i<j<n i,j=1

olarak alinabilir. Boylece (3.4.13) dan (3.2.7) esitligi

2rscran(P) = 2Fs(rany (p) + on*i” — @Y (B;j)? (3.4.14)
i,j

seklinde yazilabilir.

Boylece Lemma 3.4.2 kullanilarak asagidaki teorem elde edilir:
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Teorem 3.4.3. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu

bir ekran homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
3
n

~ n
2rsrmy(P) < 27s(ra) () + (m)(wz -

2(n+1)
esitsizligi saglamir.  (3.4.15) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

(B11 —Bx)? (3.4.15)

saglanmast icin gerek ve yeter sart u = 5(B11 + By2) olmasidur.
Ispat. Binom teoreminden
(Bi1—B2)*+ ...+ (Bi1 — Bun)* + (B2 — B33)* + ... + (Bxo — Bn)*

n
+---+(Bn—1n—l _Bnn)2 ZHZ(Bii)2—2 Z BiiBjj
i=1

1<i#j<n
yazilabilir. Lemma 3.4.2 goz Oniine alinacak olursa
- 2 1 1 2
(B,',') > _ZBiiBjj+§(Bll —Bzz) (3.4.16)
i=1 oy
oldugu goriiliir. Ayrica
1 1 &
EZBiiBff:” Q—ZZ(B,-,-)Z (3.4.17)
i#] i=1
esitligi (3.4.16) da yerine yazilirsa
i(3~-)2> woa, (B11 — B)? (3.4.18)

olur. Son olarak, (3.4.18) esitsizligi (3.4.14) de yerine yazilirsa (3.4.15) esitsizligi elde
edilir.

(3.4.15) esitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek
ve yeter sart Lemma 3.4.2 nin (a) sartindan u = 5(B1; + B22) olmasidir. Boylece ispat

tamamlanir. ]

Onerme 3.4.3. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. Bu durumda M nin ikinci temel formu B nin katsayiart B;j, (i,j=1,...,n), olmak
lizere
. 2 15,5 1 )
Y (Bij)* = n*w’+=(Bii—Bx—...—Bu)
i 2 2
n
+2) (B1))* -2 Y, BiBjj— (Bij)? (3.4.19)
j=2 2<i< j<n
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Ispat.
- 2 1 2, 1 2
Y (B = 5B +Bot- 4 Buw) + 2 (Bui — B~ — Bu)
i,j=1
+2Y (Bij)*—2 Y. BiBj (3.4.20)
i<j 2<i<j<n
olup bu ise (3.4.19) esitliginin sagladigini gosterir. O

Simdi ekran homotetik lightlike hyperyiizeyleri icin Chen-Ricci esitsizligini ispat

edecegiz:

Teorem 3.4.4. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu
bir ekran homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
(@) X € S'(TM)={X € S(TM) : g(X,X)=1} icin

n22

1 .
TH 2 6(RicS(TM)(X)_RicS(TM)(X)) (3.4.21)

dir.
(b) (3.4.21) esitsizliginin esitlik durumunun bir X € S'(TM) icin saglanmast icin gerek

ve yeter sart X e ortogonal olan herY € T,M i¢in
B(X,Y)=0 ve B(X,X)= g,u (3.4.22)

olmasidur.
(c) (3.4.21) esitsizliginin esitlik durumunun her X € S'(TM) icin saglanmast icin gerek
ve yeter sart ya p nin bir total geodezik nokta ya da n =2 ve p nin total umbilik bir nokta

olmasudr.

Ispat. (3.4.14) ve (3.4.19) esitliklerinden

%ﬂ’uz = r(p) _7S(TM) (p)+ %(311 — .. —Bnn)Z
+ oY . (Bij)*—¢ Y BiBjj—(B;) (3.4.23)
Jj=2 2<i<j<n
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yazilabilir. Ayrica (3.4.14) den

¢ Y BiBj—(By)’= Y (Kj—Ky) (3.4.24)
2<i<j<n 2<i<j<n
dir.

Y Kij = rgrm(p)—Ricsran(er),
2<i<j<n

Y Ky = 7S(TM)(P)—1§7CS(TM)(€1) (3.4.25)

2<i<j<n
oldugundan ve (3.4.23) esitligi kullanilarak

T = Ricsiaw (1) — Ricsiru (1) (3.4.26)

elde edilir. (3.4.26) da e; yerine X yazilacak olursa (3.4.21) esitsizligi elde edilir.
Boylece teoremin (a) sikki ispatlanir.
(3.4.21) esitsizliginin esitlik durumunun bir X € Tp]M icin saglanmasi i¢in gerek

yeter sart
Bpr=..=B;,=0ve Bj1=Bxy+...+B,;
olmasidir. Buradan
nu=Bi1+...+ By, =2Bq

olur. Bu ise (3.4.22) esitligine denktir. Boylece teoremin (b) sikki ispatlanmig olur.
(3.4.21) esitsizliginin esitlik durumunun her X € S'(TM) i¢in saglanmas igin gerek

ve yeter sart

Bij=0, i#], (3.4.27)
2B;i=Bi1+...+ B, i€{l,..,n} (3.4.28)
n
olmasidir. (3.4.28) esitliginden 2By} = 2By = ... = 2B, = ¥ Bj; elde edilir. Bu ise
i=1
(n=2)) Bi=0

i=1



oldugunu gosterir. O halde ya Z B;; =0 veyan =2 dir. Eger Z Bji =0ise (3.4.28) den
heri € {1,..,n} icin B;; =0 olur (3.4.27) gbz Oniine ahnacalé ollursa heri,je{l,...,n}
i¢in B;; = 0 oldugu goriiliir. Bu ise p nin bir total geodezik nokta oldugunu gosterir. Eger
n="2ise (3.4.28) den 2B|| = 2By = Byj + By, olup bu ise p nin bir total umbilik nokta

oldugunu gosterir. ]

Sonuc 3.4.1. M, ¢ egrilikli bir (M(c),8) Lorentzian uzay formunun ¢ > 0 olacak sekilde
(n+ 1)-boyutlu bir ekran homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
(@)X € SY(TM)={X € S(TM) : g(X,X) =1} igin

n? 2 1, .

Vs > 6(RZCS(TM) (X)—(n—1)c) (3.4.29)
dir.
(b) (3.4.21) esitsizliginin esitlik durumunun bir X € Tle icin saglanmas: icin gerek ve

yeter sart X e ortogonal olan her Y € T,M icin
B(X,Y)=0 ve B(X,X)= g,u (3.4.30)

olmasidir.
(c) (3.4.21) esitsizliginin esitlik durumunun her X € Tle icin saglanmasi icin gerek ve

yeter sart ya p nin bir total geodezik nokta ya da n =2 ve p nin bir total umbilik nokta

olmasidir.
Lemma 3.4.3. n >k >2ve ay,...,a,,a reel sayilar olmak iizere
2
n
(Za,) (n—1) (Za +a> (3.431)

i=1

ise
2a1ar > a

dir. Esitligin saglanmast icin gerek ve yeter sart
al+a=a3=...=ay

olmasidir [7].
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Ispat. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

1Y aibi| < (Z a?) (szz>
i=1 i=1 i=1

o) < (292

yazilabilir. b = (by,...,b,) = (1,...,1) alinirsa

£ <5

n
(@1 + . ap) +aper + o tan) < n(@+...+ai+ap, +..+a)

£

olur. (3.4.31) ve (3.4.32) den

B

2
a,-) <(n—k+1)((@1+az+---+a)*+ag,  +--+a2) (3.4.32)

ai+a<(ait+ay+ - +a) +ap, ++a;

-

i=1

elde edilir. Boylece
2 Z aiaj>a
1<i<j<k
olur. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart a; +az +---+ay = agr1 = -+ = ay

olmasidir. Bu ise ispati tamamlar. O]

Teorem 3.4.5. M, M Lorenizian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu bir

ekran homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

Tsrmy (P) —T(ID) < Ty (p) —T(IT)

n2
(n=2) >
) H +<p2 i) (3.4.33)

+(P(
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esitsizligi saglamr.  (3.4.33) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin minimal ve M nin lokal sekil operatoriiniin

Bi1  Bn 0
At = By —Bn 0
0 0 0
seklinde olmasidir.
Ispat. (3.4.2) esitliginde
d TS(TM)(P) (Pnzlin__li u ’CS(TM)(P)

yazilacak olursa

yazilabilir. Lemma 3.4.3 den

6 n
2B11Bn > —+ Y (Bij)?
¢ =
olur. ej ve e; tarafindan gerilen bir diizlem kesiti IT olmak iizere

2
o(Il) = %(H)+¢ZBiiBjj_(Bij)2
i.Jj

> ( )+8+(P Z l] —(P Z
i#j=1 i7j=1
n n 2

> TI)+8+¢ ) (Bij)z—(PZ(Bii)z_(P Y (Bij)?
i,j=1 i=1 i#j=1

> 1(I)+6—¢ i(Bii)z
i=3

dir. Boylece (3.4.33) ve (3.4.34) elde edilir.
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Sonug 3.4.2. M, ¢ sabit egrilikli (M(c), ) Lorentzian uzay formunun @ > 0 olacak sekilde
(n+ 1)-boyutlu bir ekran homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

n*(n—2
Tsirany(p) = (1) < (n+1)(n—2)c+ ¢ =2 (” — ),u +(p2 ii) (3.4.35)

esitsizligi saglanmir. (3.4.35) esitsizliinin esitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi igin gerek ve yeter sart M nin minimal ve lokal gekil operatoriiniin (3.4.34)

seklinde olmasidir.

Teorem 3.4.6. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu

bir ekran homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

sy (P) < Tsermy (p) + on(n— 1) (3.4.36)

esitsizligi saglamr.  (3.4.36) esitsizligin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin total umbilik olmasidtr.

Ispat. (3.4.2) esitliginde

n n

¢ Y (Bj)’=0Y (Bi)*+9) (B))
l7f:1 i=1 l;é‘]
yazilacak olursa
n
Ts(rmy(P) = ;ES(TM) (p)+ on’i’ — ¢ Z,(Bii)2 -0 Z(Bij)z (3.4.37)
i=1 i#]
elde edilir. Ayrica Lemma 3.2.1 den

2 < i(Bi,-)2 (3.4.38)
i=1

olur. (3.4.37) ve (3.4.38) kullanilarak (3.4.36) esitsizligine ulagilir.
(3.4.36) esitsizligin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi igin gerek
ve yeter sart

Biy =...= B,
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ve M nin lokal sekil operatorii Ag n

By 0 ... 0 O
0O B;ip ... 0 O
Ag = : (3.4.39)
0O O ... B O
O o0 ... 0 O

olmasidir. Bu ise M nin total umbilik oldugunu gosterir ve boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 3.4.3. M, c sabit egrilikli (M(c), g) Lorentzian uzay formunun ¢ > 0 olacak sekilde

(n+ 1) boyutlu bir ekran homotetik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

Ts(rm)(p) <n(n—1)(c+ ou’) (3.4.40)

esitsizligi saglanir.  (3.4.40) esitsizligin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin total umbilik olmasidir.

Lemma 3.44. ay,...,a,, n-tane reel sayi ve k, 2 < k < n— 1 olacak sekilde bir tamsayi

olsun. Bu durumda n nin her (ny,...,ny) boliintiisii icin

Z ai, daj + Z apaj, +-+ Z Qi j

I<ii<jism n+1<i<jp<ni+ny nyt A 1< <jy<n
1
> o (a1 +-+a,)? —k(@+---+ad?)} (3.4.41)
dir. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart
ay+...+ap, = a1+t anpiny, = o = Apyvdy +1 T ay (3.4.42)

olmasidir [31].

Ispat. ai,...,a,, n-tane reel say1, 2 < k <n— 1 i¢in (ny,...,ny) , nnin bir boliintiisi olsun.
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Bu durumda

2k{ Z a;aj, + Z AjpAjp, + -+ Z aikajk}

1<ii<ji<m n+1<ip<jp<ni+n Ay H 1< <jiy <n
n n
—(Z aa)z—l—k Z aé
a=1 a=1
= 2k{ Z a;aj, + Z Ajpjy + -+ Z aiaj

1<i1<ji1<m n+1<i<jp<ni+n nite g H1<ip<jg<n
0 a2 T
1<o<PB<n
_ . .12 . .12
={ Y - )  al+{ ) a- )3 ais}
1<ii<ny m+1<i<nj+np 1<ii<n n+ny+1<iz<ny+ny+n3
2
+- 44 Z iy — Z ai}
ny A g+ 1<ig_ 1 <ny 4+ ny+- g +1<ig 1 <nj+---+ny
>0 (3.4.43)

olur. Buradan (3.4.41) esitsizliginin saglandu goriiliir. (3.4.41) esitsizligin esitlik duru-
munun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin (3.4.42) esitligi oldugu acgiktir. Bdylece ispat

tamamlanir. ]

Teorem 3.4.7. M, c sabit egrilikli M (¢) Lorentzian uzay formunun @ > 0 olacak sekilde
(n+ 1) boyutlu ekran homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda her bir p € M
ve (ny,...,n;) € S(n) igin

S(ni,...,nx) < C(ny,...,m)> +D(ni,...,nx)c+ (29 — 1)nu. (3.4.44)

diir. Burada (ny,...,n;) € S(n) icin C(ny,...,ng) ve D(ny,...,ng),

(n+k—1—Z 1))
n+k—):j:1n]

Clrryommg) = O , (3.4.45)

k
D(ny,...,ng) =n(n—1) Z (3.4.46)

olacak sekilde pozitif reel sayilardur.
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(3.4.44) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast icin

gerek ve yeter sart M nin lokal sekil operatoriiniin

A 0
S 20
Ag = (3.4.47)
0 - A
0 url
olmasidir. Burada I,; ve Ajf
iz(A]) = ... = iz(A}) = ur (3.4.48)

olacak sekilde n; x n; tipinde bir birim matris ve n;j X n; tipinde bir simetrik alt matristir

oyleki dir.
Ispat. (3.4.4) esitliginde

(n—l—k—l Z nj)
n = t(p)—n’c—on’ (3.4.49)

yazilacak olursa

o’ > =Y+ Y (Bij)?] (3.4.50)
i,j=1

elde edilir. Burada y=n+k— Y n; dir. (3.4.50) esitligi yerine

n n
(ZB,’,‘ —|— Z ,j Z ii)z]. (3451)
i=1 i#] i=1
esitligi yazilabilir. Bu esitlik ise
o T+1
(}a) = Z 2+ Z i)
i=1 i#j
— Z Ao A, — - — Z Ao, ap, |- (3.4.52)
1<ou#Br<nm 7P
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esitligine denktir. Burada

a = ay, a=a+..+ay,

a = Anj+1+ ... +aniny,
k+1 = An+. A +1 T an+ 4y
ay+1 = Gy

ve OC;,B,' eENji= {1, ...,k}, A= {1, ...,nl},...,Ak = {n1 +.o+n_1+1,...,n +...—|—nk}
dir. @ > 0 oldugundan (3.4.52) esitliginde Lemma 3.2.1 kullanilacak olursa

[ Y awag+ot Y awag}> -+ Y (Ban) (3.4.53)
P B ¢ i
elde edilir. Ayrica (3.4.4) den boy T; = n; olmak iizere
t(n)) = Tseran (M) +20 Y. Bayo,Bpp; — (Bayp, )’ (3.4.54)
o;<Bj
olur. (3.4.53) ve (3.4.54) kullanilarak

k
M)+ T(m) > N+ Y Tsran () +20 Y (Bag)?
j=1 A<B

k
> M+ ) njc (3.4.55)
j=1

elde edilir. (3.4.49) ve (3.4.55) dan (3.4.44) esitsizligi elde edilir.
Lemma 3.2.1 veya Lemma 3.4.4 g6z Oniine alinacak olursa (3.4.44) esitsizliginin
esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi icin gerek yeter sartin M nin sekil

operatoriiniin (3.4.47) deki gibi verilmesi oldugu sonucuna varilir ve ispat tamamlanur.

]
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4. HALF-LIGHTLIKE ALTMANIFOLDLAR UZERINDE CHEN TiPI
ESITSIZLIKLER

Bu boliim ii¢ alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliim, diger alt boliimlerin
daha iyi anlagilabilmesi i¢in ve bir biitiinliik arz etmesi acgisindan half-lightlike altmani-
foldlar ile ilgili temel kavramlara ayrilmistir. Bu boliimde birinci alt boliim hari¢ diger alt

boliimler bu boliimiin orjinal kisimlaridir.
4.1 Half-lightlike altmanifoldlar
Bu kisimda half-lightlike altmanifoldlarla ilgili temel tanim ve kavramlara yer ver-

1lecektir.

Tamm 4.1.1. (M, 3), (n+3) boyutlu bir semi Riemann manifold ve M min (n+ 1)-boyutlu
bir altmanifoldu M olsun. Eger M nin radikal uzay1 Rad TM nin ranki 1 e esit ise M
altmanifolduna M nin bir half-lightlike altmanifoldu denir [32].

Tamm 4.1.2. M, (M,3) semi-Riemann manifoldunun (1 + 1)-boyutlu bir half-lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda &,,,;, ortogonal direkt toplam olmak lizere Rad T M nin
TM = Rad TM &, S(TM) (4.1.1)

olacak sekilde TM ye tamamlayani olan S(7M) uzayina M nin ekran distribusyonu denir

[32].

Tamm 4.1.3. M, (M, g) semi-Riemannian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike
altmanifoldu olsun. TM da S (TM) ye ortogonal tamamlayan olan S(7TM)* uzayim goz
oniine alalim. Bu durumda &,u € T(S(TM)") igin

g(&u)=0 ve g(u,u) #0 (4.1.2)

dir.S(TM)* uzayina M nin ek-ekran distribiisyonu denir [32]. Rad TM , TpML in 1

boyutlu bir alt demeti oldugundan Rad TM ye tamamlayan ve u tarafindan gerilen bir
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D distribiisyonu vardir. Bu D distribiisyonununa M nin ekran transversal demeti denir.

Boylece
S(TM)* = Do Dt (4.1.3)
olacak sekilde S(TM)* de D nin D+ tamamlayan1 vardur.

Tammm 4.1.4. M half-lightlike altmanifoldunun bir U koordinat komgulugu verilsin.
Rad M nin U iizerindeki bir & null Kesiti i¢in

g(N,u)=¢g(N,N)=0, g(N,§)=1 4.1.4)

olacak sekilde S(TM)* de D+ distribiisyonunun tek bir N null kesiti vardir. Boylece M

nin transversal uzay1 tr(TM)
tr(TM) = D S oy 1tr(TM) (4.1.5)

olarak yazilabilir. Burada /tr(TM), 1-boyutlu bir vektor demeti olup S(7M) ekran dis-
triblisyonuna gore M nin lightlike transversal demeti olarak adlandirilir [32].

Boylece
TM = S(TM) ®opn D Gory (Rad TM & 1tr(TM)) (4.1.6)
dir.

Tamm 4.1.5. M, (M, g) semi-Riemannian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike
altmanifoldu olsun. V ve V, sirastyla M ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyon ve
lineer koneksiyon olsun. I'(TM) den I'(S(TM)) ye tanimli bir P projeksiyonu verilsin.

Bu durumda her X,Y € I'(TM) i¢in Gauss ve Weingarten formulleri

VxY = VxY +B(X,Y)N+D(X,Y)u, (4.1.7)
VxN = —AnX +p1(X)N + p2(X)u, (4.1.8)
Vyu = —A,X +& (X)N+(X)u, (4.1.9)
VxPY = ViPY +C(X,PY)E, (4.1.10)
VxE = —AL(X) - p1(X)E @.1.11)
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ile verilir. Burada B ve D ye, sirasiyla, TM lizerinde, lightlike ikinci temel form ve ekran
ikinci temel form, C ye S(T M) iizerinde ekran ikinci temel form, Ay ve A, ya TM lizerinde

sekil operatorlert, AZ ye ise S(TM) iizerinde ekran sekil operatorii denir [33].

Tanmim 4.1.6. M, (M ,&) Lorenzian manifoldun bir half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu

durumda M nin ikinci temel formu £ ve ekran ikinci temel formu A*, sirasiyla,
h(X,Y)=BX,Y)N+D(X,Y)u, h*(X,Y)=C(X,PY)§ 4.1.12)
ile tamimlanir [23].

Onerme 4.1.1. M, (M ,&) Lorentzian manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu olsun.
Bu durumda B ve D S(TM) ekran distribiisyonunun se¢iminden bagimsizdir ve her X €

[(TM) igin
B(X,&) =0 ve D(X,§) =—¢&(X) (4.1.13)
dir [23].

Onerme 4.1.2. M, (1\71 ,&) Lorenzian manifoldun bir half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu
durumda M nin sekil operatorleri ile ikinci temel formlar: arasinda asagidaki bagintilar

vardir:

B(X,Y) = g(A{X.Y), (4.1.14)
C(X,PY) = g(ANX,PY), (4.1.15)
D(X,PY) = g(AJX,PY), (4.1.16)
DIX,Y) = g(AuX,PY)—&(X)n(Y). (4.1.17)

Buradan(Y) = g(N,Y) dir [23].

Tamm 4.1.7. M, (1\71 ,&) Lorenzian manifoldun bir half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu

durumda

B(X,Y)=D(X,Y) =0, VX,Y e [(TM) (4.1.18)
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ise M ye total geodezik altmanifold altmanifold ve
C(X,Y)=0, VX,Y eI(S(TM)) (4.1.19)

ise M ye S(TM)-total geodezik altmanifold denir. H; ve H, swrasiyla, ltr(TM) ve D

tizerinde diferensiyellenebilir fonksiyolar olmak iizere VX,Y € I'(TM) i¢in
B(X,Y)=H, g(X,Y) ve D(X,Y)=H, g(X.,Y) (4.1.20)

ise M ye total umbilik altmanifold denir. K, tr(TM) iizerinde bir diferensiyellenebilir

fonksiyon olmak iizere
C(X,Y)=Kg(X,Y), VX,Y e I'(S(TM)) (4.1.21)
ise M ye S(TM)-total umbiliktir altmanifold denir [23].

Ornek 4.1.1. R‘z1 de

1 1
2 1 2 4 1 2\2
X =—(x +x , X = —lo 1—|— X —X 4.1.22

ile tanimlanan bir M yiizeyi verilsin. Bu durumda

U = V214" =x2)20 + (1+ (x' —x$)?)093 +v2(x! —x?)0s,
Uy = V2(1+ (' =222+ (14 (x' —x2)2)03 — vV2(x! —x?)ay,
?; = 81+82+\/§a3,

u = 262 —xN+V2(x* — x4 (14 (x' —x?))0,4 (4.1.23)
olur. Burada Rad TM = Sp{&} ve S(TM) = Sp{U,,U,} dir. Ayrica
tr(TM) = Sp{N = —%al + %az + %a3} (4.1.24)

ve tr(TM) = Sp{u,N} dir. Boylece M, R} de bir half-lightlike altmanifold olur. Direkt

bir hesaplamayla

Vo Us = 2(1+(x' =222 —x1)d2 + V2(x> —x)d3 + 94}

ViU, =0, Vyx&=VyN=0, VX € I(TM) (4.1.25)
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elde edilir. X = X'€ + X2U, € T(TM) olmak iizere, Gauss-Weingarten formiilleri ku-

lanilirsa
B=0, A;::O, Ay =0, Vx£ =0,
D(X,E) =0, D(Uy,Us) =2 = H23(Us, U»)
elde edilir. Burada H, = —m diir. O halde M bir total umbilik half-lightlike
altmanifoldtur [23].
Ornek 4.1.2. R? de
M = {(t,t,u,v,0) : t,u,v € R} (4.1.26)

altmanifoldu verilsin. M, R? in total geodezik bir half-lightlike altmanifoldudur.

Gergekten de

ﬁ: (171301070)3 Ul = (0705 17070)1 UZ = (030507170)7

1
NZE(—I,LO,O,O), u=(0,0,0,0,1) (4.1.27)

olur. Buradan her i, j € 1,2 i¢in B(U;,U;) = D(U;,U;) = 0 ve D(E,&) = 0 oldugu goriiliir.
Boylece M total geodeziktir.

B ve D ikinci temel formlari, S(TM) ekran uzaymin se¢iminden bagimsiz
oldugundan p € M igin ortalama egrilik vektorii H(p) de ekran uzayin se¢ciminden

bagimsizdir.

Onerme 4.1.3. M, (1\71 ,&) Lorentzian manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu
{e1,...,en} T(S(TM)) nin bir ortonormal bazi olsun. Bu durumda M nin minimal ol-
mast icin gerek ve yeter sart

n

Uy = ZB(e,-,e,-) =0, p = iD(ei,ei) =0 ve €(§)=D(E,E) =0 (4.1.28)
i=1 i=1

olmasidir [23].
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Tamm 4.1.8. M, (M ,&) Lorentzian manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu olsun.
Eger her X € I'(TM) igin

€1(X)=D(X,§)=0 (4.1.29)
ise M ye irrasyonel half-lightlike altmanifold denir [34].

Onerme 4.1.4. M, (1\71 ,&) Lorentzian manifoldunun bir irrasyonel half-lightlike altmani-
foldu olsun. Bu durumda M nin minimal olmast icin gerek ve yeter sart

u =Y Bei,e)) =0, ve iy =Y D(ei,e;)) =0 (4.1.30)
i=1 i=1
olmasidir [23].

Tanmm 4.1.9. M, (M ,&) semi-Riemannian manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu
olsun. M nin sekil operatorii Ay ve lokal sekil operatorii AE olmak iizere M nin bir U

komsulugu iizerinde
AN:(pAE (4.1.31)

sartin1 saglayan sifirdan farkli bir @ fonksiyonu varsa M ye bir ekran lokal konformal half-
lightlike altmanifold denir. Burada @ sifirdan farkli bir sabit ise M ye bir ekran homotetik
half-lightlike altmanifold denir [35].

Onerme 4.1.5. M, (M ,&) semi-Riemannian manifoldunun bir ekran lokal konformal half-

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda her X,Y € T'(TM) icin
C(X,PY)=0¢B(X,Y) (4.1.32)
dir [35].

Onerme 4.1.6. M, (M ,&) Lorentzian manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu olsun.

M ve M nin Riemann egrilik tensorleri, sirasiyla, R ve R olmak iizere
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her X,Y,Z,U € T(TM) icin

S(R(X,Y)PZ,PW) = g(R(X,Y)PZ,PW)+B(X,PZ)C(Y,PW)
~B(Y,PZ)C(X,PW)+D(X,PZ)D(Y,PW)
—D(Y,PZ)D(X,PW), (4.1.33)
S(R(X,Y)PZ,E) = (VxB)(Y,PZ)—(VyB)(X,PZ)
+p1(X)B(Y,PZ) —p1(Y)B(X,PZ), (4.1.34)

§(§(X,Y)PZ,N) = g(R(X,Y)PZ,N)+p2(Y)D(X,PZ)

—p2(X)D(Y,PZ), (4.1.35)
gRX,Y)EN) = gRX,Y)EN)+pa(X)e(Y)
—p2(Y)e1(X) (4.1.36)

dir. Bu denklemelere M iizerinde Gauss-Codazzi tipi denklemler denir [36].

Onerme 4.1.7. M, (M ,&) Lorentzian manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu olsun.

Bu durumda

ROVEE) = Z (€,€)8,¢j) —&(R(E,E)E,N)
_ i Kl (4.1.37)
iR<072>(ei,ei) = 21{21 g(R(ej,e)eie;)} + Zn:lgf(R(&,e,-)ei,N) (4.1.38)
1= =1 j= =
dir [37].

(4.1.37) ve (4.1.38) esitlikleri kullanilarak

(p) = Z Kij+ ZK”””+K,N (4.1.39)
i,j=1 i=

seklinde bir t(p) skalart elde edilir. Eger M nin Ricci tipi tensorii simetrik ise T(p)

skalarina p € M noktasinin skalar egriligi denir. Burada i € {1,...,n} icin Kjy =

8(R(&,ei)e;i,N) dir [37].
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4.2 Half-lightlike altmanifoldlar iizerinde ekran Ricci egriligi ve ekran skalar

egriligi

Bu kisimda, bir Lorentzian manifoldun half-lightlike altmanifoldlar tizerinde ekran
Ricci egriligi ve ekran skalar egriligi tanitilarak, bu egrilikler yardimiyla half-lightlike

altmanifoldlarin nasil karakterize edildigi gosterilmistir.

Tamm 4.2.1. M, (M, g) Loretzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike altman-
ifoldu, {ey,...,en,&}, T(TM) nin bir baz1 ve {ey,...,e,}, T(S(TM)) nin bir ortonormal
bazi olsun. k < n igin (k+ 1)-boyutlu dejenere bir diizlem kesiti 7, ¢ = Sp{ei,...,ex, &}

ve k-boyutlu non-dejenere bir diizlem kesiti m; = Sp{ey, ..., ex} olmak iizere, sirasiyla,

k
Ricr, . (X) =RO2(X,X) = ¥ g(R(e;, X)X, e;) + Z(R(E, X)X, N) 4.2.1)
j=1
ve
k
Ricr,(X) =ROY(X,X) = ¥ g(R(e;, X)X, ;) (4.2.2)
j=1

egriliklerine X € I'(TM) dogrultusunda k-dejenere Ricci tipi tensirii ve k-Ricci tensorii
denir. Efer M nin kesit egriligi simetrik ise Ricr,,(X), k-dejenere Ricci egriligi ve

Ricy, (X), k-Ricci egriligi olarak adlandirilir.

Ayrica
k k i

e (P)= ), Kij+ ) K" +Kiv 4.2.3)

ij=1 i—1

ve
k

w(p)= Y Ki (4.2.4)

ij=1

egriliklerine, sirastyla, M nin p noktasindaki k-dejenere skalar egriligi ve k-skalar egriligi
denir.

k=2i¢inII; ¢ = Sp{e;,&}, 2-boyutlu bir diizlem kesiti olmak iizere

Ricnlﬁg(el) =Ky
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ve

L (p) = K[+ Ky

dir.
k=nise m, = Sp{ei,...,en} =T(S(TM)) olmak iizere
Ricg(rary(e1) = Ricr, (e1) Z Kij=Kip+...+Ki, (4.2.5)
ve
Tsarm)(P) = ,il Kij (4.2.6)
ij—

olur. Ricg(ry(e1) egriligine e; dogrultusunda ekran Ricci egriligi ve tsiry (p) ye p € M

noktasinda ekran skalar egriligi denir.

Onerme 4.2.1. M, (1\71 ,&) Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike alt-
manifoldu, {ey,...,e,,&}, T'(TM) nin bir bazi ve {ey,...,en}, T(S(TM)) nin bir ortonor-
mal bazi olsun. Bu durumda
n n
Tsrmy (P) = Tsera) (P) + ijZIBi,-Cj i—BiCji+ l-,zl DiD;; — (D;j)? 4.2.7)

dir. Burada i, j € {1,...,n} icin B;j = B(ej,e;), Cij = C(ej,e;) ve D;j = D(e;, e;) dir.

Onerme 4.2.2. M, (M,3) Loretzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike alt-
manifoldu, {ey,...,e,,&}, T(TM) nin bir bazi ve {e,...,ey}, T(S(TM)) nin bir ortonor-
mal bazi olsun. M nin ikinci temel formu B ve ekran ikinci temel formu C nin bilesenleri
arasinda asagidaki bagintilar vardur:

n

Z B;iCji = { Z ii+Cii)* — Y (Bij)* +(Cji)*} (4.2.8)
i,j=1 i,j=1 i,j=1

ve
) BiCjj = ZBU+C], ZB” ~(LCi% 4.2.9)
] J

dir.
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Teorem 4.2.1. M, (1\7[ ,&) Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike alt-
manifoldu olsun. Bu durumda

n

~ . 1
Tsirmy(P) < Ts(ran) (p) + np (i) + s + 1 Y (Bij—Cji)? (4.2.10)
ii=1

esitsizligi vardir.  (4.2.10) esitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmas icin gerek ve yeter sart ya M nin @ = —1 olacak sekilde bir ekran homotetik
half-lightlike altmanifold olmast ya da B ikinci temel formu TM iizerinde ve C, D ikici

temel formlart S(T M) iizerinde sifira esit olmasudur.

ispat. (4.2.7) ve (4.2.8) esitliklerinden
Tsrmy(p) = Tsarmy(p)+ Y, BjjCii— 5 Y (Bij+Ci)*— Y. (Bij)*+(Cji)
i,j=1 i,j=1 i,j=1

n
+ Y DuDjj— (Dy)?
ij=1

yazilabilir.
%(Bizj +Cj) = %(Bij +Cji)* + %(Bij —Cji)?
oldugundan
~ 1 &
Tsarmy(P) = Tsramy(p) +mun (izAn) — 1 ijz_,l(Bij +Cji)?
+% ijﬁ_‘,l(Bij —Ci)* s — i]i_l(Dij)z

elde edilir. Bu ise (4.2.10) esitsizliginin sagladigin1 gosterir.
(4.2.10) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi icin gerek

ve yeter sart her i, j € {1,...,n} i¢in
Dij =0 ve B,’j = —C,"

olmasidir. Bu ise M nin ya ¢ = —1 olacak sekilde bir ekran homotetik half-lightlike
altmanifold oldugunu veya B ikinci temel formu 7'M tizerinde ve C, D ikici temel formlari

S(TM) tizerinde sifira esit oldugunu gosterir. Il
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Sonug 4.2.1. M, M Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir half-lightlike altmani-

foldu olsun. Bu durumda

1

1 )y (Bij—Cji)* (4.2.11)

=1

Ts(Tm) (p) < %S(TM) (p) +nu (izZAy) + nz‘u% +

esitsizligi vardir.  (4.2.11) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ya M nin ¢ = —1 olacak sekilde bir ekran homotetik

half- lightlike altmanifold ya da M nin total geodezik olmasidir.

Teorem 4.2.2. M, (M,3) semi-Riemannian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir ekran kon-
formal half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denk-
tir:

i) S(TM) nin her bir integral altmanifoldu M de total geodeziktir;
ii) L, 1-boyutlu bir lightlike altmanifold, M’, S(T M) nin non-dejenere bir integral altman-

ifoldu olmak iizere M, M’ ve L min bir lightlike ¢carpim manifoldudur;
iii) B, M iizerinde sifirdir;

iv) M nin indirgenmis konneksiyonu V bir metrik konneksiyondur [33].

Sonug 4.2.2. M, (M,g) Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu ve @ # —1 olacak

sekilde bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

_ -1 2 n
Tsirany (P) < Tsrmy(P) + on’ut +n’us + (o—1) Y (Bij)? (4.2.12)
4 ij=1

esitsizligi vardir. (4.2.12) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin indirgenmis V konneksiyonunun bir metrik

konneksiyon olmasidir.

Teorem 4.2.3. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike alt-
manifoldu olsun. Bu durumda
n

. 1. ~ 1
Ts(rm) () < Ts(rm) (P) + EZZ(AN)z +nPs + 1 Y (Bij—Cji)? (4.2.13)
ii=1
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esitsizligi vardir. Burada
Bii+Ci ... Bip+Cin
Ay = ; : (4.2.14)
Bnl +Cnl ... By +Cnn
dir. (4.2.13) egitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast icin gerek

ve yeter sart uy = up = iz(Ay) = 0 olmasudur.

Ispat. (4.2.7), (4.2.8) ve (4.2.9) esitliklerinden

- (5

2
~ 1 &
Tsarm)(P) = Ts(rm) (P)+§ (Z Bii+ij> - (

i,j=1

-

1 n
7 Z Bij+Cji)? Ty ) (Bij—Cji)’
i,j=1 i,j=1
+ Z DiiDjj — (Dl'j)z (4.2.15)
ij=1

elde edilir. Bu ise (4.2.13) esitsizliginin saglandigin1 gosterir. (4.2.13) esitsizliginin
esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart her i, j €
{1,...,n} igin

= iz(Ay) =0, Bij=—Cj ve D;; =0 (4.2.16)

olmasidir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Sonug 4.2.3. M, (M,g) Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir irrasyonel half-

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

~ 1
Ts(rm)(P) < Tserm) () + EZZ(AN) + 13 + Z i —Cji)? (4.2.17)
1] 1

dir. Burada Ay (4.2.14) esitligi ile verilir. (4.2.17) esitsizliginin esitlik durumunun her

p € M noktasinda saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin minimal olmasidir.

Sonug 4.2.4. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (n -+ 1)-boyutlu bir irrasyonel ekran

homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

~ +1)? —1)? &
Ts(rm)(P) < Tsrm) (P) + %nzﬂ%ﬂwzﬂ% @ 1 ) Y (Bi))? (4.2.18)
ij=1
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dir. (4.2.18) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi igin gerek

ve yeter sart M nin minimal olmasidir.

Teorem 4.2.4. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike alt-

manifoldu olsun. Bu durumda

1, ~ 5 1,, I
1 (izAN) =

5 (iZAN)2

Tsarmy(P) < Tsrmy(p) +

+2 Y (Bij—Cpi)*+n(n— 1) (4.2.19)

1
4=

esitsizligi vardir. Burada Ay (4.2.14) egitligi ile verilir. (4.2.19) esitsizliginin esitlik
durumunun her p € M noktasinda saglanmasu icin gerek ve yeter sart her X € T'(S(TM))

icin nuy = —iz(An) ve up = D(X,X) olmasudur.

Ispat. (4.2.15) esitliginden ve Lemma 3.2.1 den

2 2 2
_ 1 n n n
Tsrm)(p) < TS(TM)(p)""E (Z Bii+ij> - (ZBii> - (chj>
i=1 =1

ij=1
1 ¢ 2, 1§ 2, .22
_E< Z Bii+ij) +Z Z (Bij—Cji) +nu5
i,j=1 i,j=1
1 n n
—Z(Zpﬁ)z— #Z (Dij)? (4.2.20)
i=1 i#j=1

yazilabilir. Bu ise (4.2.19) esitsizliginin saglandigin1 gosterir.
(4.2.19) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek
ve yeter gart
Bi1+Ci1=...=Bun+Cun, Di1="--= Dpy,
DijZO, l'7éj€ {1,...,}’1}
olmasidir. Bu ise nu; = —iz(An) ve pp = Dy oldugunu gosterir. Boylece ispat tamam-

lanir. OJ

Teorem 4.2.5. M, (M,3) semi-Riemannian manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu
olsun. M nin S(TM)*, M iizerinde konformal Kiling ise bu durumda bir & diferendiyel-

lenebilir fonksiyonu vardir oyleki her XY € TM icin

D(X,Y)=¢8g(X,Y) 4.2.21)
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dir [38].

Sonuc 4.2.5. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (1 + 1)-boyutlu bir half-lightlike alt-
manifoldu olsun. Bu durumda (4.2.19) esitsizliginin esitlik durumu her p € M noktasinda

saglaniyorsa S(TM)*, 8 = 1 olacak sekilde M iizerinde bir konformal Kilingdir.
4.3 Ekran konformal half-lightlike altmanifoldlar iizerinde Chen-tipi esitsizlikler

Bu boliimde, Lorentzian bir manifoldun ekran konformal half-lightlike altmanifold-

larimin ekran Ricci egriligi ve ekran skalar egriligini igeren bazi esitsizlikler verilecektir.

Onerme 4.3.1. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir ekran homotetik
half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

T (P) =Tsermy(P) + 9 Y, BiBjj— (Bij)*+ Y. DiDjj—(Dij)*>  (4.3.1)
ij=1 ij=1

dir.
Ispat. (4.1.32) ve (4.2.7) esitliklerinden 6nermenin ispat1 kolayca yapilabilir. O

Teorem 4.3.1. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir ekran homotetik
half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

a) ¢ > Oise

Tsra) (P) < Ts(rany(p) + Qn'ut +n’ii3 4.3.2)

esitsizligi vardir.  (4.3.2) egitsizliginin egsitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi icin gerek ve yeter sart S(TM) nin M de total geodezik ve her XY €
['(S(TM)) i¢in D(X,Y) = 0 olmasidr.

b) @ < Oise

n

Ts(rm)(P) = Ts(rm) (P) + Qn’u; +n’is — ) (Dyj)? (4.3.3)
i1

esitsizligi vardir.  (4.3.2) egitsizliginin egsitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi icin gerek ve yeter sart S(TM) ekran distribiisyonunun M de total geodezik

olmasidrr.
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Sonug 4.3.1. M, (M,g) Lorentzian manifoldunun (n -+ 1)-boyutlu bir irrasyonel ekran
homotetik half-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda

a) ¢ > Oise

sy (P) < Tsrmy (p) + on’ut + 0’5 (4.3.4)

esitsizligi vardir.  (4.3.4) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin total geodezik olmasidir.
b) ¢ < Oise
n
Tsran (P) = Tserany (P) + on’ui +nps — ijz_:I(Dij)z (4.3.5)
esitsizligi vardir.  (4.3.5) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart S(7M) ekran distribiisyonunun M nin total geodezik

olmasidir.
Uyarni 4.3.1. Bu boliimiin geriye kalan kisminda ¢ > 0 olarak alinacaktir.

Teorem 4.3.2. M, (1\71 ,&) Lorentzian manifoldunun @ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu

bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

sy (P) < Tsiran) (p) +n(n— 1) (Quf +113) (4.3.6)

esitsizligi vardir.  (4.3.6) egitsizliginin egsitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi icin gerek ve yeter sart S(TM) ekran distribiisyonunun M de total umbilik

olmasudrr.

Ispat. (4.3.1) esitliginden

Ts(Tm) (p) = %S(TM) (p)+ (pnz,u% —¢ ‘ Z (Bij)2 -0 Z(Bii)z

i£j=1 i=1
n n
' — Y, (Dij)* =Y (Di)? (4.3.7)
i#j=1 i=1

yazilabilir. (4.3.7) de Lemma 3.2.1 kullanilacak olursa (4.3.6) esitsizligi elde edilir.
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(4.3.6) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek
ve yeter sart i # j € {1,...,n} igin
By =--=Bu, Bij=0,
Dll —_ :Dnn, Dl_]:()

olmasidir. Bu ise S(TM) nin M de total geodezik oldugunu gosterir ve ispat tamamlanur.

]

Sonug 4.3.2. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (14 1)-boyutlu

bir irrasyonel ekran homotetik half-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda

Ts(rm)(P) < Tsrmy (p) +n(n—1) (Qui +15) (4.3.8)

esitsizligi vardir.  (4.3.8) esitsizliinin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin total umbilik olmasidir.

Teorem 4.3.3. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu

bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

N n+2 n
Tsrmy(P) < Tsermy (P) + E”+ 1§(pn2,u% * 2(n(p+ 1)

2
ﬁZi 1§<Pn2u% + z(n“’_’i (P —Dy,)? (4.3.9)

(B11 — B)?

esitsizligi vardir.  (4.3.9) egitsizliginin egsitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart
n n
m =7 (Bu+Bn), w=5(Dn+Dxn) (4.3.10)
ve heri# je{l,...,n} igcin
Bij=D;;=0 (4.3.11)

olmasidr.
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Ispat. Binom teoreminden

(Bi1 —Bxn)*+...+ (B — B, )2+(322—B33)2+ .+ (Bx —B,)?

+...4 (Bu—tn—1 — Bun) —nz i) —2 Y. BiBj (4.3.12)
1<i#j<n

yazilabilir. Lemma 3.4.2 in (a) sikkindan

n

1

Y (Bi) = ZBuBu +5 (B~ Bx)’ (43.13)

i=1 iz

elde edilir. Bununla beraber
1 n
n ZB”BJJ =i —— ) (Bir)? (4.3.14)
iz niZ

oldugundan (4.3.13) esitligi (4.3.14) de yerine yazilacak olursa

n 2
n 2
B —B 4.3.15
22, +1H1+2<n+1)( 11— B22) ( )
bulunur. Benzer sekilde
Zn (Di)* > ", ® (D11 — Dy)? (4.3.16)
~ i) —Z n+1'u2 2(n+1) 11 22 .

dir. (4.3.7) de (4.3.15) ve (4.3.16) esitlikleri kullanilirsa (4.3.9) esitsizligi elde edilir.
(4.3.9) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek
ve yeter sart (4.3.10) ve (4.3.11) esitliklerinin saglanmasidir. Bu ise teoremin ispatini

tamamlar. L]

Sonug 4.3.3. M, (M, 3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (14 1)-boyutlu
bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda her i # j € {1,...,n}

i¢cin
~ 7’13 n
sy (P) < Tsarmy (p) + m(w% - % (Bii—Bjj)?
3
n I D2
F %8 gy P D) (4.3.17)

esitsizligi vardir.  (4.3.17) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart S(TM) ekran distribiisyonunun M de total umbilik

olmasidir.
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Sonug 4.3.4. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu

bir irrasyonel ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda heri # j €

{1,...,n} igin
~ n+2 n
s (p) < TS(TM)(F)"’En +1§<Pn2u%+—2(n(p+l)(3ii—Bjj)2
(n+2) 5, on D)2
o 1) P 50y P D) (4.3.18)

esitsizligi vardir.  (4.3.18) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi gerek ve yeter sart M nin total umbilik olmasidir.

Teorem 4.3.4. M, c sabit egrilikli (M(c),g) semi-Riemannian uzay formunun @ > 0 ola-
cak gekilde (n+ 1)-boyutlu total umbilik bir ekran konformal half-lightlike altmanifoldu
olsun. Bu durumda

i) M nin Ricci tensorii simetriktir.

ii) M nin null kesit egriligi sifirdir [35].

Sonug 4.3.5. M, (M, 3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (1 + 1)-boyutlu
bir irrasyonel ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. (4.3.18) esitsizliginin
esitlik durumunun her p € M noktasinda saglaniyorsa

i) M nin Ricci tensorii simetriktir.

ii) M nin null kesit egriligi sifirdir.

Teorem 4.3.5. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu
bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu, ve p € M igin T,M nin 2-boyutlu bir non-

dejenere diizlem kesiti I1 = Sp{ey,e>} olsun. Bu durumda

B(nt)? = Z(Bii)2 ve nt3(ITH) = Z DD (4.3.19)
i=3 i,j=3
olmak iizere
~ ~ n*(n—2
Tsarmy(p) —TL) < Tgrary(p) — (1) +(P%,u%
+B(nt)? — n?3(ITH) (4.3.20)
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esitsizligi vardir.  (4.3.20) egitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmast igin gerek ve yeter sart yy =0, up = D11+ D2 ve M nin lokal sekil operatorii

Ag mn
By B2 0
By —By 0
A(\;:
0 0 0
olmasidrr.

Ispat. (4.3.1) esitliginde

n*(n—2 ~
O = t5rmy(p) — (Pﬁﬂ% —Ts(rm)(P)

n
—n*i5+ Y (Dyj)?
ij=1

yazilirsa

elde edilir. Boylece

i=1 i

(Zn:Bii)z =(n—1) (%Jr :(Bii)2+ f (Bij)2>

i#j=1
dir. Yukaridaki esitlikte Lemma 3.4.3 kullanilacak olursa
) ! ’
2B11Bn > —+ Y, (Bij)
i#j=1
elde edilir.

I1, T,M nin e; ve e; ortonormal vektorleri tarafinda gerilen bir alt diizlemi olsun. Bu
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durumda

2 2
() = (M) +¢ Y BiBjj—(Bij)*+ Y. DuDj;— (D))’

ij=1 i,j=1
n 2 2
> AM+3+9 Y Bij)>—¢ Y, (B’ + Y, DiDj;j—(Dij)?
i#j=1 i#j=1 ij=1
n n 2
> (M) +5+9 Y Bij))*—0Y.(Bi)>—¢ Y (Bij)*
ij=1 i=1 i j=1
2
+2Dy1 D2y — Z(Dij)z
i#j
_ n 2
> T(H)+8—(pZ(Bii)2+2D11D22—Z(D,-J-)Z
i=3 i)
- n*(n—2 ~ i
> T(H)+TS(TM)(p)_(PM:U%_TS(TM)Q’)_ Z DiiDj,

n—1 iy

n n
+ ), (D)~ ) (Ba)
i,j=3 i=3
dir. Bu ise (4.3.20) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.
(4.3.20) esitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek

ve yeter sart her i, j € {3,...,n} i¢in
Bij=D;j=0 ve Bi1+B»=B33=0 (4.3.21)
olmasidir. Boylece ispat tamamlanir. ]
Ispat1 Teorem 4.3.5 in ispatina benzer sekilde yapilabilecek asagidaki teorem ver-
ilebilir:

Teorem 4.3.6. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun @ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu
bir ekran homotetik half-lightlike altmanifold, p € M icin T,M nin 2-boyutlu bir non-
dejenere diizlem kesiti I1 = Span{ey,e2} olsun. Bu durumda

n n
D(nt)* =Y (Dii)* ve n*ui(IT") = Y B;Bj; (4.3.22)
i=3 i,j=3
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olmak iizere

_ _ 2(n—2
() () < Ty (p) T + 2
+D(nh)? — en?d (IT) (4.3.23)

esitsiligi vardir.  (4.3.23) egitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmast icin gerek ve yeter sart uy = B11 + Bas ve up = 0 olmasidr.

Sonug 4.3.6. M, (M, 3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu
bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu ve p € M noktasinda 7,M nin 2-boyutlu
bir non-dejenere diizlem kesiti [T = Span{ej,e;} olsun. Bu durumda (4.3.20) ve (4.3.23)
esitsizliklerinin esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter sart y; = up = 0 ol-

masidir.

Sonug 4.3.7. M, (M, 3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (1 + 1)-boyutlu
bir irrasyonel ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu ve p € M noktasinda 7,M nin
2-boyutlu bir non-dejenere diizlem kesiti IT = Span{e;,e>} olsun. Bu durumda (4.3.20)
ve (4.3.23) esitsizliklerinin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin

minimal olmasidir.

Ekran konformal half-lightlike altmanifoldlarin kesit egriligi simetrik oldugundan
bu tip altmanifoldlarin rg(7,y) ile gosterilen ekran skalar egriligi
1 & 1
rsaran(P) =}, Kij=3 ) Kij=5Tsra)(P). (4.3.24)
1<i<j<n ij=1

seklinde tanimlanabilir.

Onerme 4.3.2. M, (M, g) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu
bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M ikinci temel formu

B nin bilesenleri arasinda

4 1 1
Y (Bij)* = -’ +-(Bii—Bn—...—Bm)’
= 2 2
n
+ ZZ(BIJ)2_2 Z BiiBj; — (Bij)* (4.3.25)
j=2 2<i<j<n

bagntis1 vardur.
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Teorem 4.3.7. M, (M,3) Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu
bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda
(@)X € SH(TM) ={X € S(TM) : g(X,X) = 1} icin

1 L . ~
Z((P”Z.U%‘F”z#%) 2 6(RZCS(TM)(X)_RlcS(TM)(X)) (4.3.26)

esitsizligi vardur.
(b) X € SY(TM) olmak iizere (4.3.26) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmast icin

gerek ve yeter sart X vektdriine ortogonal olan her Y € T,M icin

B(X,Y)=D(X,Y)=0 ve B(X,X)= gm, D(X,X) = g,uz 4.3.27)

olmasidur.
(¢) Her X € S'(TM) icin (4.3.26) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmast icin gerek
ve yeter sart ya S(TM), M de total geodezik ya dan =2 ve S(TM) nin M de total umbilik

olmasidrr.

Ispat. (4.3.24) ve (4.3.25) esitliklerinden

1 ~ ¢
Z((Pnzlvl%'i‘nzu%) = r(p>_rS(TM)(p)+Z(Bll_---—Bnn>2
n
"HPZ(BU) -0 Z BzzB]]_(Bij)
1 R 5 2
"‘Z(Dll_ —Dyn) +Z(Dlj)
j=2
— Y DiDj;— (D) (4.3.28)
2<i<j<n

yazilabilir. Ayrica
¢ Y BiBj—(Bj)’+ Y DiDjj—(Dij*= Y (Kj—Ky) (4329

veE

Y, Kij = rsam(p)—Ricsran(er),

Z Kij = ?S(TM)(p)_E/icS(TM)(el) (4.3.30)
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dir. (4.3.28), (4.3.29) ve (4.3.30) esitliklerinden

1

1 . -~e
Z((pnz‘u% ‘le.“%) > (p(RlCS(TM)(el) —RZCS(TM) (e1)) (4.3.31)

olur. Boylece (4.3.31) da e yerine X € S!(TM) yazilacak olursa (4.3.26) esitsizligi elde
edilir.
X € SY(TM) olsun. (4.3.26) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek

ve yeter sart
Bip=---=Bip, =0 ve By =Bn+---+Bum
olmsidir. Boylece
nuy = Bii+ -+ By = 2B (4.3.32)
elde edilir. Benzer sekilde
nuy = D1+ -+ Dy, =2D1y (4.3.33)

dir. (4.3.32) ve (4.3.33) esitliklerinden (4.3.27) esitligine ulagilir.
Her X € S'(TM) igin (4.3.26) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek

ve yeter sart

B;j =0, i ],

2Bjij=Bj1+--+Bp,, i€{l,...,n} (4.3.34)
olmasidir. (4.3.34) den
n
2B11 = 2By = = 2By, = ZBIZ
i=1
olur. Boylece
n
(l’l — 2) ZB,‘,‘ =0

elde edilir. Ayrica, benzer sekilde



n n n
oldugu kolayca goriilebilir. Buradan ya Y} B;; = Y D;j=0yadan=2dir. } Bjj=
=1 i=1

i=1 i
n
Y D;i=0ise (4.3.34) esitliginden her i € {1,...,n} i¢in B;; = D;; = 0 elde edilir. Bu ise
i=1
(4.3.34) esitligi tekrar goz Ontine alinacak olursa her i, j € {1,...,n} i¢cin B;j = D;; =0
oldugunu yani S(TM) nin M de total geodezik oldugunu gosterir.

Diger taraftan n = 2 ise (4.3.34) esitliginden
2B11 =2By = Bj1 +B»

veE

2D11 =2D2 = D11+ Dy

olur. Buise S(TM) nin M de total umbilik oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanur.

]

Sonug 4.3.8. M, sabit ¢ egrilikli (M(c), g) Lorentzian uzay formunun @ > 0 olacak sekilde
(n+ 1)-boyutlu bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

X e S (TM)={X €S(TM): g(X,X) =1} olmak iizere

(a)

1 1
Z((pnz,u% +n’) > 6(RiCS(TM) (X)—(n—1)c) (4.3.35)

esitsizligi vardir.
(b) X € SY(TM) vektorii icin (4.3.35) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi icin
gerek ve yeter sart X vektoriine ortogonal olan her Y € T,M i¢in

B(X,Y)=D(X,Y)=0 ve B(X,X)= gul, D(X,X) = g,uz (4.3.36)

olmasidir.
(¢) Her X € S'(TM) igin (4.3.35) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi icin gerek
ve yeter sart ya S(TM) ekran distribiisyonu M de total geodezik ya da n =2 ve S(TM)

ekran distriblisyonunun M de total umbilik olmasidir.
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5. COISOTROPIK LIGHTLIKE ALTMANIFOLDLAR UZERINDE CHEN TiPi
ESITSIZLIKLER

Bu boliim ii¢ alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliim, diger alt boliimlerin
daha iyi anlasilabilmesi i¢in ve bir biitiinliik arz etmesi acisindan coisotropik lightlike
altmanifoldlar ile ilgili temel kavramlara ayrilmistir. Bu boliimde birinci alt boliim hari¢

diger alt boliimler bu boliimiin orjinal kisimlaridir.
5.1 Coisotropik Lightlike Altmanifoldlar

Bu kisimda coisotropik lightlike altmanifoldlarla ilgili temel tanim ve kavramlara

yer verilecektir.

Tanm 5.1.1. (M, 3), (n+4)-boyutlu, 2 indeksli bir semi-Riemannian manifold ve (M, )
nin (n+2)-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Eger M nin radikal uzay1 Rad T M nin ranki

2 ye esit ise M altmanifolduna M nin bir coisotropik altmanifoldu denir [33].
Tamim 5.1.2. M, (A7I§"+4) ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+-2)-boyutlu bir coisotropik

altmanifoldu olsun. Bu durumda &,,,;, ortogonal direkt toplam olmak lizere Rad T M nin
TM = Rad TM &, S(TM) (5.1.1)

olacak sekilde TM ye tamamlayani olan S(7M) uzayina M nin ekran distribusyonu denir

[33].

Tanim 5.1.3. M, (Mé"H) ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+2)-boyutlu bir coisotropik

altmanifoldu olsun. Bu durumda k,¢ € {1,2} i¢in

g &) =0 (5.1.2)

olacak sekilde &;,&; € T,M* vardir. Her X € T'(S(TM)) ve k # (¢ € {1,2} olmak iizere
Rad TM nin & ve &, gibi null vektorleri i¢in

8(Ni,X) = g(Ni,Ny) =0,  g(Ni, &) =1 (5.1.3)
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olacak sekilde N ve N, null vektorleri vardir. Ny ve N, tarafindan gerilen /tr(TM) vektor
demetine M nin S(TM) ekran distribiisyonuna gore lightlike transversal vektor demeti

denir [33]. Burada ltr(TM) vektor demeti 2-boyutludur. Boylece
TM = S(TM) @opp (Rad TM & 1tr(TM)) (5.1.4)
olarak yazilabilir.

Tanmm 5.1.4. M, (M, ) ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+2)-boyutlu bir coisotropik
altmanifoldu olsun. v ve V, sirasiyla, M ve M iizerindeki Levi-Civita ve lineer konek-
siyonlar, P ise I'(TM) den I'(S(TM)) ye bir projeksiyon olsun. Her X,Y € I'(TM) i¢in

Gauss ve Weingarten formulleri

_ 2
Vx¥ =VxY + Y DNX,Y)N, (5.1.5)
k=1
N 2
VxNe = —ANX + Y pre(X)Ne, (5.1.6)
=1
2
VxPY =ViPY + Y CH(X,PY)&, (5.1.7)
k=1
2
Vx& = —Ag X — Y pii(X)& (5.1.8)
(=1

dir [33]. Burada D' ve D?> ye TM iizerinde lightlike ikinci temel formlar C' ve C?
ye S(TM) iizerinde ekran ikinci temel formlar; Ay, ve Ay, ye TM iizerinde sekil op-

eratorleri; Ay ve A ye ise S(TM) tizerinde ekran ikinci temel formlar: denir [33].

Tamm 5.1.5. M, (M," vt , g:j semi-Riemann manifoldunun (n+2)-boyutlu bir coisotropik
altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin ikinci temel formu 4 ve ekran ikinci temel formu

h*, sirasiyla, her X,Y € TM igin

[\
[\

Z (X,Y)Ne ve h*(X,Y) = Z (X,PY)E

ile tanimlanir [23].

Onerme 5.1.1. M, (Mg"Jr4 ,8) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun.  Bu durumda D, S(TM) ekran distribiisyonunun
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seciminden bagimsizdir ve k # £ € {1,2} olmak iizere her X € T'(TM) i¢in
DX, &) =0 ve DN(X &) = —D'(X,&) (5.1.9)
dir [39].

Onerme 5.1.2. M, (M§n+4),§) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin sekil operatorleri ile ikinci temel

formlart arasinda k € {1,2} olmak iizere asagidaki bagintilar vardir:

DAX,Y) = g(A;X.Y), (5.1.10)
CK(X,PY) = g(AnX,PY) (5.1.11)
dir [39].
Ornek 5.1.1. R; de
x> =cosx', x* =sinx!, ¥ =2, (5.1.12)

ile taniml1 bir M yiizeyi verilsin. Bu durumda

E,,l =0, +85, &2 =09 — Sinxlag, +Cosxla4,

Uy = —sinx'9; + 03, Up =cosx'9; + 9 (5.1.13)

ve

1

N1:2

(=945}, No— %{_a1 _ sinx'93 +cosx'dy) (5.1.14)

olmak iizere S(TM) = Sp{&1,5,U1,Us} ve ltr(TM) = Sp{N;,N,} dir. Boylece
(M,g,S(TM)), R; in bir coisotropik altmanifoldudur [23].

Tanim 5.1.6. M, ( N§”+4) ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+ 2)-boyutlu bir coisotropik

altmanifoldu olsun. Eger her X € I'(TM) igin VxE € I'(TM) ise M ye bir irrasyonel
coisotropik lightlike altmanifold denir [34].
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Tamim 5.1.7. M, (M§"+4) ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+-2)-boyutlu bir coisotropik

altmanifoldu olsun. Eger her k, ¢ € {1,2} i¢in
DF(X,E) =0 (5.1.15)
ise M ye total geodezik altmanifold,
CK(X,Y) =0, VX,Y € T(S(TM)) (5.1.16)

ise M ye S(TM)-total geodezik altmanifold denir. Hy ve Hp, Itr(TM) iizerinde diferen-

siyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere
DF(X,Y)=H, g(X.Y) (5.1.17)

ise M ye total umbilik altmanifold; A, [tr(T M) iizerinde diferensiyellenebilir fonksiyolar

olmak tizere
C(X,Y) =M 8(X,Y) (5.1.18)
ise M ye S(TM)-total umbilik altmanifold denir [40].

Simdi

n

1 1
pi=—Y Dl(ejej) ve = .

n
Dze~e-
: ). D*(ejve))

j=1 J
olarak tamimlansin [23].
C. Bejan ve K. L. Duggal [24] tarafindan lightlike altmanifoldlar i¢in yapilan mini-

mallik tanim1 g6z Oniine alinarak asagidaki 6nerme elde edilir:

Onerme 5.1.3. M, (1\7I§n+4),§) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. {ey,...,e,}, T(S(TM)) nin bir ortonormal bazi olsun.

Bu durumda M nin minimal olmasi icin gerek ve yeter sart
u=uw=0 (5.1.19)

olmasidrr.
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Tamim 5.1.8. M, (MénJr4 ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+-2)-boyutlu bir coisotropik

altmanifoldu olsun. M nin gekil operatorleri Ay, ve lokal sekil operatorleri Agk arasinda
ke {1,2} igin
ANk = (pkAZk, (51 .20)

olacak sekilde M nin bir U komsulugu iizerinde sifirdan farkli ¢; fonksiyonu varsa M ye
bir ekran lokal konformal coisotropik altmanifold denir. Burada @y sifirdan farkli bir sabit

ise M ye bir ekran homotetik coisotropik altmanifold denir [41].

Onerme 5.1.4. M, (1\7I§n+4),§) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her X,Y € I'(TM) ve k € {1,2} i¢in

CK(X,PY) = D" (X,Y) (5.1.21)
dir [41].

Onerme 5.1.5. M, (M§n+4),§) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda M ve M nin Riemann egrilik tensorleri,

strastyla, R ve R olmak iizere her X,Y,Z,U € [(TM) igin

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ 22: D(X,Z)AnY — DN(Y,Z)AN X
k=1
+ i {VxD"(Y,Z) — VyD"(X,Z)} Ny
k=1
2 2
+ Y Y {pej(X)D(Y, Z) — pij(Y)D* (X, Z) }N;,(5.1.22)

j=1k=1

2
g(R(X,Y)PZ,PW) = g(R(X,Y)PZ,PW)+ Z ID*(X,PZ)C*(Y,PW)

—D¥(v,PZ)Cr(X, PW)] (5.1.23)
ZR(X,Y)ELN) = Z(R(X,Y)Ex,Ni)+ Z Nk(An,Y)D' (X &)

/=1
—Me(AnX)D" (Y, &), (5.1.24)

8(R(X,Y)&kNe) = Ck(YAEX)—Ck(X AgY) —2dpu(X,Y)

+Zpgk Pke(X) — pex(X)pre(Y) (5.1.25)
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dir. Bu denklemelere M iizerinde Gauss-Codazzi tipi denklemleri denir [40)].

Onerme 5.1.6. M, (1\7I§n+4),~) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin Ricci tipi tensorii R©2) olmak iizere

her XY e I'(TM) igin

n
Z ej, Yej

j:

R(Ex, X)Y,Ny) (5.1.26)

IIMN

dir [40].

(5.1.26) de iz alinirsa
Z K,]+Z ZK”“”+K{§V (5.1.27)
ij=1 i=1 k=
olacak gekilde bir T(p) skalari elde edilir. Eger M nin Ricci tipi tensorii simetrik ise t(p)
ye M nin p noktasindaki skalar egriligi denir [40]. Burada i € {1,...,n} ve k € {1,2} i¢in
KX, = g(R(&, ei)ei, Ny dir.

5.2 Coisotropik altmanifoldlar iizerinde ekran Ricci egriligi ve ekran skalar

egriligi
Bu kisimda coisotropik altmanifoldlar tizerinde ekran Ricci egriligi ve ekran skalar

egriligi tanitilarak ekran skalar egriliginin katildig1 bazi esitsizlikler kurulmustur.

Tanmm 5.2.1. M, (M, mi ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+2)-boyutlu bir coisotropik
altmanifoldu, {ey,...,e,,&1,E2}, T'(TM) nin bir baz1 ve {ey,...,e,}, ['(S(TM)) nin bir
ortonormal bazi olsun. k < n igin T e , = Sp{ey,...,ex—1,€1,&,}, (k+ 1)-boyutlu bir
dejenere diizlem kesiti ve Ty = Sp{ey, ...,ex} da k-boyutlu bir non-dejenere diizlem kesiti

olmak tizere

k 2
Ricnkél’z(X)— Z (ej, X Z RELX)X,Ny)  (5.2.1)
ve

k
Ricr, (X) =ROY(X,X) = ¥ g(R(e;, X)X, ¢}) (5.2.2)
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ile tanimli Ricﬂkélﬂ2 (X) ve Ricy,(X) tensorlerine, sirastyla, X € I'(TM) birim vektori
dogrultusunda k-dejenere Ricci tipi tensorii ve k-Ricci tipi tensorii denir.

Eger M nin kesit egriligi simetrik ise Ricy, (X) ve Ricy, (X) e, sirasiyla, X €
['(TM) birim vektorii dogrultusunda k-dejenere Ricéi egriligi ve k-Ricci egriligi denir.

Ayrica

Ty, (P Z Kij+ Z Z K+ (5.2.3)

i,j=1
ve

k

(p) =Y, Kij (5.2.4)
ij=1

egriliklerine p € M noktasinda k-dejenere skalar egriligi ve k-skalar egriligi denir.

k=nigint, = Sp{ey,....,en} =T(S(TM)) olmak iizere

RicS(TM)(el) Ricy, (e1) ZKU =Kip+...+Kip (5.2.5)
j=1
ve
n
Ts(rm)(P) = Z Ki; (5.2.6)
i=1

dir. Bu durumda Ricgry(er) egrilifine e dogrultusunda ekran Ricci egriligi ve

Ts(TM) (p) ye ise p € M noktasinda ekran skalar egriligi denir.

Onerme 5.2.1. M, (Mg"Jr4 ,8) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu, {ei,...,e;,&1,82}, T(TM) nin bir bazi ve {ey,...,en},

['(S(TM)) nin bir ortonormal bazi olsun. Bu durumda
2 k ~k k ~k
Ts(rm) (P) = TS m) Z Z D;,Cj; — DiiCj; (5.2.7)
k=1i,j=1

dir. Burada i, j € {1,...,n} ve k € {1,2} icin ij = D (e;,ej) ve Cf‘j = Ck(e;,e}) dir.

Onerme 5.2.2. M, (1\71§”+4),§) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu, {ei,...,e;,&1,82}, T(TM) nin bir bazi ve {ey,...,en},
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[(S(TM)) nin bir ortonormal bazi olsun. Bu durumda M nin ikinci temel formlart D
ve ekran ikinci temel formlart C* nin bilegenleri arasinda
n
Z DiCh = —{ Z (Df;+Ch)? -X (Dfj)* + (C5)*} (5.2.8)

i,j=1 i,j=1 i,j=1
ve

n
Z DjiCt; ——{ Z D +Ch)? ZD — (Y. )y (5.2.9)
i,j=1 i,j=1 j=1
bagintilar: vardr.

Teorem 5.2.1. M, (1\7I§"+4),~) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda
a)
B 2 12 =n

Tsr) (1) = Tsran (p) +n (i) + 3 ) Zl<Di§-—C§,->2 (5.2.10)
esitsizligi vardir.  (5.2.10) egitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart her k € {1,2} icin ya M nin @ = —1 olacak sekilde
bir ekran homotetik altmanifold ya da D* nin S (TM) de sifira esit olmasudur.
b)

-lkl»—‘

2 n
Ts(T™m) (p) Z;ES(TM )+n Z,Uk iZAN,) — Z Z Dk +Ck (5.2.11)

esitsizligi saglamir.  (5.2.11) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi icin gerek ve yeter sart her k € {1,2} icin ya M nin @ = —1 olacak sekilde
bir ekran homotetik altmanifold ya da D* min S(TM ) de stfira egit olmasidur.

¢) (5.2.10) ve (5.2.11) egitsizliklerinin egitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmast icin gerek ve yeter sart her k € {1,2} icin D* mn S(TM) de sifira esit ol-

masidur.

Ispat. (5.2.7) ve (5.2.8) esitliklerinden

2 n
Tsarm)(P) = Tsm( Z Z Dﬁcfj Z{ Z ij+C§i)2}

k=1 i, j=1
y f (D)2 + (C)?

k=1i,j=1

_I_

| =
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yazilabilir. Burada

1 k \2 1 k \2 1 k k \2 1 k k \2
E(Dij) +§<Cji) Z(Dij+cﬂ) +Z(Dij_cjl)
oldugundan
_ 2 1 2 n ' 2
TS(TM)(p) - TS(TM)(p)+n]<ZI#k(lZANk)_ZI;I-Z](DlJ+CJl)
= =1i,j=
1 2, & k k \2
+Z Z Z (Dlj le)
k=1i,j=1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Sonuc 5.2.1. M, (M/én%) ,g) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir irrasyonel
coisotropik altmanifoldu olsun. (5.2.10) ve (5.2.11) esitsizliklerinin esitlik durumunun

her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin total geodezik olmasidir.

Teorem 5.2.2. M, m ek-boyutlu bir (M (nt ,g’) semi-Riemann manifoldunun (n+ 2)-
boyutlu bir coisotropik altmanifoldu olsun. M total geodezik ise M bir Einstein mani-

foldudur [39].
Sonug 5.2.1 ve Teorem 5.2.2 den asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 5.2.2. M, ¢ egrilikli (Mé"H) (¢),g) semi-Riemann uzay formunun (n+ 2)-boyutlu

bir irrasyonel coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

a)
2 1 2 n
Tsran (p) < n(n—1) c—l—nz,uk izAN,) + r$ Z Z (5.2.12)
esitsizligi saglanir.
b)
2 2 n
) 1
Tsran (p) Z n(n—Ve+n Y, mlizAn) =73, ) (DE;+Ck)? (5.2.13)
k=1 k=1i,j=1

esitsizligi saglanir.
¢) (5.2.10) ve (5.2.11) esitsizliklerinin esitlik durumu her p € M noktasinda saglaniyorsa

M bir Einstein manifoldudur.
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Teorem 5.2.3. M, (M, ),g) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

_ 1 2 . 1 2 n
Ts(rm)(P) < Tserm) (P) + 3 ) iz(An,)? + 2 Y Y (foj - Cﬁ-)2 (5.2.14)
k=1 k=1i,j=1
dir. Burada her k € {1,2} icin
AN, = : : (5.2.15)
Dy +Cy ... Dy, +Cp,

dir. (5.2.14) egitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast icin gerek

ve yeter sart M nin minimal olmasidir.

Ispat. (5.2.7), (5.2.8) ve (5.2.9) esitliklerinden

12
Tsarmy(p) = TS(TM)(P)+§ Z(

| & ¢ SV 2 k k2
__Z(ZC]J) __Z Z (DU—I—CJ,)
280 4=
=1 j= k=1i,j=1
1 2 n
+1) X (D =) (5.2.16)
k=1i,j=1

yazilabilir. Bu ise (5.2.14) esitsizliinin saglandigini gosterir.
(5.2.14) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast i¢in gerek
ve yeter sart
= =0 (5.2.17)

olmasidir. Bu ise M nin minimal oldugunu gosterir. [

Teorem 5.2.4. M, (M§n+4),§) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

k=1 k=1
—1n222: 2+122: Z (DX, — k)2 (5.2.18)
5 My 4 ij ji -
k=1 k=1i,j=1
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esitsizligi saglamr.  (5.2.18) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmast igin gerek ve yeter sart her k € {1,2} icin nu, = —iz(Ay, ) olmasidir.

Ispat. (5.2.16) ve Lemma 3.2.1 den

12
Tsrmy(P) < TS(TM)(p)_{—EZ.

k=1 i, j=1 k=1 i=1
1 2 k \2 1 2 k kN2
—5 Y. (Y i) - in Y () Di+Cp)
k=1 j=1 k=1 i=1
1 2 < k k \2 1 2, & k k \2
_Z Z Z (Dij+cjz) +Z Z Z (Dij C]l)
k=1i#j=1 k=1i,j=1

yazilabilir. Bu ise (5.2.18) esitsizliinin sagladigin1 gosterir.
(5.2.18) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast i¢in gerek

ve yeter sart her k € {1,2} ve heri # j € {1,...,n} i¢in

Di,+Cf, =...=D},+Cp,,
k
=—C};
olmasidir. Buradan nuy, = —iz(Ay, ) sonucuna ulasilir ve ispat tamamlanir. [l

Sonucg 5.2.3. M, (M, m{ ,&) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir ekran ho-

motetik coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda
n
Tsarmy(P) < 1 Y (pe+1)
2
Z o —1)? Z (D) (5.2.19)

esitsizligi saglanmir. (5.2.19) esitsizliinin esitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi igin gerek ve yeter sart her X € T'(S(TM)) ve her k € {1,2} igin y = D¥(X,X)

olmasidir.
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5.3 2-indeksli bir Semi-Riemann manifoldun coisotropik altmanifoldlari iizerinde

egrilik invaryantlari

Bu kisimda 2-indeksli bir Semi-Riemann manifoldun coisotropik altmanifoldlari

tizerinde egrilik invaryantlar1 ve S(ny,...,n;) uzay: tanitilacaktir.

Tanmm 5.3.1. n > 2 ve k > 0 tamsayist i¢in S (n,k), n; < n, nj>2,j=1,....kven +
-++ 4+ ng < n olmak iizere biitiin (ny,...,n;) k-nokta ciftlerinden olusan sonlu bir kiime
ve S (n) de k > 0 olmak iizere biitiin S (n,k) kiimelerinin bilesimi olsun.  7p,...,T,,,
boy Ty, =nj, (j=1,...,k) her (ny,...,n) € S(n, k) k-list igin T, M nin alt uzaylari olmak
lizere

S(ni,...,m)(p) =inf{t(IL,,) +---+1(I1y)},
S(nl,...,nk)(p) =sup{t(Ily,)+---+7(I1, )}

seklinde tanimlansin. Bu durumda egrilik invaryantlari
8(n1,...,m)(p) = op) = S(ny,....m) (p),

S(nl,...,nk)(p) =1(p) —S(nl,...,nk)(p)

ile tanimlanur.
M, (1\7I§”+4) ,&) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir coisotropik altman-
ifoldu olsun. S(ny,...,nx) = 8(ny,...,n;) ise (M,g,S(TM)) coisotropik lightlike atman-

ifolduna S(TM) ye gore S(ny,...,n;) uzay: denir.

Teorem 5.3.1. M, (M§n+4),§) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. M bir S(n) uzayt ise M nin skalar egriligi sabittir. Ek
olarak,

i) n =2 ise M nin skalar egriligi sifira esittir.

ii) n =3 ise M nin ekran skalar egriligi sifira egittir.
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Ispat. {e1,...,en,&1,E2}, T(TM) nin bir bazi ve {ey,...,e,}, [(S(TM)) nin bir ortonor-

mal bazi olsun. 7,M nin n-boyutlu diizlem kesitleri

&) = Splez,en&i}, My 1(&) =Sples,....enEal,

7‘271(5.»1) = Sp{elw"?en*l’gl}v anI(QZ):Sp{e17---;en71a&2}7

n, = Spiei,...,en}

ile verilsin. (5.2.3) ve (5.2.4) esitliklerinden

null
T g0 (P) = ZKWZ B KR

i,j=2

Ty g (P) = ZKﬁZ K + K

i,j=1

T, (P) = ZKUZTS(TM)(P)
ij=1

yazilabilir. Eger M bir S(n) uzayi ise yukaridaki esitliklerden i € {1,...,n} i¢in

null null
K,gf +K§1 Kg'; +K§2 (5.3.1)

elde edilir.

Simdi, p € M i¢in T,M nin n-boyutlu alt diizlem kesitleri

ﬂ2£1(é1>é2 SP{€1; € 6]7 emE,tl?E.:Z}

olarak verilsin. Bu durumda direkt bir hesaplama ile

(I’l— Z Klj+ i g null - n(nz_ 1)C

i,j=1

olur. Boylece

2 4n—6
=T 632

elde edilir. Bu ise M nin skalar egriliginin sabit oldugunu gosterir.
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n=2ve T,M nin bir baz1 {ey,e3,&;, &, } olsun. Eger M bir S(2) uzay1 ise bu durumda

= Kip+Ky =c,

(p)

Ty (p) = Ky Ky =
(p) = Ki"é‘,fl+K1gk
(p)

=0

olur. Burada ¢ = 0 oldugundan M nin skalar egriligi sifirdir.
n =3 ve T,M nin bir baz1 {e|,es,e3,E1,E,} olsun. Eger M bir S(3) uzay: ise k €
{1,2} ve birbirinden farkli i, j, ¢ € {1,2,3} i¢in

)}

k=1i

Mw

1 ”g;”+ o =3c (5.3.3)

ve
ey (P) = Kij+Kji+ Z Kl + K = (5.3.4)
olur. (5.3.3) ve (5.3.4) esitlikler kullanilirsa
Kij+K;i=0 (5.3.5)
olur. Bu ise Tg(7ay) (p) = 0 oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanur. [

Sonug 5.3.1. M, (Rz,gf) semi-Oklidyen uzayin 5-boyutlu bir ekran homotetik coisotropik
altmanifoldu olsun. Eger M bir S(3) uzay1 ise

2
Y Qi > 0. (5.3.6)
k=1

dir. (5.3.6) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek

ve yeter sart S(TM) nin M de total geodezik olmasidir.

Ispat. (5.1.23) ve (5.3.5) den

Z(pk Z DDk, — (Df;)* =0 (5.3.7)
= i,j=1
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elde edilir. Bu ise (5.3.6) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.
(5.3.6) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmast i¢in gerek
ve yeter sart her i,j € {1,2,3} ve her k € {1,2} i¢in Di-‘j = 0 olmasidir. Boylece S(TM),

M de total geodezik olur ve ispat tamamlanir. [

n+4)

Teorem 5.3.2. M, (M( ,@ semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. Eger M bir S(n+ 1) uzayi ise M ekran skalar egriligi

stfir olan 4-boyutlu bir coisotropik altmanifoldtur.

Ispat. {e1,...,e,,E1,E ), [(TM) nin bir baz1 ve {ey, ...,e, }, T(S(TM)) nin bir ortonor-

mal bazi olsun. 7,M nin (n+ 1)-boyutlu diizlem kesitleri

TCn(E_,l) = Sp{elv"'ﬂemgl}v Tcn(?;Z):Sp{el?'”?env&Z}?
Tc}z(&hgﬂ) = Sp{627"'aemgla&ﬂ}?“'7752(5:17&2):Sp{elw"ven*lv&l?gﬂ}

ile verilsin. M bir S(n+ 1) uzay1 ise

null N
Tnn((:k)(p> = Zl Kz] + ZK +Ki<‘:}k =,
7.]
Tﬁ%(ihiz)(p) - ZzKll + Z Z null =6
7.]
2 n—1 ll
Tnie.6) (P) = ”2‘41 Kij +l; ; K, IE_,k ¢
dir. Buradan
< null _ null
l,_ZIKi&I +Kg, = ;Kzaz + K, (5.3.8)
T(p) + Ts(rm) () = 2¢ (5.3.9)
ve
(n=2) T (P)+(n—1) Y. Y K"+ K = ne (5.3.10)
k=1i=1
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elde edilir. Bu durumda

n+2 2—n
(p) = , tS(TM)(p)—( p ) (5.3.11)
ve
2 n 4
Y Yy 4k = (5.3.12)
k=1i=1

olur. Ayrica

2
Up) Ty e (P) = Y K& +KL,,
=1

null

T(p)_TﬂZ(§17§2)(p> - Z ”ék

yazilabilir. Boylece

Z K+ K Z Kl + K =2c (5.3.13)
olur. (5.3.11), (5.3.12) ve (5.3.13) esitliklerinden n = 2 ve Tg(rp)(p) = 0 oldugu goriiliir
ve ispat tamamlanr. O

5.4 Ekran homotetik coisotropik altmanifoldlar iizerinde Chen-tipi esitsizlikler

Bu kisimda ekran homotetik coisotropik altmanifoldlarin ekran Ricci egriligi ve
ekran skalar egriliginin katildi81 ¢esitli esitsizlikler kurulacaktir. Ayrica bu esitsizliklerin

esitlik durumlar incelenecektir.

Onerme 5.4.1. M, (M§n+4),§) semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir ekran

homotetik coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

Ts(rm) (P) = Ts(ra) (P) + Z 0% Z DﬁD’;] ) (5.4.1)
i,j=1

dir.

98



Ispat. (5.1.21) ve (5.2.7) esitliklerinden dnermenin ispat1 agiktir. O

Teorem 5.4.1. M, (M§"+4) ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+ 2)-boyutlu bir ekran ho-
motetik coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

a) Her k= {1,2} icin ¢ > 0 ise

2
Ts(rm) (P) < Tsrm) (P) +n? Z Qi (5.4.2)
k=1

esitsizligi vardir.  (5.4.2) egitsizliginin egsitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmast icin gerek ve yeter sart S(TM) nin M de total geodezik olmasidur.
b) Her k= {1,2} icin ¢ <0 ise
= 2 2 2
Tsarmy(P) = Tsrany(P) +17 Y Qi (5.4.3)
k=1
esitsizligi saglamr.  (5.4.3) egitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi icin gerek ve yeter sart S(TM) nin M de total geodezik olmasidur.
c) 91 >0ve @ <0ise
Cl)
~ 2 - R v 242
Toran) (P) < Tsirany(P) +1° Y, outy — Y, 02(D7) (5.4.4)
k=1 i,j=1
esitsizligi vardir.  (5.4.4) egitsizliginin egsitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi icin gerek ve yeter sart D' in S(TM) de sifira esit olmasidur.
Cz)
~ > 22 v 152
Tsarmy () = Tsrany(P) + Y, @en’ui — ) ¢1(D;;) (5.4.5)
k=1 i,j=1

esitsizligi saglamr.  (5.4.5) egitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart D* nin S(TM ) de stfira egit olmasidur.

Teorem 5.4.2. M, (M, ) ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+ 2)-boyutlu bir ekran ho-
motetik coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

a) Her k= {1,2} icin ¢ > 0 ise

2
Ts(TM) (p) < ;Es(TM) +n(n—1) Z k,u,% (5.4.6)
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esitsizligi vardir.  (5.4.6) egitsizliginin egsitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin total umbilik olmasidtr.

b) Her k= {1,2} icin ¢ <0 ise

n

2 2
Toiran) (P) < Tserany (p) +n(n—1) Y Pl — Y o ) (Df-‘j)2 (5.4.7)
k=1 k=1 itj=1

esitsizligi vardir.  (5.4.7) egitsizliginin egsitlik durumunun her p € M noktasinda
saglanmasi icin gerek ve yeter sart her X € T'(S(TM)) birim vektorii ve k = {1,2} icin
e = DX(X, X) olmasidur.

c) 91 >0ve @ <0ise

n

2
Tsarmy () < Tsran(p) +n(n—1) Y Okl — P2 Y (D%j)z (5.4.8)
k=1 i1

esitsizligi saglamr.  (5.4.8) egitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart her X,Y € T'(S(TM)) i¢in
D'(X,Y)=A\g(X,Y) (5.4.9)
olmasudrr.

Ispat. (5.4.1) esitliginden

2 2 n
Tsarmy(P) = Tsarm)(P) +n? Z Ol — Z 0 Z (ij)z
k=1 k=1 itj=1

_ 22: o i(l)g)z (5.4.10)
k=1 =1
yazilabilir. Her k = {1,2} i¢in @ > 0 ise (5.4.10) de Lemma 3.2.1 kullanilacak olursa
(5.4.8) esitsizligi elde elde edilir.
(5.4.6) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek

ve yeter sart i # j € {1,...,n} igin
Dk D\ D 0
=" ij =

olmasidir. Bu ise M nin total umbilik oldugunu gosterir. O halde teoremin (a) sikki
ispatlanmis olur.

Teoremin (b) ve (c¢) siklarinin ispat1 benzer sekilde yapilabilir. O
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Teorem 5.4.3. M, (MénH) (c),g) semi-Riemann uzay formunun bir hemen hemen total

umbilik coisotropik altmanifoldu olsun. Eger S(TM) total geodezik ise bu durumda ¢ =0
dir [40].

Sonucg 5.4.1. M, (M§n+4) (¢),g) semi-Riemann uzay formunun (n + 2)-boyutlu bir ekran
homotetik coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda (5.4.2) ve (5.4.6) esitsizliklerinin
esitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ = 0 ol-

masidir.

Teorem 5.4.4. M, (M§n+4) ,&) semi-Riemann manifoldunun (n+2)-boyutlu ¢y > 0 olacak
sekilde bir ekran homotetik coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her k € {1,2}

n
fin DA(n1)? = £, (D4)? olmak izere

n*(n—2)

2
+ 1> Z (Pk.ul%
k=1

2 n
1<kak<nL)2 —kzlmk .ZI(D@)Z (5.4.11)
= [,J:

st () ~01) < Fru(p) 200+ (
2
+
h—
esitsizligi vardir.  (5.4.11) egitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi icin gerek ve yeter sart M nin minimal ve M nin lokal sekil operatorii AEk

n
Dk, Dk, ... 0
. Ds, -DfY ... 0 sal
& . . (5.4.12)
0 0 0
seklinde olmasidtr.
Ispat. (5.4.1) esitliginde
2 n
n“(n—2 ~
o = TS(TM)(p)_(Pl%l):u%_(P2”2,U%_TS(TM)(17)+(P2 Z (Dzzj>2

=1

yazilirsa

2 n
31 =@ <nn_ 1#% - (Dilj)2>

ij=1
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elde edilir. Boylece

(LD =) (%iw;)% y <D},>2>
i=1

i#j=1
olur. Yukaridaki esitlikte Lemma 3.4.3 kullanilacak olursa
)
2D} DY, > "Lt Y (D})?
bi#j=1
bulunur. Benzer sekilde (5.4.1) esitliginde
2
n“(n—?2
& = Tyrm(p)— <P2¥M% — @n*ui

~Tsermy(P) + 91 Y, (D}))°
i,j=1
yazilirsa
8 n
2D} D%, > 2 + Y (D7)
i#j=1
elde edilir. II, 7,M nin e; ve e, ortonormal vektorleri tarafinda gerilen bir alt diizlemi

olmak lizere

() = I+ Z(Pk Z DiDj;— (DY)
= i,j=1
N n 2 2
> T(H)+51+52+Z(Pk Y, DF) =Y o Y (D)
k=1 iAj=1 k=1 iAj=1
2 n 2 n
> M +8+8+ Y o Y, (D5 =Y o Y (Df)?
k=1 =1 k=1 =l
2 k2
_Z(pk Z (Dlj)
k=1 itj=1
_ 2 n
> T+ +8— Y o Y (Dy)
k=1 =3

dir. Bu ise (5.4.11) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.
(5.4.11) esitsizliginin egitlik durumunun her p € M noktasinda saglanmasi i¢in gerek

ve yeter kosul her k € {1,2} ve heri,j € {3,...,n} i¢in

k
Dij _07
Dk +Dk, =Dk =0 (5.4.13)
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olmasidir. Bu ise M nin minimal oldugunu ve M nin lokal sekil operatorii Azk m (5.4.12)

esitligi ile verilebilecegini gosterir. O]

Sonug 5.4.2. M, (R4, g) semi-Oklidyen uzayimin (n+2)-boyutlu ¢; > 0 olacak sekilde
bir ekran homotetik coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her k € {1,2} i¢in

n
Dr(nh)? = X (D%)? olmak iizere

1=

*(n—2)

2 2
Tsran (p) —o(1) — Y. oD (nh)? < (” + 1) Y ous (5.4.14)
k=1 k=1

n—1
esitsizligi vardir.  (5.4.14) esitsizliginin esitlik durumunun her p € M noktasinda

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart S(7'M) nin total geodezik olmasidir.

Sonug¢ 5.4.3. M, (Rg+4, ) semi-Oklidyen uzayinin (n+2)-boyutlu ¢; > 0 olacak sekilde

bir ekran homotetik coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her k € {1,2} icin
n

D¥(nh)? = ¥ (DK)? olmak iizere

i=3

2 n*(n—2) 2
Tseran (p) =T —@ Y. D(nh)* < (— + 1) Y o (5.4.15)
k=1 k=1

n—1

esitsizligi varsa M minimal olan bir immersiyona katilmaz.

Ekran konformal coisotrpik altmanifoldlarin kesit egriligi simetrik oldugundan bu

altmanifoldlarin ekran skalar egriligi rg 7y ile gosterilir ve

1 & 1
rsaemy(p)= ), Kij= 3 Y kij= 5 %) (P) (5.4.16)

1<i<j<n ij=1

ile tanimlanir.

Onerme 5.4.2. M, (Rg+4,g) semi-Oklidyen uzaymmin (n + 2)-boyutlu ¢ > 0 olacak

sekilde bir ekran homotetik coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her k € {1,2}

icin
< 2 155 1 2
Z (Blj) = En M +§(BII_BZZ_---_Bnn)
i,j=1
n
+2Z(Blj)2_2 Z BiBj; — (Bij)* (5.4.17)
Jj=2 2<i<j<n
dir.
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Teorem 5.4.5. M, (Ry ™, 3) semi-Oklidyen uzaymmn (n+2)-boyutlu ¢y > 0 olacak sekilde
ekran homotetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. X € S'(TM) = {X € S(TM) :
g(X,X) = 1} olmak iizere

(a)

2

1 —
Y oy > 6(RicS(TM)(X)—RicS(TM)(X)) (5.4.18)
k=1

FN-

esitsizligi vardir.
(b) X € SY(TM) olmak iizere (5.4.18) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmast icin

gerek ve yeter sart X e ortogonal olan her Y € T,M ve k € {1,2} icin

" (5.4.19)

DF(X,Y)=0 ve D"(X,X) = 5

olmasidir.
(c) Her X € SY(TM) olmak iizere (5.4.18) esitsizliginin egitlik durumunun saglanmas
icin gerek ve yeter sart ya S(TM) nin M de total geodezik ya da n =2 ve M nin total

umbilik olmasidir.

Ispat. (5.4.16) ve (5.4.17) esitliklerinden

1 & _
ZZ iy = r(p) —Fsran (p) + — Z(Pk D, —...—D},)?
=1 4=
2 n 2
+Y o Y (D Z Y DiDh—(Df)* (5.4.20)
k=1 j=2 k=1 2<i<j<n

Yoo ¥ Diphi—(Df)*= Y (Kj—Kiy) (5.421)

k=1 2<i<j<n 2<i<j<n

ve

Y Kij = rsam(p)—Ricgran(er),

Y Ky = ’FS(TM)(p)_Ele(TM)(el) (5.4.22)
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dir. (5.4.20), (5.4.21) ve (5.4.22) esitliklerinden

2 —_
Z (pknzy% > RiCS(TM) (e1) — RiCS(TM) (e1) (5.4.23)
k=1

A

elde edilir. Son ifadede e; yerine X € S'(TM) yazilacak olursa (5.4.18) esitsizligi elde
edilir.
X € SY(TM) olmak iizere (5.4.18) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi igin

gerek ve yeter sart k € {1,2} i¢in
Dy = =D}, =0 ve D, =D, +---+Df, (5.4.24)
olmasidir. Boylece
nuy =D}, +---+D}, =2D}, (5.4.25)
olur. Benzer sekilde
nuy = D}y +---+ D2, = 2D7, (5.4.26)

dir. (5.4.25) ve (5.4.26) esitliklerinden (5.4.19) elde edilir.
her X € S'(TM) olmak iizere (5.4.18) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi

icin gerek ve yeter sart k € {1,2} i¢in

D=0, i#],

20K =Dk +-- Dk, ie{l,....n} veke{1,2} (5.4.27)
olmasidir. (5.4.27) den
k k kN ok
2Dy, =2D%5) =---=2D, =Y Dj
i=1

elde edilir ki bu
n
(n—2)Y D=0
i=1

n n n n

oldugunu gosterir. Buradan ya ), Dl-ll- =Y Dl-zl. =0yadan=2dir. } Dl-ll- =Y Dizl. =0
i=1 i=1 i=1 i=1

ise (5.4.27) esitliginden her i € {1,...,n} ve k € {1,2} i¢in DX = 0 olur. Bu ise (5.4.27)
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esitligi tekrar goz Oniine alinacak olursa her i, j € {1,...,n} ve her k € {1,2} igin D{f]. =0
yani S(TM) nin M de total geodezik oldugunu gosterir.
n="2ise (5.4.27) esitliginden

k k k k
2Dy, =2D3, = Dy, + Dy,

olur. Bu ise M nin total umbilik oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanur. ]

106



KAYNAKLAR

[1] Schléfli L. (1873). Nota alla Memoria del signor Beltrami Sugli spazi di curvatura
costante. Ann. Mat. Pura. Appl. 2(5), 178-193.

[2] Janet M. (1926). Sur la possibilit’e de plonger un espace Riemannian donn’e dans

un espace Euclidien. Ann. Soc. Pol. Math. 5, 38-43.

[3] Cartan E. (1927). Sur la possibilit’e de plonger un espace Riemannian donn’e dans

un espace Euclidien. Ann. Soc. Pol. Math. 6, 1-7, 19-27.

[4] Nash J. F. (1956). The imbedding problem for Riemannian manifolds. Annals of
Mathematics 63(1), 20-63.

[5] Friedman A. (1965). Isometric embedding of Riemannian manifolds into Euclidean

spaces. Rev. Modern Phys. 37, 201-203.

[6] Cartan E. (1951). Lecons sur la Géométrie des Espaces de Riemann. (2nd edition)

Gauthier-Villars, Paris.

[7] Chen B.-Y. (1993). Some pinching and classification theorems for minimal subman-

ifolds. Arch. Math. (Basel) 60(6), 568-578.

[8] Chen B.-Y. (1996). Mean curvature and shape operator of isometric immersions in

real space forms. Glasgow Math. J. 38, 87-97.

[9] Chen B.-Y. (1999). Relations between Ricci curvature and shape operator for sub-

manifolds with arbitrary codimension. Glasgow Math. J. 41, 33-41.

[10] Chen B.-Y. (2000). Some new obstructions to minimal and Lagrangian isometric

immersions. Japan. J. Math. 26, 105-127.

[11] Matsumoto K., Mihai 1., Oiaga A. (2000). Shape operator for slant submanifolds in
complex space forms. Bull. Yamagata Univ. Natur. Sci. 14, no. 4, 169-177.

107



[12] Oiaga A., Mihai I. (1999). B. Y. Chen inequalities for slant submanifolds in complex
space forms. Demonstratio Math. 32, no. 4, 835-846.

[13] Tripathi M. M. (2006). Certain basic inequalities for submanifolds. Proceedings of
the Tenth International Workshop on Differential Geometry, Kyungpook Nat. Uniyv.,
Taegu 99-145.

[14] Tripathi M. M. (2008) Chen-Ricci inequality for submanifolds of contact metric
manifolds. J. Adv. Math. Stud. 1, no.1-2, 111-134.

[15] Haesen S. (2005). Optimal inequalities for embedded space-times. Kragujevac J.
Math. 28, 69-85.

[16] Haesen S., Sebekovic A., Verstraelen L. (2003). Relations between intrinsic and

extrinsic curvatures. Kragujevac J. Math. 25, 139-145.

[17] Chen B.-Y. (2011). Pseudo-Riemannian geometry, d-invariants and applications.
World Scientific Publishing, Hackensack, NJ.

[18] Kulkarni R. S. (1979). The values of sectional curvature in indefinite metric. Com-

ment. Math. Helvetici 54, 173-176.

[19] Dajczer M., Nomuzi K. (1980). On the boundedness of Ricci curvature of an indef-
inite metric. Bol. Soc. Brasil. Mat. 11, 25-30.

[20] O’Neil B. (1983). Semi-Riemannian geometry with applications to relativity . Aca-

demic Press.

[21] Duggal K. L., Bejancu A. (1996). Lightlike submanifolds of semi-Riemannian man-
ifolds and applications. Kluwer Academic Publisher. 364.

[22] Rosca R. (1972). On null Hypersurfaces of a Lorentzian manifold Tensor (N.S.). 23,
66-74.

[23] Duggal K. L., Sahin B. (2010). Differential Geometry of lightlike submanifolds.
Birkhuser Verlag AG.

108



[24]

[25]

[26]

[27]

(28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

Bejan C. L., Duggal K. L. (2005). Global lightlike manifolds and harmonicity. Kodai
Math. J. 28, 131-145.

Atindogbe C., Duggal K. L. (2004). Conformal screen on lightlike hipersurfaces.
Int. J. of Pure and App. Math. 11, no:4, 421-441.

Beem J. K., Ehrlich P. E., Easley K. L. (1996). Global Lorentzian Geometry. 2nd
edn. Dekker, New York.

Duggal K. L. (2007). On scalar curvature in lightlike geometry. J. Geom. Phys. 57,
473-481.

Tripathi M. M. (2003). Certain basic inequalities for submanifolds in (i, u)-space.
Recent advances in Riemannian and Lorentzian geometries (Baltimore, MD) 187-

202.

Chen B.-Y., Dillen F., Verstraelen L., Vrancken V. (2000). Characterizations of Rie-
mannian space forms, Einstein spaces and conformally flat spaces. Proc. Am. Math.

Soc. 128, 589-598.

De Smet P. J., Dillen F., Verstraelen L., Vrancken L. (1999). A pointwise inequality
in submanifold theory. Arch. Math. (Brno) 35(2), 115-128.

Chen B.-Y. (2002). Ricci curvature of real hypersurfaces in complex hyperbolic

space. Arch. Math. (Brno) 38(1), 73-80.

Duggal K. L., Bejancu A. (1992). Lightlike submanifolds of codimension two. Math.
J. Toyama Univ. 15, 59-82.

Duggal K. L., Jin D. H. (1999). Half lightlike submanifolds of codimension 2. Math.
J. Toyama Univ. 22, 121-161.

Kupeli D. N., (1999). Singular Semi-Riemannian Geometry. Kluwer Academic. 366,
1996.

109



[35] Duggal K. L., Sahin B. (2004). Screen conformal half-lightlike submanifolds. Int. J.
Math. and Math. Sci. 68, 3737-3753.

[36] Jin D. H. (2010). Geometry of screen conformal real half-lightlike submanifolds.
Bull. Korean Math. Soc. 47, no:4, 701-714.

[37] Jin D. H. (2011). Geometry of half lightlike submanifolds of a Semi-Riemannian
space form with a semi-symmetric non-metric connection. J. of the Chungcheong

Math. Soc. 24, 47, no:4, 701-714, 2010.

[38] Jin D. H. (2010). Half Lightlike submenifolds with totally umbilical screen distribu-
tions. J. Korean Soc. Math. Educ. Ser:B Pure Appl. Math. 17, 29-38.

[39] Kili¢ E., Sahin B., Karadag, H. B., Gunes R., (2004). Coisotropic submanifolds of a
semi-Riemannian manifold. Turkish J. Math. 28, 335-352.

[40] Jin D. H. (2001). Geometry of coisotropic submanifolds. J. Korea Soc. Math. Educ.
Ser. B: Pure Appl. Math. 8, no. 1, 33-46.

[41] Duggal K. L. (2008). On existence of canonical screens for coisotropic submani-

folds. Int. Electronic J. Geom. 1, No. 1, 25-32.

110



OZGECMIS

Ad Soyad : Mehmet GULBAHAR

Dogum Yeri ve Tarihi : Diyarakir, 17.06.1985

Adres : Inonii Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimdi,
MALATYA

E-Posta : mehmet.gulbahar @inonu.edu.tr

Lisans : Adiyaman Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii
Yiiksek Lisans : Inonii Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik

Ana Bilim Dali Geometri Bilim Dali

Mesleki Deneyim ve Odiiller : 1- Siirt Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimii OYP Aragtirma Gorevlisi (2010-Halen),

2-Inonii Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Boliimii

Aragstirma Gorevlisi (2011-Halen),

3- TUBITAK 113F388 numarali ’Lightlike altmanifoldlar iizerine Chen-tipi
esitsizlikler’ adli projede Bursiyer (Mart 2014-Halen).

Yayin Listesi : 1- Giilbahar M., Kili¢ E., Keles S. (2012). Chen-Ricci inequality
on bi-slant submanifolds of an almost Hermitian manifold. Balikesir Universitesi
X. Geometri Sempozyumu, Balikesir.

2- Giilbahar M., Kili¢ E., Keles S. (2013). On Ricci curvature of Lagrangian sub-
manifolds in quaternion space forms. Ordu Universitesi XI. Geometri Sempozyumu.
3- Eken S., Giilbahar M., Keles S. (2014). Some inequalities for Riemannian
submersions. Conference Riemannian Geometry and Applications to Engineering
and Economics 'RIGA’ Bucharest.

4- Giilbahar M., Kili¢ E., Keles S. (2014). B.-Y. Chen inequalities on bi-slant
submanifolds of an almost Hermitian manifold. Bilecik Seyh Edebali Universitesi,
XII.Geometri Sempozyumu, Bilecik.

5- Giilbahar M., Kili¢ E., Keles S., Tripathi M. M. (2014). Some basic inequalities
for submanifolds of nearly quasi-constant curvature manifolds,

Diferential Goemetry and Dinamical Systems, 16, 156-167.

111



TEZDEN TURETILEN YAYINLAR/SUNUMLAR :

1- Giilbahar M., Kili¢ E., Keles S.,(2013). Chen-like inequalities on lightlike
hypersurfaces of a Lorentzian manifold Journal of Inequalities and Application,
2013, 2013:266.

2- Giilbahar M., Kili¢ E., Keles S., (2013). Some inequalities on screen homothetic
lightlike hypersurface of a Lorentzian manifold Taiwanese Journal of Mathematics,
Doi: 10.11650/tjm.17.2013.3185.

3- Kili¢ E., Giilbahar M., Keles S., (2013). Certain basic inequalities on lightlike
hypersurfaces of a Lorentzian manifold. Ordu Universitesi XI. Geometri Sempozyumu.
4- Giilbahar M., Keles S., Kili¢ E., (2013). Scalar curvature of screen homothetic
lightlike hypersurface of a Lorentzian manifold. II. Uluslararas1 Avrasya Matematik
Bilimleri ve Uygulamalar1 Konferans1 (IECMSA-2013).

5- Kili¢ E., Giilbahar M., Keles S., (2014). Some characterizations on screen locally
conformal coisotropic lightlike submanifolds of a semi-Riemannian manifold of
index 2. Conference Riemannian Geometry and Applications to Engineering and
Economics, 'RIGA’.

6- Kili¢ E., Giilbahar M., Keles S., (2014). Screen Ricci curvature on screen locally
conformal half lightlike submanifolds of a Lorentzian manifold. Bilecik Seyh Edebali

Universitesi XII.Geometri Sempozyumu, Bilecik.

112



