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Bu tezde, oncelikle iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlar diger bir deyisle
matris oyunlar incelenmis, temel tanim ve teoremler verilmigtir. Ayrica mat-
ris oyunlarin ¢oéziimleri arastirilmigtir. Aralik tanimi ve araliklarla ilgili temel
aritmetik iglemler ifade edilmis, aralik karsilagtirmasi i¢in bir siralama bagintisi
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1 GIRIS

Oyun teorisi, miicadele igerisinde en dogru kararin veya kararlarin alinabil-
digi kargilikli etkilesim siirecini matematiksel yontemlerle inceleyen bir bilim
dalidir. Hayatimizin bir¢cok kisminda farkl olaylara karsi kararlar almamiz ge-
rekebilir. Bu yiizden oyun teorisi giinliik yagamimizda énemli bir yere sahiptir.

Oyun teorisi ¢ikar catigmalar: altinda iki veya daha fazla rasyonel rakibin
oldugu karar verme durumlari ile ilgilidir. Gergek yasamda rekabetci durumlar
sadece iy yasaminda degil ayn1 zamanda savaglar, spor miisabakalar1 ve ya-
rismalarin farkl tiirlerini iceren insan aktivitesinin diger yonlerinde de ortaya
¢ikmaktadir. Hem basit oyunlarin, hem de ig yasamindaki ve endiistrideki kar-
magik ¢atigmalarin birgok ortak 6zelligi vardir. Bu nedenle oyun teorisi siirekli
rekabetci durumlarla karsilasan karar vericiler icin vazgecilmez bir bagvuru
kaynagidir. Ge¢migten giiniimiize kadar oyun teorisi bir¢ok alanda uygulan-
mig ve uygulama alanlarinin giin gectikge arttigi goriilmektedir. Biyoloji, fizik,
mekanik, miihendislik, ekonomi, taktik ve stratejik askeri sorunlar gibi bir¢ok
alanda yaygin bir uygulama alanina sahiptir.

E. Zermelo [1] 1913 yilinda satran¢ hakkinda kanitladigi bir teoremle oyun
teorisinin ilk adimlarindan birini atmigtir. E. Zermelo bu teoremiyle satrang
oyununu ele alarak ya iki oyuncudan birinin kazanabilecegini ya da iki oyun-
cunun berabere kalabileceklerini ortaya koymugtur. J. von Neumann [2| 1928
yilinda yayimlamig oldugu bir makalesinde "Minimaks Teoremi" ni ispatla-
masi ile ikinci biiylik adimi atmigtir. Ayrica 1944 yilinda J. von Neumann, O.
Morgenstern [3] ile birlikte oyun teorisine ait ilk kitap olarak bilinen "Oyun-
lar Teorisi ve Ekonomik Davranig" adli kitab1 yazip yayimlamiglardir. Oyun
teorisinde bagka bir énemli adim ise 1950-1953 yillar1 arasinda dort makale
vazan J. F. Nash [4, 5, 6, 7| tarafindan atilmigtir. "Nash Dengesi" olarak da
bilinen denge kavramini ve oyunda igbirliginin 6nemini ortaya koymustur. J.
F'. Nash bu dért makalesi ile oyun teorisi bilim dalinin geligmesine 6nemli katk:
saglamigtir.

Oyunlarin farkh tiirleri tartigilmigtir. Siniflandirmalar getiri fonksiyonunun

yapisi, stratejilerin ve oyuncularin sayisi gibi faktorlere dayanir. Matris oyun-



lar i¢in birkac ¢6ziim metodu geligtirilmigtir. Bunlardan biri, cok popiiler bir
teknik olan lineer programlama teknigidir. Bu teknikte duality teoremini uy-
gulayarak iki oyuncunun stratejileri ve oyunun degerini elde etmek icin lineer
programlarin ikisinden birini ¢dzmek yeterlidir. 1999 da S. Kumar ve D. S. N.
Reddy [8], K. G. K. Nair ve G. Ranjith [9] denge noktasi olmadan oyunlarin
¢Oziimii icin bir grafik metodu caligtilar. Tiim bu metotlar oynanan oyunlarin
her birinde getirilerin kesin bilinmesi ilkesine dayanarak geligtirilmigtir. Fa-
kat gercek yasamda getirilerin bilinmedigi durumlarda vardir ve tahmin etmek
zorunda kaliriz ya da bazen yaklagik olarak biliriz. Dolayisiyla oyuncularin
stratejileri degismemesine ragmen matris oyunlarin getirileri sabit say1 olma-
yabilir. Yani getiriler aralik degerli olur ve bu oyunlar aralik matris oyunlar
olarak ifade edilir. Aralik matris oyunlar icin aralik kavrami ve aralik karsilas-
tirmasi 6nemli bir yere sahiptir. Araligi bir gercel sayimin genisletilmesi olarak
ifade eden R. E. Moore’un [10, 11|, aralik aritmetigi ve aralik aritmetiginin uy-
gulamalar1 lizerine kapsamli bir aragtirmasi 1966 ve 1979 daki caligmalarinda
bulunabilir. Ayrica R. E. Moore, aralik kargilagtirmasi i¢in de ¢aligmalar yap-
mistir. Herhangi iki araligin karsilagtirilabilmesi icin caligmalar devam etmis,
W. D. Collins ve C. Hu [12], A. Sengupta ve T. K. Pal [13], P. K. Nayak ve M.
Pal [14] tarafindan oyuncularin segimlerini dikkate alan aralik kargilagtirmasi
icin de caligmalar yapilmigtir. Araliklar bilinen siralama mantigiyla karsilasti-
rilamaz. L. A. Zadeh [15] tarafindan 1965 yilinda geligtirilen bulanik (fuzzy)
mantik teorisi ile araliklarin bulanik kargilagtirmasi yapilmigtir.

Aralik matris oyunlarin ¢éziim metotlar: bircok arastirmaci tarafindan ¢a-
lisilmigtir. Bu ¢oziim metotlarindan biri olan lineer programlama teknigi kul-
lanilarak S-T. Liu ve C. Kao [16], D-F. Li [17], W. D. Collins ve C. Hu [12],
P. K. Nayak ve M. Pal [14] tarafindan ¢aligmalar yapilmigtir. Diger bir ¢oziim
metodu olan grafik yontem iizerine de P. K. Nayak ve M. Pal [18], H. Akyar
ve E. Akyar’ n [22] ¢aligmalar: bulunmaktadir.

Bu ¢aligmada matris oyunlar aralik matris oyunlara genellestirilerek ara-
ik matris oyunlarin ¢oziimleri incelenmistir. Oncelikle matris oyunlara yani
birinin kazancinin digerinin kaybina egit oldugu iki kisilik sifir toplamli sonlu

oyunlara yer verilmig, temel tanim ve teoremlere deginilmigtir. Iki kisilik si-



fir toplamli sonlu oyunlarda her zaman ¢6ziimiin var oldugu ifade edilmistir.
Denge noktasinin oldugu ve olmadigi durumlarda oyunlarin ¢oziimleri incelen-
migtir. Bu caligmanin amaci matris oyunlar: aralik matris oyunlara genellegtire-
rek ¢coziim yontemlerini aralik matris oyunlara uyarlamaktir. Oncelikle iiciincii
boliimde aralik kavrami ifade edilmis ve araliklar icin bir siralama bagintis

verilmigtir. Sonrasinda da 2 x n aralik matris oyunlarin ¢6ziimii incelenmigtir.



2 OYUN TEORISI ILE ILGILI TEMEL KAVRAMLAR

Taraf veya gruplarin rekabet icerisinde siirdiirdiigii herhangi bir olaya oyun,
bu taraf veya gruplara ise oyuncu denir.

Oyunculardan her birinin oyun siiresince olusabilecek tiim durumlar igin
alabilecegi kararlar biitiiniine strateji denir. Oyunun oynanmasi siirecinde her
oyuncu her bir stratejinin karsiligi olarak oyunun sonunda belirli bir kazang
elde eder. Bu kazanca oyuncunun getirisi denir. Bu kazang negatif, pozitif

veya sifir olabilir.

2.1 1ki Kigilik Sifir Toplamh Sonlu Oyunlar

Bir oyunda her oyuncu tarafindan kullanilan strateji sonlu sayida ise bu
oyuna sonlu oyun denir. Oyunun sifir toplamli olmasi oyunculardan birinin
kazancinin digerinin kaybina esit olmasi demektir. Diger bir deyigle oyuncula-
rin kar ve zararlarinin toplami sifirdir. Iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlar
miicadele icerisindeki sonlu stratejiye sahip iki oyuncunun en iyi stratejiyi kul-
lanarak oynadiklar: oyunlardir.

Iki kisilik sifir toplamh sonlu bir oyunda I. oyuncunun m tane strate-
jisi yani Iy, 1o, ..., 1, stratejileri ve II. oyuncunun da n tane stratejisi yani
Iy, Iy, . .., II,, stratejileri olmak {izere bu tiir oyunlar m x n oyunu yada mat-
ris oyunlar olarak ifade edilmektedir.

I. oyuncu I; stratejisini II. oyuncu da II; stratejisini kullandiginda oyun sifir
toplamli oldugundan I. oyuncunun getirisi g;; olup, II. oyuncunun da getirisi

—g;j olur. O halde oyunun getiri matrisi

I, I, ... 1II,
L [ gu 912 - Gin

G = _IQ o g gon (2.1.1)
Im 9m1 dm2 - Omn

seklinde olur. Getiri matrisi G = (gij)mxn seklinde de gosterilebilir. Yani bu-

radaki g;;, I. oyuncunun kazancin II. oyuncununda kaybini ifade etmektedir.



Dolayisiyla I. oyuncunun kazanci II. oyuncunun kaybina esittir.

2.1.1 Saf Stratejiler

Tanim 2.1.1. Oyuncunun stratejisi olasilik olay icermiyorsa bu stratejiye saf
stratejr denir. Yani tek bir strateji ¢ifti ile oyunun sonucunun belirlenmesi

durumudur.

Tamim 2.1.2. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen oyunda

min = 1max min g;;
j:1,2,...,ngz*] i=1,2,..., mj:1,2,...,ng”

kosulunu saglayan 1;, stratejisine 1. oyuncunun optimal saf stratejisi denir.

max ¢;;. = min max ;s
z‘:1,2,...,mg”* j:1,2,...,n2‘:1,2,...,mg”

kosulunu saglayan 11;, stratejisine 11. oyuncunun optimal saf stratejist de-
nir.

Tanim 2.1.3. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen oyunda

VE = max min g
i=1,2,0-;m j=1,2,...,n

degerine oyunun saf stratejiler sinifinda alt degert denir.

V¥ = min  max g,;
j=12,..ni=12,.,m

degerine de oyunun saf stratejiler sinifinda tist degeri denir.
Eger Vi = VY =V ise V saypsina saf stratejiler sinifinda oyunun degert

denir.

Simdi optimal stratejilerin, oyuncular i¢in ne anlama geldigini agiklayalim.

. . L
min ¢; ; = max min g¢;; =V,
j:1,2,...,ngl*j z'=1,2,...,mj=1,2,...,ng” P
esitliginden
. _ /L
~min  g;,; = Vp
J=12,...n
ve keyfi j = 1,2,...,n i¢in g;,; > V{ olur. Bu I. oyuncunun I;, optimal

stratejisiyle oynadiginda en az V{ kadar kazanacagi anlamina gelmektedir.
Benzer gekilde

. U
max g¢;;. — min max g¢;; =V,
z‘:1,2,...,mg”* j=1,2,..., m:1,2,...,mg” P



esitliginden

U
max gij, = Vp
ve keyfi i = 1,2,...,m i¢in g;;, < V¥ olur. Bu da II. oyuncunun II;, optimal

stratejisi ile oynadiginda en fazla V! kadar kaybedecegi anlamina gelmektedir.
Burada I. oyuncu optimal olmayan bir stratejisini kullanirsa II. oyuncu
I. oyuncuya V£ den daha az kazang verebilir. II. oyuncu optimal olmayan bir

stratejisini kullanirsa I. oyuncu IT. oyuncuya V¥ den daha fazla kayip verebilir.

Onerme 2.1.4. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen oyunda
Ve <V
olur.

Kamit. 1. oyuncunun I;, ve II. oyuncunun II;, keyfi stratejilerini alalim ve sa-

bitleyelim. O zaman

- min g, < Gi,j.
7=1,2,...,n

olur. Bu esitsizlik her sabitlenmis ¢, = 1,2,...,m i¢in dogru oldugundan

max min ¢;; < max ¢
i:1,2,...,mj:1,2,...,ng” — =12, Gig

cony

oldugu bulunur. Son esitsizlikte j. keyfi sabitlenmig oldugundan

max min g; < min = max g
i=1,2,0.,m j=1,2,..,n J=1,2,.ni=12,..;m

olur. Yani
Ve < VY
oldugu elde edilir. O
Ornek 2.1.5. Getiri matrisi
I, I,

G:h 1 -2
L\-1 0

verilen 2 X 2 oyununu ele alalim.

Oyunun alt degeri,

VLY =max min ¢;; = max in gy;, min gs;
Pt =12 Yij =12 g A ) 92
= max{—2,—1}
= -1

(o}



ve oyunun ust degert,

=1, =1,

1 max gij = min{mag gi1, max 9@'2}

= min{l,0}
0

olarak bulunur. VE # VY oldugundan oyunun saf stratejiler sinifinda degeri

yoktur. Burada 1. oyuncunun optimal saf stratejisi

—1 =V} = max min g;; = mi
i=1,2 j=1,2 =1,

kosulunu saglayan 1y stratejisidir.

Bu ornekten goriildiigii iizere, oyunun saf stratejiler sinifinda degeri olma-

yabilir.

2.1.2 Karma Stratejiler

I. oyuncunun saf stratejileri Iy, I, ..., I, ve II. oyuncunun saf stratejileri
Iy, 15, . . ., II,, olmak iizere iki kisilik sifir toplamli bir m X n oyununu ele
alalim.

Tanim 2.1.6. Keyfii=1,2,...,m i¢in x; > 0 ve > x; = 1 olacak sekilde m-
i=1
boyutlu x = (1, xa, ..., xy) vektdrine 1. oyuncunun karma stratejist denir.

I. oyuncunun karma stratejileri kiimesi X,, ile gosterilmek tizere

X, = {x:(:pl,xg,...,:vm):Vizl,Z,...,migin:piZO ve inzl}

i=1

dir.

Tanim 2.1.7. Keyfi bir j = 1,2,...,n i¢in y; > 0 ve Y y; = 1 olacak ge-
j=1

kilde n-boyutlu y = (y1, Yo, - - ., Yn) vektorine I1. oyuncunun karma stratejisi

denir. I1. oyuncunun karma stratejileri kiimesi Y, ile gosterilmek tzere

Yn:{y:(yl,yg,...,yn):ijl,?,...,nigmijOve Zyjzl}

j=1

dir.



. oyuncu x = (21,29, ..., x,) € X, karma stratejisini segerse, I; strateji-
sini x; olasiligi ile, Iy stratejisini x5 olasiligi ile,. . ., I,,, stratejisini x,, olasiligi
ile oynamig olur. Oyun s kez oynandiginda I. oyuncunun s - z; kez I; stratejisi
ile, s - w9 kez Iy stratejisi ile,. .., s - x,, kez I, stratejisi ile oynadig1 anlasilir.
II. oyuncunun da 'y = (y1, s, - .., Yn) € Y, karma stratejisini secerek oynamasi
benzer sekilde ifade edilebilir.

I. oyuncu I; stratejisini 1 olasiligi ile diger stratejileri de 0 olasilig ile yani
x = (0,...,0,1,0,...,0) € X,, karma stratejisi ile oynamasi I; saf stratejisi
ile oynamasi anlamina gelmektedir. Tersine I. oyuncunun her seferinde I; saf
stratejisi ile oynamasi I; stratejisini 1 olasiligi ile diger stratejileri de 0 olasilik
ile segerek x = (0,...,0,1,0,...,0) € X,, karma stratejisi ile oynamasi anla-
mina gelmektedir. II. oyuncu icin de benzer ifadeler gecerlidir. Bu nedenle saf
stratejiler kiimesinin karma stratejiler kiimesinin alt kiimesi oldugunu soyleye-
biliriz.

Onerme 2.1.8. I. oyuncunun X,, C R™ ve II. oyuncunun Y, C R" karma

strateji kuimeleri kompakt ve konveks kiimelerdir.

Kamit. X,, C R™ kiimesinin kompakt oldugunu gostermek icin kapali ve sinirh
oldugunu gostermemiz gerekir.
Keyfi x = (21, 22,...,2,) € X, alahm. O halde keyfi i = 1,2,...,m i¢in
x; > 0 ve ixl = 1 oldugundan
i=1

Il = /a2 + a3 4 a2 S ai bt =

olur. Buradan keyfi x € X, i¢in ||x]| < 1 olup X, sinirh bir kiime olur.

Simdi de X, kiimesinin kapali kiime oldugunu gosterelim. Keyfi k = 1,2, ...

icin x® = (2 2% 2y e X, olsun. k — oo iken x® — x( =
(90(1*), 90(2*), e ,xﬁi‘)) olup x* € X,, oldugunu géstermeliyiz.

F) 5 x®) oldugundan keyfi i = 1,2,...,m icin k — oo iken

(

)

k — oo iken x!
" >0 ve k — oo iken 2 — 2

% )

AL 2 olur. Keyfi k = 1,2,... icin =

(2

oldugundan 2 > 0 olur.

xk) = (xgk),:v(zk), . ..,xg,i)) € X,, oldugundan ngk) = 1 olur. Her k =
i=1
(k) *

1,2,...1icin k£ — oo iken z;”" — 7 oldugundan



olur. Keyfii =1,2,...,micin xl(-*) > 0ve ixl(*) = 1 olup x™*) = (xg*), xg*), ce
i=1
xgz)) € X,, elde edilir. Boylece X,,, kiimesi kapali kiimedir.
O halde X,, kiimesi kapali ve sinirli oldugundan kompakt bir kiimedir.
Simdi X,, kiimesinin konveks kiime oldugunu gosterelim. Keyfi x() =
(xgl),xgl), . ,x%)), x? = (:::52’,3:9, . ,x&%’) € X,, ve A € [0,1] icin Ax® +
(1 —2)x?% € X,, oldugunu géstermeliyiz.

AxO + (1= 0x® = A2+ (1= 22?0 a2 4 (1= 2)2@)

oldugu aciktir. Ayrica, x(V € X,, vex® € X,, oldugundan keyfii = 1,2,...,m
i¢in xgl) >0, x?) > 0 olur. O halde keyfi : =1,2,...,m icin

/\:pgl) + (1 — )\)%(2) >0

olur. xM € X,, ve x? € X,, oldugundan

)DULEEH SELE
i=1 i=1
esitlikleri gecerlidir. O halde
S el + (1 =221 => "2 > -N2P =+ (1N =1
i=1 i=1 i=1
olur. Boylece
)\1'51) + (1 — )\)xl@ >0 ve Z[Axgl) +(1— )\)xl@] =1
i=1

oldugundan
AP +(1-0x? e X,,

olarak bulunur. Bu ise X, kiimesinin konveks bir kiime olmasi1 demektir.
Benzer gekilde Y,, kiimesinin de kompakt ve konveks kiime oldugu gosteri-
lebilir. O

Tanim 2.1.9. I. ve II. oyuncu

I, I, ... 1II,
L gin G122 ... Jin
I . "
G— '2 9?1 9_22 . g?
Im gml gm2 o gmn



getiri matrisi ile verilen m X n oyununu oynasinlar. 1. oyuncu x = (x1, 3, . . .,
Tm) € X, karma stratejisi ile 1. oyuncu'y = (y1,Y2,---,Yn) € Y, karma

stratejisi ile oynamak tzere oyunun getirisi
n m
= E E TiGijY;
j=1 i=1

olarak tanimlanar.

Ayrica oyunun getirisi

g(x,y) =xGy" = (xG,y)

seklinde de yazilabilir. Burada y7 vektorii y = (y1,%2,...,9n) € Y, C R
vektoriiniin transpozunu ve <-, > ise i¢ carpim gostermektedir.

L. oyuncu x* = (0,...,0,1,0,...,0) karma stratejisi ile II. oyuncu da y* =
(0,...,0,1,0,...,0) karma stratejisi ile yani I. oyuncu I; saf stratejisi ile II.

oyuncu da II; saf stratejisi ile oynarlarsa oyunun getirisi

g(x*,y") = g(L,11)) Z Z Tigiy; =

7j=1 =1
olur.
Eger 1. oyuncu I; saf stratejisi ile II. oyuncu da y = (y1, %9, . .., ¥y,) karma

stratejisi ile oynarsa oyunun getirisi

n m

90" y) =91 y) = 3> wigiiys = D 9isYs
=1 i=1 =1

olur.
Eger I. oyuncu x = (21,22, ...,%,,) karma stratejisi ile II. oyuncu da I,
saf stratejisi ile oynarsa oyunun getirisi
9(x,y") = g(x,11;) szzgwy] > wigi
7j=1 =1 =1
olur.
Onerme 2.1.10. (x,y) = g(x,y) : X X Y,y = R fonksiyonu (x,y) ye gire

streklidir. Ayrica her sabitlenmis x € X, i¢cin'y — g(x,y) ve her sabitlenmis
y €Y, i¢in x — g(X,y) fonksiyonlars dogrusal fonksiyondur.
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Simdi karma stratejiler sinifinda oyunun alt degerini ve {ist degerini tanim-

layalim.

Tanim 2.1.11. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen oyunda

VE = max min g(x,y)
XEXm YEYn

degerine oyunun karma stratejiler sinifinda alt degert

VY = min max g(x,y)
yeYn x€Xim

degerine de oyunun karma stratejiler sinifinda tist degert denir.
Eger VE =VV = v ise (2.1.1) oyununun dejeri vardir denir ve v sayisina

karma stratejiler sinifinda oyunun degeri adv verilir.

Saf stratejiler sinifinda oyunun degerinin olmayabilecegini soylemigtik. Saf
stratejiler sinifi karma stratejiler sinifina genigletilerek 1928 yilinda John von
Neumann tarafindan karma stratejiler sinifinda oyunun degerinin oldugu ifade
ve ispat edilmistir [2].

Teorem 2.1.12 (John von Neumann). Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen iki

kisilik sifir toplamly sonlu oyunun her zaman degeri vardir. Yani
Vi=VvY=v

esitlige her zaman gecerlidir.

2.1.3 Optimal Stratejiler ve Oyunun Co6ziimii

Tanim 2.1.13.

e . _
min g(x*,y) = max min g(x,y) = v

kosulunu saglayan x* € X,, stratejisine 1. oyuncunun optimal stratejisi

* _ : —
max g(x,y") = min max g(x,y) = v

kosulunu saglayan y* €'Y, stratejisine 1. oyuncunun optimal stratejist de-

nir.

Burada

grelgig(x,y)zv
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esitliginden ¢g(x*,y) > v olur. Bu L. oyuncunun x* € X, optimal stratejisiyle

oynadiginda en az v kadar kazanacagi anlamina gelmektedir. Benzer olarak

max g(x,y") = v

esitliginden ¢g(x,y*) < v olur. Bu da II. oyuncunun y* € Y,, optimal strateji-

siyle oynadiginda en fazla v kadar kaybedecegi anlamina gelmektedir.

Tanim 2.1.14. 1. oyuncunun optimal stratejisi x* € X,,, Il. oyuncunun opti-
mal stratejisi y* € Y, ve oyunun dejeri de v olmak tzere (X*,y*,v) tclisine

oyunun ¢ozimu denir.
Teorem 2.1.15. Iki kisilik sufur toplaml sonlu her oyunun ¢ézimi varder.

Kanat. 1ki kisilik sifir toplamh sonlu oyunun degerinin var oldugunu Teorem
2.1.12 geregince soylemistik. Yani

min max ¢g(x,y) = max min g(x,y) = v
YEYn x€EX XEXm yEYR

dir.
g(+, ) : X x Y, — R fonksiyonu (x,y) ye gore siirekli fonksiyon ve X, C
R™ ve Y,, C R™ kompakt kiimeler olmak iizere

i : X, — R )Y, — R
min (-, y) ve  max g(x, )

fonksiyonlar1 da siirekli fonksiyon olur.
Hll};l g(-,y) : X, — R fonksiyonu siirekli ve X,, C R™ kompakt kiime
MY

oldugundan

e .
min g(x*,y) = max min g(x,y)

olacak gekilde x* € X, vardir. Bu durumda x* € X, stratejisi [. oyuncunun
optimal stratejisi olur.
Benzer gekilde max ¢(x,-) : Y, — R fonksiyonu siirekli ve ¥, C R"

xX€EXm
kompakt kiime oldugundan

o
max 9(x,y%) = min max 9(x,y)

olacak sekilde y* € Y,, vardir. Bu durumda y* € Y,, stratejisi II. oyuncunun
optimal stratejisi olur.

Dolayisiyla x* € X, stratejisi I. oyuncunun optimal stratejisi, y* € Y,
stratejisi de II. oyuncunun optimal stratejisi ve v de oyunun degeri olmak

tizere (x*,y*,v) iiclisii oyunun ¢oziimii olur. O

12



Teorem 2.1.16. (x*,y*,v) nin oyunun ¢ozim olmast i¢in gerek ve yeter kosul
keyfi 'y € Yo icin g(x",y)>v

keyfi x € X, i¢in g(x,y*) <v

olmasaidar.

Teorem 2.1.16 geregi asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonug 2.1.17. (x*,y*,v) d¢lisi verilen oyunun ¢ézimi ise g(x*,y*) = v dir.

Teorem 2.1.16 y1 kullanarak bu sonucu yorumlayalim. (x*,y*, v) iigliisii
verilen oyunun ¢oziimii olsun. Eger I. oyuncu x* € X,, optimal strateji ile
oynarsa Teorem 2.1.16 daki g(x*,y) > v esitsizligi geregi, kendisine en az v
kadar kazanci garantiler. Eger II. oyuncu y* € Y,, optimal stratejisi ile oynarsa
Teorem 2.1.16 daki g(x,y*) < v esitsizligi geregi, kendisine v den daha fazla
kaybetmemeyi garantiler. Bu durumda I. oyuncu x* € X,, optimal stratejisi,
IT. oyuncu y* € Y,, optimal stratejisi ile oynarlarsa hem I. oyuncunun kazanci
hem de II. oyuncunun kayb1 v = g(x*,y*) kadardir.

Simdi de karma stratejiler sinifinda oyunun ¢oziimiiniin var oldugunu bir

ornekle gosterelim.
Ornek 2.1.18. Ornek 2.1.5 teki getiri matrisi

I, I,

ile verilen 2 X 2 oyununu ele alalim.

Her iki oyuncunun da ikiser saf stratejisi oldugundan 1. oyuncunun karma
stratejisi x = (z,1 —x) € Xy, x € [0,1], II. oyuncunun karma stratejisi
y = (y,1 —y) € Ya, y € [0,1] olarak yazilabilir. O halde bu karma stratejiler

1¢in oyunun getirisi

9xy) = T-ay+(=2)-2(l-y)+(=1)- A -2)y+0-(1-x)(1—-y)
= ay—20+2zy—y+axy
= 4oy —2x —vy

olur.

13



13
x* = (Z, Z) stratejisini alalvm. Keyfiy = (y,1 —y) € Ys stratejisi i¢in

1 1 1
) md Sy 2 = =
9(x",y) 1Y 1Y 5
. 1 .
olup keyfiy € Yy igin g(x*,y) > ~5 elde edilir.

*

11
y* = (5, 5) stratejisini alalim. Keyfi x = (x,1 — x) € Xy stratejisi i¢in

1 1 1
Ny 9p = =
- 1 .
olup keyfi x € Xy i¢in g(x,y") < ) elde edilir.
1 1
Dolayisiyla g(x*,y) > —5 g(x,y") < —g ve Teorem 2.1.16 dan

. 13 . 11 1
X = -, = 7y — -, =1, V= ——
4' 4 2°2 2
t¢list oyunun ¢ozimi olarak elde edilir.

Simdi ileride kullanilacak olan bir 6nermeyi kanitlayalim.

Onerme 2.1.19. Getiri matrisi

I, I, ... 1II,
L {gu 912 - Gin
I .. "
G= 2| = o B (2.1.2)
Im gml gm2 o gmn

olan iki kigilik sifir toplamly m X n oyununu ele alalim. r € R olsun. (x*,y*, v)
ti¢listinin oyunun ¢ozimi olmast i¢in gerek ve yeter kosul (xX*,y*, v+ 1) dg-

listinin getiri matrisi

II, 11, 1L,
I, r+9gn r+g12 ... T+ gm
I r—+ T+ R
G, — .2 .921 .922 . .92 (2.1.3)
Im T+gm1 r+gm2 T+gmn

olan oyunun ¢ozimi olmasidir.
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Kanit. x = (x1,22,...,2m) € Xp ve y = (Y1,Y2,. .-, Yn) € Y, sirasiyla L. ve
IT. oyuncunun karma stratejileri olsun. Getiri matrisi (2.1.2) ile verilen oyunda

(x,y) karma stratejileri i¢in oyunun getirisi
9(x,y) = Z Z LiGijYj;
j=1 i=1

getiri matrisi (2.1.3) ile verilen oyunda (x,y) karma stratejileri i¢in oyunun

getirisi
g(xy) =D wilgy +r)y =1+ > > wigiy; =7+ 9(x,y)
7j=1 =1 7=1 =1

olur.
(x*,y*,v) lglisii getiri matrisi (2.1.2) olan oyunun ¢6ziimii olsun. Te-
orem 2.1.16 dan
Vy €Y, i¢in g(x",y)>v
Vx € X,, icin g(x,y") <v

olur. ¢1(x,y) =1+ g(x,y) oldugundan
Vy €Y, i¢in ¢(x",y)>r+v

Vx € X, i¢in gi1(x,y") <r+v

oldugu elde edilir. Bu egitsizliklerden ve yine Teorem 2.1.16 dan (x*,y*,v+7)
tigliisiiniin getiri matrisi (2.1.3) olan oyunun ¢6ziimii oldugu bulunur.

(x*,y*, v+ r) ligliisii getiri matrisi (2.1.3) ile verilen oyunun ¢oziimii iken
(x*,y*,v) liglisiiniin getiri matrisi (2.1.2) ile verilen oyunun ¢6ziimi oldugu

da benzer sekilde kanitlanir. O

Tanim 2.1.20. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen iki kigilik sifor toplaml oyunda
x* e X,,, y" €Y, olsun. Keyfix € X,,, y €Y, icin

9(x,y") <gx"y") < g(x"y) (2.1.4)

oluyorsa (x*,y*) ikilisine denge stratejileri (denge ikilist) denir.

Simdi (x*,y*) ikilisinin, denge ikilisi olmasinin ne anlama geldigini acikla-
yalim. Tki kisilik sifir toplamli bir oyunda x € X,, ve y € Y, stratejileri icin
g(x,y) getirisinin I. oyuncunun getirisi oldugunu biliyoruz. Ote yandan oyun
sifir toplaml oldugundan x € X,, ve y € Y, stratejileri i¢in II. oyuncunun

getirisi —g(x,y) olur. Simdi x € X,, ve y € Y, i¢in L. oyuncunun getirisini
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91(x,y), II. oyuncunun getirisini g»(x,y) ile gosterirsek, ¢;(x,y) = g(x,y) ve
g2(x,y) = —g(x,y) olur. O halde (2.1.4) ten x € X,, i¢in

g1(x,y") < q1(x",y7)
ve

92(x",y) < g2(x",¥7)
olur. Bu iki esitsizlikten agagidaki yorum yapilabilir.

(x*,y*) denge stratejileri iken, II. oyuncu y* stratejisi ile oynarsa, 1. oyun-
cunun elde edebilecegi en biiyiik getiri g(x*,y*) dir ve 1. oyuncu bu getirisini
x* stratejisi ile oynayarak elde edebilir. Benzer olarak I. oyuncu x* stratejisi
ile oynarsa II. oyuncunun elde edebilecegi en biiyiik getiri g(x*,y*) dir ve IL
oyuncu bu getirisini y* stratejisi ile oynayarak elde edebilir.

Dolayisiyla (x*, y*) denge stratejilerinden her biri digeri igin tehdit olugtu-
racagindan oyunculardan herhangi biri denge stratejilerinden kendine ait olani
sectiginde digeri de daha fazla kaybetmemek icin denge ikilisini olusturan diger
stratejiyi secmek zorunda kalir.

Simdi de oyunun denge stratejileri ile oyunun ¢oziimii arasindaki iligkiyi

ortaya koyan bir teorem verecegiz.

Teorem 2.1.21. (x*,y"*) ikilisinin oyunun denge stratejileri olmasu i¢in gerek

ve yeter kosul (X*,y*, g(x*,y*)) tclistinin oyunun ¢ozimi olmasidr.
Kanat. (x*,y*) ikilisi oyunun denge stratejileri olsun. O halde Tanim 2.1.20
den x € X,,, y € Y, icin

9(x,y") < g(x",y") < g(x"y)

olup bu egitsizlikten

9(x,¥") < g(x*,¥7)
ve
9(x"y) = g(x*,y7)
olur. Teorem 2.1.16 geregince (x*,y™, g(x*,y*)) iigliisiiniin oyunun ¢6ziimii ol-
dugu goriiliir.
Tersine (x*,y*, g(x*,y*)) tclisii oyunun ¢6ziimii olsun. O halde Teorem
2.1.16 dan keyfi x € X,,,, y € Y, icin

g(x,y") < g(x*,y")
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ve
g(x*y) > g(x*,y")

olup bu iki esitsizlikten

g(x,y") < g(x",y") < 9(x7,y)

oldugu elde edilir. Bu ise Tanim 2.1.20 geregince (x*,y*) ikilisinin denge stra-

tejileri olmasi demektir. O

2.1.4 Baskin Stratejiler

Iki kigilik sifir toplaml oyunlarda stratejilerden herhangi biri diger strateji-
lerden daha fazla veya egit getiriye sahip olabilir. Her durumda daha az kazang
saglayan stratejiler oyundan atilir. Atilan stratejiden her durumda daha fazla
getiriye sahip olan stratejiyi baskin strateji olarak adlandiracagiz.

Tanim 2.1.22. Keyfij =1,2,...,ni¢in gi; > gs; ise L. oyuncunun 1; stratejisi

I stratejisine baskindir. Burada 1; stratejisine baskin stratejt, 1, stratejisine

de bastirilan strateji denir. Bu durum 1, > 1, seklinde gdsterilir.

Tanim 2.1.23. Keyfi ¢« = 1,2,....m i¢in g, < gix tse 1. oyuncunun IL,
stratejisi 11y stratejisine baskindir. Burada 11, stratejisine baskin strateji,
I, stratejisine de bastirilan strateji denir. Bu durum 11, > 1l seklinde

gosterilir.

Simdi de bu tanimlar: yorumlayalim. Eger I. oyuncunun I; stratejisi I, stra-
tejisine baskin ise II. oyuncu hangi stratejiyi segerse se¢sin 1. oyuncu I; stratejisi
ile oynadiginda kendisine I stratejisi ile elde edebilecegi kazangtan daha fazla
kazang saglar. Bir bagka ifadeyle 1. oyuncu I, stratejisi ile oynarsa kendisine
elde edebilecegi kazanctan daha fazla kazang saglayamaz. Bu yiizden I. oyuncu
I; stratejisini kullanir. Benzer gekilde II. oyuncunun II,. stratejisi 11, strateji-
sine baskin ise I. oyuncu hangi stratejiyi secerse sec¢sin I1. oyuncu II, stratejisi
ile oynadiginda II, stratejisi ile verebilecegi kayiptan daha az kayip verir. Bir
bagka ifadeyle II. oyuncu II, stratejisi ile oynarsa II,. stratejisi ile verebilecegi
kayiptan daha fazla kayip verir. Bu yiizden II. oyuncu II, stratejisini kullanir.

Bu ifadelerden goriildiigii iizere baskin stratejiler oyunun ¢oziimiinii kolay-

lagtirir.
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Tanim 2.1.24. Verilen bir oyunda bastirilan strateji oyundan atildiktan sonra

olusan oyuna sadelegtirilmis oyun denir.

Onerme 2.1.25. Sadelestirilmis bir oyunun ¢ozimi verilen oyunun da ¢62i-

madur.

Kanit. Verilen oyunun getiri matrisi

I, I, ... 1II,
L g 912 .- Gin
I . "
G— .2 9.21 9.22 ‘ g?
Im gml gm2 o gmn

mxn

olsun. Iy > I oldugunu kabul edelim. O halde 7 = 1,2,...,n i¢in go; > g5
olur. Dolayisiyla I; stratejisi bastirilan strateji oldugundan getiri matrisinden

cikararak oyunu sadelegtirelim. O halde sadelegtirilmig oyunun getiri matrisi

I, I, ... 1II,
L { g1 92 ... ¢gom
I c n
G, = .3 9{31 9{32 ‘ 9:.3
Im 9m1 9m2 coo Omn

(m—1)xn

olur. G getiri matrisi ile verilen oyunda sirasiyla I. ve II. oyuncunun karma
stratejileri kiimesi X,, ve Y,, Gy getiri matrisi ile verilen oyunda ise sirasiyla

I. ve II. oyuncunun karma stratejileri kiimesi X ve Y,° olsun. II. oyuncunun

saf stratejilerinin sayisi degismediginden Y’ = Y,, olur. Ayrica X = X,,1
dir.
G getiri matrisi ile verilen oyunda x = (z1,29,...,2,) € X,, ve y =
(Y1,Y2,---,Yn) € Y, karma stratejileri i¢in oyunun getirisi
9(x,y) = Z Z$igijyj (2.1.5)
j=1 i=1

dir. Gy getiri matrisi ile verilen oyunda yani sadelegtirilmig oyunda X = (%o, .. .,

Tm) € X5 vey = (i1,02,--.,0n) €Y, karma stratejileri i¢in oyunun getirisi
9&Y) =D g (2.1.6)
j=1 =2
olur.

Sadelestirilmis oyunda sirasiyla I. ve II. oyuncunun optimal stratejileri x* =
(x5,...,28) € X2, ¥° = (yi,us,...,y") € Y.? ve oyunun degeri de v olsun.

m
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Yani G; getiri matrisi ile verilen oyunun ¢oziimii (X*,y*,v) olsun. O halde

sadelestirilmig oyunun ¢oziimii (x*,y*, ) oldugundan Teorem 2.1.16 geregi
keyﬁ S,: (y17y27"'7yn) EYnS lgln g(i*aj") ZV

ve
keyﬁ X = (1'1,.%'2, cee 7xm> € ern 1(;111 g(ia SI*) <v

olur.

G getiri matrisi ile verilen oyunda ise sirasiyla I. ve II. oyuncunun optimal
stratejileri x* = (0,23,...,2%) € X\, vey* =y* = (y],vs,...,y}) € Y, =
Y? olsun. (x*,y*,v) iiclisiiniin G getiri matrisi ile verilen oyunun ¢oziimii

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 6nce

keyfi 'y = (y1,92,--,yn) €Yo i¢in g(X"y) > v
oldugunu gosterelim. Keyfi y = (y1,y2,...,yn) € Y, alalim. Y,, = Y* oldu-
gundan y = (y1,¥2,...,Yn) € Y7 olur. x* = (0,23,...,2},) € X, X' =
(x5,...,25) € X3 oldugundan (2.1.5) ve (2.1.6) dan

9(x"y) = Z Z T; 9ijY;

j—1 i=1

= sz 9ijY;

7=1 =2
9(x*,y)
= §(x",y)

olur. g(x*,y) = g(X*,¥) olup ve g(x*,y) > v oldugundan g(x*,y) > v oldugu
elde edilir.
Simdi de

keyﬁ X:(xlax%'“axm)EXm 1(;111 g(Xay*)SV

oldugunu gosterelim. Keyfi x = (z1, 29, ..., x,) € X,, alalim.
gxy") = ZszgUy;
jfl i=1
= Zﬂhgljyj + ZMQQJ?J] + Z leg”y] (2.1.7)
7=1 =3

dir. Iy > I; olup keyfi j = 1,2,...,n i¢in go; > ¢1; oldugundan ve (2.1.7)
esitliginden

g(x,y") < legzjy] + Zazggz]y] + Zzwzgwyj

j=1 =3

< Z(% + iUQ)gzjy; + Z Z xz’gijy; (2.1.8)

j=1 j=1 i=3
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olur.

X = (x1 + x9,%3,...,Ty) olsun. Ayrica X = (z1 + 29, 23,...,2,) € X5
olur. x = (x1, 29,23, ...,%y) € X, keyfi sabitlenmig oldugundan x = (z; +
To, X3, ..., Tm) € X5 de keyfi olur. §* = y* = (y],v3,...,y") € Y, = Y?

olup (2.1.6) geregi ve X = (1 + X2, 3,...,%y) den
GET) = (@ +m)gyl + > > gy (2.1.9)
Jj=1 j=1 i=3

olur.
O halde (2.1.8) ve (2.1.9) dan

9(x,y") < gx,¥) <v

elde edilir.

x = (21,29, T3,...,Tm) € X, keyfi secildiginden g(x,y*) < v oldugu elde
edilir. Teorem 2.1.16 geregi g(x*,y) > v ve g(x,y*) < v olup (x*,y*, v) tigliisii
G getiri matrisi ile verilen oyunun ¢oziimii olarak elde edilir. U

Onerme 2.1.25 ten goriildiigii iizere sadelestirilmis bir oyunun ¢oziimii ve-
rilen oyunun ¢6ziimii olup oyunun sadelestirilmesi oyunun ¢oziimiinii kolaylag-

tiracagindan oncelikle oyun sadelegtirilebiliyorsa sadelegtirilmelidir. Fakat bu

onermenin tersi dogru degildir. Simdi bunu bir érnekle gosterelim.

Ornek 2.1.26. Getiri matrisi

ile verilen oyunu ele alalim.
II; > Iy oldugundan oyunu sadelestirirsek yani 11y stratejisini ¢ikarirsak

sadelestirilmis oyunun matrisi

olur.
Getiri matrisi Gy olan oyunda 1; > Iy oldugundan bu oyunu da sadelesti-

rirsek yani Iy stratejisini ¢ikarirsak yent oyunun getiri matrisi
I,
Go=1 (1)
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olur.

Dolaypsiyla Go olan oyunda her oyuncunun tek stratejisi olup bu oyunun
¢ozimi (1,111, 1) olarak bulunur.

Simdi de getiri matrisi G olan oyunun ¢oézimiint bulalim. Sirasiyla 1. ve
II. oyuncunun x = (2,1 —z) € Xo vey = (y,1 —y) € Ys karma stratejileri

1¢in oyunun getirisi

9xy) = l-ay+1-2(1-y)+(=1)- (1 -2)y+0-(1-2z)(1-y)
= wytr—xy—y+ay
= r—y+ay
olur. Oyunun degeri

v = min max ¢g(x, = min max [x —y+z
yEY2 XEXo g( y) y€[0,1] z€[0,1] [ 4 y]

= min max |z(l+vy)—
Jnin xe[o,)l(][( y) — ]

= min [(1 —
Jnin, (1+y) —y]

= 1
olur.
Simdi de x* = (1,0) € Xy ve keyfiy = (y,1 —y) € Ys, y € [0, 1] stratejile-
rini alalim. O halde g(x,y) = x — y + xy den

*

gxLy)=l-y+y=1
bulunur. Keyfiy € Ys i¢in g(x*,y) > 1 olur.
Simdi ise keyfi y* = (y*, 1 —y*) € Ys ve keyfi x = (x, 1 —xz) alalvm. O halde

g(x,y) =z —y+xy den
gxy)=z—y tay <l-y +y =1
olur. Béoylece son egitsizlikten keyfi x € Xo igin g(x,y*) < 1 elde edilir.
Dolaysiyla g(x*,y) > 1, g(x,y*) < 1 olup Teorem 2.1.16 dan x* = (1,0) €
Xy ve keyfi y* = (y*, 1 — y*) € Ys stratejileri i¢in (x*,y*,1) (veya (I;,y%,1))
tglisti G getiri matrisi ile verilen oyunun ¢ozimai olur. Fakat sadelestirilmis

oyunun tek ¢ozimi (1,114, 1) d¢lisddiir.

Tanim 2.1.27. Keyfi j = 1,2,...,ni¢in g;; > gs; 1se L. oyuncunun I; stratejisi
Iy stratejisine kesin baskindir. Burada 1; stratejisine kesin baskin stratejz,
I, stratejisine de kesin bastirilan strateji denir. Benzer sekilde keyfi 1 =
1,2,....m i¢in gy < gir tse II. oyuncunun 11, stratejisi 11y, stratejisine kesin
baskindir. Burada 11, stratejisine kesin baskin strateji, 11, stratejisine de

kesin bastirilan strateji denir.

Onerme 2.1.28. Bir oyunda kesin bastirlan strateji atilirsa, oyunun ¢6zimi

sadelestirilmis oyunun da ¢ézimi olur.
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2.1.5 Gereken Stratejiler

Iki kigilik sifir toplaml m x n matris oyunun ¢oziimii (x*,y*,v) olsun.

Burada I. oyuncunun optimal stratejisinin x* = («f,z3,...,2%) € X,,, 1L
oyuncunun optimal stratejisinin y* = (y7,y5, ..., y:) € Y,, ve oyunun degerinin

v oldugunu biliyoruz. Simdi I. ve II. oyuncu icin gereken strateji kavramini
tanimlayalim.

Tanim 2.1.29. 1. oyuncunun x* = (a3, 23, ..., 2% € X,, optimal stratejisinde

x; >0 ise l;, saf stratejisine 1. oyuncunun gereken (6z) stratejisi denir.

Tanim 2.1.30. II. oyuncunun y* = (yi,vs,...,y:) € Y, optimal stratejisinde

y;. > 0 idse 11, saf stratejisine 1. oyuncunun gereken (6z) stratejisi denir.

Siradaki teorem bize 1. oyuncu x* optimal stratejisi ile oynarken II. oyuncu
gereken II; stratejisi ile oynarsa oyunun getirisinin verilen oyunun degerine
esit olacagini veya benzer olarak II. oyuncu y* optimal stratejisi ile oynarken
I. oyuncu gereken I; stratejisi ile oynarsa oyunun getirisinin verilen oyunun
degerine egit olacagini ifade etmektedir.

Teorem 2.1.31. (x*,y*,v) d¢lisi m X n matris oyununun ¢ézimi, 1;, ve

I,

;. strategileri de siraswyla 1. ve I1. oyuncunun gereken stratejileri olsun. Bu

durumda

g(xy") = gL, y") =v
ve

g(x"y") = g(x"1,) = v
olur.

Kanit. (x*,y*,v) oyunun ¢oziimii oldugundan, x* € X, stratejisi I. oyuncu-
nun optimal stratejisi, y* € Y,, stratejisi II. oyuncunun optimal stratejisi ve v

oyunun degeri olur.

x* = (27,25, ...,28), ¥ = (yf,y5, ..., y;) olsun. Genelligi bozmadan, keyfi
i=1,2,...,k (k <m) igin 2} > 0 olmak iizere
x* = (27,25, ...,25,0,...,0)
oldugunu kabul edelim. Yani x* = (z7,x3,...,2} ) optimal stratejisinde saf

stratejilerin sira numaralarini degistirerek gereken stratejileri ilk siraya alalim.
Keyfi 1 <4, < k alalim. O halde I;, stratejisi [. oyuncunun gereken stratejisidir

ve gereken strateji tanimi geregi xj > 0 olur.
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Simdi ¢g(I;,,y*) = v oldugunu kanitlayalim. g(I;,,y*) # v oldugunu kabul

edelim. y* € Y, stratejisi II. oyuncunun optimal stratejisi oldugundan
keyfi x€ X, icin g(x,y") <v
olur. Bu egitsizlikte x € X, stratejilerini saf stratejiler alirsak
keyfi i=1,2,...,m igin ¢(I;,y") <v (2.1.10)
elde ederiz. Ayrica g(I;,,y*) # v kabuliinden ve (2.1.10) dan
gL, y") =vi<v (2.1.11)

oldugu bulunur.

(x*,¥*,v) oyunun ¢oziimii oldugundan, Sonug 2.1.17 geregi

v=g(x"y") (2.1.12)

dir. (2.1.10), (2.1.11), (2.1.12) den ve x* = (x},z3,...,25,0,...,0),2f > 0

) Tk

oldugundan,

v = g(X*ay*)
n m n k
— ZZx:gijy; = szngJy;
e j=1 i=1
k n k n
= > > ey =) (Zgijy;)x:
i=1 j=1 =1 t=t

k
> gy
=1

g, y)ai + .o+ gL,y )z + .o+ gk, ¥,

vey + .. v+ v

IN

< vri+...Fvri . Fvr=v

olup v < v elde edilir. Bu ise miimkiin degildir. O halde varsayimimiz dogru
degildir. Yani g(I;,,y*) = v olmahdur.

II. oyuncunun gereken II; stratejisi icin de g(x*,1I;,) = v oldugu benzer
sekilde kanitlanir. O

23



2.2 1Iki Kigilik Sifir Toplamh Sonlu Oyunlarin Coziimii

Bu béliimde ilk olarak kesin tanimli matris oyunlar ifade edilecek ve ¢oziimii
ele alinacaktir. Ardindan 2 x 2 matris oyunlarin ¢éziimi incelenecektir. Daha
sonra da 2 X n matris oyunlarin ¢oziimiinii bulmak icin kullanilan grafik yontem
verilecektir. Son olarak da lineer programlama yontemi yardimiyla m xn matris

oyunlarin ¢oziimiinii bulmak icin bir yontem verilecektir.

2.2.1 Kesin Tanimli Matris Oyunlarin Coziimii

Tanim 2.2.1. Denge noktasi olan matris oyunlara kesin tanismlis matris

oyunlar denir.

Getiri matrisi

I, I, ... 1II,

L [ gu 912 - Gin

G — Ly | 921 g2 ... 9o
Im 9m1 9m2 coo Omn

ile verilen m x n matris oyununda . satirin minimum degeri j. siitunun mak-
simum degeri oldugunda elde edilen g;; getirisi oyunun denge noktasidir. g;;
denge noktasi kesin tanimli oyunun degeri olup g;; = v, 1. oyuncunun optimal
stratejisi I;, II. oyuncunun optimal stratejisi II; stratejisi olmak iizere (I;,1I;, v)

tigliisii kesin tanimli matris oyunlarin ¢éziimii olur.

Ornek 2.2.2. Getiri matrisi

I, 1II, IIs Il

ile verilen oyunu ele alalim.

I. oyuncu kazanmay hedefiediginden kendisi i¢in her bir satirdaki minimum
deger arasindan maksimum olaniny se¢ecektir. O halde her bir satvrin minimum
degeri siraswyla 2,0,-7 olmak tizere 1. oyuncu bu degerler arasindan maksimum
olan 2 getirisini saglayacak 1, stratejisini secer. Bu durumda II. oyuncu da

kaybiniy en aza indirmek icin her bir situndaki maksimum deger arasindan
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minimum olanime sececektir. Situnlardaki maksimum degerler 8,4,2,6 olmak
tzere II. oyuncu bu degerler arasindan minimum olan 2 getirisini saglayacak
13 stratejisini secer. O halde oyunda bir denge noktas: vardir. Béylece oyunun
degeri olan 2 getirisini elde etmek i¢cin 1. oyuncu I; stratejisini, I1 oyuncu da
I3 stratejisine kullanacaklardar.

Kisaca ifade edecek olursak, ¢i3 getirisi birinci satirin minimumu iken
t¢tinct sttunun maksimumudur. Dolaysiyla denge noktast vardir ve oyun ke-
sin tanwmly bir oyundur. Oyunun degeri de v = 2 dir. 1. oyuncunun optimal
stratejisi 1y ve 11 oyuncunun optimal stratejisi de 113 olmak tzere (Iy,113,2)

t¢list kesin tanimly matris oyunun ¢ozimi olarak bulunur.

2.2.2 2 x 2 Matris Oyunlarin Coziimii

Getiri matrisi

I, 1II,
I
G- g1 Y12 (2.2.13)
L\ g1 922

ile verilen 2 x 2 matris oyununu ele alalim. Bu oyunu ¢6zebilmek icin denge
noktasinin olup olmadigina bakilir. Eger denge noktasi yoksa ¢éziim su sekilde
bulunur [20].

g11 > gi2 ise g1o < goo dir. Aksi takdirde g5 denge noktasi olur. g5 < goo 0l-
dugu igin ggs > go1 olmalidir. Aksi takdirde gos denge noktasi olur. Dolayisiyla
go1 < g11 Ve gi11 > g2 oldugunu goriiriiz. Bu ise denge noktasi olmadiginda
hem g11 > gi2, g12 < 922, G22 > Go1, gor < g11 hem de g1 < g12, g12 > goo,
oo < g21, go1 > g11 oldugunu gosterir.

IT. oyuncu tarafindan secilen strateji ne olursa olsun I. oyuncu kendi geti-

risini degigtirmeyecek x = (z,1 — z) karma stratejisini kullanir. Bu durumda
gi-T+go-(1—2)=gi2 T+ go- (1 —1)
olur. Bu egitlikten x degeri

g22 — g21
(911 — 912) + (g22 — 921)

Tr =

olarak bulunur.

25



Burada denge noktasi olmadigi igin (g11 — ¢12) ve (ga2 — g21) nin her ikisi
de pozitif veya negatiftir. Dolayisiyla 0 < z < 1 dir. Buradan I. oyuncunun
getirisi

g11 - g22 — G12 * 921
g1 — g12) + (922 — 921)

v=gu-T+gn-(l—1z)= (

dir.
Benzer gekilde I. oyuncu tarafindan secilen strateji ne olursa olsun II.
oyuncu kendi getirisini degigtirmeyecek y = (y, 1 — y) karma stratejisini kulla-

nir. Bu durumda

gu-y+tgr-(1-y)=gau-y+ge-(1-y)
olur. Bu egitlikten y degeri

_ g22 — 12
(911 — g12) + (922 — g21)

olarak bulunur ve 0 < y < 1 dir. II. oyuncunun getirisi I. oyuncu tarafindan

elde edilen getiri ile ayni olur. Yani,

g11 - 922 — g12 * 921 _
(911 — 912) + (G22 — g21)

gu-y+gi2-(1—y) =

olur.
x ve y optimal stratejiler, v de oyunun degeri olmak iizere (x,y,v) iigliisii

getiri matrisi (2.2.13) ile verilen 2 X 2 matris oyununun ¢oziimii olur.

Ornek 2.2.3.
I, 1II,

L[-1 2
G="
L\ 2 =5

ile verilen 2 X 2 matris oyununu ele alalim.

Ik énce bu oyunun denge noktasinin olup olmadigina bakmaliyz. 1. oyuncu
i¢in satirlardaki minimum degerler sirasiyla —1 ve —5 tir. Bu degerlerden mak-
simum olant -1 dir. II. oyuncu i¢in ise stutunlardaki maksimum degerlerin her
ikisi de 2 dir. Yani bu oyunda denge noktast yoktur. O halde

= 922 — ga1 _ —5—2 :1
(911 —g12) + (922 —g21)  (-1—=2)+(=5—-2) 10
y = 922 — g12 _ —5—-2 :l
(911 —g12) + (922 —g21) (-1—=2)+(-5—-2) 10

26



o gugn =G gn (=1)-(=5)—2-2 :i

(911 —g12) + (922 —g21) (-1—=2)+(-5—-2) 10
olup oyunun ¢ozimaii

7T 3 7 3 1
X = —TAh Y= PP EETY
10° 10 1010/ 10

2.2.3 2 xn Matris Oyunlarin Coziimii

olur.

Bu boliimde oncelikle m x n matris oyunlarin ¢éziim yonteminde kullanilan
ve oyunun degerini karakterize eden bir 6nerme verilecektir. Daha sonra 2 x n
oyunlarm ¢oziimiinde kullanilan grafik yontem ele alinacaktir [21].

Onerme 2.2.4. v sayisi iki kigilik sifer toplamle m X n oyunun degeri olsun.
O halde

= 11, 2.2.14
max min g(x,y) = max min_g(xII;) =v ( )
min max g(x,y) = min_ max_g(l;,y) =v (2.2.15)

esitliklers dogrudur.
Kanait. Ele aldigimiz m X n oyunun ¢oziimii (x*,y*, v) olsun. O halde
keyfi yeV, i¢in g¢gx"y)>v (2.2.16)

keyfi x€ X, icin g¢(x,y") <v (2.2.17)

olur. Ayrica Teorem 2.1.12 den

= 2.2.18
max min g(x,y) = min max g(x,y) = ( )
oldugunu biliyoruz. Keyfi j = 1,2,...,n icin II; saf stratejisi Y, karma strate-

jiler kiimesine ait oldugundan (2.2.16) esitsizliginden

g(x*,11;) > v

bulunur. O halde

i, 90 1h) 2 v

olup buradan

max En;nng(x IL,) > v (2.2.19)

oldugu elde edilir. Simdi

max r11121n 9(x, 1) = v (2.2.20)
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oldugunu kanitlayalim. Bu egitligin dogru olmadigini varsayalim. O halde (2.2.19)
dan

max min g(x IL)=v.>v
x€Xm j=1,2,...,

olur. Bu durumda

min g(X,1I;) =v, > v
7=12,...,n

olacak gekilde x = (%, %9, ..., Tm) € X,, vardir. Buradan
keyfi j=1,2,...,n i¢in g(XI1L;)>v,>v (2.2.21)

bulunur. Simdi keyfi y = (y1, %2, ...,yn) € Y, stratejisini alahm. Getiri tani-
mindan ve (2.2.21) esitsizliginden

g®y) = szzguyj Z(g@gw)w

7=1 =1
= Zg(i, 11,)y,; > Z Vs lYj = Vs
j=1 j=1

olur. Yani
keyfi ye€VY, i¢n g(X,y)>v. (2.2.22)

olur. v* > v oldugundan, (2.2.17) den
keyfi x€ X, icin g¢g(x,y") <, (2.2.23)

bulunur. O halde (2.2.22), (2.2.23) ve Teorem 2.1.16 dan (X, y*, v,) ii¢liisiiniin
verilen oyunun ¢oziimii oldugu elde edilir. Boylece (x*,y*,v) ve (X,y*, vy) li¢-
liilleri verilen oyunun ¢6ziimii olur. Oyunun degeri tek oldugundan v = v, olur.
Bu ise v, > v olmasi ile geligir. O halde varsayimimiz dogru degildir ve (2.2.20)
esitligi gecerlidir. Dolayisiyla (2.2.20) ve (2.2.18) den (2.2.14) esitliginin dog-
rulugu elde edilir.

(2.2.15) esitliginin dogrulugu da benzer gekilde kanitlanir. O

Simdi 2 x n oyunlarin ¢éziimiinii bulmak i¢in kullanilan bir grafik yontem

verelim. Getiri matrisi

I, I, ... I,
I e n

G- " g1 Gi2 g1 (2.2.24)
Ib\ga g2 ... 9o

ile verilen iki kisilik sifir toplamli 2 x n oyununu ele alalim. Oyunun degeri v,

olsun.
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I. oyuncunun iki tane saf stratejisi oldugundan karma stratejisi x = (x,1 —

x), z € [0, 1] bigiminde yazilabilir. Bu durumda keyfi j = 1,2,...,n i¢in
9(x, 1) = gijo + goj(1 —x), = €0,1]
oldugu elde edilir. Keyfi j =1,2,...,nicin ¢;(-) : [0,1] = R olmak iizere
pi(z) = g(x,11;)
seklinde gosterirsek
0i(r) = gz + g25(1 — ), x€][0,1]
olur. Onerme 2.2.4 ten
v, =max min g¢(x,Il;) = max min ¢;(z)

x€X2 j=1,2,....,n x€[0,1] j=1,2,...,n

olup v, sayisi getiri matrisi (2.2.24) ile verilen oyunun degeri olur.

v
la
P2
¥3
¥1
— T
2.1 (a) 1. Adim L
v
1+
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2.1 (c) 3. ve 4. Adimlar

Sekil 2.1: Oyunun ¢6ziimiinii bulmak icin bir grafik yontem

Simdi (2.2.24) getiri matrisi ile verilen oyunun ¢6ziimiinii bulabilmek igin
grafik yontemin adimlarini verelim.

1. Adim Ozv diizleminde keyfi j = 1,2,...,ni¢in ¢;(-) : [0, 1] — R fonksi-
yonlarinin grafiklerini gizelim (Sekil 2.1(a)).

2. Adim Her z € [0, 1] igin

@)= min (o)

J=1,2,0m
olmak iizere (-) : [0,1] — R fonksiyonunun grafigini ¢izelim. (Sekil 2.1(b)).

3. Adim () : [0,1] — R foksiyonunun grafigini kullanarak, bu fonksi-
yonun [0,1] araligindaki maksimumu v, = mrél[%’)iw(x) bulunur (Sekil 2.1(c)).
Dolayisiyla getiri matrisi (2.2.24) ile verilen oyunun degeri elde edilmig olur.

4. Adim 9(-) : [0,1] — R fonksiyonunun grafigini kullanarak, bu fonk-
siyona [0,1] arahginda maksimum degerini veren z* € [0, 1] sayist bulunur
(Sekil 2.1(c)). Dolayisiyla v, oyunun degeri olmak iizere

e = (o) =t i @0 = pin e(e")

oldugundan x* = (z*, 1—2*) € X, karma stratejisi verilen oyunda I. oyuncunun
optimal stratejisi olur.

5. Adim II. oyuncunun optimal stratejisi bulunur.

Jo={j:g(x"1I;) = v}
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olsun. y* = (yi,vys,...,y:) stratejisi II. oyuncunun karma optimal stratejisi
oldugunu kabul edelim. Eger II;, saf stratejisi II. oyuncunun gereken stratejisi
ise Teorem 2.1.31 geregi g(x*,1I;,) = v, oldugundan j, € J, olur. j ¢ J, icin IL.
oyuncunun II; stratejisi gereken strateji degildir. O halde II; gereken strateji
olmadiginda Tanim 2.1.30 geregi y; = 0 olur.

[. oyuncunun x* = (z*,1 — z*) € X, optimal stratejisinde z* ve 1 — z*
sayilarindan en az biri veya her ikisi de ayni anda sifirdan farkli olur. Bu

durumda

{2} , 2¥=0 ise
Li=4q {1,2} , z*€(0,1) ise
{1} , 2*=1 ise

olmak iizere Tanim 2.1.29 geregi I. oyuncunun ¢ € I, indisine kargilik I; saf

stratejisi, gereken strateji olur. Boylece Teorem 2.1.31 geregi keyfi i, € I, icin

gL, y") = v.

olur. Bu egitlik yardimiyla II. oyuncunun y* = (yf, s, ..., v") karma optimal
stratejisi elde edilir.

Simdi grafik yontemi daha iyi anlayabilmek icin bir 6rnek verelim.

Ornek 2.2.5.
I, 1II, IIs3 II4

I 4 1 2
G= "' °

L\-1 3 1 6
ile verilen 2 X 4 oyununun ¢ézumintd bulalim.

Oncelikle verilen oyunun sadelestirilip sadelestirilmedigine bakalim. Oyunda

I13 > 114 oldugundan oyun sadelestirilirse getiri matrisi

I, I, I,
I 4 1 2
Glz !
L\-1 3 1

olan oyunu elde ederiz. O halde simdi bu oyunun ¢ozimind bulalim.
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L. oyuncunun x = (z,1 —x) € Xy, x € [0,1] karma stratejisi ve 11. oyun-

cunun saf 11;, j = 1,2,3 stratejileri i¢in ¢;(z) = g(x,1I;) fonksiyonlarin

hesaplayalim.
o1(@) = gx, L) =4 -2+ (~1)- (1—2) = -1 +50 , z€[0,1]
wa(r) =g(x, 1) =1-24+3-(1—2)=3 -2z z € 0,1]
p3(x) =g(x,1I3) =2-24+1-(1—2)=1+2z z € [0,1]
bulunur.
v
4 $1
3
3
1 ¥2
x
1
—1

2.2 (a) 1. Adim

v
1
e et
J B SURSEELLE e NPT

x
1
—1
2.2 (b) 2. Adim
v
44k
5 4
Ve = g ............ //\ ’lp
: x
1 1
xt =2

2.2 (c) 3. ve 4. Adimlar

Sekil 2.2: Getiri matrisi Gy olan oyunun grafik yontemiyle ¢éziimii

32



1. Adim ¢;(-) : [0,1] = R, j = 1,2,3 fonksiyonlarimn grafiklerini ¢izelim

(Sekil 2.2 (a)).
2. Adim Her x € [0,1] igin

() = mingp;(z)

j=1,2

olmak dizere ¥ (-) : [0,1] = R fonksiyonunun grafigini ¢izelim. Sekil 2.2 (b) den
gorildigi gibs

e1(z) , ze€l0,5] ise
P(r) =< @3(x) , =€ (%, %] ise
po(x) , T € (%, 1] ise
yant
—1+5z , zel0,5] ise
P(x) = 1+z , ze(3,3] ise (2.2.25)
3—2x , xze (3,1 ise

olur (Sekil 2.2 (b)).
3. Adim (2.2.25) ile verilen ¢(-) : [0,1] — R fonksiyonunun grafigini kul-
lanarak (Sekil 2.2 (c¢)), bu fonksiyonun [0,1] araligindaki maksimumu v, =

2
m[ax]@/)(x) degerini bulalim. Bu fonksiyon maksimum degerini x = 3 nokta-
z€|0,1

5 5

sinda alir ve bu v, degeri, v, = 3 olur. O halde Gy oyununun degeri v, = 3
olur.

4. Adum  Simdi de () : [0,1] = R fonksiyonuna [0,1] araliginda maksi-

mum degerini veren x* € [0, 1] sayisini bulalim. Bu sayr 3. Adim da v, degerini

2
hesaplarken bulunmugstu. Yani Sekil 2.2 (¢) den de gorildigi tzere z* = =

olur. O halde getiri matrisi Gy olan oyunda 1. oyuncunun optimal stratejisi
21
53

5. Adim Son olarak da I1. oyuncunun optimal stratejisini bulalim. Sekil 2.2
(c) den

*

x* = olur.

g(x*,Hz)zg , o g(x*, 113) :g
yani J, = {2,3} olur. Bir baska deyisle 11y ve 113 stratejileri I1. oyuncunun ge-
reken stratejileri olup, 11, gereken strateji degildir. Bu durumda I1. oyuncunun
optimal stratejisi

y =(0.y1-y)
seklinde olur. Ayrica 1. oyuncunun optimal stratejisi X* = %,% e X,
oldugundan 1. oyuncunun 1, ve 1y stratejileri gereken stratejilerdir. O halde
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5
I, = {1, 2} olur. Gy oyununun degeri v, = 3 oldugundan Teorem 2.1.31 geregi

5 5
g, y") = 3 ve g(la,y") = 3
vey* = (0,y*, 1 —y*) oldugundan

gl,y) = 4. 0+1-y"+2-(1-y") =2y
g(la,y*) = (-1)-0+3-y +1-(1—y")=1+2y"

olarak bulunur. Bu durumda

5 5
2y =2 142y =2
y'=g ve V=3

1
elde edilir. Bu egitlikler ¢ozildiginde y* = 3 bulunur. Dolayisiyla Gy getirt

matrisi ile verilen oyunda 1. oyuncunun optimal stratejisi y* = (0,y*, 1 — y*)

1 2
*— (p.2. 2
y (7373>

olarak elde edilir. Boylece getiri matrisi Gy olan oyunun ¢6zimi

e (21 (L)
X = 373 ay_ a3a3 a3

Gclisi olarak bulunur. Onerme 2.1.28 den

(2 (g l2 )P
X = 373 7y_ 73737 73

tglist getiri matrisi G ile verilen oyunun ¢ozimi olur.

den

2.2.4 m xn Matris Oyunlarin C6ziimii

Bu béliimde lineer programlama yéntemi yardimiyla iki kisilik sifir toplaml
m X n oyunlarin ¢oziimii i¢in bir yontem verilecektir [21].

Getiri matrisi

I, I, ... II,
L [gu 912 . g
G ‘12 9‘21 9‘22 . g?n (2.2.26)
I, 9m1 9m2 -+ Gmn
ile verilen m x n oyununu ele alahm. I. oyuncunun x = (z1,22,...,2,) €
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X, ve I oyuncunun y = (y1, 99, ..., ¥n) € Y, karma stratejileri i¢in oyunun
getirisinin

9(x,y) = Z Z i9i3Y;5

j=1 i=1
oldugunu ve Teorem 2.1.16 dan (x*,y*, v, ) tcliisiiniin oyunun ¢6ziimii olmasi

icin gerek ve yeter kogulun
keyfi y ey, icin gx"y) >

keyfi x € X, i¢in ¢g(x,¥") < v

oldugunu biliyoruz. I. oyuncu herhangi bir x € X, stratejisini secsin. II.

oyuncu kendisi icin en iyi strateji olan

3&%9 9(x,y) = 9(x,y(x)) = v(x)

olacak gekilde y(x) € Y,, stratejisini secer. I. oyuncunun amaci getirisini mak-
simallegtirmek oldugundan, I. oyuncu x € X,,, karma stratejilerini degistirerek

v(x) sayisini maksimallegtirmeye, dolayisiyla

X € X,
keyfi y € Y,, i¢in g(x,y) > v (2.2.27)

V — max

problemini ¢6zmeye ¢aligir. Simdi (2.2.27) probleminin ¢oziimii ile iligkili bir

onerme verecegiz.

Onerme 2.2.6. (x*,v,) ikilisi (2.2.27) probleminin ¢ézimii olsun. v, says
getiri matrisi (2.2.26) ile verilen oyunun degeri, x* € X, ise . oyuncunun

optimal stratejisidir.
Kanat. (x*,v,) ikilisi (2.2.27) probleminin ¢oziimii olsun. Bu durumda
keyfi y eV, icin gxy) >

olur. Bu esitsizlikten

yelYn ( ’ ) =V ( )

ve
max min > v, 2.2.29
XEXE(n Yel)ng(x, y> g ( )
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elde edilir. Simdi

max min g(x,y) = v,
XEXm yEYrn (x.y)

oldugunu kanitlayalim. Aksini varsayalim. O halde (2.2.29) dan

max min 9(x,y) =11 > v, (2.2.30)

olacak sekilde bir vy sayisi vardir. x — ming(x,y) fonksiyonu siirekli oldugun-

yEYn
dan (2.2.30) dan

. 1 o
§2§29(X Y) =1 >

olacak sekilde x! € X,, vardir. Buradan
keyfi y ey, icin g(x',y)>wv >

olur. Bu ise (x*,v,) ikilisinin (2.2.27) probleminin ¢6ziimii olmasi ile ¢eligir. O
halde varsayimimiz dogru degildir. Yani

max min g(x,y) = v,
XEXm yEYn (x.y)

esitligi gegerlidir. v, sayist getiri matrisi (2.2.26) ile verilen oyunun degeridir.
Simdi de x* € X, stratejisinin 1. oyuncunun optimal stratejisi oldugunu
kanitlayalim. Bunun i¢in

e
;ggig(x,y)—v*

oldugunu gostermeliyiz. Yine aksini varsayalim. O halde (2.2.28) den

. 1 o
ming(x,y) = v > u

olacak sekilde x! € X, vardir. Buradan

max min g(x,y) > vy > v,
XEXm yEYn

oldugu elde edilir. Bu ise v, sayisinin oyunun degeri olmasi ile geligir. O halde

varsayimimiz dogru degildir. Yani

e
;ggig(x,y)—v*

esitligi gecerlidir. v, sayisi oyunun degeri oldugu icin x* € X, stratejisinin I.

oyuncunun optimal stratejisi oldugu bulunur. O

Onerme 2.2.7. x € X,, olsun. Keyfi y € Y, i¢in g(x,y) > v olmas: igin
gerek ve yeter kosul keyfi j = 1,2,...,n igin g(x,1I;) > v olmasidur.
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Kanit. Keyfi y € Y, i¢in g(x,y) > v olsun. Her I; saf stratejisi (sadece i.
koordinat 1) x = (0,...,0,1,0,...,0) karma stratejisi ile eglenebilir. Bir bagka
deyisle, saf stratejiler karma stratejiler kiimesine ait oldugundan keyfi j =
1,2,...,nicin g(x,1I;) > v olur.

Simdi keyfi j = 1,2,...,nicin g(x,1I;) > volsun. Keyfiy = (y1,¥2,...,yn) €

Y, karma stratejisini alalim ve sabitleyelim. x = (z, xo, ..., x,,) € X,, olup
g(xy) = ZZ%Q@%
j=1 i=1
= 3 (L n )= ot 2 v =
j=1 N =1
olur. Yani keyfi y € Y,, icin g(x,y) > v elde edilir. O

Bu 6nerme geregi (2.2.27) problemi

X € X,
keyfi j =1,2,...,ni¢in g(x,1I;) > v (2.2.31)

V — max

problemine denk olur.

X = {x:(xl,xz,...,xm):Vizl,Q,...,miginxizOve inzl}

i=1

ve
g(x,11;) Z 9ijTi

oldugundan (2.2.31) problemini

m

e o
=1
e > 0, i=12,....m (2.2.32)
Zg’tsz Z v, J]= 1a27 y
=1
V — Imax

olarak ifade edebiliriz.
Keyfi i = 1,2,...,m ve 7 = 1,2,...,n i¢in g;; > 0 ise v > 0 olarak
almabilir. Eger g;; > 0 degilse r+g;; > 0 olacak sekilde r > 0 sayis1 bulunabilir.

Onerme 2.1.19 dan (2.2.26) getiri matrisindeki tiim g;; sayilarmin ayni r sayisi
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ile toplanmasinin oyunun optimal (veya denge) stratejilerini degistirmeyecegini
sadece oyunun degerini r sayisi kadar degistirecegini biliyoruz. Bu nedenle

genelligi bozmadan v > 0 oldugunu kabul edelim. O halde (2.2.32) problemi

14 B 14
i=1
&y .
2> 00, i=1,2,...,m (2.2.33)
14
ngﬁ Z 1 ) j_1727 v
=1

vV — max

seklinde ifade edilebilir. Eger ¢ = 1,2,...,m i¢in X; = Ti dersek (2.2.33)
v

problemi

i=1

Xi

Vv
=N

L i=1,2,...,m (2.2.34)

> giXe > 1, j=12....n
=1

14

1

max

problemine denk olur.
1
Pozitif v sayisinin maksimallegtirilmesi — sayisinin minimallegtirilmesine
v

denk oldugundan (2.2.34) problemi standart gekilde verilen

min { ZXZ}
. i=1
Zgz’sz'Zl ., J=12...,n (2.2.35)
i=1

X,>0 , i=12...,m

lineer programlama problemi olarak yazilabilir.

X* = (X7,X5,...,X}) olmak tizere (X*,r*) ikilisi (2.2.35) probleminin
¢Oziimii olsun. Bu durumda x* = (v, X{, . X5, ..., 0. X)), v = = olmak {izere
(x*, v,) ikilisi (2.2.27) probleminin ¢6ziimii olur. O halde (x*, v,) ikilisi (2.2.27)
probleminin ¢6ziimii ise v, = T—l* sayist (2.2.26) ile verilen oyunun degeri, x* =
(e X7, X5, .., v X)) stratejisi de 1. oyuncunun optimal stratejisi olur.

Boylece asagidaki teoremi kanitlamig bulunuyoruz.
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Teorem 2.2.8. (X*,r*) ikilisi (2.2.35) lineer programlama probleminin ¢d-

zimi olsun. x* = (L. X7, . X5, ..., 1. X)) € X, stratejisi getiri matrisi (2.2.26)

olan oyunda 1. oyuncunun optimal stratejisi ve v, = — sayst da oyunun degeri
r

olur.

Boylece (2.2.26) getiri matrisi ile verilen oyunda I. oyuncunun optimal st-
ratejisi ve oyunun degeri (2.2.35) lineer programlama probleminin ¢6ziimii ile
elde edilir.

Simdi de II. oyuncunun optimal stratejisini bulalim. II. oyuncu herhangi

bir y € Y, stratejisini secsin. O halde I. oyuncu ise kendisi i¢in en iyi olan

max g(x,y) = g(x(y),y) = p(y)

esitligini saglayan x(y) € X,, stratejisini secer. II. oyuncunun amaci getirileri
minimallegtirmek oldugundan, II. oyuncu y € Y,, karma stratejilerini degisti-

rerek p(y) sayisini minimallegtirmeye ¢aligir. Dolayisiyla I1. oyuncu
yey,
keyfi x € X, icin g(x,y) < p (2.2.36)
4 — min
problemini ¢cézmeye calisir. Asagidaki 6nermeler, Onerme 2.2.6 ve Onerme 2.2.7

ye benzer olarak kamitlanabilir.

Onerme 2.2.9. (y*, ) ikilisi (2.2.36) probleminin ¢ozimii olsun. ., gergel
sayisy getiri matrisi (2.2.26) ile verilen oyunun degeri, y* € Y, ise Il. oyuncu-

nun optimal stratejisidir.

Onerme 2.2.10. y € Y, olsun. Keyfi x € X,, i¢in g(x,y) < p olmast igin
gerek ve yeter kosul keyfii = 1,2,...,m i¢in g(1;,y) < p olmasidar.

Onerme 2.2.10 geregi (2.2.36) problemi

y €Ya
keyfii =1,2,...,mi¢in g(I;,y) < p (2.2.37)

/4 — min

problemine doniisiir.

Y, = {y:(yl,yg,...,yn):ijl,Q,...,niginyijve Zyjzl}

J=1
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ve

g(liy) = Z iV,

j=1
oldugundan (2.2.37) problemini
2y = 1
j=1
y; > 0, j=12..n (2.2.38)
Zgijyj < mo L= 1727 , T
j=1
4 — min

olarak ifade edebiliriz. Genelligi bozmadan p > 0 oldugunu kabul edelim. O
halde (2.2.38) problemini

oo L
= n It
Yis 0, j=12..n (2.2.39)
"
ng& < 1 ) i:1727"'7m
= M
/4 — min

seklinde ifade edebiliriz. Eger j = 1,2,...,n i¢in Y, = Yi dersek, (2.2.39)
L

problemi

. j=1,2,...,m (2.2.40)

sekline doniigiir.
1
Pozitif p sayisinin minimallegtirilmesi — sayisinin maksimallegtirilmesine
1

denk oldugundan (2.2.40) problemi standart verilen
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SgY;<1 o, i=12...m (2.2.41)
=1

Y; >0 , j=12,....,n

lineer programlama problemi olarak yazilabilir.

Y* = (Y, Yy, ..., YF) olmak iizere (Y*,r,) ikilisi (2.2.41) probleminin ¢6-
ziimii olsun. Bu durumda y* = (1. Y7, 11 Y5, ..,y Y,)) ve p, = % olmak iizere
(y*, u) ikilisi (2.2.36) probleminin ¢6ziimii olur. O halde (y*, u.) ikilisi (2.2.36)
probleminin ¢oziimii ise p, = rl sayis1 getiri matrisi (2.2.26) ile verilen oyunun
degeri, y* = (u Y7, Y5, . .. ,ZL*YR*) € Y, stratejisi de II. oyuncunun optimal

stratejisi olur.

Boylece asagidaki teorem kanitlanmig olur.

Teorem 2.2.11. (Y*,r.) ikilisi (2.2.41) lineer programlama probleminin ¢o-

*

zimi ise y* = (Y5 1Yo, . 1Y ¥) € Y, stratejisi getiri matrisi (2.2.26) ile
1

verilen oyunda I1. oyuncunun optimal stratejisi ve p, = — sayist da oyunun
Tx

degeri olur.

Boylece getrisi matrisi (2.2.26) olan oyunda II. oyuncunun optimal stratejisi
ve oyunun degeri (2.2.41) lineer programlama probleminin ¢6ziimii yardimiyla
bunulur.

Verilen bilgiler sonucunda (X*, r*) ikilisi (2.2.35), (Y*, r.) ikilisi de (2.2.41)
lineer programlama problemlerinin ¢oziimleri olsun. Bu durumda (2.2.35) ve
(2.2.41) lineer programlama problemleri primal-dual ¢ift oldugundan r* = r,
olur. O halde getiri matrisi (2.2.26) olan oyunun degeri, (2.2.35) ve (2.2.41)
lineer programlama problemlerinin ¢éziimiiyle bulunan ve birbirine egit olan

r* ve r, sayilarindan herhangi birinin carpim tersi olarak bulunur. Yani

olur.
Dolayisiyla (2.2.35) ve (2.2.41) lineer programlama problemlerinden elde

edilen x* = (v, X, . X5, ..., v.X},) € X,, L oyuncunun optimal stratejisi,
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*

v = (YT Yo' oo, 1Y) €Y, dell. oyuncunun optimal stratejisi, (2.2.35)
veya (2.2.41) lineer programlama problemlerinin herhangi birinin ¢éziimiinden
elde edilen v, veya pu, degeri de oyunun degeridir. Boylece (2.2.26) ile verilen

oyunun ¢oziimii (x*,y*, v, = p,) olur.
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3 ARALIK MATRIS OYUNLAR

Bu boliimde iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlarin genisgletilmis hali olan
aralik matris oyunlar aragtirilacaktir. Aralik matris oyunlarinin getiri matri-
sindeki elemanlar1 araliklar olacagindan 6ncelikle aralik kavramini tanimlayip

ardindan araliklar iizerindeki iglemler ve aralik karsilagtirmasi ele alinacaktir.

3.1 Aralik Tanimi

Aralik, R gercel sayilar kiimesinin gercel alt kiimesi olarak ve bir gercel

sayimin genigletilmesi olarak ifade edilmigtir [11].

Tanim 3.1.1. R gercel sayilar kiimesi olmak dizere
A=[gal={zcR:a<z<a}

seklinde tanwmlanan R gercel saylar kiimesinin A gercel alt kiimesine aralik

denir.

Burada a ve @ gercel sayilar sirasiyla A araliginin alt ve iist sinirlaridir.
Eger a = @ ise A = [a,a] aralig bir gercel say1 olur. R deki tiim araliklarin
kiimesi I(R) ile gosterilir. Ayrica

m(A) = @+a) ve r(A)=@-a

olmak iizere m(A) ve r(A) sirasiyla A araligimin orta noktasi ve yaricapi olup

A arahg A = (m(A),r(A)) seklinde de gosterilebilir.

3.2 Aralik Iglemleri

Tamim 3.2.1. A = [a,a], B = [b,b] € I(R) iki aralik verilsin.

i) Toplama

o
_l’_
wof
I
5}
_|_
ISa
Qf
_|_
<=

ii) Cikarma

SN
|
oo
I
B}
|
I
|
|
1S

iii) Carpma
A - B = [min{ab, ab, ab,ab}, max{ab, ab, ab, ab}]
iv) a € R olmak tizere
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aA =

< [aa,aa] o <0
laa,qa] a>0

v) Bdlme

% = [min {g/b, a/b,a/b, 6/5}, max {g/@, a/b,a/b, 5/5}] . (b#0,b#0)

. A
Ayrica A— A #0 ve i £ 1 olabilir.

Ornek 3.2.2. A =[2,3] ve B = [4,5] olsun. O halde
A+B=16,8, A— B=[-3,—1]
A B = [min{8, 10,12, 15}, max{8, 10,12, 15}] = [8, 15]
. [2233 2233 2 3
= mln{z,g,z 5} ma; {4 L 5} =2 bulunur. Ayrica
—A= [—1,1] ve R

[ [2 3] .
= |min< =, -, =, - p,max<q —,—,—,— ¢ | = |=,=| olmak tizere
i 2 3 2°3 2°323)] 3 2]

Aralik kargilagtirmasina gegmeden once iiyelik fonksiyonu, fuzzy kiime, iiye-

lik derecesi, fuzzy say1 tammlarini verelim [23].

Tamim 3.2.3. X evrensel kiimesinin elemanlarine {0,1} kiimesine resmeden
fonksiyona tiyelik fonksiyonu denir. Yani dyelik fonksiyonu fa ile gosteril-
mek tzere, fa: X — {0,1} dir. A herhangi bir kiime olmak tizere

1, reA

fA(x):{O r¢ A

dir.

Tanim 3.2.4. X evrensel kiime olsun. A : X — [0, 1] fonksiyonuna X tzerinde
bir bulanik (fuzzy) kiime denir. A fuzzy kiimesi, fa dyelik fonksiyonu ile

karakterize edildigi icin A fonksiyonu yerine genellikle fa kullanalir.
fA X = [0, 1]
x — fa(x)
olmak dizere fao(x)” e z elemanimin Gyelik derecesi denir.

Tanim 3.2.5. Bir fuzzy kiime gercel saylarda tanimlanmas, konveks, normal-
lestirilmis ve tyelik fonksiyonu parcaly stirekli ise bu kimeye bir fuzzy say

denir.
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3.3 Aralik Kargilagtirmasi

Gergel sayilarin "<" bagintisi ile siralandigini biliyoruz. Va,b,c € R igin
a < bveb < ciken a < c¢ oldugundan bu bagintinin gecisken oldugunu
soyleyebiliriz. A = [a,a], B = [b,b] € I(R) olmak iizere bu bagintiya karsilik

Moore [11], araliklar i¢in ayrik iki aralik arasindaki siralamay1
A<Bea<b

seklinde tanimlamigtir. Araliklar icin de A < B ve B < C iken A < C olur.

Moore [11], araliklar i¢in bagka bir gegisken siralama bagintisini ise
ACB & a>b ve a<b

seklinde tanmimlamistir. Bu sadece A araliginin B araliginin i¢inde oldugunu
ifade eder, herhangi bir siralama yapmaz.
Ishibuchi ve Tanaka [19] araliklarin hem alt hem de {ist sinirlarinin yardi-

miyla < siralama bagintisini

=l

A<ipB & a<b ve a<

o

+ B

A<LRB = ASLRB ve

seklinde tanimlamigtir. <;z bagintisinin uygulanamadigi durumlar vardir. Bu-
nun i¢inde Ishibuchi ve Tanaka [19] araliklarin orta noktalar1 ve yaricaplarini

kullanarak <,,,. siralama baginitisini

A<, B & m(Ad) <m(B) ve r(A)>r(B)

A< B o A<, B ve A#B

seklinde tanimlamigtir.

<rr ve <, siralama bagintilar1 yansiyan, ters simetrik ve gecigkendir.
Dolayisiyla araliklar arasinda kismi siralama tamimlidir. Yani aralik karsilag-
tirmasinda bu siralama bagintilar1 da yetersiz kalir. Bu yiizden herhangi iki
araligin kargilagtirilabilmesi icin caligmalar devam etmis, oyuncularin secimle-
rini de dikkate alan kargilagtirmalar aragtirilmigtir [12, 13, 14].

Araliklarin fuzzy olarak karsilagtirmasini saglayacak olan siralama bagintisi

vermeden 6nce bazi durumlar i¢in bu kargilagtirmay1 yorumlayalim.
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1. Durum: @ < b ise A araligmin her bir eleman1 B araliginn tiim ele-
manlarindan kiiciik oldugu icin rasyonel bir oyuncu A araligim tercih etmez.
Dolayisiyla A < B olur.

2. Durum: a < b < @ < b ise rasyonel bir oyuncu hem minimum hem de
maksimum degeri daha az olan A araligim tercih etmez. Yani A < B olur.

3. Durum: a = b ve @ = b yani A = B ise rasyonel bir oyuncu iki araliktan
birini digerine tercih etmez. Hem A < B hem de B < A dir.

Dolayisiyla bu ii¢ durum da bilinen aralik kargilagtirmasina gore araliklar
kesin karsilagtirilabilirdir.

4. Durum: A C B yani b < a ve @ < b ise oyuncunun secimi belirsizdir.
Ciinkii B araligindaki degerlerin A arahgmdaki degerlerden biiyiik olan deger-
leri oldugu gibi A araligindaki degerlerden kiiciik olan degerleri de vardir. Bu
durumda risk almayan bir oyuncu A araligimm minimum degeri daha biiyiik
oldugundan daha fazla kaybetmemek icin A araligim seecektir. Bunun aksine
risk alan bir oyuncu B araliginm minimum degeri daha kiiciik olsa da maksi-
mum degeri daha biiyiik oldugundan daha fazla kazanabilmek icin B araligin
sececektir.

Buradan goriildiigii iizere bu durumdaki iki araligin karsilagtirilmasi, bili-
nen siralama bagintisi ile belirlenemez. Bu belirsizlik bulanik (fuzzy) mantik
teorisi ile ele alinmigtir. Dolayisiyla iiyelik degeri ile aralik karsilagtirmalar: ya-
pilabilir. O halde A C B olmak iizere a =b < a < bdurumunu diisiinelim. Bu
durumda rasyonel bir oyuncu B araliginin maksimum degeri daha biiyiik oldu-
gundan daha fazla kazanabilmek icin B araligini sececektir. Dolayisiyla A < B
kesin dogrudur ve iiyelik degeri 1 olur. Diger yandan A araligim saga kaydirp
{ist sinirlarin esitlendigi, b < a < @ = b durumunu diisiinelim. Bu durumda ise
rasyonel bir oyuncu A araligimn minimum degeri daha biiyiik oldugundan A
araligini sececektir. Dolayisiyla A < B kesin dogru degildir ve iiyelik derecesi 0
olur. Bu ifadelerden goriildiigii iizere A aralig1 soldan saga dogru hareket etti-
rildiginde iiyelik degeri 1 den 0 a dogru gider. Yani A < B bagmtisinin iiyelik
degeri 1 ise oyuncu kesin B araligin, iiyelik degeri 0 ise oyuncu kesin A arali-

g secer. Bu durumda sirasiyla A ve B araliklarinin genisligi w(A) = @ — a
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ve w(B) = b — b olmak fizere
- = b—a
w(B) —w(A)
seklinde ifade edilir. Ozel olarak A ve B nin orta noktalar: ayni oldugu zaman
iiyelik derecesi 0.5 olur.

”

Sonug olarak herhangi iki aralik i¢cin ” <7 siralama bagintis1 fuzzy iiyelik

fonksiyonu ile agagidaki sekilde tanimlanabilir [12].
Tanmim 3.3.1. A = la,a], B = [b,0] € I(R) olsun. A ve B nin fuzzy tyelik

fonksiyonu

( 1 JA=DB; veyaa <b, A+ B; veya
a<b<a<b

o 0 b<a,A#B; veyab<a<b<a
(A= B) = b—a - = i s
"% p<a<a<h w(B) >0, A+B

w( g—w(A)
278 4<b<b<awA)>0,A+4B

L w(A) —w(B)

seklindedir.

Ayrica o(A < B), A < B siralama bagmtisinin kabul edilebilirlik derecesi
olarak da ifade edilebilir.
Simdi A araliginin B arahgindan kiiciik olmadigini ifade eden A > B ba-

gintisini tanimlayalim.

Tamim 3.3.2. A ve B araliklarinin fuzzy dyelik fonksiyonu A = B ise o(A =
B) = 1 olarak tanwmlanar. Diger durumlarda ise p(A = B) =1 — p(A < B)

seklinde olur. Yani

( 1 A= DB; veyab<a, A+ B; veya
b<a<b<a
o 0 G<b,A#B; veyaa<b<a<b
A= B)= - - - ~ -
P4z B) o-b o ca<huwB)>0,A4B
w(B) —w(A)
7 ~ 3 o
2 u<b<b<amuw(d)>0,A+£B
 w(A) —w(B)

ifade edilir.

Eger fuzzy iiyelik fonksiyonunun degeri 1 veya 0 yani p(A < B) = 1 veya
<p(121 = B) = 0 ise A ve B araliklar kesin karsilagtirilabilirdir. Aksi takdirde
fuzzy karsilagtirilabilirdir.
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Ornek 3.3.3. [—1,4] ile [5,7] araliklar verilsin. Simdi bu siralama bagintisina
gore bu araliklar, inceleyelim.

o([—1,4] = [5,7]) = 1 oldugundan [—1, 4] aralige [5,7) araligindan kig¢iktir.
Bu durumda oyuncu kesinlikle [5,7] araligini tercih edecektir.

[2,5] ile [1,7] araliklar: 1 < 2 < 5 < 7 oldugundan fuzzy karsilastirilabilir

p([2,5] < [1,7)) = % _ %

olur. Bu durumda oyuncu ; tyelik degeri ile [1,7] araligini tercih edecektir.
Onerme 3.3.4. oy, as € R olmak dizere o0 X)) <1vepW=1m)<1ise
o((oq + o)V = aqy + aply) < 1
olur.
Kanit. ap € RT ve p(r <14) < 1 ise
ol 2 aqin) <1
dir. ap € RT ve p(0 X 1p) < 1 ise
ool < aain) <1
dir. O halde p(ay7 < aqin) < 1 ve p(aol = asiy) < 1 den
plarD + ol < oqin + aoin) <1

dir. Yani
o((o + o)V =2 iy + apin) < 1

olur. O

Genel aralik matris oyunlar igin kesin kargilagtirma aym satirda (veya sii-
tunda) tiim araliklar igin saglanmayabilir. Bu yiizden V' aralik kiimesinin mak-
simumu ve minimumu olan ¥; araliginin tiyelik degerini tanimlamak icin aralik
kargilagtirmasi genigletilmelidir. O halde simdi V' deki en kiiclik ve en biiyiik
araligin degerini tanimlayalim.

Tanim 3.3.5. V = {0y,09,...,0,} aralk kimesi olsun. 0; araliginin tiyelik

degeri
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olmak tizere V nin en kiictik araliga

degerine sahip U} araligidir. Benzer sekilde U; araliginin tyelik degeri

olmak tizere V nin en biytk aralige

Lo . y
degerine sahip U; araligidor.

Ornek 3.3.6. V = {[-2,2],[1,6],(2,4]} aralik kiimesi verilsin. Tanwm 3.3.5

ten,
f([_272]) = min{[_272] = [_272]a [_272] = [176]7 [_272] = [274]}
= min{l,1,1}
= 1
§([1,6]) = min{[1,6] < [1,6],[1,6] = [-2,2],[1,6] < [2,4]}
= min{l,O,%}

olup max £(-) = 1 oldugundan [—2,2] araligr en kigik aralik olur.

5([_272]) = min{[_272] = [_272]a [_272] = [176]7 [_2a2] = [274]}

= min{1,0,0}
= 0
o([1,6]) = min{[1,6] = [1,6], [1,6] = [-2,2], [1,6] = [2,4]}
) 2
= mm{l,l,g}
_ 2
0([2,4]) = f?;lin{[2>4] = (2,4],[2,4] = [-2,2], [2,4] = [1, 6]}
) 1
= mm{l,l,g}
1
© 3

2
olup maxd(-) = 3 oldugundan [1,6] araligs en biyik aralik olur.
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Gergel degerli oyunlardan farkh olarak en biiyiik veya en kiiciik aralik tek
olmak zorunda degildir. Egit olmayan araliklarin orta noktalar1 egit oldugu
zaman en biiyiik veya en kiiciik aralik birden fazla olabilir. Bu durum siradaki

ornekte gosterilmigtir.

Ornek 3.3.7. V = {[-2,2],[1,6], (2,5} aralik kiimesi verilsin. Tanwm 3.3.5
ten en kicik aralik [—2,2] araligadir. Yine Tanim 3.3.5 ten

5(1-2.2) =0, 8([L6) =75 ve 8(25)=

1
olup 0([1,6]) = 6([2,5]) = 5 oldugundan [1,6] ve [2,5] en biyik araliklardar.
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3.4 Aralik Matris Oyunlar

Bu boliimde iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunlar aralik matris oyunlara
genellegtirilecektir. I. oyuncunun stratejileri I, 15, ..., I, ve II. oyuncunun st-
ratejileri 11;, II,, ..., IL, olsun. I. oyuncu I; stratejisini II. oyuncu da II; stra-
tejisini kullandiginda I. oyuncunun getirisi g;; = [gij,gzj] olmak {izere aralik

matris oyunun getiri matrisi

I, I, ... 1II,

L {gu G2 . g

~ I g g e Gop
G '2 9‘21 9‘22 9? (3.4.42)

Im gml §m2 oo gmn

dir. Burada oyun sifir toplamli oldugundan I. oyuncunun kazanci I1. oyuncunun
kaybina egit olur.
Aralik matris oyunun saf stratejiler sinifindaki alt ve st degeri sirasiyla

V= max min §; ve VY= min max G
P . . 1) P . . 1)
i=1,2,...,mj=12,...,n 71=12,...,ni=1,2,...m

seklinde tanimlamr. Eger V5 = VY = V ise V degerine saf stratejiler sinifinda

oyunun deger: denir.

Tanim 3.4.1.

min ¢;; = max min g,
j:1,2,...,ngZ*J i=1,2,...,mj=1,2,...,ng”

kosulunu saglayan 1;, stratejisine 1. oyuncunun optimal saf stratejisi denir.
max @;;, = min max (i,
z'=1,2,...,mg”* j=1,2,...,nz’=1,2,...,m‘q”

kosulunu saglayan 11;, stratejisine II. oyuncunun optimal saf stratejisi de-

nir.

Onerme 3.4.2. Getiri matrisi (3.4.42) ile verilen oyunda

olur.
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Ornek 3.4.3. Getiri matrisi

ile verilen oyunu ele alalim.

Oyunun alt degeri,

V& =maxmin g; = max { min g, min §2J}
g - j=1,2 Jj=12
= max {[-2,-1],[-1,0]}

= [_1’ O]
ve oyunun st degeri,

U . ~ . ~ ~
= min max g;; = min< max g;;, max go;
L e s e ) Yij { i=1.2 915> i=1.2 g ]}

= min {[0,1],[1,2]}
= [0,1]

olur. Buradan f/PL #* XN/PU oldugundan oyunun saf stratejiler sinifinda degeri

yoktur.

Bu ornekten goriildiigii iizere aralik matris oyunlarinda da her zaman saf
stratejiler sinifinda oyunun degeri olmayabilir.

Sirasiyla I. ve II. oyuncunun karma stratejileri kiimesi

X = {X:(xl,xz,...,xm) :Vi=1,2,...,micin z; > 0 ve inzl}
i=1

ve

Yn:{y:(yl,yg,...,yn):ijl,?,...,ni(;inij(]ve Zyjzl}

j=1
dir.
Tanim 3.4.4. Getiri matrisi (3.4.42) ile verilen aralik matris oyununda 1.

oyuncu X € X,, karma stratejisi ve 1. oyuncu y € Y, karma stratejisi ile

oynamak tizere oyunun getirist

Jg(x,y) = Z Z TiGijY; = XéyT

j=1 i=1

olarak tanimlanar.
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Ayrica g;; = [gij,gij] olmak iizere oyunun getirisi
ENE D) LTS 9y SE
j=1 i=1 j=1 i=1
olur.

Getiri matrisi (3.4.42) ile verilen oyunun karma stratejiler simfindaki alt ve

tist degeri sirasiyla

VE = max min §(x,y) ve VY = min max j(x,y)
XEXm YEYn yeEYn x€Xim

olarak tanimlanir. Eger V' = VV = i ise & degerine oyunun dejeri denir.

Tanim 3.4.5.

e o o
min §(x*,y) = max min j(x,y) = ¥

kosulunu saglayan x* € X,, stratejisine 1. oyuncunun optimal stratejist ve

e . .
max §(x,y”) = min max g(x,y) =7

kosulunu saglayan y* €'Y, stratejisine 1. oyuncunun optimal stratejist de-

nir.

Tanim 3.4.6. 1. oyuncunun optimal stratejisi x* € X,,, II. oyuncunun opti-
mal stratejisi y* € Y, ve oyunun dejeri de v olmak tzere (X*,y*,0) tclisine

oyunun ¢ozimdi denir.

Teorem 3.4.7. Iki kigilik sufor toplamle sonlu oyunun her zaman ¢ozimi var-
dar.

Teorem 3.4.8. (x*,y*,0) nin oyunun ¢ézim olmasu i¢in gerek ve yeter kosul
keyfi 'y €Y, igin g(x",y)>7v
keyfi xe€ X, i¢in g(x,y")<v
olmasudar.
Teorem 3.4.8 geregi agagidaki sonug elde edilebilir.
Sonug 3.4.9. (x*,y*, D) tuclist verilen oyunun ¢ézimi ise §(x*,y*) = v dir.
x* = (a7, 25, ..., x},) stratejisinde 7 > 0 ise I;, saf stratejisi I. oyuncunun
gereken stratejisi ve y* = (yf,¥3,...,¥;) stratejisinde y; > 0 ise II;, saf st-

ratejisi II. oyuncunun gereken stratejisi oldugunu biliyoruz. Siradaki teorem I.

53



oyuncu xX* optimal stratejisi ile oynarken II. oyuncu da II;, gereken stratejisi
ile oynarsa oyunun getirisinin verilen oyunun degerine esit oldugunu ifade et-
mektedir. Benzer gekilde II. oyuncu y* optimal stratejisi ile oynarken I. oyuncu
da I;, gereken stratejisi ile oynarsa oyunun getirisi verilen oyunun degerine egit

olur.

Teorem 3.4.10. (x*,y*, D) tclist getiri matrisi (3.4.42) ile verilen aralik mat-
ris oyununun ¢ozumi, I; ve 11, stratejileri de siraswyla 1. ve II. oyuncunun

gereken stratejileri olsun. Bu durumda

g(X*vy*) = g(lzwy*) =v
ve

g(xy") = g(x"11,) = v

olur.

Kanat. (x*,y*,7) iigliisii oyunun ¢oziimii oldugundan x* € X, stratejisi 1.
oyuncunun optimal stratejisi, y* € Y,, stratejisi II. oyuncunun optimal strate-

jisi, 7 de oyunun degeri olur. Dolayisiyla Sonug 3.4.9 dan g(x*,y*) = ¥ olur.

Genelligi bozmadan =7 > 0, ¢ = 1,2,...,k (k < m) ve Y of = 1 igin L
i=1
oyuncunun optimal stratejisini x* = (xf,z3,...,25,0,...,0) oldugunu kabul

edelim. Yani x* = (z7,23,...,2}) optimal stratejisinde saf stratejiler ile ge-
reken stratejilerin yerlerini degistirerek gereken stratejileri ilk siraya alalim.
Keyfi 1 <, <k alahim. O zaman [;, stratejisi I. oyuncunun gereken stratejisi
ve x; > 0 olur.

Simdi secilen bir i, i¢in g(I;,,y*) = 7 oldugunu kanitlayalim. Bunun igin
P91, y") 2 g9(x"y")) =1

P9, y") = g(x",y")) =1
oldugunu gostermeliyiz.
x* optimal oldugu i¢in cp(g(li*,y*) =< g(x*,y*)) = 1 oldugu agiktir. Simdi

diger durumun gergeklestigini gosterelim. Aksini varsayalim. Yani

e(3(L.,y") = a(x",y") < 1 (3.4.43)
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olsun. Ote yandan

p=(xnyT) = )Y @y

j=1 i=1
n k
DRI
j=1 i=1
k n
= ()
i=1 j=1
k
= > g,y
=1
dir. Yani .
p=g(x"y) = i, y") (3.4.44)
i=1

elde edilir. ¢ 75 1, olmak lizere
p(3(L,y") = gx"y") =1

olur. Buradan z; > 0 olmak iizere Onerme 3.3.4 ten

go( S iy s Y x?é(x*,y*)) 1 (3.4.45)

i=L,iis i=1,ii
olur. (3.4.43) ve (3.4.45) ten

k k
¢ ( > gl yT) = ) alg(x”, y*)) <1 (3.4.46)
i=1 i=1

bulunur. I. oyuncunun optimal stratejisi x* = (x},z3,...,25,0,...,0) olup
k

> af =1 oldugu i¢in (3.4.46) ifadesi

i=1

k
o Catatty) = a6y ) <1 (3.4.47)
i=1
sekline doniigiir ve (3.4.44) ten
plax"y") = g(x"y")) <1
oldugu elde edilir. Bu ise olamaz. O halde varsayimimiz dogru degildir. Yani
p(91i,y") = §(x*,y7)) =1
olmalidir. Dolayisiyla her iki durumda saglandigindan
9(x"y") =9, y") = v

oldugu elde edilir. Benzer gekilde II. oyuncunun II;, gereken stratejisi icin de

g(x*,1L;,) = v oldugu kanitlanabilir. O
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3.5 Aralik Matris Oyunlarin Coéziimii
3.5.1 Kesin Tanimli Aralik Matris Oyunlarin Coéziimii

Tanim 3.5.1. Denge araligi olan aralik matris oyunlara kesin tanimly aralik
matris oyunlar denir.

Getiri matrisi

I, I, ... 1II,
L [ g1 G122 - G
Im gml gm2 ce gmn

ile verilen oyunda 7. satirin minimum degeri j. siitunun maksimum degeri oldu-
gunda elde edilen g;; getirisi oyunun dengesidir. g;; denge aralig1 kesin tanimh
aralik oyununun degeri olup g;; = 7, I. oyuncunun optimal stratejisi I;, II.
oyuncunun optimal stratejisi II; olmak iizere (I;,1I;, 7) ticlisii kesin tanimh

aralik matris oyunlarin ¢oziimii olur.

Ornek 3.5.2.
1T I, I,
L[ [24]  [-1,0] [2,6]
G=L| 3,5 2,3]  [3,4]
I\ [-2-1 [0.1] [-1,0]

?

ile verilen oyunu ele alalim.

Burada g = [2,3] aralige ikinci saturin minimumu iken ikinci situnun
maksimumudur. Dolayisiyla denge araligidir ve oyun kesin tanimls bir oyundur.
Oyunun dejeri de goo = v = [2,3] dir. 1. oyuncunun optimal stratejisi Iy ve I1.
oyuncunun optimal stratejisi de Ily olmak tzere (1,115, [2,3]) d¢list oyunun

cozumi olarak bulunur.

3.5.2 2 x 2 Aralik Matris Oyunlarin Coziimii

19,1911} (9,4 T12)s (9415 To1s 9,4, G20] € I(R) araliklar verilsin. Getiri mat-
risi

IT 11,

G- L [gn,?n] [2127512] (3.5.48)

I\ [9,,,921] [9,,: T2l
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ile verilen 2 x 2 aralik matris oyununu ele alalim. Bu oyunu ¢6zebilmek i¢in
denge araliginin olup olmadigina bakilir. Eger denge araligi yoksa ¢oziim su
sekilde bulunur [14].

IT. oyuncu tarafindan secilen strateji ne olursa olsun I. oyuncu kendi geti-

risini degigtirmeyecek x = (2,1 — x) karma stratejisini kullanir. Bu durumda

9,1, 9u1] - @+ gy, Go1] - (1= 2) = [9,5,G12) - ¥+ [g,,, G2o) - (1 — )

olup bu esitlikten

g, rHg, - (I—a)=g, v+g, (1-2) (3.5.49)

ve

i T+ gy (1 —2) =01 2+ (1-2) (3.5.50)

elde edilir. (3.5.49) ve (3.5.50) esitliklerden x degeri

. 999 ~ Y9y ve 1 — 922 — 921 (3.5.51)

(Qn - ﬂlg) + (ng - Qzl) (?11 - §12) + (?22 - §21)

bulunur. 4,5 = 1,2 i¢in g, ve g,; degerleri g;; = 9 +a, o € R esitligini
sagladigi durumda

999 7 9n 922 — g1

(gll - g12) + (g22 - gzl) (gll - §12> + (522 - ng)

olur. Bir bagka deyisle (3.5.51) i¢in tiim araliklar ayn1 uzunlukta oldugu zaman

yalniz bir x degeri bulunur. Dolayisiyla

- 9o ~ 9o
(gn - g12) + (g22 - ng)
dir. O halde
x = ( 9o ~ 9o 911~ Yo )
(gn o g12> + (gm o g21> (gu o gm) + (g22 o gm)

olarak elde edilir.
Benzer sekilde I. oyuncu tarafindan segilen strateji ne olursa olsun II.
oyuncu kendi getirisini degigtirmeyecek y = (y, 1 — y) karma stratejisini kulla-

nir. Bu durumda

19, 9u] Y+ 19,5 T2l - (L =) =9, Ton] - ¥ + [9,, G2o] - (1 = 9)
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olup bu esitlikten

9, YT 9, 1=y =g, - y+g, 1-y) (3.5.52)
ve

G Y+ 912 (1=y)=0o -y +7on-(1—) (3.5.53)

bulunur. (3.5.52) ve (3.5.53) esitliklerden y degeri

y = 999 ~ 919 ve y= — _922 - 9_12 _ (3.5.54)
(Qn - ﬂm) + (ng - le) (911 — G12) + (Gaz — Go1)

bulunur. 4,5 = 1,2 i¢in g,; ve g,; degerleri g;; = 9 +a, o € R esitligini

sagladigi durumda

999 ~ 919 G22 — J12

(211 - g12) + (QQQ - g21) (yll - §12) + (522 - §21)

olur. Bir bagka deyisle (3.5.54) i¢in tiim araliklar aym uzunlukta oldugu zaman
yalniz bir y degeri bulunur. Dolayisiyla

990 Y919
(gn - g12) + (g22 - ng)

dir. O halde

y = ( 990 7 Yy 911~ 95 )
(211 B gm) + (222 B gm) (gn o 212) + (gm o 221)

olarak elde edilir. I. veya II. oyuncunun getirileri oyunun degerini verdiginden

dolay1
Vo= [Qllagn] T+ [2217521] (1-2)
veya
vo=109,,,9ul y+19,,912) - (1 —y)

olur. Bu 7 degerlerinin herhangi birinde z veya y sayilarindan herhangi birini

yerine yazdigimizda oyunun degeri

~ g22g11 B g12g21 yZQ?ll - §12§21
V= ) — — — —
(gll _212)+(g22 _221) (gll _912)+(922_921)

olarak elde edilir. Dolayisiyla x ve y optimal stratejiler, 7 de oyunun degeri

olmak iizere (x,y, 7) ii¢liisii getiri matrisi (3.5.48) ile verilen 2 x 2 aralik matris

oyununun ¢oziimii olur.
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Ornek 3.5.3.

~ I (1,2
G = 1 [ ) ] [6a7]
Iy [47 5] [27 3]
ile verilen 2 X 2 aralik matris oyununu ele alalim. Verilen oyunun denge aralign

yoktur. O halde

2—4 2 25
r = (1_6)+(2_4):?:>X:(:L‘,1—:L‘):<?,?
2—06 4 4 3
YT a6 s 2—4):?:y:(y’1_y):(?’?>
— 1-2—-4-6 2-3—-5-7 B 22 29
Y [(1—6>+<2—4>’<3—5>+<2—7>]‘{7’7]

olmak tizere oyunun ¢ozimi

(= (22 () [2:2])

ticlist olarak bulunur.

3.5.3 2 xn Aralik Matris Oyunlarin Coziimii

Bu kisimda 2 x n aralik matris oyunlarin ¢oziimiinde kullanilan ve oyunun
degerini karakterize eden bir 6nermenin kanitini vermeden 6nce 6nermenin ka-
nitinda kullanilacak olan yardimei iki teorem verilecektir. Sonra 2 xn oyunlarin
¢oziimiinde kullanilan grafik yontem araliklar igin gosterilecektir. P. K. Nayak
ve M. Pal'in [18], H. Akyar ve E. Akyar’in [22] 2 xn aralik oyunlarin ¢6ziimiinde
kullanilan grafik yontemiyle ilgili calismasi bulunmaktadir.

Yardimci1 Teorem 3.5.4. Her bir C’j (j = 1,2,...,n) aralik olmak tzere

{C’l, Co, ..., CN'n} araliklar kiimesi verilsin.

min { i éjyj} = min {C;} (3.5.55)

yeY, 1<j<n
esitligi gecerlidir.

Kamit. Fuzzy siralama indeksi yardimiyla 1r<1r11£1 CN’j bulunur.
<j<n

min é'j = él

1<j<n
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oldugunu varsayalim. Buradan
p(C;=C)=1 (j=1,2,...,n)
oldugu aciktir. Herhangi bir y; > 0 i¢in

e(Ciy; = Cyy) =1 (j=1,2,...,n)

dir.y; >0 (j=1,2,...,n) ve Zyj = 1 oldugundan

@(Zéjyj = Zélyj = éz) =1
j=1 j=1
olur. Buradan

(%2 { pe } - (Jl> = (3.5.56)

=1

elde edilir. Ote yandan y = (0,0,...,0,1,0,...,0) icin Cr=Cix0+Cyx0+
4+ x1+...4+C,x0den

(Cz = min { Z ijj}> — (3.5.57)

dir. (3.5.56) ve (3.5.57) den

min { 2 ijj} Cr = lrglgn{c }
pu

olur. O
Yardimec1 Teorem 3.5.5. Her bir D; (1 = 1,2,...,m) aralik olmak iizere
{Dy,D,, ..., Dy} araliklar kiimesi verilsin.

max {ti} = max {D;} (3.5.58)

1<i<m
esitlige gecerlidir.

Kanit. Yardimer Teorem 3.5.4 e benzer sekilde (3.5.58) esitliginin de dogru
oldugu gosterilebilir. O

Onerme 3.5.6. U degeri iki kisilik sufir toplamly m x n oyunun dejeri olsun.
O halde

XEXm YEYn ( ) XeXm j 1 2 ..... n ( ) 4 ( )
== I y — Je

esitliklers dogrudur.
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Kanat. Getiri matrisi (3.4.42) ile verilen oyunun ¢6ziimii (x*,y*, ) olsun. O
halde

yeyY, igin ¢ =2gx"y)) =1 (3.5.61)
x € X, i¢in o= gxy)) =1 (3.5.62)

olur. (3.5.59) esitliginin dogru oldugunu kanitlayalim. Bunun i¢in

cp(u < max min g(x 11, )) =1

x€Xm j=1,2,...,
— =
go(y max rlnzln g(x, 11, )) 1
oldugunu gostermeliyiz. II; saf stratejisi Y,, karma stratejiler kiimesine ait ol-
dugundan (3.5.61) den
(v 2 g(x", 1)) =1 (3.5.63)
olur. Vj = 1,2, ...,n igin (3.5.63) gecerli oldugundan
go(ﬂ <  min g(x*,Hj)) =1
§=1,2,..m

ve
cp(u < max min g(x 11, )) =1

x€Xm j=1,2,...,
oldugu elde edilir.

Simdi diger durumun gerceklestigini gosterelim. Aksini varsayalim. Yani

cp(u > max min g(x,II; )) <1 (3.5.64)

x€Xm j=1,2,...,n

olsun. 3% = (21, 22, ..., Tm) € X, i¢in (3.5.64) ifadesi

J=12,..,n

cp(l/ = min §(%, 11, )) <1 (3.5.65)

olur. §(%,1I;) = > #;§;; oldugundan (3.5.65) ifadesi

i=1

m
(,D(l/ > ; Iln2111 xlg”) <1
..... —

olur. Yardimec: Teorem 3.5.4 ten

olur. Buradan

5 ; ar
gp(z/ > max min Z szgzjyj> <1 (3.5.66)



n m
bulunur. §(x,y)
7j=1 =1

go(y > max min g(X,y)

X€EXm y€Yn

bulunur. Teorem 2.1.12 geregince

max min §(X,y) =

xXEXm yEYn

oldugundan (3.5.67) ifadesinden

A

) <

(0=

Z Z x;G;;y; olup (3.5.66) dan

) <1 (3.5.67)

elde edilir. Bu ise olamaz. O halde varsayimimiz dogru degildir. Yani

go(y > max min g(x,II; )) =1

xXEXm j=1,2,...,n

olmalidir. Dolayisiyla her iki durum da saglandigindan

= I1;
max min §(X,y) = max r11121nng(x ) =T

xXEXm yEYn

oldugu elde edilir.

Benzer gekilde (3.5.60) esitligi de kanitlanabilir. O

Simdi 2 x n aralik oyunlarin ¢6ziimiinii bulmak icin bir grafik yontemi ifade

edelim. Getirli matrisi

I, 1II,
& — L gn 12
I\ ga1 G2

IT,

gin (3.5.68)
an

ile verilen iki kisilik sifir toplamli 2 x n oyununu ele alalim. Oyunun degeri 7,

olsun.

I. oyuncunun iki tane saf stratejisi oldugundan karma stratejisini x = (x, 1—

x), x € [0, 1] seklinde ifade edilebilir. Bu durumda keyfi j = 1,2,...,n i¢in

9(x,11;) = g1;@ + G2 (1 — ),

oldugu elde edilir. Keyfi j =1,2,...

@;(x) = g(x, 1)
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,nigin @;(+) : [0,1] — I(R) olmak iizere



seklinde gosterirsek
Qi(x) = gy + §oj(1 — ), x€][0,1]
olur. Onerme 3.5.6 dan
P = mo on 90 1) = max  win_2,(@)

olup 7, sayisi getiri matrisi (3.5.68) ile verilen oyunun degeri olur.

v

14
P2
@3
P1
— T
1

3.3 (a) 1. Adim
v
1+

1
3.3 (b) 2. Adim
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3.3 (¢) 3. ve 4. Adimlar

Sekil 3.3: Oyunun ¢oziimiinii bulmak icin bir grafik yontem

Simdi (3.5.68) getiri matrisi ile verilen aralik oyunun ¢oziimiinii bulabilmek
icin grafik yontemin adimlarini verelim.

1. Adim Ozv diizleminde keyfi j = 1,2,...,n i¢in ¢;() : [0,1] — I(R)
doniigiimlerinin grafiklerini gizelim (Sekil 3.3(a)).

2. Adim Her z € [0, 1] icin ¢ () = j:TziP_,n@j(x) olmak iizere (-) : [0,1] —
I(R) doniisiimiiniin grafigini ¢izelim (Sekil 3.3(b)).

3. Adim ¥(-) : [0,1] — I(R) doniisiimiiniin grafigini kullanarak bu donii-
stimiin [0,1] arahgndaki maksimumu o, = ;2[2017)1(]1;(3:) bulunur (Sekil 3.3(c)).
Dolayisiyla (3.5.68) matrisi ile verilen aralik oyunun degeri elde edilmig olur.

4. Adim ¢(-) : [0,1] — I(R) déniigiimiine [0, 1] arahginda maksimum de-
gerini veren x* € [0, 1] sayisin1 buluruz (Sekil 3.3(c)). 7, oyunun degeri olmak

uzere

~ 7 o 3 5. = i D *
Ve zr?[%?ﬁw(x)  ael01=1 2" (z) j12n” =)

oldugundan x* = (z*, 1—x*) € X, karma stratejisi verilen oyunda I. oyuncunun
optimal stratejisi olur.

5. Adim II. oyuncunun optimal stratejisini buluruz.
Jo={j:g(x"1I;) = i}

olsun. y* = (yi,93,...,y;) stratejisi II. oyuncunun karma optimal stratejisi
oldugunu kabul edelim. §imdi IT;, saf stratejisi II. oyuncunun gereken stratejisi

olmak iizere Teorem 3.4.10 dan g(x*,1I;,) = 7, oldugundan j, € J, olur. j ¢ J,
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i¢cin II. oyuncunun II; stratejisi gereken strateji degildir. II; gereken strateji
olmadiginda gereken strateji tanimina gore y; = 0 olur.

[. oyuncunun x* = (z*,1 — z*) € X, optimal stratejisinde z* ve 1 — z*
sayilarindan en az biri veya her ikisi de ayni anda sifirdan farkli olur. Bu

durumda

{2} , 2*=0 ise
Li=4q {1,2} , z*€(0,1) ise
{1} , 2*=1 Iise

olsun. O halde gereken strateji tanimina gore I. oyuncunun ¢ € I, stratejisine
karsilik I; saf stratejisi, gereken strateji olur. Boylece Teorem 3.4.10 geregi keyfi

i, € I, icin

olur. Bu esitlik yardimiyla II. oyuncunun y* = (yi,vs,...,y’) karma optimal

stratejisi elde edilir.

Ornek 3.5.7.

matrisi ile verilen 2 X 3 aralik oyununun ¢ézimind bulalim.
Verilen oyun sadelestirilebilir degildir. Bu oyunun ¢ozimini grafik yon-
temi kullanarak bulalim. 1. oyuncunun x = (x,1 — z) € Xo, x € [0,1] karma

stratejisi ve 11. oyuncunun saf stratejileri 11;, j = 1,2,3 i¢in ¢;(z) = §(x,1I;)

dondistimlering hesaplayalim.
()51(1'):§(X,111):l'[6,8]+(1—ZL‘)[0,2]:[6ZL‘,2+61'] > LS [071]

Po(x) = g(x, 1) =2 - [3,5|+ (1 —x)- 2,4 =2+ x,4+2] , x€][0,1]
o3(x) = g(x,1I3) =2 - [1,3]+ (1 —x) - [4,6] = [4 — 32,6 — 3z] , x €[0,1]

bulunur.
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v
8 ~
©1
6
' P2
L [~
] %
L ~—
T
O 1
v
8
244 ...... 2l e 1;
L ~—
T
O 1
v
8
7 — 9
V=195 |- e
v,=2 A : )
YV, 22 /\ w
1 o
T
0 - 1

3.4 (c) 3. ve 4. Adimlar

Sekil 3.4: Getiri matrisi G olan oyunun grafik yontemiyle ¢oziimii
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1. Adm  ¢;(-) : [0,1] = I(R), j = 1,2,3 donisimlerinin grafiklerini
cizelim (Sekil 3.4 (a)).

2. Addim Her z € [0, 1] igin ¥(z) = jinllglgcﬁ](:v) olmak iizere ¢(-) : [0,1] —
I(R) donistiminin grafigini ¢izelim. Sekil 3.4 (b) de goriuldigi gibi

o1(x) , ze€|0, %] ise
P(r) =4 @ofx) , z€ (%, %] ise
@3(x) , we(5,1] ise
yant
62,24 62] , x€[0,2] ise
U(x) = 2+z,4+2] , ze(3 3] ise (3.5.69)
[4—32,6—3z] , ze(5,1] ise

olur (Sekil 3.4 (b)).
3. Adim  (3.5.69) ile verilen ¢(-) : [0,1] — I(R) déniisiminin grafigini

kullanarak (Sekil 3.4 (c¢)), bu dondsimin [0,1] araligindaki maksimumu yani

~ 1

U, = m[%)f]w(x) degerini bulalim. Bu donisim maksimum degerini x = 5
ze|0,

noktasinda alir ve bu v, degeri, v, = {5, 5} olur. O halde verilen oyunun

59
degeri v, = | =, = | olur.
272
4. Adim Simdi de ¢(-) : [0,1] — I(R) dondgsimine [0, 1] araliginda maksi-
mum degerini veren x* € [0, 1] sayisini bulalim. Bu sayr 3. Adim da v, degerini

hesaplarken bulunmustu. Yani Sekil 3.4 (c) den de gorildigi izere x* = 5 olur.

11
272

5. Adim Son olarak 11. oyuncunun optimal stratejisini bulalim. Sekil 3.4
(c) den

O halde verilen oyunda 1. oyuncunun optimal stratejisi x* = olur.

1 1 59
g(x*, 1) = [2 + 44+72]=246-—4+—| =|=.2
g(X ) 2) [ 6%’, %’] |: 6 27 2:| |:27 2:|

g(x*,1l3) = [4 — 32,6 — 3z] = {4—3'%,6—&%] = E,g}
olur. O halde J, = {2,3}, yani 1y ve I3 stratejileri 11. oyuncunun gereken
stratejilert olup 11, gereken strateji degildir. Bu durumda I1. oyuncunun optimal
stratejise

y =(0,y"1-y")
11
272
gundan 1. oyuncunun 1y ve Iy stratejileri gereken stratejilerdir. I, = {1,2} ve

seklindedir. Ayrica 1. oyuncunun optimal stratejisi x* = € Xy oldu-
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59
oyunun degeri v, = [5, 5} oldugundan Teorem 3.4.10 geregi

59 59
~I * —= —. = NI * = —., —
(I, y") lQ’Q] ve §(Iz,y%) [2,2]

olur. y* = (0,y*,1 — y*) oldugundan

gl,y") = 0-06,8 +y" - [3,5] + (1 —y") - [1,3] = [1 +2y", 3 + 2y
gl y") = 0-00,2] +y" - [2,4] + (1 —y") - [4,6] = [4 — 2y",6 — 2y]

olarak bulunur. Bu durumda
59 59

1+2y",3+2y" = |-, 5 4— 26 —2y" = | =, =
[1+2y", 3+ 2y"] {2,2] ve [4—2y",6—2y"] {2,2]

3
elde edilir. Bu egitlikler ¢ézildiginde y* = — bulunur. Dolaysiyla verilen

oyunda 11. oyuncunun optimal stratejisi y* = (0,y*,1 — y*) den

31
* — O D
y ( 7474)

oldugu elde edilir. Boylece verilen oyunun ¢ozimi

(= (8- (032 B

ticlist olarak bulunur.
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4 SONUCQ

Bu calismada, matris oyunlar aralik matris oyunlara genellestirilerek aralik
matris oyunlarin ¢oziimleri incelenmigtir.

Oncelikle oyun teorisi ile ilgili temel kavramlar iizerinde durulmus, iki kisi-
lik sifir toplamli sonlu oyunlarin yani matris oyunlarin ¢oziimleri incelenmigtir.
Aralik matris oyunlarin ¢éziimiinde getiri matrisindeki araliklar arasindaki si-
ralama 6nemlidir. Bu yiizden aralik kargilagtirmasinda bir bagintiya ihtiya¢ du-
yulmustur. Aralik matris oyunlarin ¢éziimiine gegmeden 6nce araliklarin fuzzy
karsilagtirmasi icin bir siralama bagintisi verilmigtir.

Verilen bir oyunda oyunculardan herhangi biri optimal stratejisi ile oy-
nadiginda diger oyuncu da gereken stratejisiyle oynarsa elde edilen getirinin
oyunun degerine esit olacagini ifade eden bir teorem ile oyunun degerini karak-
terize eden bir 6nerme ayrica aralik matris oyunlar icin bu siralama bagintisi
yardimiyla kanitlanmigtir.

2xn matris oyunlarin ¢oziimiinde kullanilan grafik yontemi yardimiyla 2 xn
aralik matris oyunlarin ¢6ziimii de incelenmigtir. Getiri matrisindeki araliklarin
yaricapi yani uzunluklar: esit olan araliklar dikkate alinarak 2 x n aralik matris
oyununun ¢oziimii incelenmistir. Getiri araliklarinin uzunluklar: farkl olan 2 x
n aralik matris oyunlarin ¢oziimii de mevcut yontemler gelistirilerek ya da yeni

yontemler ortaya koyarak ¢oziimleri incelenebilir.
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