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1 G�R��Oyun teorisi, mü
adele içerisinde en do§ru karar�n veya kararlar�n al�nabil-di§i kar³�l�kl� etkile³im süre
ini matematiksel yöntemlerle in
eleyen bir bilimdal�d�r. Hayat�m�z�n birçok k�sm�nda farkl� olaylara kar³� kararlar almam�z ge-rekebilir. Bu yüzden oyun teorisi günlük ya³am�m�zda önemli bir yere sahiptir.Oyun teorisi ç�kar çat�³malar� alt�nda iki veya daha fazla rasyonel rakibinoldu§u karar verme durumlar� ile ilgilidir. Gerçek ya³amda rekabetçi durumlarsade
e i³ ya³am�nda de§il ayn� zamanda sava³lar, spor müsabakalar� ve ya-r�³malar�n farkl� türlerini içeren insan aktivitesinin di§er yönlerinde de ortayaç�kmaktad�r. Hem basit oyunlar�n, hem de i³ ya³am�ndaki ve endüstrideki kar-ma³�k çat�³malar�n birçok ortak özelli§i vard�r. Bu nedenle oyun teorisi süreklirekabetçi durumlarla kar³�la³an karar veri
iler için vazgeçilmez bir ba³vurukayna§�d�r. Geçmi³ten günümüze kadar oyun teorisi birçok alanda uygulan-m�³ ve uygulama alanlar�n�n gün geçtikçe artt�§� görülmektedir. Biyoloji, �zik,mekanik, mühendislik, ekonomi, taktik ve stratejik askeri sorunlar gibi birçokalanda yayg�n bir uygulama alan�na sahiptir.E. Zermelo [1℄ 1913 y�l�nda satranç hakk�nda kan�tlad�§� bir teoremle oyunteorisinin ilk ad�mlar�ndan birini atm�³t�r. E. Zermelo bu teoremiyle satrançoyununu ele alarak ya iki oyun
udan birinin kazanabile
e§ini ya da iki oyun-
unun berabere kalabile
eklerini ortaya koymu³tur. J. von Neumann [2℄ 1928y�l�nda yay�mlam�³ oldu§u bir makalesinde "Minimaks Teoremi" ni ispatla-mas� ile ikin
i büyük ad�m� atm�³t�r. Ayr�
a 1944 y�l�nda J. von Neumann, O.Morgenstern [3℄ ile birlikte oyun teorisine ait ilk kitap olarak bilinen "Oyun-lar Teorisi ve Ekonomik Davran�³" adl� kitab� yaz�p yay�mlam�³lard�r. Oyunteorisinde ba³ka bir önemli ad�m ise 1950-1953 y�llar� aras�nda dört makaleyazan J. F. Nash [4, 5, 6, 7℄ taraf�ndan at�lm�³t�r. "Nash Dengesi" olarak dabilinen denge kavram�n� ve oyunda i³birli§inin önemini ortaya koymu³tur. J.F. Nash bu dört makalesi ile oyun teorisi bilim dal�n�n geli³mesine önemli katk�sa§lam�³t�r.Oyunlar�n farkl� türleri tart�³�lm�³t�r. S�n��and�rmalar getiri fonksiyonununyap�s�, stratejilerin ve oyun
ular�n say�s� gibi faktörlere dayan�r. Matris oyun-1



lar için birkaç çözüm metodu geli³tirilmi³tir. Bunlardan biri, çok popüler birteknik olan lineer programlama tekni§idir. Bu teknikte duality teoremini uy-gulayarak iki oyun
unun stratejileri ve oyunun de§erini elde etmek için lineerprogramlar�n ikisinden birini çözmek yeterlidir. 1999 da S. Kumar ve D. S. N.Reddy [8℄, K. G. K. Nair ve G. Ranjith [9℄ denge noktas� olmadan oyunlar�nçözümü için bir gra�k metodu çal�³t�lar. Tüm bu metotlar oynanan oyunlar�nher birinde getirilerin kesin bilinmesi ilkesine dayanarak geli³tirilmi³tir. Fa-kat gerçek ya³amda getirilerin bilinmedi§i durumlarda vard�r ve tahmin etmekzorunda kal�r�z ya da bazen yakla³�k olarak biliriz. Dolay�s�yla oyun
ular�nstratejileri de§i³memesine ra§men matris oyunlar�n getirileri sabit say� olma-yabilir. Yani getiriler aral�k de§erli olur ve bu oyunlar aral�k matris oyunlarolarak ifade edilir. Aral�k matris oyunlar için aral�k kavram� ve aral�k kar³�la³-t�rmas� önemli bir yere sahiptir. Aral�§� bir gerçel say�n�n geni³letilmesi olarakifade eden R. E. Moore'un [10, 11℄, aral�k aritmeti§i ve aral�k aritmeti§inin uy-gulamalar� üzerine kapsaml� bir ara³t�rmas� 1966 ve 1979 daki çal�³malar�ndabulunabilir. Ayr�
a R. E. Moore, aral�k kar³�la³t�rmas� için de çal�³malar yap-m�³t�r. Herhangi iki aral�§�n kar³�la³t�r�labilmesi için çal�³malar devam etmi³,W. D. Collins ve C. Hu [12℄, A. Sengupta ve T. K. Pal [13℄, P. K. Nayak ve M.Pal [14℄ taraf�ndan oyun
ular�n seçimlerini dikkate alan aral�k kar³�la³t�rmas�için de çal�³malar yap�lm�³t�r. Aral�klar bilinen s�ralama mant�§�yla kar³�la³t�-r�lamaz. L. A. Zadeh [15℄ taraf�ndan 1965 y�l�nda geli³tirilen bulan�k (fuzzy)mant�k teorisi ile aral�klar�n bulan�k kar³�la³t�rmas� yap�lm�³t�r.Aral�k matris oyunlar�n çözüm metotlar� birçok ara³t�rma
� taraf�ndan ça-l�³�lm�³t�r. Bu çözüm metotlar�ndan biri olan lineer programlama tekni§i kul-lan�larak S-T. Liu ve C. Kao [16℄, D-F. Li [17℄, W. D. Collins ve C. Hu [12℄,P. K. Nayak ve M. Pal [14℄ taraf�ndan çal�³malar yap�lm�³t�r. Di§er bir çözümmetodu olan gra�k yöntem üzerine de P. K. Nayak ve M. Pal [18℄, H. Akyarve E. Akyar' �n [22℄ çal�³malar� bulunmaktad�r.Bu çal�³mada matris oyunlar aral�k matris oyunlara genelle³tirilerek ara-l�k matris oyunlar�n çözümleri in
elenmi³tir. Ön
elikle matris oyunlara yanibirinin kazan
�n�n di§erinin kayb�na e³it oldu§u iki ki³ilik s�f�r toplaml� sonluoyunlara yer verilmi³, temel tan�m ve teoremlere de§inilmi³tir. �ki ki³ilik s�-2



f�r toplaml� sonlu oyunlarda her zaman çözümün var oldu§u ifade edilmi³tir.Denge noktas�n�n oldu§u ve olmad�§� durumlarda oyunlar�n çözümleri in
elen-mi³tir. Bu çal�³man�n ama
� matris oyunlar� aral�k matris oyunlara genelle³tire-rek çözüm yöntemlerini aral�k matris oyunlara uyarlamakt�r. Ön
elikle üçün
übölümde aral�k kavram� ifade edilmi³ ve aral�klar için bir s�ralama ba§�nt�s�verilmi³tir. Sonras�nda da 2× n aral�k matris oyunlar�n çözümü in
elenmi³tir.
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2 OYUN TEOR�S� �LE �LG�L� TEMEL KAVRAMLARTaraf veya gruplar�n rekabet içerisinde sürdürdü§ü herhangi bir olaya oyun,bu taraf veya gruplara ise oyun
u denir.Oyun
ulardan her birinin oyun süresin
e olu³abile
ek tüm durumlar içinalabile
e§i kararlar bütününe strateji denir. Oyunun oynanmas� süre
inde heroyun
u her bir stratejinin kar³�l�§� olarak oyunun sonunda belirli bir kazançelde eder. Bu kazan
a oyun
unun getirisi denir. Bu kazanç negatif, pozitifveya s�f�r olabilir.2.1 �ki Ki³ilik S�f�r Toplaml� Sonlu OyunlarBir oyunda her oyun
u taraf�ndan kullan�lan strateji sonlu say�da ise buoyuna sonlu oyun denir. Oyunun s�f�r toplaml� olmas� oyun
ulardan birininkazan
�n�n di§erinin kayb�na e³it olmas� demektir. Di§er bir deyi³le oyun
ula-r�n kâr ve zararlar�n�n toplam� s�f�rd�r. �ki ki³ilik s�f�r toplaml� sonlu oyunlarmü
adele içerisindeki sonlu stratejiye sahip iki oyun
unun en iyi stratejiyi kul-lanarak oynad�klar� oyunlard�r.�ki ki³ilik s�f�r toplaml� sonlu bir oyunda I. oyun
unun m tane strate-jisi yani I1, I2, . . . , Im stratejileri ve II. oyun
unun da n tane stratejisi yani
II1, II2, . . . , IIn stratejileri olmak üzere bu tür oyunlar m× n oyunu yada mat-ris oyunlar olarak ifade edilmektedir.

I. oyun
u Ii stratejisini II. oyun
u da IIj stratejisini kulland�§�nda oyun s�f�rtoplaml� oldu§undan I. oyun
unun getirisi gij olup, II. oyun
unun da getirisi
−gij olur. O halde oyunun getiri matrisi

G =

















II1 II2 . . . IIn

I1 g11 g12 . . . g1n

I2 g21 g22 . . . g2n... ... ... . . . ...
Im gm1 gm2 . . . gmn

















(2.1.1)
³eklinde olur. Getiri matrisi G = (gij)m×n ³eklinde de gösterilebilir. Yani bu-radaki gij , I. oyun
unun kazan
�n� II. oyun
ununda kayb�n� ifade etmektedir.4



Dolay�s�yla I. oyun
unun kazan
� II. oyun
unun kayb�na e³ittir.2.1.1 Saf StratejilerTan�m 2.1.1. Oyun
unun stratejisi olas�l�k olay� içermiyorsa bu stratejiye safstrateji denir. Yani tek bir strateji çifti ile oyunun sonu
unun belirlenmesidurumudur.Tan�m 2.1.2. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen oyunda
min

j=1,2,...,n
gi∗j = max

i=1,2,...,m
min

j=1,2,...,n
gijko³ulunu sa§layan Ii∗ stratejisine I. oyun
unun optimal saf stratejisi denir.

max
i=1,2,...,m

gij∗ = min
j=1,2,...,n

max
i=1,2,...,m

gijko³ulunu sa§layan IIj∗ stratejisine II. oyun
unun optimal saf stratejisi de-nir.Tan�m 2.1.3. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen oyunda
V L
P = max

i=1,2,...,m
min

j=1,2,...,n
gijde§erine oyunun saf stratejiler s�n�f�nda alt de§eri denir.

V U
P = min

j=1,2,...,n
max

i=1,2,...,m
gijde§erine de oyunun saf stratejiler s�n�f�nda üst de§eri denir.E§er V L

P = V U
P = V ise V say�s�na saf stratejiler s�n�f�nda oyunun de§eridenir.�imdi optimal stratejilerin, oyun
ular için ne anlama geldi§ini aç�klayal�m.

min
j=1,2,...,n

gi∗j = max
i=1,2,...,m

min
j=1,2,...,n

gij = V L
Pe³itli§inden

min
j=1,2,...,n

gi∗j = V L
Pve key� j = 1, 2, . . . , n için gi∗j ≥ V L

P olur. Bu I. oyun
unun Ii∗ optimalstratejisiyle oynad�§�nda en az V L
P kadar kazana
a§� anlam�na gelmektedir.Benzer ³ekilde

max
i=1,2,...,m

gij∗ = min
j=1,2,...,n

max
i=1,2,...,m

gij = V U
P5



e³itli§inden
max

i=1,2,...,m
gij∗ = V U

Pve key� i = 1, 2, . . . , m için gij∗ ≤ V U
P olur. Bu da II. oyun
unun IIj∗ optimalstratejisi ile oynad�§�nda en fazla V U

P kadar kaybede
e§i anlam�na gelmektedir.Burada I. oyun
u optimal olmayan bir stratejisini kullan�rsa II. oyun
u
I. oyun
uya V L

P den daha az kazanç verebilir. II. oyun
u optimal olmayan birstratejisini kullan�rsa I. oyun
u II. oyun
uya V U
P den daha fazla kay�p verebilir.Önerme 2.1.4. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen oyunda

V L
P ≤ V U

Polur.Kan�t. I. oyun
unun Ii∗ ve II. oyun
unun IIj∗ key� stratejilerini alal�m ve sa-bitleyelim. O zaman
min

j=1,2,...,n
gi∗j ≤ gi∗j∗olur. Bu e³itsizlik her sabitlenmi³ i∗ = 1, 2, . . . , m için do§ru oldu§undan

max
i=1,2,...,m

min
j=1,2,...,n

gij ≤ max
i=1,2,...,m

gij∗oldu§u bulunur. Son e³itsizlikte j∗ key� sabitlenmi³ oldu§undan
max

i=1,2,...,m
min

j=1,2,...,n
gij ≤ min

j=1,2,...,n
max

i=1,2,...,m
gijolur. Yani

V L
P ≤ V U

Poldu§u elde edilir.Örnek 2.1.5. Getiri matrisi
G =

(

II1 II2

I1 1 −2

I2 −1 0

)verilen 2× 2 oyununu ele alal�m.Oyunun alt de§eri,
V L
P = max

i=1,2
min
j=1,2

gij = max

{

min
j=1,2

g1j ,min
j=1,2

g2j

}

= max{−2,−1}

= −16



ve oyunun üst de§eri,
V U
P = min

j=1,2
max
i=1,2

gij = min

{

max
i=1,2

gi1, max
i=1,2

gi2

}

= min{1, 0}

= 0olarak bulunur. V L
P 6= V U

P oldu§undan oyunun saf stratejiler s�n�f�nda de§eriyoktur. Burada I. oyun
unun optimal saf stratejisi
−1 = V L

P = max
i=1,2

min
j=1,2

gij = min
j=1,2

g2jko³ulunu sa§layan I2 stratejisidir. II. oyun
unun optimal saf stratejisi de
0 = V U

P = min
j=1,2

max
i=1,2

gij = max
i=1,2

gi2ko³ulunu sa§layan II2 stratejisidir.Bu örnekten görüldü§ü üzere, oyunun saf stratejiler s�n�f�nda de§eri olma-yabilir.2.1.2 Karma Stratejiler
I. oyun
unun saf stratejileri I1, I2, . . . , Im ve II. oyun
unun saf stratejileri

II1, II2, . . . , IIn olmak üzere iki ki³ilik s�f�r toplaml� bir m × n oyununu elealal�m.Tan�m 2.1.6. Key� i = 1, 2, . . . , m için xi ≥ 0 ve m
∑

i=1

xi = 1 ola
ak ³ekilde m-boyutlu x = (x1, x2, . . . , xm) vektörüne I. oyun
unun karma stratejisi denir.
I. oyun
unun karma stratejileri kümesi Xm ile gösterilmek üzere
Xm =

{

x = (x1, x2, . . . , xm) : ∀i = 1, 2, . . . , m için xi ≥ 0 ve m
∑

i=1

xi = 1

}dir.Tan�m 2.1.7. Key� bir j = 1, 2, . . . , n için yj ≥ 0 ve n
∑

j=1

yj = 1 ola
ak ³e-kilde n-boyutlu y = (y1, y2, . . . , yn) vektörüne II. oyun
unun karma stratejisidenir. II. oyun
unun karma stratejileri kümesi Yn ile gösterilmek üzere
Yn =

{

y = (y1, y2, . . . , yn) : ∀j = 1, 2, . . . , n için yj ≥ 0 ve n
∑

j=1

yj = 1

}dir. 7



I. oyun
u x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm karma stratejisini seçerse, I1 strateji-sini x1 olas�l�§� ile, I2 stratejisini x2 olas�l�§� ile,. . ., Im stratejisini xm olas�l�§�ile oynam�³ olur. Oyun s kez oynand�§�nda I. oyun
unun s · x1 kez I1 stratejisiile, s · x2 kez I2 stratejisi ile,. . ., s · xm kez Im stratejisi ile oynad�§� anla³�l�r.
II. oyun
unun da y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Yn karma stratejisini seçerek oynamas�benzer ³ekilde ifade edilebilir.

I. oyun
u Ii stratejisini 1 olas�l�§� ile di§er stratejileri de 0 olas�l�§� ile yani
x = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Xm karma stratejisi ile oynamas� Ii saf stratejisiile oynamas� anlam�na gelmektedir. Tersine I. oyun
unun her seferinde Ii safstratejisi ile oynamas� Ii stratejisini 1 olas�l�§� ile di§er stratejileri de 0 olas�l�kile seçerek x = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Xm karma stratejisi ile oynamas� anla-m�na gelmektedir. II. oyun
u için de benzer ifadeler geçerlidir. Bu nedenle safstratejiler kümesinin karma stratejiler kümesinin alt kümesi oldu§unu söyleye-biliriz.Önerme 2.1.8. I. oyun
unun Xm ⊂ R

m ve II. oyun
unun Yn ⊂ R
n karmastrateji kümeleri kompakt ve konveks kümelerdir.Kan�t. Xm ⊂ R

m kümesinin kompakt oldu§unu göstermek için kapal� ve s�n�rl�oldu§unu göstermemiz gerekir.Key� x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm alal�m. O halde key� i = 1, 2, . . . , m için
xi ≥ 0 ve m

∑

i=1

xi = 1 oldu§undan
‖x‖ =

√

x21 + x22 + . . .+ x2m ≤ x1 + x2 + . . .+ xm = 1olur. Buradan key� x ∈ Xm için ‖x‖ ≤ 1 olup Xm s�n�rl� bir küme olur.�imdi deXm kümesinin kapal� küme oldu§unu gösterelim. Key� k = 1, 2, . . .için x(k) = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
m ) ∈ Xm olsun. k → ∞ iken x(k) → x(∗) =

(x
(∗)
1 , x

(∗)
2 , . . . , x

(∗)
m ) olup x(∗) ∈ Xm oldu§unu göstermeliyiz.

k → ∞ iken x(k) → x(∗) oldu§undan key� i = 1, 2, . . . , m için k → ∞ iken
x
(k)
i → x

(∗)
i olur. Key� k = 1, 2, . . . için x(k)i ≥ 0 ve k → ∞ iken x(k)i → x

(∗)
ioldu§undan x(∗)i ≥ 0 olur.

x(k) = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
m ) ∈ Xm oldu§undan m

∑

i=1

x
(k)
i = 1 olur. Her k =

1, 2, . . . için k → ∞ iken x(k)i → x
(∗)
i oldu§undan
m
∑

i=1

x
(∗)
i = 18



olur. Key� i = 1, 2, . . . , m için x(∗)i ≥ 0 ve m
∑

i=1

x
(∗)
i = 1 olup x(∗) = (x

(∗)
1 , x

(∗)
2 , . . . ,

x
(∗)
m ) ∈ Xm elde edilir. Böyle
e Xm kümesi kapal� kümedir.O halde Xm kümesi kapal� ve s�n�rl� oldu§undan kompakt bir kümedir.�imdi Xm kümesinin konveks küme oldu§unu gösterelim. Key� x(1) =

(x
(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(1)
m ), x(2) = (x

(2)
1 , x

(2)
2 , . . . , x

(2)
m ) ∈ Xm ve λ ∈ [0, 1] için λx(1) +

(1− λ)x(2) ∈ Xm oldu§unu göstermeliyiz.
λx(1) + (1− λ)x(2) = (λx

(1)
1 + (1− λ)x

(2)
1 , . . . , λx(1)m + (1− λ)x(2)m )oldu§u aç�kt�r. Ayr�
a, x(1) ∈ Xm ve x(2) ∈ Xm oldu§undan key� i = 1, 2, . . . , miçin x(1)i ≥ 0, x(2)i ≥ 0 olur. O halde key� i = 1, 2, . . . , m için

λx
(1)
i + (1− λ)x

(2)
i ≥ 0olur. x(1) ∈ Xm ve x(2) ∈ Xm oldu§undan

m
∑

i=1

x
(1)
i = 1,

m
∑

i=1

x
(2)
i = 1e³itlikleri geçerlidir. O halde

m
∑

i=1

[λx
(1)
i + (1− λ)x

(2)
i ] =

m
∑

i=1

λx
(1)
i +

m
∑

i=1

(1− λ)x
(2)
i = λ+ (1− λ) = 1olur. Böyle
e

λx
(1)
i + (1− λ)x

(2)
i ≥ 0 ve m

∑

i=1

[λx
(1)
i + (1− λ)x

(2)
i ] = 1oldu§undan

λx(1) + (1− λ)x(2) ∈ Xmolarak bulunur. Bu ise Xm kümesinin konveks bir küme olmas� demektir.Benzer ³ekilde Yn kümesinin de kompakt ve konveks küme oldu§u gösteri-lebilir.Tan�m 2.1.9. I. ve II. oyun
u
G =













II1 II2 . . . IIn

I1 g11 g12 . . . g1n

I2 g21 g22 . . . g2n... ... ... . . . ...
Im gm1 gm2 . . . gmn












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getiri matrisi ile verilen m×n oyununu oynas�nlar. I. oyun
u x = (x1, x2, . . . ,

xm) ∈ Xm karma stratejisi ile II. oyun
u y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Yn karmastratejisi ile oynamak üzere oyunun getirisi
g(x,y) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyjolarak tan�mlan�r.Ayr�
a oyunun getirisi
g(x,y) = xGyT =

〈

xG,y
〉³eklinde de yaz�labilir. Burada yT vektörü y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Yn ⊆ R

nvektörünün transpozunu ve 〈·, ·〉 ise iç çarp�m� göstermektedir.
I. oyun
u x∗ = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) karma stratejisi ile II. oyun
u da y∗ =

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) karma stratejisi ile yani I. oyun
u Ii saf stratejisi ile II.oyun
u da IIj saf stratejisi ile oynarlarsa oyunun getirisi
g(x∗,y∗) = g(Ii, IIj) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyj = gijolur.E§er I. oyun
u Ii saf stratejisi ile II. oyun
u da y = (y1, y2, . . . , yn) karmastratejisi ile oynarsa oyunun getirisi
g(x∗,y) = g(Ii,y) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyj =
n
∑

j=1

gijyjolur.E§er I. oyun
u x = (x1, x2, . . . , xm) karma stratejisi ile II. oyun
u da IIjsaf stratejisi ile oynarsa oyunun getirisi
g(x,y∗) = g(x, IIj) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyj =
m
∑

i=1

xigijolur.Önerme 2.1.10. (x,y) → g(x,y) : Xm × Yn → R fonksiyonu (x,y)'ye göresüreklidir. Ayr�
a her sabitlenmi³ x ∈ Xm için y → g(x,y) ve her sabitlenmi³
y ∈ Yn için x → g(x,y) fonksiyonlar� do§rusal fonksiyondur.10



�imdi karma stratejiler s�n�f�nda oyunun alt de§erini ve üst de§erini tan�m-layal�m.Tan�m 2.1.11. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen oyunda
V L = max

x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y)de§erine oyunun karma stratejiler s�n�f�nda alt de§eri
V U = min

y∈Yn

max
x∈Xm

g(x,y)de§erine de oyunun karma stratejiler s�n�f�nda üst de§eri denir.E§er V L = V U = ν ise (2.1.1) oyununun de§eri vard�r denir ve ν say�s�nakarma stratejiler s�n�f�nda oyunun de§eri ad� verilir.Saf stratejiler s�n�f�nda oyunun de§erinin olmayabile
e§ini söylemi³tik. Safstratejiler s�n�f� karma stratejiler s�n�f�na geni³letilerek 1928 y�l�nda John vonNeumann taraf�ndan karma stratejiler s�n�f�nda oyunun de§erinin oldu§u ifadeve ispat edilmi³tir [2℄.Teorem 2.1.12 (John von Neumann). Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen ikiki³ilik s�f�r toplaml� sonlu oyunun her zaman de§eri vard�r. Yani
V L = V U = νe³itli§i her zaman geçerlidir.2.1.3 Optimal Stratejiler ve Oyunun ÇözümüTan�m 2.1.13.

min
y∈Yn

g(x∗,y) = max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y) = νko³ulunu sa§layan x∗ ∈ Xm stratejisine I. oyun
unun optimal stratejisi
max
x∈Xm

g(x,y∗) = min
y∈Yn

max
x∈Xm

g(x,y) = νko³ulunu sa§layan y∗ ∈ Yn stratejisine II. oyun
unun optimal stratejisi de-nir.Burada
min
y∈Yn

g(x∗,y) = ν

11



e³itli§inden g(x∗,y) ≥ ν olur. Bu I. oyun
unun x∗ ∈ Xm optimal stratejisiyleoynad�§�nda en az ν kadar kazana
a§� anlam�na gelmektedir. Benzer olarak
max
x∈Xm

g(x,y∗) = νe³itli§inden g(x,y∗) ≤ ν olur. Bu da II. oyun
unun y∗ ∈ Yn optimal strateji-siyle oynad�§�nda en fazla ν kadar kaybede
e§i anlam�na gelmektedir.Tan�m 2.1.14. I. oyun
unun optimal stratejisi x∗ ∈ Xm, II. oyun
unun opti-mal stratejisi y∗ ∈ Yn ve oyunun de§eri de ν olmak üzere (x∗,y∗, ν) üçlüsüneoyunun çözümü denir.Teorem 2.1.15. �ki ki³ilik s�f�r toplaml� sonlu her oyunun çözümü vard�r.Kan�t. �ki ki³ilik s�f�r toplaml� sonlu oyunun de§erinin var oldu§unu Teorem2.1.12 gere§in
e söylemi³tik. Yani
min
y∈Yn

max
x∈Xm

g(x,y) = max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y) = νdir.
g(·, ·) : Xm × Yn → R fonksiyonu (x,y) ye göre sürekli fonksiyon ve Xm ⊂

R
m ve Yn ⊂ R

n kompakt kümeler olmak üzere
min
y∈Yn

g(·,y) : Xm → R ve max
x∈Xm

g(x, ·) : Yn → Rfonksiyonlar� da sürekli fonksiyon olur.
min
y∈Yn

g(·,y) : Xm → R fonksiyonu sürekli ve Xm ⊂ R
m kompakt kümeoldu§undan

min
y∈Yn

g(x∗,y) = max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y)ola
ak ³ekilde x∗ ∈ Xm vard�r. Bu durumda x∗ ∈ Xm stratejisi I. oyun
ununoptimal stratejisi olur.Benzer ³ekilde max
x∈Xm

g(x, ·) : Yn → R fonksiyonu sürekli ve Yn ⊂ R
nkompakt küme oldu§undan

max
x∈Xm

g(x,y∗) = min
y∈Yn

max
x∈Xm

g(x,y)ola
ak ³ekilde y∗ ∈ Yn vard�r. Bu durumda y∗ ∈ Yn stratejisi II. oyun
ununoptimal stratejisi olur.Dolay�s�yla x∗ ∈ Xm stratejisi I. oyun
unun optimal stratejisi, y∗ ∈ Ynstratejisi de II. oyun
unun optimal stratejisi ve ν de oyunun de§eri olmaküzere (x∗,y∗, ν) üçlüsü oyunun çözümü olur.12



Teorem 2.1.16. (x∗,y∗, ν) nin oyunun çözüm olmas� için gerek ve yeter ko³ulkey� y ∈ Yn için g(x∗,y) ≥ νkey� x ∈ Xm için g(x,y∗) ≤ νolmas�d�r.Teorem 2.1.16 gere§i a³a§�daki sonuç elde edilebilir.Sonuç 2.1.17. (x∗,y∗, ν) üçlüsü verilen oyunun çözümü ise g(x∗,y∗) = ν dir.Teorem 2.1.16 y� kullanarak bu sonu
u yorumlayal�m. (x∗,y∗, ν) üçlüsüverilen oyunun çözümü olsun. E§er I. oyun
u x∗ ∈ Xm optimal strateji ileoynarsa Teorem 2.1.16 daki g(x∗,y) ≥ ν e³itsizli§i gere§i, kendisine en az νkadar kazan
� garantiler. E§er II. oyun
u y∗ ∈ Yn optimal stratejisi ile oynarsaTeorem 2.1.16 daki g(x,y∗) ≤ ν e³itsizli§i gere§i, kendisine ν den daha fazlakaybetmemeyi garantiler. Bu durumda I. oyun
u x∗ ∈ Xm optimal stratejisi,
II. oyun
u y∗ ∈ Yn optimal stratejisi ile oynarlarsa hem I. oyun
unun kazan
�hem de II. oyun
unun kayb� ν = g(x∗,y∗) kadard�r.�imdi de karma stratejiler s�n�f�nda oyunun çözümünün var oldu§unu birörnekle gösterelim.Örnek 2.1.18. Örnek 2.1.5 teki getiri matrisi

G =

(

II1 II2

I1 1 −2

I2 −1 0

)

ile verilen 2× 2 oyununu ele alal�m.Her iki oyun
unun da iki³er saf stratejisi oldu§undan I. oyun
unun karmastratejisi x = (x, 1 − x) ∈ X2, x ∈ [0, 1], II. oyun
unun karma stratejisi
y = (y, 1 − y) ∈ Y2, y ∈ [0, 1] olarak yaz�labilir. O halde bu karma stratejileriçin oyunun getirisi
g(x,y) = 1 · xy + (−2) · x(1− y) + (−1) · (1− x)y + 0 · (1− x)(1 − y)

= xy − 2x+ 2xy − y + xy

= 4xy − 2x− yolur. 13



x∗ =

(

1

4
,
3

4

) stratejisini alal�m. Key� y = (y, 1− y) ∈ Y2 stratejisi için
g(x∗,y) = 4 ·

1

4
y − 2 ·

1

4
− y = −

1

2olup key� y ∈ Y2 için g(x∗,y) ≥ −
1

2
elde edilir.

y∗ =

(

1

2
,
1

2

) stratejisini alal�m. Key� x = (x, 1− x) ∈ X2 stratejisi için
g(x,y∗) = 4x ·

1

2
− 2x−

1

2
= −

1

2olup key� x ∈ X2 için g(x,y∗) ≤ −
1

2
elde edilir.Dolay�s�yla g(x∗,y) ≥ −

1

2
, g(x,y∗) ≤ −

1

2
ve Teorem 2.1.16 dan

(

x∗ =

(

1

4
,
3

4

)

,y∗ =

(

1

2
,
1

2

)

, ν = −
1

2

)üçlüsü oyunun çözümü olarak elde edilir.�imdi ileride kullan�la
ak olan bir önermeyi kan�tlayal�m.Önerme 2.1.19. Getiri matrisi
G =













II1 II2 . . . IIn

I1 g11 g12 . . . g1n

I2 g21 g22 . . . g2n... ... ... . . . ...
Im gm1 gm2 . . . gmn













(2.1.2)
olan iki ki³ilik s�f�r toplaml� m×n oyununu ele alal�m. r ∈ R olsun. (x∗,y∗, ν)üçlüsünün oyunun çözümü olmas� için gerek ve yeter ko³ul (x∗,y∗, ν + r) üç-lüsünün getiri matrisi

G1 =













II1 II2 . . . IIn

I1 r + g11 r + g12 . . . r + g1n

I2 r + g21 r + g22 . . . r + g2n... ... ... . . . ...
Im r + gm1 r + gm2 . . . r + gmn













(2.1.3)
olan oyunun çözümü olmas�d�r. 14



Kan�t. x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm ve y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Yn s�ras�yla I. ve
II. oyun
unun karma stratejileri olsun. Getiri matrisi (2.1.2) ile verilen oyunda
(x,y) karma stratejileri için oyunun getirisi

g(x,y) =
n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyj,getiri matrisi (2.1.3) ile verilen oyunda (x,y) karma stratejileri için oyunungetirisi
g1(x,y) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xi(gij + r)yj = r +

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyj = r + g(x,y)olur.
(x∗,y∗, ν) üçlüsü getiri matrisi (2.1.2) olan oyunun çözümü olsun. Te-orem 2.1.16 dan

∀y ∈ Yn için g(x∗,y) ≥ ν

∀x ∈ Xm için g(x,y∗) ≤ νolur. g1(x,y) = r + g(x,y) oldu§undan
∀y ∈ Yn için g1(x

∗,y) ≥ r + ν

∀x ∈ Xm için g1(x,y
∗) ≤ r + νoldu§u elde edilir. Bu e³itsizliklerden ve yine Teorem 2.1.16 dan (x∗,y∗, ν + r)üçlüsünün getiri matrisi (2.1.3) olan oyunun çözümü oldu§u bulunur.

(x∗,y∗, ν + r) üçlüsü getiri matrisi (2.1.3) ile verilen oyunun çözümü iken
(x∗,y∗, ν) üçlüsünün getiri matrisi (2.1.2) ile verilen oyunun çözümü oldu§uda benzer ³ekilde kan�tlan�r.Tan�m 2.1.20. Getiri matrisi (2.1.1) ile verilen iki ki³ilik s�f�r toplaml� oyunda
x∗ ∈ Xm, y∗ ∈ Yn olsun. Key� x ∈ Xm, y ∈ Yn için

g(x,y∗) ≤ g(x∗,y∗) ≤ g(x∗,y) (2.1.4)oluyorsa (x∗,y∗) ikilisine denge stratejileri (denge ikilisi) denir.�imdi (x∗,y∗) ikilisinin, denge ikilisi olmas�n�n ne anlama geldi§ini aç�kla-yal�m. �ki ki³ilik s�f�r toplaml� bir oyunda x ∈ Xm ve y ∈ Yn stratejileri için
g(x,y) getirisinin I. oyun
unun getirisi oldu§unu biliyoruz. Öte yandan oyuns�f�r toplaml� oldu§undan x ∈ Xm ve y ∈ Yn stratejileri için II. oyun
unungetirisi −g(x,y) olur. �imdi x ∈ Xm ve y ∈ Yn için I. oyun
unun getirisini15



g1(x,y), II. oyun
unun getirisini g2(x,y) ile gösterirsek, g1(x,y) = g(x,y) ve
g2(x,y) = −g(x,y) olur. O halde (2.1.4) ten x ∈ Xm için

g1(x,y
∗) ≤ g1(x

∗,y∗)ve
g2(x

∗,y) ≤ g2(x
∗,y∗)olur. Bu iki e³itsizlikten a³a§�daki yorum yap�labilir.

(x∗,y∗) denge stratejileri iken, II. oyun
u y∗ stratejisi ile oynarsa, I. oyun-
unun elde edebile
e§i en büyük getiri g(x∗,y∗) d�r ve I. oyun
u bu getirisini
x∗ stratejisi ile oynayarak elde edebilir. Benzer olarak I. oyun
u x∗ stratejisiile oynarsa II. oyun
unun elde edebile
e§i en büyük getiri g(x∗,y∗) d�r ve II.oyun
u bu getirisini y∗ stratejisi ile oynayarak elde edebilir.Dolay�s�yla (x∗,y∗) denge stratejilerinden her biri di§eri için tehdit olu³tu-ra
a§�ndan oyun
ulardan herhangi biri denge stratejilerinden kendine ait olan�seçti§inde di§eri de daha fazla kaybetmemek için denge ikilisini olu³turan di§erstratejiyi seçmek zorunda kal�r.�imdi de oyunun denge stratejileri ile oyunun çözümü aras�ndaki ili³kiyiortaya koyan bir teorem vere
e§iz.Teorem 2.1.21. (x∗,y∗) ikilisinin oyunun denge stratejileri olmas� için gerekve yeter ko³ul (x∗,y∗, g(x∗,y∗)) üçlüsünün oyunun çözümü olmas�d�r.Kan�t. (x∗,y∗) ikilisi oyunun denge stratejileri olsun. O halde Tan�m 2.1.20den x ∈ Xm, y ∈ Yn için

g(x,y∗) ≤ g(x∗,y∗) ≤ g(x∗,y)olup bu e³itsizlikten
g(x,y∗) ≤ g(x∗,y∗)ve
g(x∗,y) ≥ g(x∗,y∗)olur. Teorem 2.1.16 gere§in
e (x∗,y∗, g(x∗,y∗)) üçlüsünün oyunun çözümü ol-du§u görülür.Tersine (x∗,y∗, g(x∗,y∗)) üçlüsü oyunun çözümü olsun. O halde Teorem2.1.16 dan key� x ∈ Xm, y ∈ Yn için
g(x,y∗) ≤ g(x∗,y∗)16



ve
g(x∗,y) ≥ g(x∗,y∗)olup bu iki e³itsizlikten

g(x,y∗) ≤ g(x∗,y∗) ≤ g(x∗,y)oldu§u elde edilir. Bu ise Tan�m 2.1.20 gere§in
e (x∗,y∗) ikilisinin denge stra-tejileri olmas� demektir.2.1.4 Bask�n Stratejiler�ki ki³ilik s�f�r toplaml� oyunlarda stratejilerden herhangi biri di§er strateji-lerden daha fazla veya e³it getiriye sahip olabilir. Her durumda daha az kazançsa§layan stratejiler oyundan at�l�r. At�lan stratejiden her durumda daha fazlagetiriye sahip olan stratejiyi bask�n strateji olarak adland�ra
a§�z.Tan�m 2.1.22. Key� j = 1, 2, . . . , n için glj ≥ gsj ise I. oyun
unun Il stratejisi
Is stratejisine bask�nd�r. Burada Il stratejisine bask�n strateji, Is stratejisinede bast�r�lan strateji denir. Bu durum Il ≥ Is ³eklinde gösterilir.Tan�m 2.1.23. Key� i = 1, 2, . . . , m için gir ≤ gik ise II. oyun
unun IIrstratejisi IIk stratejisine bask�nd�r. Burada IIr stratejisine bask�n strateji,
IIk stratejisine de bast�r�lan strateji denir. Bu durum IIr ≥ IIk ³eklindegösterilir.�imdi de bu tan�mlar� yorumlayal�m. E§er I. oyun
unun Il stratejisi Is stra-tejisine bask�n ise II. oyun
u hangi stratejiyi seçerse seçsin I. oyun
u Il stratejisiile oynad�§�nda kendisine Is stratejisi ile elde edebile
e§i kazançtan daha fazlakazanç sa§lar. Bir ba³ka ifadeyle I. oyun
u Is stratejisi ile oynarsa kendisineelde edebile
e§i kazançtan daha fazla kazanç sa§layamaz. Bu yüzden I. oyun
u
Il stratejisini kullan�r. Benzer ³ekilde II. oyun
unun IIr stratejisi IIk strateji-sine bask�n ise I. oyun
u hangi stratejiyi seçerse seçsin II. oyun
u IIr stratejisiile oynad�§�nda IIk stratejisi ile verebile
e§i kay�ptan daha az kay�p verir. Birba³ka ifadeyle II. oyun
u IIk stratejisi ile oynarsa IIr stratejisi ile verebile
e§ikay�ptan daha fazla kay�p verir. Bu yüzden II. oyun
u IIr stratejisini kullan�r.Bu ifadelerden görüldü§ü üzere bask�n stratejiler oyunun çözümünü kolay-la³t�r�r. 17



Tan�m 2.1.24. Verilen bir oyunda bast�r�lan strateji oyundan at�ld�ktan sonraolu³an oyuna sadele³tirilmi³ oyun denir.Önerme 2.1.25. Sadele³tirilmi³ bir oyunun çözümü verilen oyunun da çözü-müdür.Kan�t. Verilen oyunun getiri matrisi
G =













II1 II2 . . . IIn

I1 g11 g12 . . . g1n

I2 g21 g22 . . . g2n... ... ... . . . ...
Im gm1 gm2 . . . gmn













m×nolsun. I2 ≥ I1 oldu§unu kabul edelim. O halde j = 1, 2, . . . , n için g2j ≥ g1jolur. Dolay�s�yla I1 stratejisi bast�r�lan strateji oldu§undan getiri matrisindenç�kararak oyunu sadele³tirelim. O halde sadele³tirilmi³ oyunun getiri matrisi
G1 =













II1 II2 . . . IIn

I2 g21 g22 . . . g2n

I3 g31 g32 . . . g3n... ... ... . . . ...
Im gm1 gm2 . . . gmn













(m−1)×nolur. G getiri matrisi ile verilen oyunda s�ras�yla I. ve II. oyun
unun karmastratejileri kümesi Xm ve Yn, G1 getiri matrisi ile verilen oyunda ise s�ras�yla
I. ve II. oyun
unun karma stratejileri kümesi Xs

m ve Y s
n olsun. II. oyun
ununsaf stratejilerinin say�s� de§i³medi§inden Y s

n = Yn olur. Ayr�
a Xs
m = Xm−1dir.

G getiri matrisi ile verilen oyunda x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm ve y =

(y1, y2, . . . , yn) ∈ Yn karma stratejileri için oyunun getirisi
g(x,y) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyj (2.1.5)dir.G1 getiri matrisi ile verilen oyunda yani sadele³tirilmi³ oyunda x̃ = (x̃2, . . . ,

x̃m) ∈ Xs
m ve ỹ = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹn) ∈ Y s

n karma stratejileri için oyunun getirisi
g̃(x̃, ỹ) =

n
∑

j=1

m
∑

i=2

x̃igij ỹj (2.1.6)olur.Sadele³tirilmi³ oyunda s�ras�yla I. ve II. oyun
unun optimal stratejileri x̃∗ =

(x∗2, . . . , x
∗
m) ∈ Xs

m, ỹ∗ = (y∗1, y
∗
2, . . . , y

∗
n) ∈ Y s

n ve oyunun de§eri de ν olsun.18



Yani G1 getiri matrisi ile verilen oyunun çözümü (x̃∗, ỹ∗, ν) olsun. O haldesadele³tirilmi³ oyunun çözümü (x̃∗, ỹ∗, ν) oldu§undan Teorem 2.1.16 gere§ikey� ỹ = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Y s
n için g̃(x̃∗, ỹ) ≥ νve key� x̃ = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xs
m için g̃(x̃, ỹ∗) ≤ νolur.

G getiri matrisi ile verilen oyunda ise s�ras�yla I. ve II. oyun
unun optimalstratejileri x∗ = (0, x∗2, . . . , x
∗
m) ∈ Xm ve y∗ = ỹ∗ = (y∗1, y

∗
2, . . . , y

∗
n) ∈ Yn =

Y s
n olsun. (x∗,y∗, ν) üçlüsünün G getiri matrisi ile verilen oyunun çözümüoldu§unu gösterelim. Bunun için ön
ekey� y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Yn için g(x∗,y) ≥ νoldu§unu gösterelim. Key� y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Yn alal�m. Yn = Y s

n oldu-§undan y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Y s
n olur. x∗ = (0, x∗2, . . . , x

∗
m) ∈ Xm, x̃∗ =

(x∗2, . . . , x
∗
m) ∈ Xs

m oldu§undan (2.1.5) ve (2.1.6) dan
g(x∗,y) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

x∗i gijyj

=

n
∑

j=1

m
∑

i=2

x∗i gijyj

= g̃(x̃∗,y)
= g̃(x̃∗, ỹ)olur. g(x∗,y) = g̃(x̃∗, ỹ) olup ve g̃(x̃∗, ỹ) ≥ ν oldu§undan g(x∗,y) ≥ ν oldu§uelde edilir.�imdi dekey� x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm için g(x,y∗) ≤ νoldu§unu gösterelim. Key� x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm alal�m.

g(x,y∗) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijy
∗
j

=
n
∑

j=1

x1g1jy
∗
j +

n
∑

j=1

x2g2jy
∗
j +

n
∑

j=1

m
∑

i=3

xigijy
∗
j (2.1.7)dir. I2 ≥ I1 olup key� j = 1, 2, . . . , n için g2j ≥ g1j oldu§undan ve (2.1.7)e³itli§inden

g(x,y∗) ≤
n
∑

j=1

x1g2jy
∗
j +

n
∑

j=1

x2g2jy
∗
j +

n
∑

j=1

m
∑

i=3

xigijy
∗
j

≤

n
∑

j=1

(x1 + x2)g2jy
∗
j +

n
∑

j=1

m
∑

i=3

xigijy
∗
j (2.1.8)19



olur.̃
x = (x1 + x2, x3, . . . , xm) olsun. Ayr�
a x̃ = (x1 + x2, x3, . . . , xm) ∈ Xs

molur. x = (x1, x2, x3, . . . , xm) ∈ Xm key� sabitlenmi³ oldu§undan x̃ = (x1 +

x2, x3, . . . , xm) ∈ Xs
m de key� olur. ỹ∗ = y∗ = (y∗1, y

∗
2, . . . , y

∗
n) ∈ Yn = Y s

nolup (2.1.6) gere§i ve x̃ = (x1 + x2, x3, . . . , xm) den
g̃(x̃, ỹ∗) =

n
∑

j=1

(x1 + x2)g2jy
∗
j +

n
∑

j=1

m
∑

i=3

xigijy
∗
j (2.1.9)olur.O halde (2.1.8) ve (2.1.9) dan

g(x,y∗) ≤ g̃(x̃, ỹ∗) ≤ νelde edilir.
x = (x1, x2, x3, . . . , xm) ∈ Xm key� seçildi§inden g(x,y∗) ≤ ν oldu§u eldeedilir. Teorem 2.1.16 gere§i g(x∗,y) ≥ ν ve g(x,y∗) ≤ ν olup (x∗,y∗, ν) üçlüsü

G getiri matrisi ile verilen oyunun çözümü olarak elde edilir.Önerme 2.1.25 ten görüldü§ü üzere sadele³tirilmi³ bir oyunun çözümü ve-rilen oyunun çözümü olup oyunun sadele³tirilmesi oyunun çözümünü kolayla³-t�ra
a§�ndan ön
elikle oyun sadele³tirilebiliyorsa sadele³tirilmelidir. Fakat buönermenin tersi do§ru de§ildir. �imdi bunu bir örnekle gösterelim.Örnek 2.1.26. Getiri matrisi
G =

(

II1 II2

I1 1 1

I2 −1 0

)ile verilen oyunu ele alal�m.
II1 ≥ II2 oldu§undan oyunu sadele³tirirsek yani II2 stratejisini ç�kar�rsaksadele³tirilmi³ oyunun matrisi

G1 =

(

II1

I1 1

I2 −1

)olur.Getiri matrisi G1 olan oyunda I1 ≥ I2 oldu§undan bu oyunu da sadele³ti-rirsek yani I2 stratejisini ç�kar�rsak yeni oyunun getiri matrisi
G2 =

(

II1

I1 1
)20



olur.Dolay�s�yla G2 olan oyunda her oyun
unun tek stratejisi olup bu oyununçözümü (I1, II1, 1) olarak bulunur.�imdi de getiri matrisi G olan oyunun çözümünü bulal�m. S�ras�yla I. ve
II. oyun
unun x = (x, 1 − x) ∈ X2 ve y = (y, 1 − y) ∈ Y2 karma stratejileriiçin oyunun getirisi

g(x,y) = 1 · xy + 1 · x(1− y) + (−1) · (1− x)y + 0 · (1− x)(1− y)

= xy + x− xy − y + xy

= x− y + xyolur. Oyunun de§eri
ν = min

y∈Y2

max
x∈X2

g(x,y) = min
y∈[0,1]

max
x∈[0,1]

[x− y + xy]

= min
y∈[0,1]

max
x∈[0,1]

[x(1 + y)− y]

= min
y∈[0,1]

[(1 + y)− y]

= 1olur.�imdi de x∗ = (1, 0) ∈ X2 ve key� y = (y, 1− y) ∈ Y2, y ∈ [0, 1] stratejile-rini alal�m. O halde g(x,y) = x− y + xy den
g(x∗,y) = 1− y + y = 1bulunur. Key� y ∈ Y2 için g(x∗,y) ≥ 1 olur.�imdi ise key� y∗ = (y∗, 1−y∗) ∈ Y2 ve key� x = (x, 1−x) alal�m. O halde

g(x,y) = x− y + xy den
g(x,y∗) = x− y∗ + xy∗ ≤ 1− y∗ + y∗ = 1olur. Böyle
e son e³itsizlikten key� x ∈ X2 için g(x,y∗) ≤ 1 elde edilir.Dolay�s�yla g(x∗,y) ≥ 1, g(x,y∗) ≤ 1 olup Teorem 2.1.16 dan x∗ = (1, 0) ∈

X2 ve key� y∗ = (y∗, 1 − y∗) ∈ Y2 stratejileri için (x∗,y∗, 1) (veya (I1,y
∗, 1))üçlüsü G getiri matrisi ile verilen oyunun çözümü olur. Fakat sadele³tirilmi³oyunun tek çözümü (I1, II1, 1) üçlüsüdür.Tan�m 2.1.27. Key� j = 1, 2, . . . , n için glj > gsj ise I. oyun
unun Il stratejisi

Is stratejisine kesin bask�nd�r. Burada Il stratejisine kesin bask�n strateji,
Is stratejisine de kesin bast�r�lan strateji denir. Benzer ³ekilde key� i =

1, 2, . . . , m için gir < gik ise II. oyun
unun IIr stratejisi IIk stratejisine kesinbask�nd�r. Burada IIr stratejisine kesin bask�n strateji, IIk stratejisine dekesin bast�r�lan strateji denir.Önerme 2.1.28. Bir oyunda kesin bast�r�lan strateji at�l�rsa, oyunun çözümüsadele³tirilmi³ oyunun da çözümü olur.21



2.1.5 Gereken Stratejiler�ki ki³ilik s�f�r toplaml� m × n matris oyunun çözümü (x∗,y∗, ν) olsun.Burada I. oyun
unun optimal stratejisinin x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m) ∈ Xm, II.oyun
unun optimal stratejisinin y∗ = (y∗1, y

∗
2, . . . , y

∗
n) ∈ Yn ve oyunun de§erinin

ν oldu§unu biliyoruz. �imdi I. ve II. oyun
u için gereken strateji kavram�n�tan�mlayal�m.Tan�m 2.1.29. I. oyun
unun x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m) ∈ Xm optimal stratejisinde

x∗i∗ > 0 ise Ii∗ saf stratejisine I. oyun
unun gereken (öz) stratejisi denir.Tan�m 2.1.30. II. oyun
unun y∗ = (y∗1, y
∗
2, . . . , y

∗
n) ∈ Yn optimal stratejisinde

y∗j∗ > 0 ise IIj∗ saf stratejisine II. oyun
unun gereken (öz) stratejisi denir.S�radaki teorem bize I. oyun
u x∗ optimal stratejisi ile oynarken II. oyun
ugereken IIj∗ stratejisi ile oynarsa oyunun getirisinin verilen oyunun de§erinee³it ola
a§�n� veya benzer olarak II. oyun
u y∗ optimal stratejisi ile oynarken
I. oyun
u gereken Ii∗ stratejisi ile oynarsa oyunun getirisinin verilen oyununde§erine e³it ola
a§�n� ifade etmektedir.Teorem 2.1.31. (x∗,y∗, ν) üçlüsü m × n matris oyununun çözümü, Ii∗ ve
IIj∗ stratejileri de s�ras�yla I. ve II. oyun
unun gereken stratejileri olsun. Budurumda

g(x∗,y∗) = g(Ii∗,y
∗) = νve

g(x∗,y∗) = g(x∗, IIj∗) = νolur.Kan�t. (x∗,y∗, ν) oyunun çözümü oldu§undan, x∗ ∈ Xm stratejisi I. oyun
u-nun optimal stratejisi, y∗ ∈ Yn stratejisi II. oyun
unun optimal stratejisi ve νoyunun de§eri olur.
x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m), y∗ = (y∗1, y

∗
2, . . . , y

∗
n) olsun. Genelli§i bozmadan, key�

i = 1, 2, . . . , k (k ≤ m) için x∗i > 0 olmak üzere
x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
k, 0, . . . , 0)oldu§unu kabul edelim. Yani x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m) optimal stratejisinde safstratejilerin s�ra numaralar�n� de§i³tirerek gereken stratejileri ilk s�raya alal�m.Key� 1 ≤ i∗ ≤ k alal�m. O halde Ii∗ stratejisi I. oyun
unun gereken stratejisidirve gereken strateji tan�m� gere§i x∗i∗ > 0 olur.22



�imdi g(Ii∗ ,y∗) = ν oldu§unu kan�tlayal�m. g(Ii∗ ,y∗) 6= ν oldu§unu kabuledelim. y∗ ∈ Yn stratejisi II. oyun
unun optimal stratejisi oldu§undankey� x ∈ Xm için g(x,y∗) ≤ νolur. Bu e³itsizlikte x ∈ Xm stratejilerini saf stratejiler al�rsakkey� i = 1, 2, . . . , m için g(Ii,y
∗) ≤ ν (2.1.10)elde ederiz. Ayr�
a g(Ii∗ ,y∗) 6= ν kabulünden ve (2.1.10) dan

g(Ii∗ ,y
∗) = ν∗ < ν (2.1.11)oldu§u bulunur.

(x∗,y∗, ν) oyunun çözümü oldu§undan, Sonuç 2.1.17 gere§i
ν = g(x∗,y∗) (2.1.12)dir. (2.1.10), (2.1.11), (2.1.12) den ve x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
k, 0, . . . , 0), x

∗
i∗
> 0oldu§undan,

ν = g(x∗,y∗)

=
n
∑

j=1

m
∑

i=1

x∗i gijy
∗
j =

n
∑

j=1

k
∑

i=1

x∗i gijy
∗
j

=
k
∑

i=1

n
∑

j=1

x∗i gijy
∗
j =

k
∑

i=1

( n
∑

j=1

gijy
∗
j

)

x∗i

=
k
∑

i=1

g(Ii,y
∗)x∗i

= g(I1,y
∗)x∗1 + . . .+ g(Ii∗,y

∗)xi
∗
∗ + . . .+ g(Ik,y

∗)x∗k

≤ νx∗1 + . . .+ ν∗xi
∗
∗ + . . .+ νx∗k

< νx∗1 + . . .+ νxi
∗
∗ + . . .+ νx∗k = νolup ν < ν elde edilir. Bu ise mümkün de§ildir. O halde varsay�m�m�z do§rude§ildir. Yani g(Ii∗,y∗) = ν olmal�d�r.

II. oyun
unun gereken IIj∗ stratejisi için de g(x∗, IIj∗) = ν oldu§u benzer³ekilde kan�tlan�r.
23



2.2 �ki Ki³ilik S�f�r Toplaml� Sonlu Oyunlar�n ÇözümüBu bölümde ilk olarak kesin tan�ml� matris oyunlar ifade edile
ek ve çözümüele al�na
akt�r. Ard�ndan 2× 2 matris oyunlar�n çözümü in
elene
ektir. Dahasonra da 2×nmatris oyunlar�n çözümünü bulmak için kullan�lan gra�k yöntemverile
ektir. Son olarak da lineer programlama yöntemi yard�m�ylam×nmatrisoyunlar�n çözümünü bulmak için bir yöntem verile
ektir.2.2.1 Kesin Tan�ml� Matris Oyunlar�n ÇözümüTan�m 2.2.1. Denge noktas� olan matris oyunlara kesin tan�ml� matrisoyunlar denir.Getiri matrisi
G =

















II1 II2 . . . IIn

I1 g11 g12 . . . g1n

I2 g21 g22 . . . g2n... ... ... . . . ...
Im gm1 gm2 . . . gmn















ile verilen m× n matris oyununda i. sat�r�n minimum de§eri j. sütunun mak-simum de§eri oldu§unda elde edilen gij getirisi oyunun denge noktas�d�r. gijdenge noktas� kesin tan�ml� oyunun de§eri olup gij = ν, I. oyun
unun optimalstratejisi Ii, II. oyun
unun optimal stratejisi IIj stratejisi olmak üzere (Ii, IIj , ν)üçlüsü kesin tan�ml� matris oyunlar�n çözümü olur.Örnek 2.2.2. Getiri matrisi
G =







II1 II2 II3 II4

I1 8 3 2 5

I2 3 2 0 6

I3 −2 4 1 −7





ile verilen oyunu ele alal�m.
I. oyun
u kazanmay� hede�edi§inden kendisi için her bir sat�rdaki minimumde§er aras�ndan maksimum olan�n� seçe
ektir. O halde her bir sat�r�n minimumde§eri s�ras�yla 2,0,-7 olmak üzere I. oyun
u bu de§erler aras�ndan maksimumolan 2 getirisini sa§laya
ak I1 stratejisini seçer. Bu durumda II. oyun
u dakayb�n� en aza indirmek için her bir sütundaki maksimum de§er aras�ndan24



minimum olan�n� seçe
ektir. Sütunlardaki maksimum de§erler 8,4,2,6 olmaküzere II. oyun
u bu de§erler aras�ndan minimum olan 2 getirisini sa§laya
ak
II3 stratejisini seçer. O halde oyunda bir denge noktas� vard�r. Böyle
e oyununde§eri olan 2 getirisini elde etmek için I. oyun
u I1 stratejisini, II oyun
u da
II3 stratejisini kullana
aklard�r.K�sa
a ifade ede
ek olursak, g13 getirisi birin
i sat�r�n minimumu ikenüçün
ü sütunun maksimumudur. Dolay�s�yla denge noktas� vard�r ve oyun ke-sin tan�ml� bir oyundur. Oyunun de§eri de ν = 2 dir. I. oyun
unun optimalstratejisi I1 ve II oyun
unun optimal stratejisi de II3 olmak üzere (I1, II3, 2)üçlüsü kesin tan�ml� matris oyunun çözümü olarak bulunur.2.2.2 2× 2 Matris Oyunlar�n ÇözümüGetiri matrisi

G =





II1 II2

I1 g11 g12

I2 g21 g22



 (2.2.13)ile verilen 2 × 2 matris oyununu ele alal�m. Bu oyunu çözebilmek için dengenoktas�n�n olup olmad�§�na bak�l�r. E§er denge noktas� yoksa çözüm ³u ³ekildebulunur [20℄.
g11 ≥ g12 ise g12 < g22 dir. Aksi takdirde g12 denge noktas� olur. g12 < g22 ol-du§u için g22 > g21 olmal�d�r. Aksi takdirde g22 denge noktas� olur. Dolay�s�yla

g21 < g11 ve g11 > g12 oldu§unu görürüz. Bu ise denge noktas� olmad�§�ndahem g11 > g12, g12 < g22, g22 > g21, g21 < g11 hem de g11 < g12, g12 > g22,
g22 < g21, g21 > g11 oldu§unu gösterir.

II. oyun
u taraf�ndan seçilen strateji ne olursa olsun I. oyun
u kendi geti-risini de§i³tirmeye
ek x = (x, 1− x) karma stratejisini kullan�r. Bu durumda
g11 · x+ g21 · (1− x) = g12 · x+ g22 · (1− x)olur. Bu e³itlikten x de§eri

x =
g22 − g21

(g11 − g12) + (g22 − g21)olarak bulunur. 25



Burada denge noktas� olmad�§� için (g11 − g12) ve (g22 − g21) nin her ikiside pozitif veya negatiftir. Dolay�s�yla 0 < x < 1 dir. Buradan I. oyun
unungetirisi
ν = g11 · x+ g21 · (1− x) =

g11 · g22 − g12 · g21
(g11 − g12) + (g22 − g21)dir.Benzer ³ekilde I. oyun
u taraf�ndan seçilen strateji ne olursa olsun II.oyun
u kendi getirisini de§i³tirmeye
ek y = (y, 1− y) karma stratejisini kulla-n�r. Bu durumda

g11 · y + g12 · (1− y) = g21 · y + g22 · (1− y)olur. Bu e³itlikten y de§eri
y =

g22 − g12
(g11 − g12) + (g22 − g21)olarak bulunur ve 0 < y < 1 dir. II. oyun
unun getirisi I. oyun
u taraf�ndanelde edilen getiri ile ayn� olur. Yani,

g11 · y + g12 · (1− y) =
g11 · g22 − g12 · g21

(g11 − g12) + (g22 − g21)
= νolur.

x ve y optimal stratejiler, ν de oyunun de§eri olmak üzere (x,y, ν) üçlüsügetiri matrisi (2.2.13) ile verilen 2× 2 matris oyununun çözümü olur.Örnek 2.2.3.
G =

(

II1 II2

I1 −1 2

I2 2 −5

)

ile verilen 2× 2 matris oyununu ele alal�m.�lk ön
e bu oyunun denge noktas�n�n olup olmad�§�na bakmal�y�z. I. oyun
uiçin sat�rlardaki minimum de§erler s�ras�yla −1 ve −5 tir. Bu de§erlerden mak-simum olan� -1 dir. II. oyun
u için ise sütunlardaki maksimum de§erlerin herikisi de 2 dir. Yani bu oyunda denge noktas� yoktur. O halde
x =

g22 − g21
(g11 − g12) + (g22 − g21)

=
−5 − 2

(−1− 2) + (−5− 2)
=

7

10

y =
g22 − g12

(g11 − g12) + (g22 − g21)
=

−5− 2

(−1− 2) + (−5 − 2)
=

7

1026



ν =
g11 · g22 − g12 · g21

(g11 − g12) + (g22 − g21)
=

(−1) · (−5)− 2 · 2

(−1 − 2) + (−5− 2)
=

1

10olup oyunun çözümü
(

x =

(

7

10
,
3

10

)

,y =

(

7

10
,
3

10

)

,
1

10

)olur.2.2.3 2× n Matris Oyunlar�n ÇözümüBu bölümde ön
eliklem×n matris oyunlar�n çözüm yönteminde kullan�lanve oyunun de§erini karakterize eden bir önerme verile
ektir. Daha sonra 2× noyunlar�n çözümünde kullan�lan gra�k yöntem ele al�na
akt�r [21℄.Önerme 2.2.4. ν say�s� iki ki³ilik s�f�r toplaml� m × n oyunun de§eri olsun.O halde
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y) = max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g(x, IIj) = ν (2.2.14)
min
y∈Yn

max
x∈Xm

g(x,y) = min
y∈Yn

max
i=1,2,...,m

g(Ii,y) = ν (2.2.15)e³itlikleri do§rudur.Kan�t. Ele ald�§�m�z m× n oyunun çözümü (x∗,y∗, ν) olsun. O haldekey� y ∈ Yn için g(x∗,y) ≥ ν (2.2.16)key� x ∈ Xm için g(x,y∗) ≤ ν (2.2.17)olur. Ayr�
a Teorem 2.1.12 den
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y) = min
y∈Yn

max
x∈Xm

g(x,y) = ν (2.2.18)oldu§unu biliyoruz. Key� j = 1, 2, . . . , n için IIj saf stratejisi Yn karma strate-jiler kümesine ait oldu§undan (2.2.16) e³itsizli§inden
g(x∗, IIj) ≥ νbulunur. O halde

min
j=1,2,...,n

g(x∗, IIj) ≥ νolup buradan
max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g(x, IIj) ≥ ν (2.2.19)oldu§u elde edilir. �imdi
max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g(x, IIj) = ν (2.2.20)27



oldu§unu kan�tlayal�m. Bu e³itli§in do§ru olmad�§�n� varsayal�m. O halde (2.2.19)dan
max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g(x, IIj) = ν∗ > νolur. Bu durumda
min

j=1,2,...,n
g(x̃, IIj) = ν∗ > νola
ak ³ekilde x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃m) ∈ Xm vard�r. Buradankey� j = 1, 2, . . . , n için g(x̃, IIj) ≥ ν∗ > ν (2.2.21)bulunur. �imdi key� y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Yn stratejisini alal�m. Getiri tan�-m�ndan ve (2.2.21) e³itsizli§inden

g(x̃,y) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

x̃igijyj =

n
∑

j=1

( m
∑

i=1

x̃igij

)

yj

=
n
∑

j=1

g(x̃, IIj)yj ≥
n
∑

j=1

ν∗.yj = ν∗olur. Yani key� y ∈ Yn için g(x̃,y) ≥ ν∗ (2.2.22)olur. ν∗ > ν oldu§undan, (2.2.17) denkey� x ∈ Xm için g(x,y∗) ≤ ν∗ (2.2.23)bulunur. O halde (2.2.22), (2.2.23) ve Teorem 2.1.16 dan (x̃,y∗, ν∗) üçlüsününverilen oyunun çözümü oldu§u elde edilir. Böyle
e (x∗,y∗, ν) ve (x̃,y∗, ν∗) üç-lüleri verilen oyunun çözümü olur. Oyunun de§eri tek oldu§undan ν = ν∗ olur.Bu ise ν∗ > ν olmas� ile çeli³ir. O halde varsay�m�m�z do§ru de§ildir ve (2.2.20)e³itli§i geçerlidir. Dolay�s�yla (2.2.20) ve (2.2.18) den (2.2.14) e³itli§inin do§-rulu§u elde edilir.(2.2.15) e³itli§inin do§rulu§u da benzer ³ekilde kan�tlan�r.�imdi 2× n oyunlar�n çözümünü bulmak için kullan�lan bir gra�k yöntemverelim. Getiri matrisi
G =





II1 II2 . . . IIn

I1 g11 g12 . . . g1n

I2 g21 g22 . . . g2n



 (2.2.24)ile verilen iki ki³ilik s�f�r toplaml� 2× n oyununu ele alal�m. Oyunun de§eri ν∗olsun. 28



I. oyun
unun iki tane saf stratejisi oldu§undan karma stratejisi x = (x, 1−

x), x ∈ [0, 1] biçiminde yaz�labilir. Bu durumda key� j = 1, 2, . . . , n için
g(x, IIj) = g1jx+ g2j(1− x), x ∈ [0, 1]oldu§u elde edilir. Key� j = 1, 2, . . . , n için ϕj(·) : [0, 1] → R olmak üzere

ϕj(x) = g(x, IIj)³eklinde gösterirsek
ϕj(x) = g1jx+ g2j(1− x), x ∈ [0, 1]olur. Önerme 2.2.4 ten

ν∗ = max
x∈X2

min
j=1,2,...,n

g(x, IIj) = max
x∈[0,1]

min
j=1,2,...,n

ϕj(x)olup ν∗ say�s� getiri matrisi (2.2.24) ile verilen oyunun de§eri olur.

x
1

1

ν

ϕ1

ϕ2

ϕ3

2.1 (a) 1. Ad�m

x
1

1

ν

ψ2.1 (b) 2. Ad�m29



x
1

1

ν

ψ

ν∗

x∗2.1 (
) 3. ve 4. Ad�mlar�ekil 2.1: Oyunun çözümünü bulmak için bir gra�k yöntem�imdi (2.2.24) getiri matrisi ile verilen oyunun çözümünü bulabilmek içingra�k yöntemin ad�mlar�n� verelim.
1. Ad�m Oxν düzleminde key� j = 1, 2, . . . , n için ϕj(·) : [0, 1] → R fonksi-yonlar�n�n gra�klerini çizelim (�ekil 2.1(a)).
2. Ad�m Her x ∈ [0, 1] için

ψ(x) = min
j=1,2,...,n

ϕj(x)olmak üzere ψ(·) : [0, 1] → R fonksiyonunun gra�§ini çizelim. (�ekil 2.1(b)).
3. Ad�m ψ(·) : [0, 1] → R foksiyonunun gra�§ini kullanarak, bu fonksi-yonun [0,1℄ aral�§�ndaki maksimumu ν∗ = max

x∈[0,1]
ψ(x) bulunur (�ekil 2.1(
)).Dolay�s�yla getiri matrisi (2.2.24) ile verilen oyunun de§eri elde edilmi³ olur.

4. Ad�m ψ(·) : [0, 1] → R fonksiyonunun gra�§ini kullanarak, bu fonk-siyona [0, 1] aral�§�nda maksimum de§erini veren x∗ ∈ [0, 1] say�s� bulunur(�ekil 2.1(
)). Dolay�s�yla ν∗ oyunun de§eri olmak üzere
ν∗ = max

x∈[0,1]
ψ(x) = max

x∈[0,1]
min

j=1,2,...,n
ϕj(x) = min

j=1,2,...,n
ϕj(x

∗)oldu§undan x∗ = (x∗, 1−x∗) ∈ X2 karma stratejisi verilen oyunda I. oyun
ununoptimal stratejisi olur.
5. Ad�m II. oyun
unun optimal stratejisi bulunur.

J∗ = {j : g(x∗, IIj) = ν∗}30



olsun. y∗ = (y∗1, y
∗
2, . . . , y

∗
n) stratejisi II. oyun
unun karma optimal stratejisioldu§unu kabul edelim. E§er IIj∗ saf stratejisi II. oyun
unun gereken stratejisiise Teorem 2.1.31 gere§i g(x∗, IIj∗) = ν∗ oldu§undan j∗ ∈ J∗ olur. j /∈ J∗ için II.oyun
unun IIj stratejisi gereken strateji de§ildir. O halde IIj gereken stratejiolmad�§�nda Tan�m 2.1.30 gere§i yj = 0 olur.

I. oyun
unun x∗ = (x∗, 1 − x∗) ∈ X2 optimal stratejisinde x∗ ve 1 − x∗say�lar�ndan en az biri veya her ikisi de ayn� anda s�f�rdan farkl� olur. Budurumda
I∗ =



















{2} , x∗ = 0 ise
{1, 2} , x∗ ∈ (0, 1) ise
{1} , x∗ = 1 iseolmak üzere Tan�m 2.1.29 gere§i I. oyun
unun i ∈ I∗ indisine kar³�l�k Ii safstratejisi, gereken strateji olur. Böyle
e Teorem 2.1.31 gere§i key� i∗ ∈ I∗ için
g(Ii∗ ,y

∗) = ν∗olur. Bu e³itlik yard�m�yla II. oyun
unun y∗ = (y∗1, y
∗
2, . . . , y

∗
n) karma optimalstratejisi elde edilir.�imdi gra�k yöntemi daha iyi anlayabilmek için bir örnek verelim.Örnek 2.2.5.

G =

(

II1 II2 II3 II4

I1 4 1 2 5

I2 −1 3 1 6

)

ile verilen 2× 4 oyununun çözümünü bulal�m.Ön
elikle verilen oyunun sadele³tirilip sadele³tirilmedi§ine bakal�m. Oyunda
II3 > II4 oldu§undan oyun sadele³tirilirse getiri matrisi

G1 =

(

II1 II2 II3

I1 4 1 2

I2 −1 3 1

)

olan oyunu elde ederiz. O halde ³imdi bu oyunun çözümünü bulal�m.31



I. oyun
unun x = (x, 1 − x) ∈ X2, x ∈ [0, 1] karma stratejisi ve II. oyun-
unun saf IIj, j = 1, 2, 3 stratejileri için ϕj(x) = g(x, IIj) fonksiyonlar�n�hesaplayal�m.
ϕ1(x) = g(x, II1) = 4 · x+ (−1) · (1− x) = −1 + 5x , x ∈ [0, 1]

ϕ2(x) = g(x, II2) = 1 · x+ 3 · (1− x) = 3− 2x , x ∈ [0, 1]

ϕ3(x) = g(x, II3) = 2 · x+ 1 · (1− x) = 1 + x , x ∈ [0, 1]bulunur.
x

1
−1

1

3
4

ν
ϕ1

ϕ2

ϕ32.2 (a) 1. Ad�m
x

1
−1

1

3
4

ν

ψ2.2 (b) 2. Ad�m
x

1
−1

4

ν

ψ
ν∗ =

5
3

x∗ = 2
32.2 (
) 3. ve 4. Ad�mlar�ekil 2.2: Getiri matrisi G1 olan oyunun gra�k yöntemiyle çözümü32



1. Ad�m ϕj(·) : [0, 1] → R, j = 1, 2, 3 fonksiyonlar�n�n gra�klerini çizelim(�ekil 2.2 (a)).
2. Ad�m Her x ∈ [0, 1] için

ψ(x) = min
j=1,2

ϕj(x)olmak üzere ψ(·) : [0, 1] → R fonksiyonunun gra�§ini çizelim. �ekil 2.2 (b) dengörüldü§ü gibi
ψ(x) =











ϕ1(x) , x ∈ [0, 1
2
] ise

ϕ3(x) , x ∈ (1
2
, 2
3
] ise

ϕ2(x) , x ∈ (2
3
, 1] iseyani

ψ(x) =











−1 + 5x , x ∈ [0, 1
2
] ise

1 + x , x ∈ (1
2
, 2
3
] ise

3− 2x , x ∈ (2
3
, 1] ise (2.2.25)olur (�ekil 2.2 (b)).

3. Ad�m (2.2.25) ile verilen ψ(·) : [0, 1] → R fonksiyonunun gra�§ini kul-lanarak (�ekil 2.2 (
)), bu fonksiyonun [0, 1] aral�§�ndaki maksimumu ν∗ =

max
x∈[0,1]

ψ(x) de§erini bulal�m. Bu fonksiyon maksimum de§erini x =
2

3
nokta-s�nda al�r ve bu ν∗ de§eri, ν∗ =

5

3
olur. O halde G1 oyununun de§eri ν∗ =

5

3olur.
4. Ad�m �imdi de ψ(·) : [0, 1] → R fonksiyonuna [0, 1] aral�§�nda maksi-mum de§erini veren x∗ ∈ [0, 1] say�s�n� bulal�m. Bu say� 3. Ad�m da ν∗ de§erinihesaplarken bulunmu³tu. Yani �ekil 2.2 (
) den de görüldü§ü üzere x∗ =

2

3olur. O halde getiri matrisi G1 olan oyunda I. oyun
unun optimal stratejisi
x∗ =

(

2

3
,
1

3

) olur.
5. Ad�m Son olarak da II. oyun
unun optimal stratejisini bulal�m. �ekil 2.2(
) den

g(x∗, II2) =
5

3
, g(x∗, II3) =

5

3yani J∗ = {2, 3} olur. Bir ba³ka deyi³le II2 ve II3 stratejileri II. oyun
unun ge-reken stratejileri olup, II1 gereken strateji de§ildir. Bu durumda II. oyun
ununoptimal stratejisi
y∗ = (0, y∗, 1− y∗)³eklinde olur. Ayr�
a I. oyun
unun optimal stratejisi x∗ =

(

2

3
,
1

3

)

∈ X2oldu§undan I. oyun
unun I1 ve I2 stratejileri gereken stratejilerdir. O halde33



I∗ = {1, 2} olur. G1 oyununun de§eri ν∗ = 5

3
oldu§undan Teorem 2.1.31 gere§i

g(I1,y
∗) =

5

3
ve g(I2,y

∗) =
5

3ve y∗ = (0, y∗, 1− y∗) oldu§undan
g(I1,y

∗) = 4 · 0 + 1 · y∗ + 2 · (1− y∗) = 2− y∗

g(I2,y
∗) = (−1) · 0 + 3 · y∗ + 1 · (1− y∗) = 1 + 2y∗olarak bulunur. Bu durumda

2− y∗ =
5

3
ve 1 + 2y∗ =

5

3elde edilir. Bu e³itlikler çözüldü§ünde y∗ =
1

3
bulunur. Dolay�s�yla G1 getirimatrisi ile verilen oyunda II. oyun
unun optimal stratejisi y∗ = (0, y∗, 1− y∗)den

y∗ =

(

0,
1

3
,
2

3

)olarak elde edilir. Böyle
e getiri matrisi G1 olan oyunun çözümü
(

x∗ =

(

2

3
,
1

3

)

,y∗ =

(

0,
1

3
,
2

3

)

,
5

3

)üçlüsü olarak bulunur. Önerme 2.1.28 den
(

x∗ =

(

2

3
,
1

3

)

,y∗ =

(

0,
1

3
,
2

3
, 0

)

,
5

3

)üçlüsü getiri matrisi G ile verilen oyunun çözümü olur.2.2.4 m× n Matris Oyunlar�n ÇözümüBu bölümde lineer programlama yöntemi yard�m�yla iki ki³ilik s�f�r toplaml�
m× n oyunlar�n çözümü için bir yöntem verile
ektir [21℄.Getiri matrisi

G =

















II1 II2 . . . IIn

I1 g11 g12 . . . g1n

I2 g21 g22 . . . g2n... ... ... . . . ...
Im gm1 gm2 . . . gmn

















(2.2.26)
ile verilen m × n oyununu ele alal�m. I. oyun
unun x = (x1, x2, . . . , xm) ∈34



Xm ve II. oyun
unun y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Yn karma stratejileri için oyunungetirisinin
g(x,y) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyjoldu§unu ve Teorem 2.1.16 dan (x∗,y∗, ν∗) üçlüsünün oyunun çözümü olmas�için gerek ve yeter ko³ulunkey� y ∈ Yn için g(x∗,y) ≥ ν∗key� x ∈ Xm için g(x,y∗) ≤ ν∗oldu§unu biliyoruz. I. oyun
u herhangi bir x ∈ Xm stratejisini seçsin. II.oyun
u kendisi için en iyi strateji olan
min
y∈Yn

g(x,y) = g(x,y(x)) = ν(x)ola
ak ³ekilde y(x) ∈ Yn stratejisini seçer. I. oyun
unun ama
� getirisini mak-simalle³tirmek oldu§undan, I. oyun
u x ∈ Xm karma stratejilerini de§i³tirerek
ν(x) say�s�n� maksimalle³tirmeye, dolay�s�yla

x ∈ Xmkey� y ∈ Yn için g(x,y) ≥ ν

ν → max

(2.2.27)problemini çözmeye çal�³�r. �imdi (2.2.27) probleminin çözümü ile ili³kili birönerme vere
e§iz.Önerme 2.2.6. (x∗, ν∗) ikilisi (2.2.27) probleminin çözümü olsun. ν∗ say�s�getiri matrisi (2.2.26) ile verilen oyunun de§eri, x∗ ∈ Xm ise I. oyun
ununoptimal stratejisidir.Kan�t. (x∗, ν∗) ikilisi (2.2.27) probleminin çözümü olsun. Bu durumdakey� y ∈ Yn için g(x∗,y) ≥ ν∗olur. Bu e³itsizlikten
min
y∈Yn

g(x∗,y) ≥ ν∗ (2.2.28)ve
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y) ≥ ν∗ (2.2.29)35



elde edilir. �imdi
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y) = ν∗oldu§unu kan�tlayal�m. Aksini varsayal�m. O halde (2.2.29) dan
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y) = ν1 > ν∗ (2.2.30)ola
ak ³ekilde bir ν1 say�s� vard�r. x→ min
y∈Yn

g(x,y) fonksiyonu sürekli oldu§un-dan (2.2.30) dan
min
y∈Yn

g(x1,y) = ν1 > ν∗ola
ak ³ekilde x1 ∈ Xm vard�r. Buradankey� y ∈ Yn için g(x1,y) ≥ ν1 > ν∗olur. Bu ise (x∗, ν∗) ikilisinin (2.2.27) probleminin çözümü olmas� ile çeli³ir. Ohalde varsay�m�m�z do§ru de§ildir. Yani
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y) = ν∗e³itli§i geçerlidir. ν∗ say�s� getiri matrisi (2.2.26) ile verilen oyunun de§eridir.�imdi de x∗ ∈ Xm stratejisinin I. oyun
unun optimal stratejisi oldu§unukan�tlayal�m. Bunun için
min
y∈Yn

g(x∗,y) = ν∗oldu§unu göstermeliyiz. Yine aksini varsayal�m. O halde (2.2.28) den
min
y∈Yn

g(x1,y) = ν1 > ν∗ola
ak ³ekilde x1 ∈ Xm vard�r. Buradan
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g(x,y) ≥ ν1 > ν∗oldu§u elde edilir. Bu ise ν∗ say�s�n�n oyunun de§eri olmas� ile çeli³ir. O haldevarsay�m�m�z do§ru de§ildir. Yani
min
y∈Yn

g(x∗,y) = ν∗e³itli§i geçerlidir. ν∗ say�s� oyunun de§eri oldu§u için x∗ ∈ Xm stratejisinin I.oyun
unun optimal stratejisi oldu§u bulunur.Önerme 2.2.7. x ∈ Xm olsun. Key� y ∈ Yn için g(x,y) ≥ ν olmas� içingerek ve yeter ko³ul key� j = 1, 2, . . . , n için g(x, IIj) ≥ ν olmas�d�r.36



Kan�t. Key� y ∈ Yn için g(x,y) ≥ ν olsun. Her Ii saf stratejisi (sade
e i.koordinat 1) x = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) karma stratejisi ile e³lenebilir. Bir ba³kadeyi³le, saf stratejiler karma stratejiler kümesine ait oldu§undan key� j =

1, 2, . . . , n için g(x, IIj) ≥ ν olur.�imdi key� j = 1, 2, . . . , n için g(x, IIj) ≥ ν olsun. Key� y = (y1, y2, . . . , yn) ∈

Yn karma stratejisini alal�m ve sabitleyelim. x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm olup
g(x,y) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyj

=

n
∑

j=1

( m
∑

i=1

xigij

)

yj =

n
∑

j=1

g(x, IIj)yj ≥

n
∑

j=1

νyj = νolur. Yani key� y ∈ Yn için g(x,y) ≥ ν elde edilir.Bu önerme gere§i (2.2.27) problemi
x ∈ Xmkey� j = 1, 2, . . . , n için g(x, IIj) ≥ ν

ν → max

(2.2.31)problemine denk olur.
Xm =

{

x = (x1, x2, . . . , xm) : ∀i = 1, 2, . . . , m için xi ≥ 0 ve m
∑

i=1

xi = 1

}ve
g(x, IIj) =

m
∑

i=1

gijxioldu§undan (2.2.31) problemini
m
∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0 , i = 1, 2, . . . , m (2.2.32)
m
∑

i=1

gijxi ≥ ν , j = 1, 2, . . . , n

ν → maxolarak ifade edebiliriz.Key� i = 1, 2, . . . , m ve j = 1, 2, . . . , n için gij > 0 ise ν > 0 olarakal�nabilir. E§er gij > 0 de§ilse r+gij > 0 ola
ak ³ekilde r > 0 say�s� bulunabilir.Önerme 2.1.19 dan (2.2.26) getiri matrisindeki tüm gij say�lar�n�n ayn� r say�s�37



ile toplanmas�n�n oyunun optimal (veya denge) stratejilerini de§i³tirmeye
e§inisade
e oyunun de§erini r say�s� kadar de§i³tire
e§ini biliyoruz. Bu nedenlegenelli§i bozmadan ν > 0 oldu§unu kabul edelim. O halde (2.2.32) problemi
m
∑

i=1

xi
ν

=
1

ν

xi
ν

≥ 0 , i = 1, 2, . . . , m (2.2.33)
m
∑

i=1

gij
xi
ν

≥ 1 , j = 1, 2, . . . , n

ν → max³eklinde ifade edilebilir. E§er i = 1, 2, . . . , m için Xi =
xi
ν

dersek (2.2.33)problemi
m
∑

i=1

Xi =
1

ν

Xi ≥ 0 , i = 1, 2, . . . , m (2.2.34)
m
∑

i=1

gijXi ≥ 1 , j = 1, 2, . . . , n

ν → maxproblemine denk olur.Pozitif ν say�s�n�n maksimalle³tirilmesi 1

ν
say�s�n�n minimalle³tirilmesinedenk oldu§undan (2.2.34) problemi standart ³ekilde verilen

min

{ m
∑

i=1

Xi

}

m
∑

i=1

gijXi ≥ 1 , j = 1, 2, . . . , n

Xi ≥ 0 , i = 1, 2, . . . , m

(2.2.35)
lineer programlama problemi olarak yaz�labilir.

X∗ = (X∗
1 , X

∗
2 , . . . , X

∗
m) olmak üzere (X∗, r∗) ikilisi (2.2.35) problemininçözümü olsun. Bu durumda x∗ = (ν∗X

∗
1 , ν∗X

∗
2 , . . . , ν∗X

∗
m), ν∗ = 1

r∗
olmak üzere

(x∗, ν∗) ikilisi (2.2.27) probleminin çözümü olur. O halde (x∗, ν∗) ikilisi (2.2.27)probleminin çözümü ise ν∗ = 1

r∗
say�s� (2.2.26) ile verilen oyunun de§eri, x∗ =

(ν∗X
∗
1 , ν∗X

∗
2 , . . . , ν∗X

∗
m) stratejisi de I. oyun
unun optimal stratejisi olur.Böyle
e a³a§�daki teoremi kan�tlam�³ bulunuyoruz.38



Teorem 2.2.8. (X∗, r∗) ikilisi (2.2.35) lineer programlama probleminin çö-zümü olsun. x∗ = (ν∗X
∗
1 , ν∗X

∗
2 , . . . , ν∗X

∗
m) ∈ Xm stratejisi getiri matrisi (2.2.26)olan oyunda I. oyun
unun optimal stratejisi ve ν∗ = 1

r∗
say�s� da oyunun de§eriolur.Böyle
e (2.2.26) getiri matrisi ile verilen oyunda I. oyun
unun optimal st-ratejisi ve oyunun de§eri (2.2.35) lineer programlama probleminin çözümü ileelde edilir.�imdi de II. oyun
unun optimal stratejisini bulal�m. II. oyun
u herhangibir y ∈ Yn stratejisini seçsin. O halde I. oyun
u ise kendisi için en iyi olan

max
x∈Xm

g(x,y) = g(x(y),y) = µ(y)e³itli§ini sa§layan x(y) ∈ Xm stratejisini seçer. II. oyun
unun ama
� getirileriminimalle³tirmek oldu§undan, II. oyun
u y ∈ Yn karma stratejilerini de§i³ti-rerek µ(y) say�s�n� minimalle³tirmeye çal�³�r. Dolay�s�yla II. oyun
u
y ∈ Ynkey� x ∈ Xm için g(x,y) ≤ µ

µ → min

(2.2.36)problemini çözmeye çal�³�r. A³a§�daki önermeler, Önerme 2.2.6 ve Önerme 2.2.7ye benzer olarak kan�tlanabilir.Önerme 2.2.9. (y∗, µ∗) ikilisi (2.2.36) probleminin çözümü olsun. µ∗ gerçelsay�s� getiri matrisi (2.2.26) ile verilen oyunun de§eri, y∗ ∈ Yn ise II. oyun
u-nun optimal stratejisidir.Önerme 2.2.10. y ∈ Yn olsun. Key� x ∈ Xm için g(x,y) ≤ µ olmas� içingerek ve yeter ko³ul key� i = 1, 2, . . . , m için g(Ii,y) ≤ µ olmas�d�r.Önerme 2.2.10 gere§i (2.2.36) problemi
y ∈ Ynkey� i = 1, 2, . . . , m için g(Ii,y) ≤ µ

µ → min

(2.2.37)problemine dönü³ür.
Yn =

{

y = (y1, y2, . . . , yn) : ∀j = 1, 2, . . . , n için yj ≥ 0 ve n
∑

j=1

yj = 1

}
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ve
g(Ii,y) =

n
∑

j=1

gijyjoldu§undan (2.2.37) problemini
n
∑

j=1

yj = 1

yj ≥ 0 , j = 1, 2, . . . , n (2.2.38)
n
∑

j=1

gijyj ≤ µ , i = 1, 2, . . . , m

µ → minolarak ifade edebiliriz. Genelli§i bozmadan µ > 0 oldu§unu kabul edelim. Ohalde (2.2.38) problemini
n
∑

j=1

yj
µ

=
1

µ

yj
µ

≥ 0 , j = 1, 2, . . . , n (2.2.39)
n
∑

j=1

gij
yj
µ

≤ 1 , i = 1, 2, . . . , m

µ → min³eklinde ifade edebiliriz. E§er j = 1, 2, . . . , n için Yj =
yj
µ

dersek, (2.2.39)problemi
n
∑

j=1

Yj =
1

µ

Yj ≥ 0 , j = 1, 2, . . . , n (2.2.40)
n
∑

j=1

gijYj ≤ 1 , i = 1, 2, . . . , m

µ → min³ekline dönü³ür.Pozitif µ say�s�n�n minimalle³tirilmesi 1

µ
say�s�n�n maksimalle³tirilmesinedenk oldu§undan (2.2.40) problemi standart verilen
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max

{ n
∑

j=1

Yj

}

n
∑

j=1

gijYj ≤ 1 , i = 1, 2, . . . , m

Yj ≥ 0 , j = 1, 2, . . . , n

(2.2.41)
lineer programlama problemi olarak yaz�labilir.

Y∗ = (Y ∗
1 , Y

∗
2 , . . . , Y

∗
n ) olmak üzere (Y∗, r∗) ikilisi (2.2.41) probleminin çö-zümü olsun. Bu durumda y∗ = (µ∗Y

∗
1 , µ∗Y

∗
2 , . . . , µ∗Y

∗
n ) ve µ∗ =

1

r∗
olmak üzere

(y∗, µ∗) ikilisi (2.2.36) probleminin çözümü olur. O halde (y∗, µ∗) ikilisi (2.2.36)probleminin çözümü ise µ∗ =
1

r∗
say�s� getiri matrisi (2.2.26) ile verilen oyununde§eri, y∗ = (µ∗Y

∗
1 , µ∗Y

∗
2 , . . . , µ∗Y

∗
n ) ∈ Yn stratejisi de II. oyun
unun optimalstratejisi olur.Böyle
e a³a§�daki teorem kan�tlanm�³ olur.Teorem 2.2.11. (Y∗, r∗) ikilisi (2.2.41) lineer programlama probleminin çö-zümü ise y∗ = (µ∗Y

∗
1 , µ∗Y

∗
2 , . . . , µ∗Y

∗
n ) ∈ Yn stratejisi getiri matrisi (2.2.26) ileverilen oyunda II. oyun
unun optimal stratejisi ve µ∗ =

1

r∗
say�s� da oyununde§eri olur.Böyle
e getrisi matrisi (2.2.26) olan oyunda II. oyun
unun optimal stratejisive oyunun de§eri (2.2.41) lineer programlama probleminin çözümü yard�m�ylabunulur.Verilen bilgiler sonu
unda (X∗, r∗) ikilisi (2.2.35), (Y∗, r∗) ikilisi de (2.2.41)lineer programlama problemlerinin çözümleri olsun. Bu durumda (2.2.35) ve(2.2.41) lineer programlama problemleri primal-dual çift oldu§undan r∗ = r∗olur. O halde getiri matrisi (2.2.26) olan oyunun de§eri, (2.2.35) ve (2.2.41)lineer programlama problemlerinin çözümüyle bulunan ve birbirine e³it olan

r∗ ve r∗ say�lar�ndan herhangi birinin çarp�m tersi olarak bulunur. Yani
ν∗ = µ∗ =

1

r∗
=

1

r∗olur.Dolay�s�yla (2.2.35) ve (2.2.41) lineer programlama problemlerinden eldeedilen x∗ = (ν∗X
∗
1 , ν∗X

∗
2 , . . . , ν∗X

∗
m, ) ∈ Xm I. oyun
unun optimal stratejisi,41



y∗ = (µ∗Y
∗
1 , µ∗Y

∗
2 , . . . , µ∗Y

∗
n ) ∈ Yn de II. oyun
unun optimal stratejisi, (2.2.35)veya (2.2.41) lineer programlama problemlerinin herhangi birinin çözümündenelde edilen ν∗ veya µ∗ de§eri de oyunun de§eridir. Böyle
e (2.2.26) ile verilenoyunun çözümü (x∗,y∗, ν∗ = µ∗) olur.
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3 ARALIK MATR�S OYUNLARBu bölümde iki ki³ilik s�f�r toplaml� sonlu oyunlar�n geni³letilmi³ hali olanaral�k matris oyunlar ara³t�r�la
akt�r. Aral�k matris oyunlar�n�n getiri matri-sindeki elemanlar� aral�klar ola
a§�ndan ön
elikle aral�k kavram�n� tan�mlay�pard�ndan aral�klar üzerindeki i³lemler ve aral�k kar³�la³t�rmas� ele al�na
akt�r.3.1 Aral�k Tan�m�Aral�k, R gerçel say�lar kümesinin gerçel alt kümesi olarak ve bir gerçelsay�n�n geni³letilmesi olarak ifade edilmi³tir [11℄.Tan�m 3.1.1. R gerçel say�lar kümesi olmak üzere
Ã = [a, a] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ a}³eklinde tan�mlanan R gerçel say�lar kümesinin Ã gerçel alt kümesine aral�kdenir.Burada a ve a gerçel say�lar� s�ras�yla Ã aral�§�n�n alt ve üst s�n�rlar�d�r.E§er a = a ise Ã = [a, a] aral�§� bir gerçel say� olur. R deki tüm aral�klar�nkümesi I(R) ile gösterilir. Ayr�
a

m(Ã) =
1

2
(a+ a) ve r(Ã) =

1

2
(a− a)olmak üzere m(Ã) ve r(Ã) s�ras�yla Ã aral�§�n�n orta noktas� ve yar�çap� olup

Ã aral�§� Ã = 〈m(Ã), r(Ã)〉 ³eklinde de gösterilebilir.3.2 Aral�k �³lemleriTan�m 3.2.1. Ã = [a, a], B̃ = [b, b] ∈ I(R) iki aral�k verilsin.i) Toplama
Ã+ B̃ = [a + b, a+ b]ii) Ç�karma
Ã− B̃ = [a− b, a− b]iii) Çarpma

Ã · B̃ = [min{ab, ab, ab, ab},max{ab, ab, ab, ab}]iv) α ∈ R olmak üzere 43



αÃ =

{

[αa, αa] α < 0

[αa, αa] α ≥ 0v) Bölme
Ã

B̃
=

[

min

{

a/b, a/b, a/b, a/b

}

,max

{

a/b, a/b, a/b, a/b

}]

, (b 6= 0, b 6= 0)Ayr�
a Ã− Ã 6= 0 ve Ã
Ã

6= 1 olabilir.Örnek 3.2.2. Ã = [2, 3] ve B̃ = [4, 5] olsun. O halde
Ã+ B̃ = [6, 8], Ã− B̃ = [−3,−1]

Ã · B̃ = [min{8, 10, 12, 15},max{8, 10, 12, 15}] = [8, 15]

Ã

B̃
=

[

min

{

2

4
,
2

5
,
3

4
,
3

5

}

,max

{

2

4
,
2

5
,
3

4
,
3

5

}]

=

[

2

5
,
3

4

] bulunur. Ayr�
a
Ã− Ã = [−1, 1] ve
Ã

Ã
=

[

min

{

2

2
,
2

3
,
3

2
,
3

3

}

,max

{

2

2
,
2

3
,
3

2
,
3

3

}]

=

[

2

3
,
3

2

] olmak üzere
Ã− Ã 6= 0 ve Ã

Ã
6= 1 oldu§u elde edilir.Aral�k kar³�la³t�rmas�na geçmeden ön
e üyelik fonksiyonu, fuzzy küme, üye-lik dere
esi, fuzzy say� tan�mlar�n� verelim [23℄.Tan�m 3.2.3. X evrensel kümesinin elemanlar�n� {0, 1} kümesine resmedenfonksiyona üyelik fonksiyonu denir. Yani üyelik fonksiyonu fA ile gösteril-mek üzere, fA : X → {0, 1} dir. A herhangi bir küme olmak üzere

fA(x) =

{

1, x ∈ A

0, x /∈ Adir.Tan�m 3.2.4. X evrensel küme olsun. A : X → [0, 1] fonksiyonuna X üzerindebir bulan�k (fuzzy) küme denir. A fuzzy kümesi, fA üyelik fonksiyonu ilekarakterize edildi§i için A fonksiyonu yerine genellikle fA kullan�l�r.
fA : X → [0, 1]

x→ fA(x)olmak üzere fA(x)' e x eleman�n�n üyelik dere
esi denir.Tan�m 3.2.5. Bir fuzzy küme gerçel say�larda tan�mlanm�³, konveks, normal-le³tirilmi³ ve üyelik fonksiyonu parçal� sürekli ise bu kümeye bir fuzzy say�denir. 44



3.3 Aral�k Kar³�la³t�rmas�Gerçel say�lar�n "<" ba§�nt�s� ile s�raland�§�n� biliyoruz. ∀a, b, c ∈ R için
a < b ve b < c iken a < c oldu§undan bu ba§�nt�n�n geçi³ken oldu§unusöyleyebiliriz. Ã = [a, a], B̃ = [b, b] ∈ I(R) olmak üzere bu ba§�nt�ya kar³�l�kMoore [11℄, aral�klar için ayr�k iki aral�k aras�ndaki s�ralamay�

Ã < B̃ ⇔ a < b³eklinde tan�mlam�³t�r. Aral�klar için de Ã < B̃ ve B̃ < C̃ iken Ã < C̃ olur.Moore [11℄, aral�klar için ba³ka bir geçi³ken s�ralama ba§�nt�s�n� ise
Ã ⊆ B̃ ⇔ a ≥ b ve a ≤ b³eklinde tan�mlam�³t�r. Bu sade
e Ã aral�§�n�n B̃ aral�§�n�n içinde oldu§unuifade eder, herhangi bir s�ralama yapmaz.Ishibu
hi ve Tanaka [19℄ aral�klar�n hem alt hem de üst s�n�rlar�n�n yard�-m�yla ≤LR s�ralama ba§�nt�s�n�

Ã ≤LR B̃ ⇔ a ≤ b ve a ≤ b

Ã <LR B̃ ⇔ Ã ≤LR B̃ ve Ã 6= B̃³eklinde tan�mlam�³t�r.≤LR ba§�nt�s�n�n uygulanamad�§� durumlar vard�r. Bu-nun içinde Ishibu
hi ve Tanaka [19℄ aral�klar�n orta noktalar� ve yar�çaplar�n�kullanarak ≤mr s�ralama ba§�n�t�s�n�
Ã ≤mr B̃ ⇔ m(Ã) ≤ m(B̃) ve r(Ã) ≥ r(B̃)

Ã <mr B̃ ⇔ Ã ≤mr B̃ ve Ã 6= B̃³eklinde tan�mlam�³t�r.
≤LR ve ≤mr s�ralama ba§�nt�lar� yans�yan, ters simetrik ve geçi³kendir.Dolay�s�yla aral�klar aras�nda k�smi s�ralama tan�ml�d�r. Yani aral�k kar³�la³-t�rmas�nda bu s�ralama ba§�nt�lar� da yetersiz kal�r. Bu yüzden herhangi ikiaral�§�n kar³�la³t�r�labilmesi için çal�³malar devam etmi³, oyun
ular�n seçimle-rini de dikkate alan kar³�la³t�rmalar ara³t�r�lm�³t�r [12, 13, 14℄.Aral�klar�n fuzzy olarak kar³�la³t�rmas�n� sa§laya
ak olan s�ralama ba§�nt�s�vermeden ön
e baz� durumlar için bu kar³�la³t�rmay� yorumlayal�m.45



1. Durum: a < b ise Ã aral�§�n�n her bir eleman� B̃ aral�§�n�n tüm ele-manlar�ndan küçük oldu§u için rasyonel bir oyun
u Ã aral�§�n� ter
ih etmez.Dolay�s�yla Ã ≤ B̃ olur.2. Durum: a < b < a < b ise rasyonel bir oyun
u hem minimum hem demaksimum de§eri daha az olan Ã aral�§�n� ter
ih etmez. Yani Ã ≤ B̃ olur.3. Durum: a = b ve a = b yani Ã = B̃ ise rasyonel bir oyun
u iki aral�ktanbirini di§erine ter
ih etmez. Hem Ã ≤ B̃ hem de B̃ ≤ Ã d�r.Dolay�s�yla bu üç durum da bilinen aral�k kar³�la³t�rmas�na göre aral�klarkesin kar³�la³t�r�labilirdir.4. Durum: Ã ⊂ B̃ yani b < a ve a < b ise oyun
unun seçimi belirsizdir.Çünkü B̃ aral�§�ndaki de§erlerin Ã aral�§�ndaki de§erlerden büyük olan de§er-leri oldu§u gibi Ã aral�§�ndaki de§erlerden küçük olan de§erleri de vard�r. Budurumda risk almayan bir oyun
u Ã aral�§�n�n minimum de§eri daha büyükoldu§undan daha fazla kaybetmemek için Ã aral�§�n� seçe
ektir. Bunun aksinerisk alan bir oyun
u B̃ aral�§�n�n minimum de§eri daha küçük olsa da maksi-mum de§eri daha büyük oldu§undan daha fazla kazanabilmek için B̃ aral�§�n�seçe
ektir.Buradan görüldü§ü üzere bu durumdaki iki aral�§�n kar³�la³t�r�lmas�, bili-nen s�ralama ba§�nt�s� ile belirlenemez. Bu belirsizlik bulan�k (fuzzy) mant�kteorisi ile ele al�nm�³t�r. Dolay�s�yla üyelik de§eri ile aral�k kar³�la³t�rmalar� ya-p�labilir. O halde Ã ⊂ B̃ olmak üzere a = b < a < b durumunu dü³ünelim. Budurumda rasyonel bir oyun
u B̃ aral�§�n�n maksimum de§eri daha büyük oldu-§undan daha fazla kazanabilmek için B̃ aral�§�n� seçe
ektir. Dolay�s�yla Ã ≤ B̃kesin do§rudur ve üyelik de§eri 1 olur. Di§er yandan Ã aral�§�n� sa§a kayd�r�püst s�n�rlar�n e³itlendi§i, b < a < a = b durumunu dü³ünelim. Bu durumda iserasyonel bir oyun
u Ã aral�§�n�n minimum de§eri daha büyük oldu§undan Ãaral�§�n� seçe
ektir. Dolay�s�yla Ã ≤ B̃ kesin do§ru de§ildir ve üyelik dere
esi 0olur. Bu ifadelerden görüldü§ü üzere Ã aral�§� soldan sa§a do§ru hareket etti-rildi§inde üyelik de§eri 1 den 0 a do§ru gider. Yani Ã ≤ B̃ ba§�nt�s�n�n üyelikde§eri 1 ise oyun
u kesin B̃ aral�§�n�, üyelik de§eri 0 ise oyun
u kesin Ã aral�-§�n� seçer. Bu durumda s�ras�yla Ã ve B̃ aral�klar�n�n geni³li§i w(Ã) = a − a46



ve w(B̃) = b− b olmak üzere
f(Ã, B̃) =

b− a

w(B̃)− w(Ã)³eklinde ifade edilir. Özel olarak Ã ve B̃ nin orta noktalar� ayn� oldu§u zamanüyelik dere
esi 0.5 olur.Sonuç olarak herhangi iki aral�k için ” � ” s�ralama ba§�nt�s� fuzzy üyelikfonksiyonu ile a³a§�daki ³ekilde tan�mlanabilir [12℄.Tan�m 3.3.1. Ã = [a, a], B̃ = [b, b] ∈ I(R) olsun. Ã ve B̃ nin fuzzy üyelikfonksiyonu
ϕ(Ã � B̃) =











































1 , Ã = B̃; veya a ≤ b, Ã 6= B̃; veya
a < b < a < b

0 , b ≤ a, Ã 6= B̃; veya b < a < b < a

b− a

w(B̃)− w(Ã)
, b ≤ a ≤ a ≤ b, w(B̃) > 0, Ã 6= B̃

b− a

w(Ã)− w(B̃)
, a ≤ b ≤ b ≤ a, w(Ã) > 0, Ã 6= B̃³eklindedir.Ayr�
a ϕ(Ã � B̃), Ã � B̃ s�ralama ba§�nt�s�n�n kabul edilebilirlik dere
esiolarak da ifade edilebilir.�imdi Ã aral�§�n�n B̃ aral�§�ndan küçük olmad�§�n� ifade eden Ã � B̃ ba-§�nt�s�n� tan�mlayal�m.Tan�m 3.3.2. Ã ve B̃ aral�klar�n�n fuzzy üyelik fonksiyonu Ã = B̄ ise ϕ(Ã �

B̃) = 1 olarak tan�mlan�r. Di§er durumlarda ise ϕ(Ã � B̃) = 1 − ϕ(Ã � B̃)³eklinde olur. Yani
ϕ(Ã � B̃) =











































1 , Ã = B̃; veya b ≤ a, Ã 6= B̃; veya
b < a < b < a

0 , a ≤ b, Ã 6= B̃; veya a < b < a < b
a− b

w(B̃)− w(Ã)
, b ≤ a ≤ a ≤ b, w(B̃) > 0, Ã 6= B̃

a− b

w(Ã)− w(B̃)
, a ≤ b ≤ b ≤ a, w(Ã) > 0, Ã 6= B̃ifade edilir.E§er fuzzy üyelik fonksiyonunun de§eri 1 veya 0 yani ϕ(Ã � B̃) = 1 veya

ϕ(Ã � B̃) = 0 ise Ã ve B̃ aral�klar� kesin kar³�la³t�r�labilirdir. Aksi takdirdefuzzy kar³�la³t�r�labilirdir. 47



Örnek 3.3.3. [−1, 4] ile [5, 7] aral�klar� verilsin. �imdi bu s�ralama ba§�nt�s�nagöre bu aral�klar� in
eleyelim.
ϕ([−1, 4] � [5, 7]) = 1 oldu§undan [−1, 4] aral�§� [5, 7] aral�§�ndan küçüktür.Bu durumda oyun
u kesinlikle [5, 7] aral�§�n� ter
ih ede
ektir.
[2, 5] ile [1, 7] aral�klar� 1 < 2 < 5 < 7 oldu§undan fuzzy kar³�la³t�r�labilirve

ϕ([2, 5] � [1, 7]) =
7− 5

6− 3
=

2

3olur. Bu durumda oyun
u 2

3
üyelik de§eri ile [1, 7] aral�§�n� ter
ih ede
ektir.Önerme 3.3.4. α1, α2 ∈ R

+ olmak üzere ϕ(ν̃ � ν̃1) ≤ 1 ve ϕ(ν̃ � ν̃2) ≤ 1 ise
ϕ((α1 + α2)ν̃ � α1ν̃1 + α2ν̃2) ≤ 1olur.Kan�t. α1 ∈ R

+ ve ϕ(ν̃ � ν̃1) ≤ 1 ise
ϕ(α1ν̃ � α1ν̃1) ≤ 1dir. α2 ∈ R

+ ve ϕ(ν̃ � ν̃2) ≤ 1 ise
ϕ(α2ν̃ � α2ν̃2) ≤ 1dir. O halde ϕ(α1ν̃ � α1ν̃1) ≤ 1 ve ϕ(α2ν̃ � α2ν̃2) ≤ 1 den

ϕ(α1ν̃ + α2ν̃ � α1ν̃1 + α2ν̃2) ≤ 1dir. Yani
ϕ((α1 + α2)ν̃ � α1ν̃1 + α2ν̃2) ≤ 1olur.Genel aral�k matris oyunlar� için kesin kar³�la³t�rma ayn� sat�rda (veya sü-tunda) tüm aral�klar için sa§lanmayabilir. Bu yüzden V aral�k kümesinin mak-simumu ve minimumu olan υ̃i aral�§�n�n üyelik de§erini tan�mlamak için aral�kkar³�la³t�rmas� geni³letilmelidir. O halde ³imdi V deki en küçük ve en büyükaral�§�n de§erini tan�mlayal�m.Tan�m 3.3.5. V = {υ̃1, υ̃2, . . . , υ̃n} aral�k kümesi olsun. υ̃i aral�§�n�n üyelikde§eri

ξ(υ̃i) = min
1≤j≤n

(υ̃i � υ̃j)48



olmak üzere V nin en küçük aral�§�
υ̃∗i = max

1≤i≤n
ξ(υ̃i)de§erine sahip υ̃∗i aral�§�d�r. Benzer ³ekilde υ̃i aral�§�n�n üyelik de§eri

δ(υ̃i) = min
1≤j≤n

(υ̃i � υ̃j)olmak üzere V nin en büyük aral�§�
υ̃∗i = max

1≤i≤n
δ(υ̃i)de§erine sahip υ̃∗i aral�§�d�r.Örnek 3.3.6. V = {[−2, 2], [1, 6], [2, 4]} aral�k kümesi verilsin. Tan�m 3.3.5ten,

ξ([−2, 2]) = min{[−2, 2] � [−2, 2], [−2, 2] � [1, 6], [−2, 2] � [2, 4]}

= min{1, 1, 1}

= 1

ξ([1, 6]) = min{[1, 6] � [1, 6], [1, 6] � [−2, 2], [1, 6] � [2, 4]}

= min{1, 0,
1

3
}

= 0

ξ([2, 4]) = min{[2, 4] � [2, 4], [2, 4] � [−2, 2], [2, 4] � [1, 6]}

= min{1, 0,
2

3
}

= 0olup max ξ(·) = 1 oldu§undan [−2, 2] aral�§� en küçük aral�k olur.
δ([−2, 2]) = min{[−2, 2] � [−2, 2], [−2, 2] � [1, 6], [−2, 2] � [2, 4]}

= min{1, 0, 0}

= 0

δ([1, 6]) = min{[1, 6] � [1, 6], [1, 6] � [−2, 2], [1, 6] � [2, 4]}

= min{1, 1,
2

3
}

=
2

3
δ([2, 4]) = min{[2, 4] � [2, 4], [2, 4] � [−2, 2], [2, 4] � [1, 6]}

= min{1, 1,
1

3
}

=
1

3olup max δ(·) =
2

3
oldu§undan [1, 6] aral�§� en büyük aral�k olur.49



Gerçel de§erli oyunlardan farkl� olarak en büyük veya en küçük aral�k tekolmak zorunda de§ildir. E³it olmayan aral�klar�n orta noktalar� e³it oldu§uzaman en büyük veya en küçük aral�k birden fazla olabilir. Bu durum s�radakiörnekte gösterilmi³tir.Örnek 3.3.7. V = {[−2, 2], [1, 6], [2, 5]} aral�k kümesi verilsin. Tan�m 3.3.5ten en küçük aral�k [−2, 2] aral�§�d�r. Yine Tan�m 3.3.5 ten
δ([−2, 2]) = 0, δ([1, 6]) =

1

2
ve δ([2, 5]) =

1

2olup δ([1, 6]) = δ([2, 5]) =
1

2
oldu§undan [1, 6] ve [2, 5] en büyük aral�klard�r.
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3.4 Aral�k Matris OyunlarBu bölümde iki ki³ilik s�f�r toplaml� sonlu oyunlar aral�k matris oyunlaragenelle³tirile
ektir. I. oyun
unun stratejileri I1, I2, . . . , Im ve II. oyun
unun st-ratejileri II1, II2, . . . , IIn olsun. I. oyun
u Ii stratejisini II. oyun
u da IIj stra-tejisini kulland�§�nda I. oyun
unun getirisi g̃ij = [g
ij
, gij] olmak üzere aral�kmatris oyunun getiri matrisi

G̃ =

















II1 II2 . . . IIn

I1 g̃11 g̃12 . . . g̃1n

I2 g̃21 g̃22 . . . g̃2n... ... ... . . . ...
Im g̃m1 g̃m2 . . . g̃mn

















(3.4.42)
dir. Burada oyun s�f�r toplaml� oldu§undan I. oyun
unun kazan
� II. oyun
ununkayb�na e³it olur.Aral�k matris oyunun saf stratejiler s�n�f�ndaki alt ve üst de§eri s�ras�yla

Ṽ L
P = max

i=1,2,...,m
min

j=1,2,...,n
g̃ij ve Ṽ U

P = min
j=1,2,...,n

max
i=1,2,...,m

g̃ij³eklinde tan�mlan�r. E§er Ṽ L
P = Ṽ U

P = Ṽ ise Ṽ de§erine saf stratejiler s�n�f�ndaoyunun de§eri denir.Tan�m 3.4.1.
min

j=1,2,...,n
g̃i∗j = max

i=1,2,...,m
min

j=1,2,...,n
g̃ijko³ulunu sa§layan Ii∗ stratejisine I. oyun
unun optimal saf stratejisi denir.

max
i=1,2,...,m

g̃ij∗ = min
j=1,2,...,n

max
i=1,2,...,m

g̃ijko³ulunu sa§layan IIj∗ stratejisine II. oyun
unun optimal saf stratejisi de-nir.Önerme 3.4.2. Getiri matrisi (3.4.42) ile verilen oyunda
Ṽ L
P � Ṽ U

Polur. 51



Örnek 3.4.3. Getiri matrisi
G =

(

II1 II2

I1 [0, 1] [−2,−1]

I2 [−1, 0] [1, 2]

)ile verilen oyunu ele alal�m.Oyunun alt de§eri,
Ṽ L
P = max

i=1,2
min
j=1,2

g̃ij = max

{

min
j=1,2

g̃1j ,min
j=1,2

g̃2j

}

= max
{

[−2,−1], [−1, 0]
}

= [−1, 0]ve oyunun üst de§eri,
Ṽ U
P = min

j=1,2
max
i=1,2

g̃ij = min

{

max
i=1,2

g̃1j ,max
i=1,2

g̃2j

}

= min
{

[0, 1], [1, 2]
}

= [0, 1]olur. Buradan Ṽ L
P 6= Ṽ U

P oldu§undan oyunun saf stratejiler s�n�f�nda de§eriyoktur.Bu örnekten görüldü§ü üzere aral�k matris oyunlar�nda da her zaman safstratejiler s�n�f�nda oyunun de§eri olmayabilir.S�ras�yla I. ve II. oyun
unun karma stratejileri kümesi
Xm =

{x = (x1, x2, . . . , xm) : ∀i = 1, 2, . . . , m için xi ≥ 0 ve m
∑

i=1

xi = 1

}ve
Yn =

{y = (y1, y2, . . . , yn) : ∀j = 1, 2, . . . , n için yj ≥ 0 ve n
∑

j=1

yj = 1

}dir.Tan�m 3.4.4. Getiri matrisi (3.4.42) ile verilen aral�k matris oyununda I.oyun
u x ∈ Xm karma stratejisi ve II. oyun
u y ∈ Yn karma stratejisi ileoynamak üzere oyunun getirisi
g̃(x,y) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xig̃ijyj = xG̃yTolarak tan�mlan�r. 52



Ayr�
a g̃ij = [g
ij
, gij] olmak üzere oyunun getirisi

g̃(x,y) =

[ n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyj,

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xigijyj

]olur.Getiri matrisi (3.4.42) ile verilen oyunun karma stratejiler s�n�f�ndaki alt veüst de§eri s�ras�yla
Ṽ L = max

x∈Xm

min
y∈Yn

g̃(x,y) ve Ṽ U = min
y∈Yn

max
x∈Xm

g̃(x,y)olarak tan�mlan�r. E§er Ṽ L = Ṽ U = ν̃ ise ν̃ de§erine oyunun de§eri denir.Tan�m 3.4.5.
min
y∈Yn

g̃(x∗,y) = max
x∈Xm

min
y∈Yn

g̃(x,y) = ν̃ko³ulunu sa§layan x∗ ∈ Xm stratejisine I. oyun
unun optimal stratejisi ve
max
x∈Xm

g̃(x,y∗) = min
y∈Yn

max
x∈Xm

g̃(x,y) = ν̃ko³ulunu sa§layan y∗ ∈ Yn stratejisine II. oyun
unun optimal stratejisi de-nir.Tan�m 3.4.6. I. oyun
unun optimal stratejisi x∗ ∈ Xm, II. oyun
unun opti-mal stratejisi y∗ ∈ Yn ve oyunun de§eri de ν̃ olmak üzere (x∗,y∗, ν̃) üçlüsüneoyunun çözümü denir.Teorem 3.4.7. �ki ki³ilik s�f�r toplaml� sonlu oyunun her zaman çözümü var-d�r.Teorem 3.4.8. (x∗,y∗, ν̃) nin oyunun çözüm olmas� için gerek ve yeter ko³ulkey� y ∈ Yn için g̃(x∗,y) ≥ ν̃key� x ∈ Xm için g̃(x,y∗) ≤ ν̃olmas�d�r.Teorem 3.4.8 gere§i a³a§�daki sonuç elde edilebilir.Sonuç 3.4.9. (x∗,y∗, ν̃) üçlüsü verilen oyunun çözümü ise g̃(x∗,y∗) = ν̃ dir.
x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m) stratejisinde x∗i∗ > 0 ise Ii∗ saf stratejisi I. oyun
unungereken stratejisi ve y∗ = (y∗1, y

∗
2, . . . , y

∗
n) stratejisinde y∗j∗ > 0 ise IIj∗ saf st-ratejisi II. oyun
unun gereken stratejisi oldu§unu biliyoruz. S�radaki teorem I.53



oyun
u x∗ optimal stratejisi ile oynarken II. oyun
u da IIj∗ gereken stratejisiile oynarsa oyunun getirisinin verilen oyunun de§erine e³it oldu§unu ifade et-mektedir. Benzer ³ekilde II. oyun
u y∗ optimal stratejisi ile oynarken I. oyun
uda Ii∗ gereken stratejisi ile oynarsa oyunun getirisi verilen oyunun de§erine e³itolur.Teorem 3.4.10. (x∗,y∗, ν̃) üçlüsü getiri matrisi (3.4.42) ile verilen aral�k mat-ris oyununun çözümü, Ii∗ ve IIj∗ stratejileri de s�ras�yla I. ve II. oyun
unungereken stratejileri olsun. Bu durumda
g̃(x∗,y∗) = g̃(Ii∗ ,y

∗) = ν̃ve
g̃(x∗,y∗) = g̃(x∗, IIj∗) = ν̃olur.Kan�t. (x∗,y∗, ν̃) üçlüsü oyunun çözümü oldu§undan x∗ ∈ Xm stratejisi I.oyun
unun optimal stratejisi, y∗ ∈ Yn stratejisi II. oyun
unun optimal strate-jisi, ν̃ de oyunun de§eri olur. Dolay�s�yla Sonuç 3.4.9 dan g̃(x∗,y∗) = ν̃ olur.Genelli§i bozmadan x∗i > 0, i = 1, 2, . . . , k (k ≤ m) ve m

∑

i=1

x∗i = 1 için I.oyun
unun optimal stratejisini x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
k, 0, . . . , 0) oldu§unu kabuledelim. Yani x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m) optimal stratejisinde saf stratejiler ile ge-reken stratejilerin yerlerini de§i³tirerek gereken stratejileri ilk s�raya alal�m.Key� 1 ≤ i∗ ≤ k alal�m. O zaman Ii∗ stratejisi I. oyun
unun gereken stratejisive x∗i∗ > 0 olur.�imdi seçilen bir i∗ için g̃(Ii∗ ,y∗) = ν̃ oldu§unu kan�tlayal�m. Bunun için

ϕ
(

g̃(Ii∗ ,y
∗) � g̃(x∗,y∗)

)

= 1

ϕ
(

g̃(Ii∗ ,y
∗) � g̃(x∗,y∗)

)

= 1oldu§unu göstermeliyiz.
x∗ optimal oldu§u için ϕ(g̃(Ii∗ ,y∗) � g̃(x∗,y∗)

)

= 1 oldu§u aç�kt�r. �imdidi§er durumun gerçekle³ti§ini gösterelim. Aksini varsayal�m. Yani
ϕ
(

g̃(Ii∗ ,y
∗) � g̃(x∗,y∗)

)

< 1 (3.4.43)
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olsun. Öte yandan
ν̃ = g̃(x∗,y∗) =

n
∑

j=1

m
∑

i=1

x∗i g̃ijy
∗
j

=
n
∑

j=1

k
∑

i=1

x∗i g̃ijy
∗
j

=
k
∑

i=1

x∗i

( n
∑

j=1

g̃ijy
∗
j

)

=
k
∑

i=1

x∗i g̃(Ii,y
∗)dir. Yani

ν̃ = g̃(x∗,y∗) =

k
∑

i=1

x∗i g̃(Ii,y
∗) (3.4.44)elde edilir. i 6= i∗ olmak üzere

ϕ
(

g̃(Ii,y
∗) � g̃(x∗,y∗)

)

= 1olur. Buradan x∗i > 0 olmak üzere Önerme 3.3.4 ten
ϕ

( k
∑

i=1,i 6=i∗

x∗i g̃(Ii,y
∗) �

k
∑

i=1,i 6=i∗

x∗i g̃(x
∗,y∗)

)

= 1 (3.4.45)olur. (3.4.43) ve (3.4.45) ten
ϕ

( k
∑

i=1

x∗i g̃(Ii,y
∗) �

k
∑

i=1

x∗i g̃(x
∗,y∗)

)

< 1 (3.4.46)bulunur. I. oyun
unun optimal stratejisi x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
k, 0, . . . , 0) olup

k
∑

i=1

x∗i = 1 oldu§u için (3.4.46) ifadesi
ϕ

( k
∑

i=1

x∗i g̃(Ii,y
∗) � g̃(x∗,y∗)

)

< 1 (3.4.47)³ekline dönü³ür ve (3.4.44) ten
ϕ
(

g̃(x∗,y∗) � g̃(x∗,y∗)
)

< 1oldu§u elde edilir. Bu ise olamaz. O halde varsay�m�m�z do§ru de§ildir. Yani
ϕ
(

g̃(Ii∗ ,y
∗) � g̃(x∗,y∗)

)

= 1olmal�d�r. Dolay�s�yla her iki durumda sa§land�§�ndan
g̃(x∗,y∗) = g̃(Ii∗ ,y

∗) = ν̃oldu§u elde edilir. Benzer ³ekilde II. oyun
unun IIj∗ gereken stratejisi için de
g̃(x∗, IIj∗) = ν̃ oldu§u kan�tlanabilir. 55



3.5 Aral�k Matris Oyunlar�n Çözümü3.5.1 Kesin Tan�ml� Aral�k Matris Oyunlar�n ÇözümüTan�m 3.5.1. Denge aral�§� olan aral�k matris oyunlara kesin tan�ml� aral�kmatris oyunlar denir.Getiri matrisi
G̃ =

















II1 II2 . . . IIn

I1 g̃11 g̃12 . . . g̃1n

I2 g̃21 g̃22 . . . g̃2n... ... ... . . . ...
Im g̃m1 g̃m2 . . . g̃mn















ile verilen oyunda i. sat�r�n minimum de§eri j. sütunun maksimum de§eri oldu-§unda elde edilen g̃ij getirisi oyunun dengesidir. g̃ij denge aral�§� kesin tan�ml�aral�k oyununun de§eri olup g̃ij = ν̃, I. oyun
unun optimal stratejisi Ii, II.oyun
unun optimal stratejisi IIj olmak üzere (Ii, IIj , ν̃) üçlüsü kesin tan�ml�aral�k matris oyunlar�n çözümü olur.Örnek 3.5.2.
G̃ =







II1 II2 II3

I1 [2, 4] [−1, 0] [2, 6]

I2 [3, 5] [2, 3] [3, 4]

I3 [−2,−1] [0, 1] [−1, 0]





ile verilen oyunu ele alal�m.Burada g̃22 = [2, 3] aral�§� ikin
i sat�r�n minimumu iken ikin
i sütununmaksimumudur. Dolay�s�yla denge aral�§�d�r ve oyun kesin tan�ml� bir oyundur.Oyunun de§eri de g̃22 = ν̃ = [2, 3] dir. I. oyun
unun optimal stratejisi I2 ve II.oyun
unun optimal stratejisi de II2 olmak üzere (I2, II2, [2, 3]) üçlüsü oyununçözümü olarak bulunur.3.5.2 2× 2 Aral�k Matris Oyunlar�n Çözümü
[g

11
, g11], [g12, g12], [g21, g21], [g22, g22] ∈ I(R) aral�klar� verilsin. Getiri mat-risi

G̃ =





II1 II2

I1 [g
11
, g11] [g

12
, g12]

I2 [g
21
, g21] [g

22
, g22]



 (3.5.48)56



ile verilen 2 × 2 aral�k matris oyununu ele alal�m. Bu oyunu çözebilmek içindenge aral�§�n�n olup olmad�§�na bak�l�r. E§er denge aral�§� yoksa çözüm ³u³ekilde bulunur [14℄.
II. oyun
u taraf�ndan seçilen strateji ne olursa olsun I. oyun
u kendi geti-risini de§i³tirmeye
ek x = (x, 1− x) karma stratejisini kullan�r. Bu durumda

[g
11
, g11] · x+ [g

21
, g21] · (1− x) = [g

12
, g12] · x+ [g

22
, g22] · (1− x)olup bu e³itlikten

g
11
· x+ g

21
· (1− x) = g

12
· x+ g

22
· (1− x) (3.5.49)ve

g11 · x+ g21 · (1− x) = g12 · x+ g22 · (1− x) (3.5.50)elde edilir. (3.5.49) ve (3.5.50) e³itliklerden x de§eri
x =

g
22
− g

21

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)

ve x =
g22 − g21

(g11 − g12) + (g22 − g21)
(3.5.51)bulunur. i, j = 1, 2 için g

ij
ve gij de§erleri gij = g

ij
+ α, α ∈ R e³itli§inisa§lad�§� durumda

g
22
− g

21

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)
=

g22 − g21
(g11 − g12) + (g22 − g21)olur. Bir ba³ka deyi³le (3.5.51) için tüm aral�klar ayn� uzunlukta oldu§u zamanyaln�z bir x de§eri bulunur. Dolay�s�yla

x =
g
22
− g

21

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)dir. O halde

x =

(

g
22
− g

21

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)
,

g
11
− g

12

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)

)olarak elde edilir.Benzer ³ekilde I. oyun
u taraf�ndan seçilen strateji ne olursa olsun II.oyun
u kendi getirisini de§i³tirmeye
ek y = (y, 1− y) karma stratejisini kulla-n�r. Bu durumda
[g

11
, g11] · y + [g

12
, g12] · (1− y) = [g

21
, g21] · y + [g

22
, g22] · (1− y)57



olup bu e³itlikten
g
11
· y + g

12
· (1− y) = g

21
· y + g

22
· (1− y) (3.5.52)ve

g11 · y + g12 · (1− y) = g21 · y + g22 · (1− y) (3.5.53)bulunur. (3.5.52) ve (3.5.53) e³itliklerden y de§eri
y =

g
22
− g

12

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)

ve y =
g22 − g12

(g11 − g12) + (g22 − g21)
(3.5.54)bulunur. i, j = 1, 2 için g

ij
ve gij de§erleri gij = g

ij
+ α, α ∈ R e³itli§inisa§lad�§� durumda

g
22
− g

12

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)
=

g22 − g12
(g11 − g12) + (g22 − g21)olur. Bir ba³ka deyi³le (3.5.54) için tüm aral�klar ayn� uzunlukta oldu§u zamanyaln�z bir y de§eri bulunur. Dolay�s�yla

y =
g
22
− g

12

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)dir. O halde

y =

(

g
22
− g

12

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)
,

g
11
− g

21

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)

)olarak elde edilir. I. veya II. oyun
unun getirileri oyunun de§erini verdi§indendolay�
ν̃ = [g

11
, g11] · x+ [g

21
, g21] · (1− x)veya

ν̃ = [g
11
, g11] · y + [g

12
, g12] · (1− y)olur. Bu ν̃ de§erlerinin herhangi birinde x veya y say�lar�ndan herhangi biriniyerine yazd�§�m�zda oyunun de§eri

ν̃ =

[

g
22
g
11
− g

12
g
21

(g
11
− g

12
) + (g

22
− g

21
)
,

g22g11 − g12g21
(g11 − g12) + (g22 − g21)

]olarak elde edilir. Dolay�s�yla x ve y optimal stratejiler, ν̃ de oyunun de§eriolmak üzere (x,y, ν̃) üçlüsü getiri matrisi (3.5.48) ile verilen 2×2 aral�k matrisoyununun çözümü olur. 58



Örnek 3.5.3.
G̃ =

(

II1 II2

I1 [1, 2] [6, 7]

I2 [4, 5] [2, 3]

)

ile verilen 2×2 aral�k matris oyununu ele alal�m. Verilen oyunun denge aral�§�yoktur. O halde
x =

2− 4

(1− 6) + (2− 4)
=

2

7
⇒ x = (x, 1− x) =

(

2

7
,
5

7

)

y =
2− 6

(1− 6) + (2− 4)
=

4

7
⇒ y = (y, 1− y) =

(

4

7
,
3

7

)

ν̃ =

[

1 · 2− 4 · 6

(1− 6) + (2− 4)
,

2 · 3− 5 · 7

(3− 5) + (2− 7)

]

=

[

22

7
,
29

7

]olmak üzere oyunun çözümü
(

x =

(

2

7
,
5

7

)

,y =

(

4

7
,
3

7

)

,

[

22

7
,
29

7

])üçlüsü olarak bulunur.3.5.3 2× n Aral�k Matris Oyunlar�n ÇözümüBu k�s�mda 2× n aral�k matris oyunlar�n çözümünde kullan�lan ve oyununde§erini karakterize eden bir önermenin kan�t�n� vermeden ön
e önermenin ka-n�t�nda kullan�la
ak olan yard�m
� iki teorem verile
ektir. Sonra 2×n oyunlar�nçözümünde kullan�lan gra�k yöntem aral�klar için gösterile
ektir. P. K. Nayakve M. Pal'�n [18℄, H. Akyar ve E. Akyar'�n [22℄ 2×n aral�k oyunlar�n çözümündekullan�lan gra�k yöntemiyle ilgili çal�³mas� bulunmaktad�r.Yard�m
� Teorem 3.5.4. Her bir C̃j (j = 1, 2, . . . , n) aral�k olmak üzere
{C̃1, C̃2, . . . , C̃n} aral�klar kümesi verilsin.

min
y∈Yn

{ n
∑

j=1

C̃jyj

}

= min
1≤j≤n

{C̃j} (3.5.55)e³itli§i geçerlidir.Kan�t. Fuzzy s�ralama indeksi yard�m�yla min
1≤j≤n

C̃j bulunur.
min
1≤j≤n

C̃j = C̃l59



oldu§unu varsayal�m. Buradan
ϕ(C̃j � C̃l) = 1 (j = 1, 2, . . . , n)oldu§u aç�kt�r. Herhangi bir yj ≥ 0 için

ϕ(C̃jyj � C̃lyj) = 1 (j = 1, 2, . . . , n)dir. yj ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , n) ve n
∑

j=1

yj = 1 oldu§undan
ϕ

( n
∑

j=1

C̃jyj �

n
∑

j=1

C̃lyj = C̃l

)

= 1olur. Buradan
ϕ

(

min
y∈Yn

{ n
∑

j=1

C̃jyj

}

� C̃l

)

= 1 (3.5.56)elde edilir. Öte yandan y = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) için C̃l = C̃1× 0+ C̃2× 0+

. . .+ C̃l × 1 + . . .+ C̃n × 0 den
ϕ

(

C̃l � min
y∈Yn

{ n
∑

j=1

C̃jyj

})

= 1 (3.5.57)dir. (3.5.56) ve (3.5.57) den
min
y∈Yn

{ n
∑

j=1

C̃jyj

}

= C̃l = min
1≤j≤n

{C̃j}olur.Yard�m
� Teorem 3.5.5. Her bir D̃i (i = 1, 2, . . . , m) aral�k olmak üzere
{D̃1, D̃2, . . . , D̃m} aral�klar kümesi verilsin.

max
x∈Xm

{ m
∑

i=1

D̃ixi

}

= max
1≤i≤m

{D̃i} (3.5.58)e³itli§i geçerlidir.Kan�t. Yard�m
� Teorem 3.5.4 e benzer ³ekilde (3.5.58) e³itli§inin de do§ruoldu§u gösterilebilir.Önerme 3.5.6. ν̃ de§eri iki ki³ilik s�f�r toplaml� m × n oyunun de§eri olsun.O halde
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g̃(x,y) = max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g̃(x, IIj) = ν̃ (3.5.59)
min
y∈Yn

max
x∈Xm

g̃(x,y) = min
y∈Yn

max
i=1,2,...,m

g̃(Ii,y) = ν̃ (3.5.60)e³itlikleri do§rudur. 60



Kan�t. Getiri matrisi (3.4.42) ile verilen oyunun çözümü (x∗,y∗, ν̃) olsun. Ohalde
y ∈ Yn için ϕ(ν̃ � g̃(x∗,y)) = 1 (3.5.61)
x ∈ Xm için ϕ(ν̃ � g̃(x,y∗)) = 1 (3.5.62)olur. (3.5.59) e³itli§inin do§ru oldu§unu kan�tlayal�m. Bunun için
ϕ

(

ν̃ � max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g̃(x, IIj)

)

= 1

ϕ

(

ν̃ � max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g̃(x, IIj)

)

= 1oldu§unu göstermeliyiz. IIj saf stratejisi Yn karma stratejiler kümesine ait ol-du§undan (3.5.61) den
ϕ(ν̃ � g̃(x∗, IIj)) = 1 (3.5.63)olur. ∀j = 1, 2, . . . , n için (3.5.63) geçerli oldu§undan

ϕ

(

ν̃ � min
j=1,2,...,n

g̃(x∗, IIj)

)

= 1ve
ϕ

(

ν̃ � max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g̃(x, IIj)

)

= 1oldu§u elde edilir.�imdi di§er durumun gerçekle³ti§ini gösterelim. Aksini varsayal�m. Yani
ϕ

(

ν̃ � max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g̃(x, IIj)

)

< 1 (3.5.64)olsun. ∃x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂m) ∈ Xm için (3.5.64) ifadesi
ϕ

(

ν̃ � min
j=1,2,...,n

g̃(x̂, IIj)

)

< 1 (3.5.65)olur. g̃(x̂, IIj) = m
∑

i=1

x̂ig̃ij oldu§undan (3.5.65) ifadesi
ϕ

(

ν̃ � min
j=1,2,...,n

m
∑

i=1

x̂ig̃ij

)

< 1olur. Yard�m
� Teorem 3.5.4 ten
ϕ

(

ν̃ � min
y∈Yn

n
∑

j=1

( m
∑

i=1

x̂ig̃ij

)

yj

)

< 1olur. Buradan
ϕ

(

ν̃ � max
x∈Xm

min
y∈Yn

n
∑

j=1

m
∑

i=1

xig̃ijyj

)

< 1 (3.5.66)61



bulunur. g̃(x,y) = n
∑

j=1

m
∑

i=1

xig̃ijyj olup (3.5.66) dan
ϕ

(

ν̃ � max
x∈Xm

min
y∈Yn

g̃(x,y)

)

< 1 (3.5.67)bulunur. Teorem 2.1.12 gere§in
e
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g̃(x,y) = ν̃oldu§undan (3.5.67) ifadesinden
ϕ(ν̃ � ν̃) < 1elde edilir. Bu ise olamaz. O halde varsay�m�m�z do§ru de§ildir. Yani

ϕ

(

ν̃ � max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g̃(x, IIj)

)

= 1olmal�d�r. Dolay�s�yla her iki durum da sa§land�§�ndan
max
x∈Xm

min
y∈Yn

g̃(x,y) = max
x∈Xm

min
j=1,2,...,n

g̃(x, IIj) = ν̃oldu§u elde edilir.Benzer ³ekilde (3.5.60) e³itli§i de kan�tlanabilir.�imdi 2×n aral�k oyunlar�n çözümünü bulmak için bir gra�k yöntemi ifadeedelim. Getiri matrisi
G̃ =





II1 II2 . . . IIn

I1 g̃11 g̃12 . . . g̃1n

I2 g̃21 g̃22 . . . g̃2n



 (3.5.68)ile verilen iki ki³ilik s�f�r toplaml� 2× n oyununu ele alal�m. Oyunun de§eri ν̃∗olsun.
I. oyun
unun iki tane saf stratejisi oldu§undan karma stratejisini x = (x, 1−

x), x ∈ [0, 1] ³eklinde ifade edilebilir. Bu durumda key� j = 1, 2, . . . , n için
g̃(x, IIj) = g̃1jx+ g̃2j(1− x), x ∈ [0, 1]oldu§u elde edilir. Key� j = 1, 2, . . . , n için ϕ̃j(·) : [0, 1] → I(R) olmak üzere

ϕ̃j(x) = g̃(x, IIj)62



³eklinde gösterirsek
ϕ̃j(x) = g̃1jx+ g̃2j(1− x), x ∈ [0, 1]olur. Önerme 3.5.6 dan

ν̃∗ = max
x∈X2

min
j=1,2,...,n

g̃(x, IIj) = max
x∈[0,1]

min
j=1,2,...,n

ϕ̃j(x)olup ν̃∗ say�s� getiri matrisi (3.5.68) ile verilen oyunun de§eri olur.

x
1

1

ν̃

ϕ̃1

ϕ̃2

ϕ̃3

3.3 (a) 1. Ad�m

x
1

1

ν̃

ψ̃3.3 (b) 2. Ad�m
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x
1

1

ν̃

ψ̃

ν∗
ν∗

x∗3.3 (
) 3. ve 4. Ad�mlar�ekil 3.3: Oyunun çözümünü bulmak için bir gra�k yöntem�imdi (3.5.68) getiri matrisi ile verilen aral�k oyunun çözümünü bulabilmekiçin gra�k yöntemin ad�mlar�n� verelim.
1. Ad�m Oxν̃ düzleminde key� j = 1, 2, . . . , n için ϕ̃j(·) : [0, 1] → I(R)dönü³ümlerinin gra�klerini çizelim (�ekil 3.3(a)).
2. Ad�m Her x ∈ [0, 1] için ψ̃(x) = min

j=1,2,...,n
ϕ̃j(x) olmak üzere ψ̃(·) : [0, 1] →

I(R) dönü³ümünün gra�§ini çizelim (�ekil 3.3(b)).
3. Ad�m ψ̃(·) : [0, 1] → I(R) dönü³ümünün gra�§ini kullanarak bu dönü-³ümün [0,1℄ aral�§�ndaki maksimumu ν̃∗ = max

x∈[0,1]
ψ̃(x) bulunur (�ekil 3.3(
)).Dolay�s�yla (3.5.68) matrisi ile verilen aral�k oyunun de§eri elde edilmi³ olur.

4. Ad�m ψ̃(·) : [0, 1] → I(R) dönü³ümüne [0, 1] aral�§�nda maksimum de-§erini veren x∗ ∈ [0, 1] say�s�n� buluruz (�ekil 3.3(
)). ν̃∗ oyunun de§eri olmaküzere
ν̃∗ = max

x∈[0,1]
ψ̃(x) = max

x∈[0,1]
min

j=1,2,...,n
ϕ̃j(x) = min

j=1,2,...,n
ϕ̃j(x

∗)oldu§undan x∗ = (x∗, 1−x∗) ∈ X2 karma stratejisi verilen oyunda I. oyun
ununoptimal stratejisi olur.
5. Ad�m II. oyun
unun optimal stratejisini buluruz.

J∗ = {j : g̃(x∗, IIj) = ν̃∗}olsun. y∗ = (y∗1, y
∗
2, . . . , y

∗
n) stratejisi II. oyun
unun karma optimal stratejisioldu§unu kabul edelim. �imdi IIj∗ saf stratejisi II. oyun
unun gereken stratejisiolmak üzere Teorem 3.4.10 dan g̃(x∗, IIj∗) = ν̃∗ oldu§undan j∗ ∈ J∗ olur. j /∈ J∗64



için II. oyun
unun IIj stratejisi gereken strateji de§ildir. IIj gereken stratejiolmad�§�nda gereken strateji tan�m�na göre yj = 0 olur.
I. oyun
unun x∗ = (x∗, 1 − x∗) ∈ X2 optimal stratejisinde x∗ ve 1 − x∗say�lar�ndan en az biri veya her ikisi de ayn� anda s�f�rdan farkl� olur. Budurumda

I∗ =



















{2} , x∗ = 0 ise
{1, 2} , x∗ ∈ (0, 1) ise
{1} , x∗ = 1 iseolsun. O halde gereken strateji tan�m�na göre I. oyun
unun i ∈ I∗ stratejisinekar³�l�k Ii saf stratejisi, gereken strateji olur. Böyle
e Teorem 3.4.10 gere§i key�

i∗ ∈ I∗ için
g̃(Ii∗ ,y

∗) = ν̃∗olur. Bu e³itlik yard�m�yla II. oyun
unun y∗ = (y∗1, y
∗
2, . . . , y

∗
n) karma optimalstratejisi elde edilir.Örnek 3.5.7.

G̃ =

(

II1 II2 II3

I1 [6, 8] [3, 5] [1, 3]

I2 [0, 2] [2, 4] [4, 6]

)

matrisi ile verilen 2× 3 aral�k oyununun çözümünü bulal�m.Verilen oyun sadele³tirilebilir de§ildir. Bu oyunun çözümünü gra�k yön-temi kullanarak bulal�m. I. oyun
unun x = (x, 1 − x) ∈ X2, x ∈ [0, 1] karmastratejisi ve II. oyun
unun saf stratejileri IIj, j = 1, 2, 3 için ϕ̃j(x) = g̃(x, IIj)dönü³ümlerini hesaplayal�m.
ϕ̃1(x) = g̃(x, II1) = x · [6, 8] + (1− x) · [0, 2] = [6x, 2 + 6x] , x ∈ [0, 1]

ϕ̃2(x) = g̃(x, II2) = x · [3, 5] + (1− x) · [2, 4] = [2 + x, 4 + x] , x ∈ [0, 1]

ϕ̃3(x) = g̃(x, II3) = x · [1, 3] + (1− x) · [4, 6] = [4− 3x, 6− 3x] , x ∈ [0, 1]bulunur.
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x
10

2

4

6

8

ν̃

ϕ̃1

ϕ̃2

ϕ̃33.4 (a) 1. Ad�m

x
10

2

4

6

8

ν̃

ψ̃3.4 (b) 2. Ad�m

x
10

2

8

ν̃

ψ̃ν∗ =
5
2

ν∗ =
9
2

x∗ = 1
23.4 (
) 3. ve 4. Ad�mlar�ekil 3.4: Getiri matrisi G̃ olan oyunun gra�k yöntemiyle çözümü
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1. Ad�m ϕ̃j(·) : [0, 1] → I(R), j = 1, 2, 3 dönü³ümlerinin gra�kleriniçizelim (�ekil 3.4 (a)).
2. Ad�m Her x ∈ [0, 1] için ψ̃(x) = min

j=1,2,3
ϕ̃j(x) olmak üzere ψ̃(·) : [0, 1] →

I(R) dönü³ümünün gra�§ini çizelim. �ekil 3.4 (b) de görüldü§ü gibi
ψ̃(x) =











ϕ̃1(x) , x ∈ [0, 2
5
] ise

ϕ̃2(x) , x ∈ (2
5
, 1
2
] ise

ϕ̃3(x) , x ∈ (1
2
, 1] iseyani

ψ̃(x) =











[6x, 2 + 6x] , x ∈ [0, 2
5
] ise

[2 + x, 4 + x] , x ∈ (2
5
, 1
2
] ise

[4− 3x, 6− 3x] , x ∈ (1
2
, 1] ise (3.5.69)olur (�ekil 3.4 (b)).

3. Ad�m (3.5.69) ile verilen ψ̃(·) : [0, 1] → I(R) dönü³ümünün gra�§inikullanarak (�ekil 3.4 (
)), bu dönü³ümün [0, 1] aral�§�ndaki maksimumu yani
ν̃∗ = max

x∈[0,1]
ψ̃(x) de§erini bulal�m. Bu dönü³üm maksimum de§erini x =

1

2noktas�nda al�r ve bu ν̃∗ de§eri, ν̃∗ =

[

5

2
,
9

2

] olur. O halde verilen oyununde§eri ν̃∗ = [5
2
,
9

2

] olur.
4. Ad�m �imdi de ψ̃(·) : [0, 1] → I(R) dönü³ümüne [0, 1] aral�§�nda maksi-mum de§erini veren x∗ ∈ [0, 1] say�s�n� bulal�m. Bu say� 3. Ad�m da ν̃∗ de§erinihesaplarken bulunmu³tu. Yani �ekil 3.4 (
) den de görüldü§ü üzere x∗ = 1

2
olur.O halde verilen oyunda I. oyun
unun optimal stratejisi x∗ =

(

1

2
,
1

2

) olur.
5. Ad�m Son olarak II. oyun
unun optimal stratejisini bulal�m. �ekil 3.4(
) den

g̃(x∗, II2) = [2 + 6x, 4 + x] =

[

2 + 6 ·
1

2
, 4 +

1

2

]

=

[

5

2
,
9

2

]

g̃(x∗, II3) = [4− 3x, 6− 3x] =

[

4− 3 ·
1

2
, 6− 3 ·

1

2

]

=

[

5

2
,
9

2

]olur. O halde J∗ = {2, 3}, yani II2 ve II3 stratejileri II. oyun
unun gerekenstratejileri olup II1 gereken strateji de§ildir. Bu durumda II. oyun
unun optimalstratejisi
y∗ = (0, y∗, 1− y∗)³eklindedir. Ayr�
a I. oyun
unun optimal stratejisi x∗ =

(

1

2
,
1

2

)

∈ X2 oldu-§undan I. oyun
unun I1 ve I2 stratejileri gereken stratejilerdir. I∗ = {1, 2} ve67



oyunun de§eri ν̃∗ = [5
2
,
9

2

] oldu§undan Teorem 3.4.10 gere§i
g̃(I1,y

∗) =

[

5

2
,
9

2

] ve g̃(I2,y
∗) =

[

5

2
,
9

2

]olur. y∗ = (0, y∗, 1− y∗) oldu§undan
g̃(I1,y

∗) = 0 · [6, 8] + y∗ · [3, 5] + (1− y∗) · [1, 3] = [1 + 2y∗, 3 + 2y∗]

g̃(I2,y
∗) = 0 · [0, 2] + y∗ · [2, 4] + (1− y∗) · [4, 6] = [4− 2y∗, 6− 2y∗]olarak bulunur. Bu durumda

[1 + 2y∗, 3 + 2y∗] =

[

5

2
,
9

2

] ve [4− 2y∗, 6− 2y∗] =

[

5

2
,
9

2

]elde edilir. Bu e³itlikler çözüldü§ünde y∗ =
3

4
bulunur. Dolay�s�yla verilenoyunda II. oyun
unun optimal stratejisi y∗ = (0, y∗, 1− y∗) den

y∗ =

(

0,
3

4
,
1

4

)oldu§u elde edilir. Böyle
e verilen oyunun çözümü
(

x∗ =

(

1

2
,
1

2

)

,y∗ =

(

0,
3

4
,
1

4

)

,

[

5

2
,
9

2

])üçlüsü olarak bulunur.
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4 SONUÇBu çal�³mada, matris oyunlar aral�k matris oyunlara genelle³tirilerek aral�kmatris oyunlar�n çözümleri in
elenmi³tir.Ön
elikle oyun teorisi ile ilgili temel kavramlar üzerinde durulmu³, iki ki³i-lik s�f�r toplaml� sonlu oyunlar�n yani matris oyunlar�n çözümleri in
elenmi³tir.Aral�k matris oyunlar�n çözümünde getiri matrisindeki aral�klar aras�ndaki s�-ralama önemlidir. Bu yüzden aral�k kar³�la³t�rmas�nda bir ba§�nt�ya ihtiyaç du-yulmu³tur. Aral�k matris oyunlar�n çözümüne geçmeden ön
e aral�klar�n fuzzykar³�la³t�rmas� için bir s�ralama ba§�nt�s� verilmi³tir.Verilen bir oyunda oyun
ulardan herhangi biri optimal stratejisi ile oy-nad�§�nda di§er oyun
u da gereken stratejisiyle oynarsa elde edilen getirininoyunun de§erine e³it ola
a§�n� ifade eden bir teorem ile oyunun de§erini karak-terize eden bir önerme ayr�
a aral�k matris oyunlar için bu s�ralama ba§�nt�s�yard�m�yla kan�tlanm�³t�r.
2×nmatris oyunlar�n çözümünde kullan�lan gra�k yöntemi yard�m�yla 2×naral�k matris oyunlar�n çözümü de in
elenmi³tir. Getiri matrisindeki aral�klar�nyar�çap� yani uzunluklar� e³it olan aral�klar dikkate al�narak 2×n aral�k matrisoyununun çözümü in
elenmi³tir. Getiri aral�klar�n�n uzunluklar� farkl� olan 2×

n aral�k matris oyunlar�n çözümü de mev
ut yöntemler geli³tirilerek ya da yeniyöntemler ortaya koyarak çözümleri in
elenebilir.
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