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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

3-BOYUTLU REEL UZAYDA BIR CiSMIN HAREKETININ KINEMATIK
DIFERENSIYEL GEOMETRISI

Mustafa YENEROGLU

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dals

2000, Sayfa: 45

Bu ¢ahgma {i¢ b6liim olarak diizenlenmistir.

Birinci boliimde; Lie operatorii, IR" de uzaklik fonksiyonu, kati hareket, dénme,
Oteleme, ve diizlemsel hareket gibi temel tanumlar verildi.

Ikinci bolimde; koordinat donisiimleri, hareketler, homojen doniistimler
kavramlar1 verildi. Ayrica IR? de kiiresel hareketler incelendi ve kiiresel harekette

koordinat doniigiimleri, dénme matrisinin karakteristik vektorleri, Hamilton Cayley

formiilii, Rodrigues denklemi, Euler parametreleri aragtirildi.
Kati harekette koordinat déniigiimleri, vida ekseni, Rodrigues denklemi ve vida

matrisi incelendi.
Ugtincii  bsliimde; bir hareketin cebirsel ozellikleri arastirildi. Ayrica bir

hareketin normu, tiirevi, matris gruplar1 ve tanjant operatorii verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Harcket, Kiiresel Hareket, Kati Hareket, Vida
Hareketi, Kinematik, Kuadratik Form, Lie Cebiri.



SUMMARY

Masters Thesis

KINEMATIC DIFFERENTIAL GEOMETRY OF A BODY MOTION IN THE 3-
DIMENSIONAL REAL SPACE

Mustafa YENEROGLU

Firat University
Graduate School of Science and Technology
Department of Mathematics

2000, Page: 45

This study has been arranged in three chapters.

In the first chapter; the fundamental definitions as Lie operator, distance
function in the IR", rigid motion, rotation, translation and planar displacement are given.

In the second chapter; the conceptions the coordinate transformations, motions,
homogeneous transformations are given. Further spherical motions are examined in the
IR? and the coordinate transformations, the characteristic vectors of rotation matrix, the
Hamilton Cayley formula, the Rodrigues equation, Euler parameters are given. In
addition curvatures of surface obtained from rotation transformations are investigated
for spherical motions.

The coordinate transformations, the screw axis, the Rodrigues equation and the
screw matrix are examined for spatial motions.

In the three chapter; the algebraic properties a motion are investigated. In
addition, we have given the norm, the matrix groups, the derivative of a motion and
tangent operators.

Keywords: Motion, Spherical Motion, Spatial Motion, Screw Motion,
Kinematic, Lie algebra, Quadratic Form.
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SIMGELER LiSTESI

" || : Norm

A : Vektorel garpim
[.] : Lie parentezi

€ : Elaman

v : Her

E"  :n-boyutlu Oklid uzay:

GL(n) : nxn, matrislerin grubu

SOSn) : nxn, donme matrislerin grubu
H(n) :Homojen déniigiimlerin grubu
<> :I¢ carpim fonksiyonu

Yy

v : Gradient fonnksiyonu

T : T nin noktasal tiirevi

\Y|



1.BOLUM
TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

I ve III cii boliimlerin daha iyi anlagilmas: igin bu boliimde bazi temel tanimlar

verilecektir.

Tanmm 1.1 (Ortogonal Matris): Carpma islemine gore tersi bulunan ve tersi

transpozuna esit olan matrise orfogonal matris denir, yani AT=A" ise A AT= ATA=I drr,

[6].

Tamim 1.2 (Lineer Déniisiim): V ve W aym J cismi {izerinde iki vektér uzay
olsun. Bir L:V>W doniisiimii i¢in agagidaki aksiyomlar saglantyorsa bu doniigiime

lineer dir denir, [6].

i) L(a+p)y=L()+L(B) , Va,peV
ii) L(aa) = al.(at) Vae3.

Tanim 1.3 (Projektif Uzay): J iizerinde bir vektdr uzayr V ve V deki sifirdan
farkli vektorlerin ciimlesi V'=V-{0} olsun. a,BeV igin f=ca olacak sekilde sifirdan
farkh bir ce3J3 skalar var ise oa~p yazilir. Bu “~” bagmt1 V de bir denklik bagintisidir.
Bu sekildeki tiim denklik siiflarinin ciimlesine V ye karsihk gelen projektif uzay ad
verilir. Eger boyV=n+1 ise boyP(V)=n olarak tamimlamr. Hatta P(3™') uzayma 3™
iizerinde n-boyutlu standart projektif uzay denir ve P"(J) ile gosterilir, [6].

Tanmm 1.4 (Karakteristik Deger ve Karakteristik Vektor): Eger A:V—>V
lineer d6niigtimii icin,

A()=Aa, eV, AeJ,

olacak sekilde bir a0 vektorii var ise A sayisma A mn karakteristik degeri ve o

vektoriine de A nmin A karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik vektor denir, [6].



Tanim 1.5 (Karakteristik Polinom): J {izerinde bir n-boyutlu vektdr uzayr V
olsun. V>V lineer doniislimii bir Ae 3, matrisine karsiik gelir. A matrisi tizerinde

tamimlanan
Pa(x)=det(x],—A)= x"+a;x""'+ ... +a,

polinomuna bu lineer doniigiimiiniin ya da aym sey demek olan A matrisinin

karakteristik polinomu ve Pa(x)=0 denklemine de A nin karakteristik denklemi denir,

[61.

Tanmm 1.6 (Anti-Simetrik Matris): Bir A reel matrisi ié;in A'=-A ise A

matrisine anti-simetrik matris denir, [6].

Tanim 1.7 (Kuadratik Form): 3 {izerindeki bir V vektdr uzay: lizerinde bir f

bilineer formu igin g(x)=f(x,x)=Za..x.x. seklinde tanimlanan g fonksiyonuna V

Gt
L=l

lizerinde f ye gore bir kuadratik form adi verilir, [6].

Tanmim 1.8 (Kuadratik Yiizey): Uc boyutlu reel uzayda bir noktanin

koordinatlar x,y,z olsun. x, y ve z ye gére ikinci dereceden genel bir denklem
a; 1x2+a22y2+ a3322;l-2 a12xy+2 aj3xzt2 azyz+2mx+2ny+2pz+q=0

big:imindedixj. Ug boyutlu uzayda koordinatlar1 bu denklemi saglayan biitiin noktalarm
geometrik yerine bir kuadratik yiizey denir, [6].

Teorem 1.1 (Schwartz Esitsizligi): Bir V i¢ carpim uzayinda Vx,yeV igin

(x| < [xlis]

Schwartz esitsizligi vardur, [6].



Tamm 1.9 (Topolojik manifold): M bir topolojik manifold olsun. M igin

a$ag1déki Onermeler dogru ise M ye bir n-boyutlu topolojik manifold denir, [8].

1) M bir Hausdorff uzayidir.

2) M nin her bir agik alt ciimlesi E" e veya E" nin bir agik alt ciimlesine
homeomorftur. .

3) M sayilabilir goklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.

Tamm 1.10 (Diferensiyellenebilir Yapi1): n-boyutlu bir M topolojik
manifoldunun bir atlast S={(W«, Wa)}aea olsun. Eger S atlasi igin Wq N Wy olmak
iizere Vo,BeA karsilik ¢op ve dp. fonksiyonlar: C* siifindan diferensiyellenebilir iseler
S ye C swufindan diferensiyellenebilirdir denir. S atlast M iizerinde C* siifindan

oldugu zaman S ye M iizerende C* sinifindan diferensiyellenebilir yap: adh verilir, [8].

Tanim 1.11 (Diferensiyellenebilir Manifold): M n-boyutlu topolojik manifold
olsun.M iizerinde C* smifindan bir diferensiyellenebilir yap1 tammlanabilirse M ye C*
sinifindan diferensiyellenebilir manifold denir, [8].

Tamim 1.12 (immersiyon): M ve M birer C° manifold ve f M—M bir C°

fonksiyonu olsun. Eger f nin f. Jakobian matrisi VPeM noktasinda regiiler ise f ye M

den M i¢ine bir immersiyon denir, [8].

Tanmm 1.13 (Hiperyiizey): N bir C* (n-1) manifold olsun. f: N—E" fonksiyonu

bir immersiyon ise f{lN)=M manifolduna E" nin bir hiperyiizeyi denir, [8].

Tanmim 1.14 (Gauss Egriligi): McE® bir yiizey ve {X,Y}cx(M) lineer bagimsiz
olmak tizere Z= XAY verilsin. O zaman,

K:M - IR
det(z,D,z,D,z)

4
[=

(1.1.1)

P — K(P)=




bigiminde tamimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksivonu ve K(P) degerine de
M nin P noktasinda ki Gauss egriligi denir, [8]. '

Tamim 1.15 (Ortalama Egrilik): McE’ bir yizey ve {X,Y}cx(M)

lineer bagimsiz olmak tizere Z= XAY verilsin. O zaman,

H:M — IR
det(z,x,D,z) + det(z,y,D, 2)

[

bigiminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine

(1.1.2)

P - H(P)=-

de M nin P noktasinda ki ortalama egriligi denir, [8].

Tanim 1.16 (Lie.Grubu): Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu
verilmis olsun. Eger asagidaki Aksiyomlar saglanirsa (M,G) ikilisine bir Lie grubu
denir, [8].

L) M nin noktalar1 G nin elemanlar ile ¢akigir.
L) MxM > M
(a,b) - ab™

islemi her yerde diferensiyellenebilirdir.

Tanim 1.17 (Lie Operatorii): V bir K cismi iizerinde vekt6r uzay: olsun.

[,]: VXV >V
X,Y) =[, 1X,Y) = [X,Y]

doniistimii icin agagidaki aksiyomlar saglaniyorsa bu doniisiime V distiinde bir Lie

operatorii denir, [8].

1) Bilineer
2) Alterne (VX,YeV icin [X,Y]= -[Y,X])
3) VXY, ZeV icin



X, [Y, Z]) + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0.

Tanmm 1.18 (IR" de Uzakhk Fonksiyonu): n-boyutlu rcel vekior uzayt IR" de
bir d:IR"XIR"-IR fonksiyonu Vx,ye IR" i¢in

" 1/2
d(x,y)=(Z(xi - Yi)z)

biciminde tamimlansin. Burada x; ve y; sirasi ile X, y vektorlerinin bilegenlerini

gostermektedir. Bu d fonksiyonuna IR" de uzaklik fonksiyonu denir, [7].

Tanmim 1.19 (Oklid Metrigi ve Oklid Uzay1): d: IR"IR" IR
xy) —>dxy)=[x-y]
olarak tanimlanan uzaklik fonksiyonuna Oklid Metrigi denir. (IR", d) ikilisinden ibaret

olan metrik uzaya n-boyutlu Oklid uzay: adi verilir ve E" ile gosterilir, [7].

Tamm 1.20 (Kati Hareket): E" de d uzakligm degismez bmrakan bir R
fonksiyonuna E" de bir kat: hareket denir. Yani R: E"— E" fonksiyonu igin

dR(x),R(y))=d(xy) , VxyeE"
seklindedir, [7].

Tanmm 1.21 (Dénme): R,: E"— E" doniigiimii 0cE" igin Ry(0)=0 ve x#0 olmak
iizere VxeE" igin x—> Ry(x) bigiminde tamimlanan bir hareket olsun. R, hareketine 0
noktasi etrafinda E" nin bir donme hareketi denir, [7].

Tamim 1.22 (Oteleme): T: E"— E" déniigiimil x=(X1, X, ... , Xn) €E" icin

TE)=(x1+ ty, Xa+ ta,... , Xpt tn), ti €IR, 1€i<n

ise T ye E" de bir dteleme denir, [7].



Tanmm 1.23 (Yansima): g diizleminde herhangi bir dogru olmak iizere g nin her
noktasuu kendisine ve diizlemin dier her bir noktasini g ye gore simetrigi olan noktaya

doniistiiren bir doniistime yansima denir, [7].

Tamim 1.24 (Siireklilik): V i¢ ¢arpim uzayi, || |:V—IR bir fonksiyon ve acV
olsun. Her é>0i9in en az bir §0 vardir Syleki [x —af| <3 = | x| - laf | <€ olacak sekilde

|| || fonksiyonu a noktasinda siireklidir, [10].

Tamim 1.25 (Yakmsakhk): (s,) bir reel say1 dizisi ve s€IR olsun. . Her £>0 igin
n>ny oldugunda | su—s| <€ kalacak sekilde € na bagh bir ny sayis1 bulunabiliyorsa (sp)
dizisi s ye yakinsaktir denir, [2].

Tamim 1.26 (Lineer Uzay): L bos olmayan bir ciimle ve J de bir cisim olsun.

Asagidaki sartlar saglamyorsa L ye 3 cismi tizerinde /ineer uzay denir, [10].

A) L, + islemine gore degismeli gruptur. Yani
1) VxyeL igin x+yeL dir (kapaliik 6zelligi)

2) Vx,y,zel i¢in x+(y+z)=(x+y)+z dir (birlesme 6zelligi)
3) VxelL igin x+0=0+x olacak sekilde 6L vardir (birim eleman).
4) VxeL igin x+H(-x)=(-x)+x=0 olacak sekilde -xeL vardir (ters eleman)
5) VxyeL igin x+y=y+x dir (degisme 6zelligi)
B) Vx,yeL ve Va,pe3 olmak lizere agagidaki sartlar saglanir.
1) a.xeL dir. '
2) o.(x+y)= a.xtouy dir.
3) (o+B).x=o.x +f.x
4) (af)x=o.(Bx)

5) 1.x=xdir. Burada 1, 3 nin birim elemamdir.



Tanim 1.27 (invaryant Altuzay): V bir vektor uzayr ve W da V nin bir alt
vektor uzayr olsun . bir A: V-V lineer doniisiimiinde eger VxeW igin A(x)eW

oluyorsa W ya V nin bir invaryant altuzay: denir, [6].

Tanim 1.28 (Diizlemsel Hareket): P noktasmin M hareketli ¢atisma gére yer

vektorli ¥ ise F sabit ¢atisina gére koordinatlari, 0 zaman

X=AY+D . (1.1.3)

denklemiyle elde edilir. Burada

A= cosO —sinGA . D= d,
sin® cosO d,

dir. Bu durumda (1.1.3) doniisiimiine bir diizlemsel hareket denir,gekil(1.1.1), [11].

P
M y
F

4

X

d
-

Sekil 1.1.1



2.BOLUM
3-BOYUTLU REEL UZAYDA HAREKETLER .

Bu boliim tig altbsliim olarak diizenlenmistir. Birinci alt béliimde hareketler ile
ilgili baza kavramlar incelenmigtir. Ikinci altboliimde kilresel hareketlere ayrilmistir.
Ugiincti altbSliimde ise kat1 hareketler ele almmustir.

2.1. Koordinat doniisiimleri

Hareketli bir cismin konumunu hareketli koordinat ¢atisindaki yere gore
inceleyecegiz. Bunun i¢in bir F sabit koordinat ¢atist secildiginde hareketli cisim bir M
koordinat catsina sahiptir ki bu anlamda M hareketli ¢at1 olur. O halde F den M ye
koordinat d6niigtimii H: F — M seklinde tamimlanir. Bu koordinat doniigtimii,

X=AY+D @.1.1)

-> -
seklindedir. Burada y bir noktamn M ye gore ve x de aym noktanin F ye gore yer

vektorleridir. Ayrica X ve Y de x,y vektorlerinin bilegenlerinden olugmus kolon

matrisleridir. Eger hareketli cisim n boyutluysa, bu taktirde A nxn tipinde bir matris ve

d de n boyutlu bir vektérdiir. Burada ki A ortogonal bir matrisidir, yani

ATA=AAT=], (2.1.2)

dir. (2.1.2) ifadesinin determinant1 hesaplanirsa

detA = +1

bulupur.
2.2. Hareket

n-boyutlu reel uzayda bir hareketi H = (A,D) matris vektor ciftiyle tanimlariz.

Burada A, nxn, tipinde bir dénme matrisi, D ded n-boyutlu 6teleme vektdriiniin kolon



matrisidir. Ozel olarak R=(A, 0) ve T=(l,,)) scgilirse R ye sadece ddnme, T ye de

sadece dteleme hareketi denir.
Bir bileske hareketi diizlemde su gekilde tammianabilir: Hi:F — M, ve II;:M; >

M; iki hareket ise bileske hareket H=H,H; : F—» M, ye olur, (2.1.1) den Hy= (A,D)),
Ha>= (A3, D) ise H bileske hareket

X=A A2Y+A| Dy, + Dy (221)

bigiminde formiiliize olur. Béylece H = H; H,: F—» M), bileske hareket
H= H[ H2= (A], D]) (Az, Dz) = (Al Az, A| Dz + D]) ) (2.2.2)

- -
olarak tammlamr. Burada D; ve D,, swasi ile d,ve d, dteleme vektorlerinin

bilesenlerinden olusan kolon matrisleridir.

H hareketinin H' ters hareketi mevcut olup,

Y=ATX-AD (2.2.3)

Seklindedir. Burada H'= ( A",-A"D) dir. Ayrica HH'= H'H=I, oldugundan I,= (I,..;, 0)

birim harekettir.
IR" uzayinda hareketlerin ciimlesi agagidaki dzellikleri saglar, yani bir cebrik

grup olustururlar.

1) H,, H; gibi iki hareketin bilegkesi yine bir harekettir,
- 2) L= (In1, 0) hareketi bilegke iglemine gére birim elemandir,
3) VH = (A, D) hareketinin tersi mevcut olup, bir harekettir. H = (A, D) nin
tersi H'= ( AT,-ATD) dir.

Bdylece asagidaki yardimci teoremi verebiliriz:

Yardimeir Teorem 2.2.1: Hareketlerin ciimlesi n-boyutlu uzayda bir SE(n) 6klid

grubu olustururlar, [11].



2.3. Referans Catilar1 Arasindaki Déniisiim

Kabul edelim ki diizlemde F den bagka diger bir sabit ¢at1 F' olsun. Buna gore
cismin hareketini inceleyelim. G: F'— F seklinde tammlayalim. Ayrica F sabit ¢atisi ile
M hareketli gatis1 arasindaki hareket H: F— M dir. Bu taktirde H': F'—> M hareketini
gbz Oniine alirsak H'= GH bileske hareketi elde edilir. Bu da gosterir ki; baglangici F'
olan H’ ve baslangic1 F olan H farkh hareketlerdir. Bu nedenle hareket degistirildiginde

sabit referans gati da degisir.

Sekil (2.3.1)

Sabit ¢atilar arasinda g6z Oniine aldifimiz hareketi, hareketli ¢atilar arsinda da
ele alalm. O halde M den bagka bir hareketli ¢at1 M’ alinirsa bu taktir;ie (G M >M
hareketini tamimlayabiliriz. Buradan hareketli cismin M’ g¢atisindaki konumu elde
edilirse, H'":F'— M’ bileske hareket H''= GH(G*)" ile tanimlanir. Sonug olarak; H':
F'— M ve H":F'— M’ hareketlerinde H: F— M hareketi korunur, [3].
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2.4 Homojen Déniigiimler

Bir hareket bir lineer d6nﬁsﬁin degildir. Gergekten bir 3 Otelemesiyle x ve ;
gibi iki vektdriin toplaminin déniigtimii
-»> o - - -
. T(x,y)=x+y+d
olup, her vektdr ayri, ayr1 doniiglime tabii tutuldugunda
- - - - -
T(x)+T(y)=x +y+2d
olur. IR" hareketleri nxn matris doniisiimleriyle ifade edilemez. Aksi taktirde, IR™' de
h: Xp1 = 1, n-boyutlu hiperdiizlem tanimlansin. B8ylece h hiperdiizleminde kati hareket

yapildiginda IR™' de lineer doniisiimler meveut olur. h ile IR" géz 8niine alndiginda x
= (X1, X2, --. » Xn» 1), (n+1)-boyutlu vektdr igindeki her bir x = (X, Xz, ... , Xn), n-boyutlu

- -
koordinat vektoriiyle degiseceginden x = (x, 1) seklinde yazilabilir. Bdylece IR" de H
= (A ,D) hareketi, IR™' de T = (A,D) lineer doniigiimiiyle taumlanacagmdan

T @

olur. T = (A,:l)), (n+1)x(n+1) matrisine, H=(A, D) hareketiyle ifade edilen homojen

doniistim denir. (;, 1) koordinat vektoriine bagl olarak homojen terim n-boyutlu
projektif uzayda yorumlandi. (2.4.1) ile IR™' de tanumlanan doniisim h: xpq = 1
hiperdiizleminde ki bir kat1 hareketi ile ayn1 zamanda meydana geldi.

Iki hareketin bileskesi yani H = HH,, T = T; T, homojen d6niigiimlerin matris
carpmuyla verildi. I = (I,, 0) Ozdeslik hareketi olmak tizere I (n+1)x(n+1) birim
matrisidir. Ayrica ters hareketin homojen doniisimii T~ invers matrisiyle bulunur. ‘
Boylece homojen doniiglimlerin (n+1)x(n+1) cilimlesi bir matris grubu olugturur ve H(n)

ile g6sterilir.
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2.5. KURESEL HAREKET

Kiiresel hareketler 5 altbdliimde incclenmigtir. Kiirescl harekette koordinat
doniiglimii, - dSnme matrisinin karakteristik vektdrleri, Hamilton Cayley formiild,

Rorigues denklemi, Euler parametreleri ve kiiresel harckette donme déniistimiinden elde

edilen ylizeyin egrilikleri aragtiriinustir.
Koordinat Déniisiimii

F sabit ve M hareketli bir koordinat gatis1 olsun. XeF noktasinin M ye gore

hareketi

X =AY 2.5.1)

denklemiyle ifade edilir. Burada X ve Y matrisleri,x ve ;vektﬁrlerinin bilesenlerinden

- -
olugmus bir kolon matrisidir. Ayrica x ve y bir noktann, sirasiyla, F ve M ye gére yer

vektorleridir. (2.5.1.1) ifadesi icin

X'X=Y'ATAY=Y"Y (2.5.2)
elde edilir. Burada A"TA=AA'=I; olup A bir ortogonal matrisidir. Dénmeler

determinant1 1 esit olan ortogonal matrislerdir. Dénmelerin matris gruplar1 SO(3) ile

tanimlanir. Burada ki SO(3) iin dzellikleri 3 boliimde verildi.
(2.5.1) doniigiimii ik konumu F sabit ¢atisinda son konumu M hareketli

catisinda olan bir harekettir. Burada bir P noktast g6z oniine alindiginda bunun ilk

konumu x . ve son konumu y dir. Boylece P noktas: kiire {izerinde hareketli bir

noktadir.
A: F > M doniisimii A = Ry Ry R,, y,x,z koordinat eksenleri etrafinda

dénmelerin bir dizisi olarak elde edilir. Bu dizinin matris formu



cos@ 0 sinO|1 0 0 cosO0 sin® 0
A=| 0 1 0 O cosO sin@f—sin® cos® O
—sin® 0 cosOf|0 —sin® cosH 0 0 1

olur.

Dinme Matrisinin Karakteristik Vektorleri

Bir donme hareketi altmda konumu degismeyen hareketli cismin noktalarnin
ciimlesi

AY=Y

matris denkleminden elde edilir. Bu denklemi
AY =AY 2.5.3)

karakteristik deger polinomuna genisletildiginde, F in x koordinatlan M nin

;koordinatlmn A katma esit olur. Bu durumda A = 1 i¢in ¢6ziimler incelenecektir.

Simdi A nin karakteristik degerlerini inceleyelim:

Pa(A) =det(A-=AD)=0
ifadesi agilip gerekli iglemler yapilirsa
A%+ A%(an + ag + azs) - MMy + My + Maz) + det A=0

elde edilir. Burada M;; A dénme matrisinin i. satir ve i. siitun minériidiir. O halde

A2+ A2(an + ay +a3) — MMy + My + Mi) +1=0
olur. Burada M;; = a;; olarak alirsak bu denklem

AP+ AXay +apn t+ap)—Man taptap)+tl1=0

seklinde olur. Buradan A = 1 in bir kdk oldugunu kolayca gorebiliriz. Oyleyse

karakteristik polinom



A-DA* =A@y +ayn+ap-)+1)=0

dir. Bu denklemin diger kokleri kompleks oldugundan burada kompleks karakteristik
degerler iizerinde durulmayacaktir.

A =1 e karsilik gelen karakteristik vektor golrnak Uizere, bu vektdr yoniinde ki’

v= tg dogrusunun biitiin noktalar1 ddnme esnasinda sabit kahr, [6].

y
dénme eksent

Sekil (2.5.1)

Hamilton Cayley Formiilii

- - - -
Dénme agilt kenarlar1 x ve y olan eskenar dértgenin kdgegenleri x ~ y ve

; + ;olsun. Bu taktirde
X-V'X+Y)=0 | (2.5.4)
olur. Eger X+ Y=(A+D)Yve X-Y=(A-DY aliursa

X-Y=(A-DA+D'X+Y) (2.5.5)
dir. Buradan

B=A-D)@A+D" (2.5.6)



diyelim. B" = -B oldugundan B matrisi anti-simetrik matrisdir. Dolayistyla (2.5.6)

ifadesi bize Hamilton Cayley formiiliinii verir.
Hamilton Cayley formiiliiyle bir ortogonal matris ve bir anti-simetrik matris

tanumlar. Bunun terside dogrudur. Gergekten (2.5.6) ifadesini A icin ¢ozdiigiimiizde

A=0-de+B) (2.5.7)

elde edilir. (I — B) singiiler degildir. BSylece (2.5.7) ifadesi gergeklesir.

B anti-simetrik matris oldugundan b;;= 0, by = -bj; olur. Buna gore

0 =-b, b,
B=|b, 0 =b, (2.5.8)
~b, b, 0

bigiminde tanimlanur ve B nin elemanlar g= (b1, by, bs) vektoriiniin bilegenlerinden

olusur. u herhangi bir vektér ve bu vektére karsilik gelen kolon matrisi U olmak iizere

BU=bA u (2.5.9)

dir.

S
Cayley formiilii ile elde edilen B anti-simetrik matrisinin b vektorii A = 1 e

karsilik gelen A d6nme matrisinin karakteristik vektoriidiir. Gergekten bu vektor

A-DX=0 (2.5.10)

denkleminin ¢éziimiidiir. Eger A yerine (2.5.7) ifadesi yazilip gerekli islemler yapilirsa

BX=0 (2.5.11)

elde edilir. Béylece (2.5.9) ve (2.5.11) birlikte g6z 6niine alindiginda

_—
x=b

olur.
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Rodrigues Denklemi

D&nen cismin noktalarimin sabit ve hareketli ¢atiya gére koordinatlart arasinda
X-Y=BX+Y) (2.5.12)

bagmtis1 vardir. Burada B matrisi A ortogonal matrisine karsilik gelen anti-simetrik

matrisidir. Bu ifadeyi (2.5.9) yardimiyla

-

X—y=bAx +7) 2.5.13)

seklinde yazabiliriz. Bu denkleme Rodrigues denklemi denir ve g de Rodrigues

vektdridiir, [10].

(2.5.13) ifadesinden elde edilen x ve ; vektorleri yerine, sekil (2.5.2) de

- - -

goriilecegi gibi b ye dik diizlem tzerinde bunlarin izdistimii olan x° ve y’
- - - -

vektorlerini alahm. Boylece b ile x + y* vektorleri birbirine diktir ve x° — y* nin

normu

- >

* *
X +y

- -
*

x -y

-

b (2.5.14)

-> - - - - -

bagmtisiyla bulunur. x"+ y* ve x" — y' vektorleri tepe agis1 ¢ ve kenarlan x°, y°

olan eskenar dértgenin késegenleridir. Béylece

—_
L] »

X -y

tan(¢/2) = (2.5.15)

- -

» .
X +y

dir. (2.5.14) ve (2.5.15) birlikte gbz online alinirsa

—>

b||= tan($/2)

16



seklinde bulunur. ; = (Sx» Sy, Sz) vektori E boyunca birim vektér olmak iizere,
bi = tan(¢/2) sx , by = tan(¢/2) sy , bz = tan(¢/2) s, (2.5.16)

seklinde olur. b; ler b vektoriiniin bilesenleri olup B, anti-simetrik matrisinin
elemanlardir.

b donme ekseni’

Sekil 2.5.2

Euler Parametreleri

B matrisi ; birim vektdrii ve ¢ agismna bagh olarak
B =tan(¢/2) S

yazilirsa, (2.5.7) ifadesinde ki A ortogonal matrisi (S, ; vektoriiniin bilegenlerinden

olugan anti-simetrik matrisi)

A= (cos($/2) Ts — sin(#/2) S)"(cos(9/2) Ty + sin(9/2) S) 2.5.17)

seklinde yazabiliriz.

C = (cos(¢/2) I + sin(¢/2) S)

17



sabiti A nin Euler parametresidir. Buradan

co = cos(¢/2) , ¢y =sin(¢/2)sx , ¢z = sin($p/2)sy , c3 =sin($p/2)s,  (2.5.18)

dir. (2.5.17) ifadesindeki matrisin tersi

. »
[cos(¢/2) I3 — sin(¢/2) ST'= cos($/2) I5 + sin(¢/2)S + sin”(9/2) o
cos(¢/2)
seklinde bulunur. Bu son ifade C ile ¢arpilirsa
A =13 + 2 sin(¢/2) cos(¢/2) S + 2 sin’(¢/2)S? (2.5.19)
yada
A=I3+sind S + (1 — cosp) S (2.5.20)

elde edilir. Burada S ve S? sirasiyla anti-simetrik ve simetrik matrislerdir.

Kiiresel Harekette Donme Doniisiimiinden Elde Edilen Yiizeyin Egrilikleri

(2.5.12) veya (2.5.13) den

X1 —y1 = -(X2 + y2)bs + (x3 + y3)b2
X2 — Y2 = (X1 + y)bs — (x3 + y3)by (2.5.21)
X3—-y3=-(x; ty)b + (2 + y2)ba -

elde edilir. Ayrica

fix -y, x+y)=2a,x-y)x+y) (2.5.22)

i.j=1

formu yazilabilir, (2.5.21) (2.5.22) birlikte goz oOniine aluup, gerekli islemeler
yapildiginda
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s T

g(x+y,x+y)=

, ! 1

“(apyby ~ayby tagby —apb,)

¥ *
. Rypby 0yt —aghy tamhy baghy oanby)a T
Py i 2 \ ntn
xy +¥y || Tlagby tagby tag by ~apbsy) —apby +agb, Tlaggby —aj3by —amby tapb) jlxy Yy
2

x3 t¥3 1 2 Xy + Y3
! T(ayyby - A3by - ayby +agby) si3by —anb

T(ayyby ~agby +anby mapby),

matris formu elde edilir.

Burada x + y= 3 denirse matris formu
g(v,v)=VAVT (2.5.23)

bigiminde olur. Boylece
g(v) = (aznbs —anby) v+ (-aizbs + anbi) v2+(aysby — aybi) v3
| 1
+2[E(anb3 +a,by +ayb, —ay,b,) viva +"2‘(aubz —a,b, +a,b, —a,b,)vivs

1
+5(a,2b2 —a,,b, —a,b, +a,b)) vavi) (2.5.29)

kuadrik formu elde edilir. Bu formda a; 1<i,j<3 leri hesaplayalim. Bunlar hesaplamak

icin Euler parametresinden elde edilen (2.5.20) ifadesi g6z Oniine almarak A matrisinin

elemanlari,
— (b2+ b2 sin ¢ . a=—b sin ¢ . a=-bib sin ¢
an=(b; 3)-—-——-t 2/2 a2 1bzt 2/2 a13= —bibsy 22
sin s L2, SING sin ¢
=-b , ap=(b;+b , a3=-by b
l Ibztami;/2 a2 (b 3)tantl>/2 W 3tan(l>/2
sin ¢ sin ¢ s 42, SING
=-bb. , ap=-b b , a3=(b;+b;)———
ol ! 3tancb/2 o= bz 3taml)/2 as= (b, 2)tami)/Z

bulunur. Bu degerler (2.5.24) deki g( 3) kuadratik formunda yerine yazilirsa
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g(v)={(b2+ b2 )2 +(b2+ b2 )vi+(bI+ bl)v?

“2(bibz vive+ byby vivi+ b by vavs)] _sing (2.5.25)
tang/2

dir. Béylece (2.5.25) ile bir kuadratik ylizey elde etmis oluruz. Eger (2.5.25) ifadesinde

ki bj ler 1< <3 sy sy, s, birim vektorleri cinsinden ifade edilirse o zaman ylizeyin

denklemi

g(V)=[<V, V>~ (sv1 + 8yva + 5,v3)*] tan($/2) sing (2.5.26)

olur. Simdi (2.5.26) ifadesinin Gauss ve Ortalama egriliklerini hesaplayalim: Bunun igin

Tamm (1.14) ve Tanim (1.15) g6z 6niine alalim. Buna gére

Va=[2(v1, V2, V3) — 221 + $yv2 + 52v3) (S0 Sy, S2)] tan(d/2) sing (2.5.27)

seklinde olur. Vg nin normu

[Vg| =2 tan(¢/2) sing /< (v, V5, V3),(V1, V2, V3) > —(5, v, +5,V, +5,v;)[s
Vel =2 \/ g(v) tani;lsin ) (2.5.28)
olarak elde edilir. Burada ; =1 dir. Boylece

zZ= —————I————Vg

o .
2tan -
anzsmd)

Ve

v, —(8,V,+S,V, +8,V,)s
X = 2(xl y 2 sz,l’O
Vy—(8,V, +8,V, +5,V;)s,
(v; = (5,V, +8,V, +5,V3)8, )(V; = (5,V, +5,V, +5,V;)s,)

O, ,
y= v, — (s, v, +5,V, +szv3)sy

v, = (s, v, +s,v, +5,V,)8,)

olur. Burada s,v; + syvs + s,v3= u denirse
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(I1-s5,")-s,s,, s,8, +1-s.°,
Vv, —us, Vv, —us, v, —us,

v, —us, v, —us, v

Dyz = (- 5,5, —§,8,)

((vl - usx)(v3 - usz)

D,z= 5,8, = (v, —us,)s,s,,
v, ~us,
(v,-us }v,—-us) 2
' xnd 22 (I~s,)=(v, —us,)ss,,
v, —us,
(vi—us, )(vy-us,) 2
] : : : SyS, +(V, _usx)(l_sz ))
v, —us,

elde edilir. Bu degerler (1.1.1) ve (1.1.2) de yerine yazilirsa,

K=0

veé
. \/;3) tan($/2)sin ¢
g(v)
bulunur.
2.6. KATI HAREKET

Kati hareket 5 altb6limde olugmustur. Bu boliimde sirastyla kati harekette
koordinat doniigiimii, kat1 hareketin vida ekseni, Rodrigues vektorii, vida hareketinin

doniigiimiine karsilik gelen matris ve bu matrisin karakteristik vektorleri incelenmigtir.

Koordinat Déniisiimii

Bir noktanin F sabit ¢atisina ve M hareketli gatisina gére yer vektorleri sirsiyla x

ve y olsun. F ve M arasindaki bir kat1 hareket

X =AY +D _ (2.6.1)
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doniistimiiyle tammlanwr. Burada A ortogonal matris olup dénme matrisidir. D ise

- -S> o
Gteleme vektorii d nin kolon matrisi, X ve Y de x,y nin kolan matrisleridir.

Kati1 Hareketin Vida Ekseni

Kabul edelim ki hareketin dncesinde ve sonrasinda koordinatlar: degismeyen bir

-
nokta c olsun. ¢ noktasmnm F gatisia gore yer vektoril ¢ olmak iizere bu vektorii kolon

matrisi olarak kabul eden matris C dir. Buradan

C=AC+D veya (I-A)C=D (2.6.2)

denklemi elde edilir. (2.6.2.1) denklemi C ye gére ¢dziildiigiinde

C=—A-1)'D (2.6.3)

olur. Burada (A — I5) singiilerdir. Ciinkii 3x3 dénme matrisinin bir karakteristik degeri 1
dir. Dolayisiyla (2.6.3) denkleminin agikar ¢6ziimii yoktur. Béylece asagidaki yardimci

teorem ispatlanms olur.

Yardime: Teorem 2.6.1: Bir kat1 harekette sabit bir nokta yoktur, [2].

Buradan su sonucu verilebilir.

Sonug 2.6.1: Genel bir A nxn tipindeki dénme matrisinde, (A — I,,) matrisi n nin
cift degerleri igin singiiler degildir. Burada pol ad1 verilen bir tek sabit nokta vardir. n
tek degerleri igin A min karakteristik degerlerinden biri 1 esit oldugundan (A - I,) bu
anlamda singiilerdir ve burada sabit bir nokta yoktur,[2].

Bununla beraber bir kat1 harekette sabit noktalar yoktur. Burada vida ekseni adi

verilen bir sabit dogru vardir. Bu dogrunun konumu hareketin 6ncesinde ve sonrasinda

-

aymdir. Dogru {izerindeki her nokta dofru boyunca hareketlidir. Dogru ydniinde b

Rodrigues vektérii verildiginde hareketin dnme eksenidir.

b ye dik diizlem iizerinde Zi) oteleme vektoriiniin dik izdiisiimii d* olmak tizere
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(1-A)C=D (2.6.4)
denkleminin ¢éz{imiinii aragtiracagz.
f; ye dik diizlemde cevrilen ve E etrafinda ki donmelerle dijzlemsel hareketin

- - -
bir noktasi C ve yer vektorii ¢ olsun. Béylece L= ¢ +tb istenen dogrudur. Hareket bu

-
*

>
dogru boyunca bir pilir donmeye indirgenirse doniisiim boyunca ds=d-d’,

5= a-d' , M =—B— olur.
i

Cigin (2.6.4) {in ¢6ztimii ve (2.5.7) den

BC= —% (1-B)D’ (2.6.5)

elde edilir. Bu da (2.5.9) dan

- -
*

bac =——%(d‘~ bad’)

seklinde yazilabilir. Bu denklemi g ile vektorel garpima tabii tutup, <g 5 E’ > =( alirsak

c=lbad L4y - (2.6.6)
2 <b,b>
sonucunu elde ederiz.
Rodrigues Denklemi

Donmeler igin elde edilen Rodrigues denklemini L=z+tg vida eksenini
kullanilarak kat1 hareketler igcinde verebiliriz. C vida ekseni lizerinde bir nokta olmak
{izere Rodrigues denklemini elde etmede kullamlan yapr sekil (2.6.1) de goriilecegi gibi

- - -5

._*
x vey yerine CY veCX-8s vektorlerini aliriz.
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Boylece
(CX)-55 €Y =bA(CX-5s +CY) (2.6.7)
olur. Buradan

YX = bA(CX+CY) +5s (2.6.8)

bulunur. Buna genel bir kat1 hareketin Rodrigues denklemi denir.

Vida Hareketinin Doniisiimiine Karsilik Gelen Matris

Vida eksenin tammlanmastyla, bu eksen {izerindeki ddnlisim ve doénmeyle

H=(A, :i)) bareketi verilir. L vida ekseni olmak tiizere L boyunca § uzunlugu ve ¢ acilt
vida hareketine bagl olarak H hareketi belirtilir.

R -
Vida ekseni F sabit referans ¢atisinda L=c +t s dogrusu olsun. Burada s birim
> > >
vektér ve <c,s> =0 seklinde segilmigtir. ¢ dSnme agis1 verildifinde b=s tan(¢/2)

-
Rodrigues vektorii elde edilir. b nin bilesenleri B anti-simetrik matrisini olugturursa, A

dénme matrisi Cayley formiiliinden elde edilir.
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-

Eger vida ekseni F in orijininden gecerse c¢=0ve d=8solur ki hareket

H'=(A,5 s ) dir.

. Sayet vida ekseni orjinden gegmezse bu durumda c¢=#0 dir. F', c noktasinda

bulunan ve vida ekseni iizerine yerlestirilmis sabit referans gatisi olmak iizere F den F’
ye konumu T: F— F' déniigiimiiyle tammlanir ve T =(I, c¢) dir. Bu doniigtimle birlikte

H’—(A 6s) goz onune alndiginda H=TH'T" elde edilir. Buradan T™'=(l,- c) dir.
Boylece

H=TH'T"'=(I, ¢ )'(A, §5 )(I,- 0 }=(A, 85 ~A ¢ +¢) (2.6.9)
olur. Buradan g oteleme vektorii
D=3S+(I-A)C ’ (2.6.10)

bigiminde elde edilir. Bu hareketle elde edilen matris (A, 3) 4x4 tipindedir.

Vida ekseni H= (A, d ) kat1 hareketinde ifade edilen 4x4 homojen d6niigiimlerin
bir invaryant alt uzaymnda elde edildi. Oyleyse

A DJpr] [P A
=2 Tp=A 2.6.11

karakteristik deger probleminin ¢6ziimiinii bulalim. Bu problemin karakteristik

denklemi
(1-A)*(A*-2Acosdp+1)=0 (2.6.12)

dir. Boylece T nin karakteristik degeri A = 1 olup ¢ift koktiir. Diger kokleri ise‘
kompleks degerli olup bunlar A, ve A;" olsun. Bu iki kompleks degere karsiik gelen
karakteristik vektorler x=(x,0) ve x=(x’,0) olsun. A mn karakteristik vektorleri 3-
boyutlu oldugundan dérdiincii bilegsen 0 olacaktir.

A=1 karsiik gelen karakteristik vektSrii bulalim.
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(T-1) p=0 (2.6.13)

olup, buradan

A-1 D
0 0

(T-D %[

olur. O halde g=(g,0) T nin karakteristik vektSriidiir, Cilinkdi g, A nin karakteristik

vektoriidiir. Boylece (2.6.13) ifadesinin baska ¢6zlimii yoktur, yani T=(A,3) nin diger

karakteristik vektorleri mevcut degildir.

- ->
¢ =( ¢ ,1)vektorii géz Oniine almirsa

(T-)C=D-D*=5S (2.6.14)

olur.c=(c,l) ve s =(§,0) vektorleri V diizlemini gerer, yani T nin diger

- - -
invaryantlaridir. Béylece v=vic+v,s genel bir vektSriinli goz Oniine aldigimizda

(2.6.5.4) den

(T-D)V =(T-)(viC+v2S) = v;S

bagntis1 elde edilir. Sonug olarak
TV=V+v8S

- -

seklindedir. V nin v vektdrii T homojen doniigiimiiyle V nin bir diger vektoriine
5> o

doniigmiigtiir. Béylece V, T nin invaryantidir. Bu diizlem L=c +ts dogrusuyla IR? iin

x4=1 hiper diizlemine baglanmugtir. Bu dogru vida eksenidir. Her v vektoril

(T-I}(T-D) V=0

bagmtisiyla bulunur.
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3.BOLUM
HAREKETIN CEBIRSEL OZELLIKLERI

Bu béliimde bir hareketin cebirsel 6zellikleri aragtirilmugtir. Hareket igin norm,
bir hareketin tiirevi, hareket yardimiyla tanimlanan tanjant operatorleri incelenmistir.

Bir kati cismin hareketi

H:F->M

t — H(t)
stirekli doniisiimiiyle ifade edilir. Burada F sabit ¢atidir. M hareketli ¢atisimn konumu t
parametresi ile degisir. H(t) nin siireklilii H(t,) ve H(ty) gibi iki hareket arasmndaki
uzakhgmn bilyiikliigiidiir. Buradaki genel diigiince lineer doniisiimler igin gegerlidir.
Oyleyse uzay ve diizlem hareketlerini goz oniine aldigimizda buradaki doniigiimler

homojen doniistimlerle ifade edilir, [11].
3.1. Hareketler i¢in Norm

T bir hareketin nxn tipinde matrisi olsun. Bu matrisin biiyiikliigiinii bulmak igin

T yi olusturan elamanlar n-boyutlu vektérler olarak goz dniine alinabilir. BSylece

ty by by,
t,, t,, -t

T=| 77 |=[tts . t]
tnI tn2 “'tnn

matrisinin biytikliigii,

mag(T) = /.12 =,/Z|t3| (3.1.1)

dir, [11]. Burada |t;| n-boyutlu vektdr olarak gdzoniine alinan ve i kolonun

bityiikliigiidiir. Simdi T nin kolon vektérlerinin en biiyiik degerlisini géz6niine ahp
diger kolonlarin biiyiikliigiiniin buna esit oldugunu kabul edersek (3.1.1) yardimyla

asagidaki tamimu verebiliriz.
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Tanmm 3.1.1:

[Tl=vn max([t,]. (i=1. 2, ..., 0)= Vn [t (3.1.2)
formuliine hareketler i¢in bir norm denir, [11].
mag(T) ve ”T" arasinda
mag(T) < ||T” (3.1.3)
bagmtisi vardir.
S ve T matrisleri arasindaki farkin normu
|T~S|= Vnmaxt; —s,| = Vn|t, ~s;| (3.1.4)

seklinde tamimlanir. Burada t; ve s; (i = 1,2, ..., n) T ve S matrislerinin i inci kolonunun

n-boyuthu vektérleridir.

‘ Yardimer Teorem 3.1.1: Siirekli bir norm fonksiyonu agagidaki ozellikleri
saglar, {10].

) JarBi<jal+fe]
i [As]<[ajS
i) Jial = ja]

ispgt:
i) Uggen esitsizliginden

la; +b;| <[a;|+[b]

oldugundan
la; +by| <[]+ bi] <[] + D]

olur. Buradan da

|A+B|<|A]+|B]
elde edilir.
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ii) AB ¢arpiminm bir kolonunu Zbijai seklinde yazabiliriz. Bu kolonun
i=1

biiyukliigii tiggen esitsizliginden

o
< 2 [bsjes]
i=l1

ibijai
i=1

,+++,[a,|) vektorti ile B nin kolon vektril olan bj nin

olarak elde edilir. m= ([a,}|a,

(15j<n) i¢ carpimunda Schwartz esitsizligi kullaniirsa
Kb, m)| <|b;|m]

olur. Sonug olarak |m| < s/;|a,m| oldugundan

3 byas| < VD e 2 |

i,j=1

elde edilir. Dolayisiyla

laB] <|A]|B|
bulunur.
iif)
|ka;|=|k|[a;| , 1<i<n
oldugundan
k] = ¥ max(fka, ) = Vi maxcla = i mexa ) =]
olur.

Boylece yardimei teoremin ispat1 tamamlanmig olur.
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3.2. Matris islemlerinin Siirekliligi

Tanim (3.1.1) gézbniine allp: hareketlere karsiik gelen T ve S matrisleri
bilestirildiginde, bunlarin t; ve s; elamanlar1 da bilesir. T matrisinin ij elamam igin
x;(T)=t; olacak sekilde xu(T) fonksiyonunu gozoniine alalim. Aymi sekilde S igin de
Xii(S)= sij dir. T ve S nin ij inci elemanlar arasindaki farkin normu istenildigi kadar

kiiciik alinirsa bu elemanlar arasmdaki farkm mutlak degeri normdan o kadar daha

kiigik olacaktir. Bu anlamda bu fonksiyon siireklidir. Ciinki It g —Si| farki
|t,- —s; |m farkmna esit ya da daha kiigitktiir. Gegekten € ¢ok kiigiik bir pozitif say1 olmak

lizere
M=%y ) =[ty -5y <Vl -5, =|T-5] <e (3.2.1)

olur.
xij(T) ve x3(S) fonksiyonlar: siirekli oldugundan bu fonksiyonlarin toplama,

¢ikarma, bolme ve carpmmindan elde edilen fonksiyonlar da siireklidir. Oyleyse R=TS

stirekli fonksiyondur. Aymi nedenle detT ve T 'invers matrisi de siireklidir.

3.3. Matris Gruplar:

Yardimer Teorem 3.3.1.: nxn tipinde ve tersi mevcut matrislerin. climlesi bir

cebrik gruptur ve GL(n) ile gésterilir, [11].

ispat:
i) S ve T tersi mevcut iki matris olsun. Bu matrislerin ¢arpimindan elde
edilen matrisin determinant, sifirdan farkh olup tersi mevcuttur.
i) I, matrisi birim matris olup determinanti 1 e esittir.
. iii)  Buradaki matrislerin determinanti sifirdan farkli oldugundan nxn
matrislerinin tersi vardir.

Buda ispat1 tamamlar.
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Bu yardimci teoremden sunu diyebiliriz: Bu tip matrislerin olugturdugu cebrik
grup bir Lie Grubudur. Grup ve matris ¢arpimlari siirekli oldugundan GL(n) bir Lie

grubudur.
GL(n) nin alt ciimleleri de bir cebrik grup olup matris ¢arpimina gére alt
grupturlar. Burada GL(n) in iki alt grubu tizerinde duracagiz. Bunlar SO(n) ve H(n) dir.

Tanmm 3.3.1 (SO(n)): SO(n) nxn tipindeki dénme matrislerinin olusturdugu
gruptur. A nxn tipinde dénme matrisi AA™=I, ve det(A) =1 &zelliklerini sagladigmdan
SO(n) Lie grubunun alt grubudur. Ayrica A”'=AT oldugundan A nin inversi vardir ve
. det(I,) = 1 olacak sekilde birim matris mevcuttur. Diger taraftan A ve B tersleri mevcut,

determinantlar1 1 e esit olan iki matris ises ABeSO(n) de dir. Ciinkii

(AB)"(AB)=B"ATAB=B'B =],

olur, [11].
3-boyutlu uzayda dénmeler SO(3) grubuyla ifade edilir.

Tanmm 3.3.2 (H(n)): H(n) Homojen doniigiimlerin ciimlesinin olugturdugu
gruptur. Ozel olarak n=3 segilirse H(3) ile diizlemsel hareket, n=4 olursa H(4) ile de kat:
hareketlerin grubu ifade edilir,[11].

Simdi

A D
T=(A,D)= [ 0 1 ]

nxn matrislerinin ciimlesini gézoniine alalm. A, (n-1)x(n-1) tipindeki d6nme matrisi, D,

-

d Oteleme vektoriiniin bilegenlerinden olugmus (n-1)x1 tipinde bir matrisi ve 0 da
1x(n-1} tipinde bir sifir satir matrisidir.
T=(A1,D1) ve S=(A,,D,) matrislerinin ¢arpim

TS = (A Az, A; Do+ Dy)

seklindedir. Buradan (A;A;) (n-1)x(n-1) dénme matrisi ve (A;, D+ D;) de (n-1)x1

bigiminde bir matrisidir. Boylece H(n) nin elamanlarinin her c¢iftinin ¢arpim da H(n)
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nin elamamdir. 1, birim matrisi H(n) nin elemandir ve I, = (I.1,0) seklindedir. Burada
Iy birim donme matrisi ve 0 da n-1 boyutlu sifir vektoriinden olugmus kolon matrisidir.

Son olarak T=(A,D) tersi T"'=(A", A"D) olup buda H(n) nin elemanidir.
3.4. Bir Hareketin Tiirevi

Bir hareketin siirekli bir hareketi

T:IR — GL(n)
t > T@)
biciminde bir lineer doniigiimdiir. Eger hareket; diizlemselse T:IR—H(3), kiiresel
hareketse T:IR—>SO(3) ve kat1 hareketse T:IR—H(4) seklinde tammlamr. Boylece T(t)

ya diizlemsel ya kiiresel ya da kat1 harekettir.
Genellikle T:IR—GL(n) nin elemanlar1 reel parametreli siirekli fonksiyonlardir.

Boylece, bu matris fonksiyonunun tiirevi her elamanin tiirevidir, yani 'i‘(t) olur, [11].

T:IR—-GL(n) fonksiyonuna énemli bir 6rnek T(t)=K+tS dir. Burada K ve S nxn
tipinde matrislerdir. K tersi mevcut bir matris ve S de herhangi bir matris olup

singiilerde olabilir. GL(n) siirekliligi t nin kiigiik degerlerinde mevcut oldugundan K-+S

matrisinin tersi vardir. T(t) nin tiirevi basitge "i‘(t) =S olur. Ozel olarak T(t)=K+tEi
olsun. Burada E;, nxn tipindeki matrislerin vekt6r uzaymmn temel bazidir. Béylece tersi
mevcut olan doniistimlerin siirekli ctimlesinin tiirevi bir genel nxn tipinde matrisdir.

tjj(t) fonksiyonun her elemam

L(6)= ty(to)+(t- to) ti(t,)

tanjant dogrusunun t=to komsulugun da yakinsar. Aym zamanda

L(t)= T(to)+(t- to) T(t,) (3.4.1)

32



lincer denklemine T(tp) komsulugunda yakmsar. Boylece nxn tipindeki matrislerin

climlesi lineer uzayda gozoniine alindiginda T(to), T(t) nin tegetidir. Dolayisiyla ’i‘(to)

T(to) hareketinin t=t; noktasindaki tiirevidir.
3.5. Tanjant Operatorii

T:IR—>GL(n) matris fonksiyonu F de Y(t)=T(t)y noktalariin siirekli bir
ciimlesini olugturur. Burada y, 3x1 tipinde bir matrisdir. t=to da Y(t) nin tanjant

yoniindeki tiirevi ,
Y (to) = T(ty)y =(T(te) T (t0)) Y (to) (3.5.1)

seklinde elde edilir. Bu denklemden

T(t)= (T T'(®)TE® (3.5.2)

bulunur. Bdylece GL(n) tizerindeki tanjant operatorii bu matrisle gosterilir.

Simdi R(t) d6nme hareketinin tiirevi

R(t)= S R(t) (3.5.3)

olsur. Burada S sabit bir matris olup R(t) nin tanjant operatoriidiir. Eger R(0) = Ry

baslangi¢ kosulunu gézoniine alirsak bu durumda

R(t) = Roexp(tS)
(tS)*

= Ro(I + (tS) +T+g§')—3+~-) (3.5.4)

¢Ozlimiine sahiptir. Buda bir {istel seri agilimudur. Eger bu serinin P, ve Pny; kismi

toplamlari arasindaki farkin normu ahinirsa

(tS)n+l
(n+1)!

(3.5.5)

"P net ~ Py " =

elde edilir. Buradan
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[Pt = Pu] < l(t—ll%”l—il,, (3.5.6)

olur. t ve ||S] sabit degerler olup n sonsuza yaklastigimizda (3.5.6) ifadesi 0 yaklagr.
(3.5.3.) ifadesini Ry ile garparsak R(0)=l baslangi¢ kosuluna sahip olacaktir.
Boylece |
R(t)= exp(tS) (3.5.7)
olur. Buradaki déniisiimlerin ciimlesi
R(t)R(tz) = exp(t: S)exp(tsS)=exp((ti+1:)S) =R(t;+5) (3.5.8)

Ozelligine sahiptir. Dolaysiyla bu 6zellikteki dontistimler bir parametreli alt grup
olarak adlandirilir.
Lie carpmi tanjant operatorler iginde verilebilir. T ve S tanjant operatdrleri

arasmdaki Lie ¢arpinu
TxS =TS-ST

seklinde bir tanjant operatériidiir. Bu ¢arpim ile tanjant operatérlerinin vektdr uzayi

GL(n) grubunda Lie cebiri olugturur, [11].
3.6. SO(n) nin Tanjant Operatorleri

Dénme matrislerinin tanjant operatdrleri, GL(n) grubunda tammlandigt gibi
taimlanir. Bununla birlikte GL(n) nin tanjant operatéril olmayan SO(n) nin de tanjant
operatorit degildir, [11]. SO(n) nin tanjant operatdrleri AA™=I bagmtisindan bulunur. O

halde SO(n) tanjant operatérleri dsnme matrislerinden elde edilir. AA™=I bagntisinin

tiirevi

[ ] L] T
AAT+AA =0 (3.6.1)

elde edilir. Buradan
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AA"=(AAYD (3.6.2)
yazilabilir. Dolayisiyla
AAT=AAT=(AATY =Q (3.6.3)

olur. Bdylece SO(n) nin tanjant operat6rii anti-simetriktir. € matrisi A(t) dénme
matrisinin agisal hiz matrisidir.

Q sabit agisal iz matrisi verildiginde,
A ()= QA1) (3.6.4)

matris denkleminden dénmelerin 1-parametreli grubunu buluruz. Buradan
A(t)= exp(tQQ) (3.6.5)

'Ifadesi (3.6.4) in ¢Bziimidir. Ayrica A(0)=I dirr. Bu istel ifadeden W, Q ile

birlestirilmis vektor olsun. Buradan |[W|=w olmak tizere Q normali

Q=S (3.6.6)
seklinde bulunur. (3.6.5) ifadesini agik olarak yazarak (3.6.6) ifadesi (3.6.5) de
kullanirsak

A(t)= exp(tQ)= I+sin(ot)S+(1—cos(wt))S? (3.6.7)

elde edilir. Burada S matrisi, S birim vektoriiniin bilesenlerinden olugmus anti-simetrik
maris olup $*+S=0 dir. Bu da Q tanjant operatériiyle elde edilen W ekseni etrafinda ki
bir piir donme denklemidir. Bir bagka degisle t degiskenli ® sabit agisal hizhh W

“erafindaki cismin dénmesidir.
3.7. H(n) nin Tanjant Operatorleri:

SO(n) deki gibi burada da GL(n) nin tanjant operatorii olmayan H(n) nin de
tanjant operatorii degildir, [11]. Boylece
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Simdi H(n) nin bir parametreli alt grubu olan H(4) g6zdniine alindiginda

T () = ST(t) (3.7.2)

denklemi elde edilir. S=(Q,v) bir sabit matrisdir. (3.7.2) nin ¢6zlimii

T(t) = exp(tS) (3.7.3)

olur.

Kabul edelim ki t=0 aninda sabit ve hareketli ¢at1 ¢akigik, yani T(0)= I olsun Bu
durumda (3.7.3) iin bilesenlerini Vv lineer iz vektoriine gore ¢bzersek V*=CAw ve
kW= v—¥* olup bunlar sirasiyla w agisal hiz vektoriine dik ve paraleldir.

V*=Eawda V*=0 oldugundan v=kw dir. Buradan Q w =0 dir. Ayrica
g2 = Q0
0 1

T(t) = exp(tS) = {

olup,

exp(Qt) kﬁft}=[A(t) k‘mJ : (3.7.4)
0 | 0 1

elde edilir. Béylece A(t) Q nin iistel ifadesinden elde edilen donme matrisidir.
Simdi genel bir durumu g6z Oniine alalim. W agisal ve v lineer hizh T(t):F—>M
genel bir hareketin tanjant operatérii S olsun. Eger v *=¢ A w bagintisindan ¢ noktas1 F

¢atismin orijiniyse ve S’ de F' niin tanjant operatérii ise bu durumda v ve w kolineer
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olur. H: F—» F’' koordinat doniigiimiinden H=(I,C) olsun. Bu doniisim ve S'
operatdriinden, (3.7.3) ifadesi
T(t) = Hexp(t S"H! (3.7.5)

olur. Bunu agarsak

I CTA@) kwmt]I -C] [A@®) kwt+(I-A(t)C
T(t)=[0 1][ (()t) :Vt][o 1]=[ (()t) WH(l v )] (3:7.6)

elde edilir. Bu sonug¢ (2.6.10) ifadesiyle karsilagtinldiginda genel bir vidanin istel
doniigtimii bir piir vida hareketi tanimlar. Béylece t parametreli bu hareket ¢ boyunca w
yoniindeki dogru etrafinda |[W]|=w agisal hizh dénme olusturur ve kW lineer hiz1 bu

dogru tizerindedir, [11].
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