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OZET

Bu calismada, asimetrik normlu lineer uzaylarda kompaktlik, 6n kompaktlik ve diger
kompaktlik tiirlerine iliskin yapilan makaleler incelenmistir. incelenen makalelerde,
asimetrik normlu uzaylarda kompakt kiimeler 6,(0) := {z € X : ¢(x) = 0} kiimesi
kullanilarak karakterize edilmistir. (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzayinda bir K alt
kiimesinin ¢-kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosulun K + 6,(0) kiimesinin ayni
topolojiye gore kompakt olmasi1 gerektigi ispatlanmistir. Bu sonugtan yararlanarak ¢
asimetrik normu yardimiyla tanimlanan asimetrik normlu lineer uzaylardaki g-kompakt
kiimeler, ¢ yardimiyla X {izerinde tanimlanan (X, ¢*) normlu uzaymdaki ¢° -kompakt
kiimeler ile iligkisi baglaminda ele alinmustir. 6,(0) kullanilarak, g-kompakt ve ¢° -
kompakt kiimeler arasindaki iliskiye dair sonug verilmistir. Sonlu boyutlu asimetrik
normlu uzaylarda kompaktliga iliskin sonuglar 6zel olarak incelenmistir.

S6z konusu ¢aligmalarda, tanimdan ¢-6n kompakt kiimelerin g-sinirli oldugu, fakat

q-kompakt olmayabilecegine dair 6rnek verilmistir. Ayrica, ¢-6n kompakt kiimelerin

sonlu toplaminin, sonlu birlesiminin ve ¢-6n kompakt bir kiimenin konveks zarfinin

yine ¢-6n kompakt oldugu gosterilmistir. Bir A kiimesinin ¢-6n kompakt olmast i¢in

gerek ve yeter kosulun ¢! -kapanisinin ¢-6n kompakt olmas1 gerektigi ispatlanmustur.

Incelenen makalelerde ayrica (X, ) asimetrik normlu lineer uzaym her giiglii g-kompakt
alt kiimenin ¢- kompakt oldugu ispatlanmis, fakat g-kompakt bir kiimenin gii¢lii ¢-
kompakt olmak zorunda olmadigina dair 6rnek verilmistir.

Asimetrik normlu uzaylarda kompaktligin karakterizasyonu i¢in incelenen makalelerde
sag smirlilik kavrami gibi ek kosullar tanimlanmis, ayrica ¢~ ' asimetrik normu ve ¢°
normundan yararlanilmistir ve asimetrik normlu uzaylarda kompaktligin normlu uzay-
lardaki kompaktliktan farklilik gdsterdigi ortaya konmustur.

Anahtar Kelimeler: Asimetrik Norm, Kompakthk, On Kompakthk, Banach Kafes-
leri, Topolojik Vektor Uzaylar.



ABSTRACT

In this study, articles about compactness, precompactness, and other types of compact-
ness in asymmetric normed linear spaces are reviewed. In the reviewed articles, com-
pact sets in asymmetric normed spaces are characterized using the set 6,(0) := {z €
X : g(x) = 0}. It has been proven that for a subset K in the asymmetric normed linear
space (X, q) to be g-compact, it is necessary and sufficient that the set X + 6,(0) is
compact with respect to the same topology. By using this result, g-compact sets in asym-
metric normed linear spaces are investigated in relation to the ¢°-compact sets in the
normed space (X, ¢°) . Using the set 6,(0) , a result regarding the relationship between
q-compact and ¢°-compact sets is presented. Compactness results in finite-dimensional
asymmetric normed spaces are also examined in detail.

In the reviewed studies, it is shown by using the definition that g-precompact sets are
g-bounded, but an example is provided to show that they may not be g-compact. More-
over, it is proved that the finite union and finite sum of g-precompact sets, as well as
the convex hull of a g-precompact set, are also g-precompact. It is proven that a nec-
essary and sufficient condition for a set A to be g-precompact is that its ¢! -closure is
g-precompact. The reviewed articles also show that every strongly g-compact subset
of an asymmetric normed linear space (X, q) is g-compact; however, an example is
provided to show that a g-compact set need not be strongly g-compact.

To characterize compactness in asymmetric normed spaces, the reviewed articles in-
troduces additional conditions such as the concept of right boundedness and uses the
asymmetric norm ¢! and the norm ¢°. It has been shown that compactness in asym-
metric normed spaces differs from compactness in normed spaces.

Keywords: Asymmetric Norm, Compactness, Precompactness, Banach Lattices,
Topological Vector Spaces.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Pozitif reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Terimlerinin mutlak degerlerinin en kiigiik iist sinir1 bir reel say1 olan
tiim say1 dizilerinin olusturdugu kiime

Terimlerinin mutlak degerlerinin toplami sonlu olan tiim say1
dizilerinin olusturdugu kiime

A kiimesinin konveks zarfi

A kiimesinin, ¢ asimetrik normu tarafindan tiretilen topolojideki ka-
panist

X



1. GIRIS

Matematigin temel dallarindan biri olan Fonksiyonel Analiz, 6zellikle normlu uzaylar,
operatdr teorisi ve yakinsaklik kavramlar: {izerine yogunlasarak modern matematigin
bir¢ok alaninda 6nemli uygulamalara sahiptir. Bu alanda, fonksiyon dizilerinin yakin-
saklig1, kompaktlik ve stireklilik gibi kavramlar, 19. yiizyilin baslarindan itibaren de-

rinlemesine incelenmistir.

Asimetrik normlu uzaylar, klasik normlu uzaylarin bir genellemesi olup, fonksiyonel
analizde ve topoloji alaninda 6nemli bir arastirma konusudur. Norm fonksiyonunun
simetrik olma zorunlulugunun kaldirilmasiyla elde edilen bu uzaylarda, yakinsaklik,
kompaktlik ve stireklilik gibi kavramlar klasik normlu uzaylara kiyasla farkli 6zellik-
ler gostermektedir. Bu farkliliklar, asimetrik normlu uzaylarin yapisinin daha iyi an-
lagilmasini saglamak ve bu uzaylarda gegerli olan temel teoremleri aragtirmak i¢in yeni

yontemler gelistirilmesini gerektirmistir.

Asimetrik normlu uzaylarda kompaktlik kavrami, normlu uzaylarda oldugu gibi kapali
ve sinirh kiimelerle dogrudan iliskilendirilmemektedir. Ozellikle, bu uzaylarda kom-
paktligin belirlenmesi igin farkli kriterlerin tanimlanmasi gerekmektedir. Son yillarda
yapilan ¢alismalar, bu tiir uzaylarda kompakthigin karakterizasyonunu saglamak i¢in
farkli yontemler gelistirmistir. Stefan Cobzas 1n ¢aligsmasi [1], asimetrik normlu uza-
ylarm yapisini anlamaya yonelik 6nemli katkilar saglamis, bu uzaylarda topolojik ve
analitik 6zelliklerin nasil degistigine dair 6nemli sonuglar ortaya koymustur. Ayrica,
C. Alegre, 1. Ferrando, L.M. Garcia-Raffi, E.A. Sanchez Pérez [2] tarafindan yapilan

caligmalar, asimetrik normlu uzaylarda kompaktlik kavramina dair detayli incelemeler

sunarak, klasik normlu uzaylardan farkli olarak yeni karakterizasyonlar dnermistir.

Bu tez ¢alismasinda, asimetrik normlu uzaylarda kompaktlik kavrami ele alinarak, bu
uzaylarda kompaktligin temel 6zellikleri ve karakterizasyonlar1 incelenmistir. Ozel-
likle, literatiirde onerilen yaklagimlar goz Oniine alinarak, bu uzaylardaki kompaktlik
kosullar1 detaylandirilmis ve klasik normlu uzaylarla olan temel farkliliklar vurgulan-
mistir. Calisma, asimetrik normlu uzaylarin daha iyi anlagilmasina katki saglamay1 ve

bu alandaki mevcut literatiire yeni bakis agilar1 kazandirmay1 amaglamaktadir.



2. ASIMETRIK NORMLU UZAYLAR

Bu béliimde tezde kullanilan temel kavramlar verilecektir. Ilk olarak sézde metrik
tanimi1 yaparak baslayacagiz.
Tamm 2.1: [1] X bostan farkl bir kiime olsun. d : X x X — [0, 00) fonksiyonuna

her z,y, z € X igin

i) d(z,y) > 0ved(xz,z) =0

i) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y)

it) d(z,y) = d(y,z) =0=>z =y

kosullarini gerceklerse X kiimesi iizerinde tanimli bir szde metrik denir. (X, d) ikili-

sine ise sozde metrik uzay denir.

(X, d) sdzde metrik uzay olmak iizere her z,y € X igin d'(x,y) = d(y, z) seklinde
tanimli ! fonksiyonu da X iizerinde bir s6zde metrik tanimlar ve d nin eslenigi olarak
adlandinlir. Her z,y € X i¢in d*(z,y) = maz{d(z,y),d *(z,y)} fonksiyonu X
tizerinde bir metriktir.

Tanmm 2.2: [1] X kiimesi tlizerinde d s6zde metrigi tanimlanmis olsun. Bu uzayda

By(z, ) agik yuvart ve By[z, ] kapali yuvart sirastyla
By(z,6) = {y € X : d(z,y) < <},
Bylz,el ={y € X : d(z,y) < ¢}

seklinde tanimlanir.

X kiimesi iizerinde d s6zde metrigi tanimlanmis olsun. Bu durumda

B, = {By(z,e) : e > 0}
ailesinin, x noktasinin bir esas komsuluklar ailesi oldugu
T={GC X :Vx€@G, Je, >0, By(r,e,) C G},

X kiimesi iizerinde bir topolojidir.



(X, 74) topolojik uzay1 Ty-uzayidir. Yani her z,y € X (x # y) i¢in bir G C X agik
kiimesi

(reGvey¢ G)veya(x ¢ Gvey € G)

saglanacak sekilde bulunabilir.

Ornek 2.3: [1] (Sorgenfrey dogrusu) Her z,y € R i¢in

y—x,x <y ise
d(x,y) =
1, z>vy ise

seklinde tanimlanan d fonksiyonu R {izerinde bir s6zde metriktir.

U, = {[z,z+¢): 0 < e < 1} ailesi, 74 topolojisi igin = € R noktasindaki komsuluk

tabanin1 olusturur.

U, = {(z —e,2], 0 < ¢ < 1} ailesi, x noktasinin 75-1 komsuluklarinin bir tabanini

olusturur.

Asimetrik normlu uzaylar, normlu uzaylarin bir genellestirmesi olup, temel farklari
norm fonksiyonunun asimetrik olmasidir.
Tamm 2.4: [2] X bir reel vektor uzay1 olsun. Eger ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her

2,y € X ve a > 0 igin

(D g(z) = g(-2) =0 &2 =0
) g(ax) = aq(z)

3)a(z +y) < q(z) +q(y)

kosullarim1 gerceklerse bu fonksiyona X kiimesi tizerinde taniml bir asimetrik norm

denir. Bu durumda (X q) ikilisine asimetrik normlu uzay denir.

X lizerinde tanimli ¢ asimetrik normu kullanilarak ¢! (z) = ¢(—=z) seklinde tanim-

' X — [0,00) fonksiyonu da bir asimetrik normdur. Ayrica ¢*(z) =

lanan ¢~
maz{q(x),q ' (x)} ile tanimlanan ¢* : X — R fonksiyonu X iizerinde uzayinda bir
norm tanimlar. Her z,y € X i¢in asimetrik normlar i¢in q(x) < ¢*(z) ve ¢ ! (z) <

q°(z) gergeklesir.

Her asimetrik normlu uzay bir sozde metrik uzaydir. Ciinkii (X, ¢) bir asimetrik normlu

uzay ise her z,y € X i¢in

dy(,y) = qly — )



seklinde tanimli d, fonksiyonu X {izerinde bir sozde metrik tanimlar. Dolayisiyla
(X, q) asimetrik normlu uzayinda, her z € X ve ¢ > 0 olmak iizere yuvarlar i¢in

asagidaki notasyonlar kullanilacaktir:
By(z,e) ={y € X :q(y —z) <¢}
Bylv,el ={y € X : q(y —x) < ¢e}.

Benzer tanimlar (X, ¢~!) asimetrik normlu lineer uzay igin verilebilir.

(X, q) asimetrik normlu uzay ise X iizerinde
B, = {By(z,e) : e >0}
ailesinin, x noktasinin bir esas komsuluklar ailesi oldugu
7,={GC X :VoxeqG, 3¢, >0, By(z,e,) C G}

topolojisi tanimlanir. (X, 7,) topolojik uzay1 Tp-uzayidir. Birbirinden farkli z,y € X
noktalari i¢in x — y # 0 oldugundan asimetrik norm tanimindan ¢(z — y) > 0 veya
q(y — x) > 0 gergeklesir. Genelligi bozmaksizin g(z — y) > 0 oldugunu varsayalim.
Bu durumda 0 < ¢ < ¢(z — y) segilirse © € B, (z, <) fakat y ¢ B,(x,¢) saglanir. Yani

(X, 7,) topolojik uzaymin Ty-uzay1 oldugu gosterilmis olur.

Benzer sekilde, (X, ¢) asimetrik normu verildiginde eslenik ¢! asimetrik normu kul-
lanilarak X iizerinde iiretilen topoloji 7,1 ile, ayrica X iizerinde liretilen ¢° normunun

tirettigi topoloji 7,4+ ile gosterilecektir.

Eger bir kiime ¢ (veya ¢°) tarafindan {iiretilen topolojiye gore kompakt ise kiimeye ¢-
kompakt (veya ¢°-kompakt) diyecegiz. Ayn1 sekilde g-acik ve ¢g-kapali kiimeler (veya

q°-acik ve ¢°-kapal1 kiimeler) kavramlarin kullanacagiz.

B,(x,¢) yuvart g-agiktir. Clinkii y € B, (z,¢) i¢in r = ¢ — ¢(y — =) > 0 olmak lizere
B,(y,r) C By(x,¢) saglanir. B[z, ] kiimesine, x merkezli ¢ yarigapli kapali yuvar
denir. Fakat genelde bu kiime g-kapali degildir. Bunun i¢in Ornek 2.5 incelenebilir.
B, |z, ] yuvar1 ¢~ '-kapalidir. Bu ifadeyi ispatlamak i¢in y ¢ B,[z, ] almsin.

q(y—x) > eoldugundan r = ¢(y—x)—e > 0 i¢in B,-1(y,r) N B,lx, €] = () esdeger
olarak B -1(y,r) C X\B,[z,¢] saglanir. Ciinkii z € B,-1(y,r) N By[x, €] olsa, bu

durumda
qy—z)<qly—2)+qiz—2)=q¢ '(z—y) +q(z—z) <r+e=qly — )

4



celiskisi elde edilirdi. Dolayisiyla X\ B[z, €] kiimesi ¢~ '-a¢ik oldugundan B[z, €]

yuvari ¢~ -kapali bulunur.

(X, q) asimetrik normlu uzayinda, ¢(z) < ¢*(z) ve ¢~ (z) < ¢*(z) oldugundan
Bys(x,e) C By(z,e) ve Bys(z,e) C By-1(z,¢)

kapsamalar gergeklesir. Sonug olarak 7, topolojisi, 7, ve 7,1 topolojilerinden daha
incedir.

Ornek 2.5: [1] Reel sayilarda u(a) = a* := max{a, 0} bir asimetrik normdur. Bu
durumda a € Riginu!(a) = a™' := max{—a,0} ve u®(a) = |a| seklinde tanimlanir.
u tarafindan iiretilen 7, topolojisine R nin {ist topolojisi, v ! tarafindan iiretilen 7,1
topolojisine R nin alt topolojisi denir. 7, topolojisine gére {(—oo, a+¢) : € > 0} ailesi,
x noktasinin bir komsuluk tabanidir. 7,1 topolojisine gore ise {(a — €,00) : ¢ > 0}

ailesi x noktasinin bir komsuluk tabanidir.

7, topolojisinde B, [x,¢| = (—o0, x + €| kapal1 yuvari agik degildir. Ciinkii

(x 4+ &,00) ¢ T, gerceklesir.

Bu uzayda toplama islemi, (R x R, 7, x 7,) uzaymdan (R, 7,,) uzayma siireklidir. An-

cak ¢arpma islemi, herhangi bir (a, 5) € R x R noktasinda siirekli degildir.

Toplama isleminin siirekliligi dogrudan kanitlanabilir. Son ifadenin dogrulugunu gérmek
icin, & > 0 olmak tizere af nin V = (—o0,af5 + ¢) 7,-komsulugunu géz oniine
alalim. Yeterince biiylik n € N i¢in —n, « ve  nin 7,-komsuluklarina aittir fakat

n? = (—n)(—n) ¢arpim1 V ye ait degildir.

Genel olarak, asimetrik bir norm tarafindan iiretilen topoloji 7 ancak 7T} degildir. Gergek-
ten de, Ornek 2.5 teki (R, u) uzaymin Ty oldugu ancak —1 in, 1 in her komsuluguna

ait oldugu goriiliir.

Asimetrik normlu uzaylarda toplama islemi daima siirekli fakat skalerle carpma islemi
stirekli degildir. Ancak negatif olmayan skalerler ile ¢carpma iglemi stireklidir.
Lemma 2.6: [3] (X, ¢) asimetrik normlu uzay olsun. R* U {0} iizerinde Oklid topolo-
jisi varsa (p, x)—pe ile tammli (R U {0})x X — X fonksiyonu siireklidir.

Ispate > 0 ve (u,z) € (R* U{0}) x X olsun. ;¢°(z) < £ saglanacak sekilde

01 > 0 vardir. g > 0 oldugundan 0, := $(u + 61) bigiminde tanimlanirsa d; > 0 olur.



|A — p| < 01 saglayan A > 0 ve y € B,(x, 2) i¢in
q(Ay — pz) = q(A\y — Az + Az — px)
< q(Ay = Az) + g(Ax — px)

< My — @) + ¢*(Ax — p)

g
< 6) — A —ulg®
(n+ 1)2(u+51)+| ©lg’ ()
£ s €L E_
<§+(51‘q(95)<2—|—2 €

gerceklesir. Boylece negatif olmayan skaler ile ¢arpma isleminin siirekli oldugu gos-

terilmis olur. O

(X, ¢) bir asimetrik normlu uzay ve (z,,), X de bir dizi olsun. 7, topolojisine gore (z,,)

dizisinin z ¢ yakinsamasi x,, — x ile gosterilip asagidaki sekilde tanimlanir:
Tp > 1 & gz, —2) = 0.
Benzer sekilde ¢! icin,
=il

oD req (e, —2) =0 q¢x—1x,) =0

seklinde tanimlanir [1].

2.1. Asimetrik Normlu Uzaylarda Kompakt Kiimeler
(X, q) asimetrik normlu lineer uzay ve x € X olmak tizere
Oy(2) = {y € X :dy(z,y) = q(y — 2) = 0}
kiimesi tanimlanir. Ozel olarak = = 0 almirsa;
0,(0) = {y € X : dy(0,y) = gq(y) = 0}

kimesi elde edilir [4]. Normlu uzaylarda 6,(z) = {z} ve 6zel olarak 6,(0) = {0}
gerceklendigi kolayca goriilebilir. Asimetrik normlu uzayda ise asimetrik norma bagh

olarak farkli kiimeler elde edilir. Ornegin, Ornek 2.5 deki asimetrik normlu uzay igin
6u(x) = {y € R : uly — x) = mazfy — 2,0} = 0} = (00,4,

ozel olarak 6,(0) = (—o0, 0] bulunur.



Simdi 6,(x) kiimesine dair [4] nolu ¢aligmalarda verilen birkag¢ gozlemi ifade edip is-

patlayacagiz.

6,(x) kiimesinin (X, 7,-1) asimetrik normlu uzayinda {z} kiimesinin kapanis1 oldugu
goriilebilir.

y € 0,(x)ise q(y — x) = 0 yani ¢~ ' (z — y) = 0 ve her ¢ > 0 reel sayis1 i¢in

¢ '(z—y) < e,birdiger deyisle here > 0i¢inx € B,-1(y, ) gergeklesir. Bu durumda
y, {2} kiimesinin 7,-1 asimetrik normlu uzaydaki kapanisina ait olur. {z} kiimesinin

7,~1 uzayindaki kapanisina ait her noktasinin 6,(z) e ait oldugu kolayca gosterilebilir.

(X, q) asimetrik normlu uzaymin 77 —uzay1 olmast i¢in gerek ve yeter kosul

6,(0) = {0} olmasidir. Bu ifadeyi ispatlamak i¢in ilk olarak (X, ¢) bir 77 —uzayi fakat
6,(0) # {0} olsa, bu durumda = # 0 olacak sekilde bir = € 6,(0) var oldugunu
gozlemleyelim. X, 77— uzay1 oldugundan oyle bir g > 0 vardir ki x ¢ B, (0,¢)
gergeklesir. Yani g(x) > £y olmast anlamina gelir, bu ise ¢(x) = 0 olmast ile gelisir.
Dolayisiyla (X, g) bir T; — uzay1 ise 6,(0) = {0} bulunur.

6,(0) = {0} fakat (X, ¢), T — uzay1 olmadig1 durumda birbirinden farkli 6yle z, y € X

noktalart vardir ki her ¢ > 0 igin y € B,(x,¢) gergeklesir. Yani

qly—x)<e (Ve>0)=q(y—2)=0

ve 0,(0) = {0} kabul ettigimizden y — = = 0 yani y = =z ¢eliskisi elde edilir. Sonug
olarak 6,(0) = {0} ise (X, ¢) uzay1 T; — uzay1 bulunur.

Her z,y € 6,(0) ve o > 0 i¢in ax € 6,(0) ve z +y € 6,(0) gergeklendigi asimetrik
norm Ozellikleri kullanilarak kolayca goriilebilir. Sonug olarak 6, (0) konveks konidir.

Lemma 2.7: [4] (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzay ve A C X olsun. Burada

A4+0,0)={z€eX:z=a+y, x € Avey € 6,0)}

olmak tlizere

| bulx) = A+ 6,(0)

z€A

esitligi gerceklesir.



Ispat.z € |J,c,04(x) olsun. Bu durumda dyle bir z € A vardir ki ¢(z — z) = 0

gergeklesir. z — x = y yazilirsa z = x + y ve y € 6,(0) elde edilir.

Budurumda z = v +y € A + 6,(0) dir. Boylece J, ., 0,(z) C A+ 6,(0) oldugu
goriliir.

Ters kapsamay1 gostermek i¢in w € A + 6,(0) olsun. Bu durumda 6yle bir z € A ve
y € 0,(0) vardir ki, w = = + y yani w — x = y bulunur. Bu durumda ¢(w — x) =

q(y) = 0 gergeklesir. Boylece w € 6,(x) ve w € |J, 4 04(2) bulunur. Buradan

A+0,(0) | 0y(2)

€A

kapsamasi elde edilir. Dolaystyla | J, .4 0,(z) = A + 6,(0) elde edilir. O

Lemma 2.8: [4] (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzay ve = € X olsun. Bu durumda
By(z,€) = By(z,€) + 04(0)

esitligi gerceklesir.

Ispat.z € By(x,¢) + 0,(0) olsun. Bu durumda &yle bir y € B,(z,¢) ve w € 6,(0)
vardir ki z = y + w dir. O halde

q(z—1)=qly+tw—2) <qly—2)+qw) <e+0=c¢

saglanir. Bu durumda z € B, (z, ) ve dolaysiyla B, (z,¢) + 6,(0) C B,(z,¢) oldugu
gOriiliir.

0 € 6,(0) veher x € By(z,¢) eleman1 x = 2 + 0 seklinde yazilabildiginden
By(z,e) C By(x,e) + 6,(0)

gergeklesir. Sonug olarak B, (z,e) = B,(z,¢) + 6,(0) esitligi elde edilir. O

Lemma 2.9: [4] (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzay ve A kiimesi X in agik bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda

A=A+6,0)

esitligi saglanir.



Ispat. A C A+ 0,(0) oldugu kolayca gbriilebilir ¢iinkii 0 € 6,(0) dir. Kapsamani
tersini gostermek i¢in z € A + 6,(0) alinsin. Bu durumda dyle bir x € A ve y €
6,(0) vardir ki z = z + y yazilabilir. A acik bir kiime oldugu i¢in B,(z,c) C A
gergeklenecek sekilde bir ¢ > 0 reel sayist vardir. Bir 6nceki lemmadan B, (z,¢) =

B,(z,¢) + 6,(0) esitligi bilindiginden z € A bulunur. O

Lemma 2.10: [4] (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzayinda {A; : i € I} kiime ailesi

verilsin. O halde

Ui +6,0) = (U A) +6400)

el el

gergeklesir.

Ispat.x € ;o (Ai 4 64(0)) ise enaz biri € I i¢inx € A; + 6,(0) gergeklesir. Bu

durumda uygun bir z; € A; ve z € 6,(0) i¢in © = x; + z yazilabilir. z; € J,.; Ai ve

i€l
r = x; + z oldugundan x € (|J,.; Ai) + 04(0) bulunur.

z € (U,e; Ai) +6,4(0) ise bu durumda uygun bir i € I igin z; € 4; ve z € 6,(0) i¢in
r = x; + z yazilabilir ve x € | J,;(A; + 6,(0)) bulunur. O

Onerme 2.11: [4] (X, q) asimetrik normlu lineer uzay ve K C X olsun. K kiimesinin
7, topolojisine gore kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K + 6,(0) kiimesinin

ayni1 topolojiye gore kompakt olmasidir.

Ispat. K kompakt ve {A; : i € I} ailesi K + 6,(0) m herhangi bir agik &rtiisii olsun.
Her A; agik oldugundan Lemma 2.9 nedeniyle

A; = A +0,(0)
esitligi saglanir. Lemma 2.10 dan
K +0,0) < (JA:) +6,0)
iel
bulunur. K kompakt oldugundan, K nin K C (J;.; A4; saglayan {A; : j € J C I}
sonlu alt drtiimii vardir. Lemma 2.10 tekrar uygulanirsa K +0,(0) C U, ,(A4;+6,4(0))
elde edilir. Buise {A; + 60,(0) : j € J C I} kiimesinin K + 6,(0)’1n sonlu bir alt

orttisii oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla K +-6,,(0) kompakt bulunur. Simdi K +6,(0)
kompakt olsun. K nin herhangi bir {A; : i € I} agik ortiisti igin {A; 4+ 6,(0) : i € I}



K + 6,(0) 1n bir agik ortiistidiir. K + 6,(0) kompakt oldugundan bu ortiiliisten sonlu
{A; +6,(0) : j € J C I} sonlu alt ortiisii elde edilir. Lemma 2.10 dan
K +0,(0) € | J 4; +06,(0) = K c | ] 4,
jeJ jeJ
ve {A; :j € J C I}, Knin{A; :i € I} acgik ortiisiiniin bir sonlu alt ortiisii olarak

elde edilir. Boylece K kompakt bulunur. O

Sonug 2.12: [4] K, C K + 6,(0) kapsamasi gergeklensin. Eger K + 6,(0) kompakt
kiime ve K¢ + 6,(0) = K + 6,(0) ise, bu durumda K, da kompakt kiimedir.

K kiimesi (X, ¢°) in kompakt bir kiimesi ise, bu durumda K + 6,(0), (X, ¢) nun kom-

pakt bir kiimesidir.

2.2. Sonlu Boyutlu Asimetrik Normlu Uzaylar

(X, ¢) bir asimetrik normlu lineer uzay ve A/ C X olsun. 7, yardimiyla M iizerinde
tanimlanan alt uzay topolojisi kompakt ise M kiimesine bu topolojik uzayda kompakttir

denir.

Bir M C X kiimesi, igerdigi her dizinin, limiti yine M de olan yakinsak bir alt diziye
sahip olmasi durumunda kompakt olur.

Lemma 2.13: [4] (X, ||.|]), {e1, ..., €, } tabanina sahip sonlu boyutlu lineer uzay olsun.
X de (), dizisinin z = Aje; + Azea + ... + Aney,’e yakinsamasi igin gerek ve yeter
kosul her i = 1,2, ..., nigin (x), .y dizisinin i-inci koordinat dizisinin Oklid normuna

gore \; ye yakinsamasidir.

Sonlu boyutlu lineer uzaylarda dizilerin yakinsakligina iliskin sonug¢ asimetrik normlu
lineer uzaylar i¢in agsagidaki teorem yardimiyla genellestirilmektedir [4].

Teorem 2.14: [4] (X, q), {e1,...,e,} tabanina sahip sonlu boyutlu bir 7} asimetrik
normlu lineer uzay olsun. Bu durumda X de (x}),.y dizisinin ¢ normuna gore v =
Arer + Ages + ... + e, € yakinsamasi igin gerek ve yeter kosul her i = 1,...,n igin

() ey NN i-inci koordinat dizilerinin Oklid normuna gore \; ye yakinsamasidur.

Ispat.Oncelikle i = 1,2, ..., n olmak iizere, (x})ren dizisinin i-inci koordinatinin Ok-

lid normuna gore \; ye yakinsadigimi varsayalim. M > 0 reel bir say1 ve = verilmis
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olsun. Her i i¢in k& > k{ iken

€
i — N < —
() = Al < =

saglanacak sekilde k! vardir. ky = max{k? : i = 1,...,n} olsun. O halde M sabiti,
¢° normu ve Oklid normunun esdeger olmas1 nedeniyle varolan pozitif reel say1 olmak

tizere k > ky igin

n n

glae —2) <Y ql(ze)i = A) <D ()i — M) < ZM’($k>i — il <e,

i=1 i=1
saglanir.
(2 )ken dizisinin, X {izerinde ¢ asimetrik normuna gore 0 a yakinsadigini varsayalim .

Ancak bazi ng € {1,...,n} i¢in ((Ax)n, )ren dizisinin Oklid normuna gére 0 a yakin-

samadigini varsayalim. Burada her £ € N i¢cin

T = ()\k)1€1 + (>‘k)2€2 + - LRl ()\k)nen

seklindedir. Bu durumda 6yle bir r > 0 vardir ki her k& € Nigin |[(A),,| > 7 oldugunu
varsayabiliriz. Her &k € N ig¢in My = max{|(\¢);| : ¢ = 1,...,n} tammlayalim.
(yr )ken dizisini her k € N i¢in y, = x/ M, seklinde tanimlayalim. Bu durumda her

k € Nigin

o) = q](\:Z) _ Q(::k)

gecerli olur ve dolayisiyla (yy)ren dizisi ¢ asimetrik normuna gore 0 a yakinsar.

(yr )ken dizisinin sadece —1 ve 1 terimlerini iceren koordinat alt dizisine sahip bir ko-

ordinat dizinin var oldugunu gézlemleyelim.

m € {1,...,n} olmak iizere bu alt diziyi ((Ax;)m);en ile gosterelim. (y)ren dizisinin
bu kosulu saglayan (y;);en alt dizisini ve ((Ax;)1)jen birinci koordinat dizisini goz
oniine alalim. ((\x;)1);en dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu siireci n-inci
bilesene kadar devam ettirerek, (yx)xen dizisinin bir (yg;)en alt dizisini elde ederiz ki
bu alt dizinin her koordinat dizisi yakinsamaktadir; ancak m-inci koordinat alt dizisi
yalnizca —1 ve 1 terimlerinden olugmaktadir. Dolayisiyla, (yx;)ien dizisi ¢° normuna
gore sifirdan farkli bir y noktasina yakinsar.

Ancak | € Ni¢in ¢(y) < q(y — yx;) + q(yx,;) tim gegerli oldugundan lemma 2.13
nedeniyle ¢(y) = 0 elde edilir, bu ise y = 0 anlamina gelir ki bu bir ¢eligkidir.
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Boylece i = 1,...,n i¢in her koordinat dizisi ((\g);)ren yakinsamaktadir.

Sonug olarak, (z)ren dizisi ¢’ya gore 2’e yakinsiyorsa, (x; — x)ren dizisi ¢ ya gore 0
a yakinsar. Dolayistyla her ¢ i¢in ((zx); — (x);)ken koordinat dizisi 0 a yakinsar. Bu da

((zk)i)ien i-inci koordinat dizisinin (z); i-inci koordinatina yakinsadigini gosterir. [

Tamim 2.15: [4] (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzayma, X iizerinde 7, = 7 olacak
sekilde bir ||.|| normu varsa normlanabilirdir denir.
Sonug 2.16: [4] (X, g) sonlu boyutlu 7} asimetrik normlu bir lineer uzay olsun.

O halde (X, ¢), ¢° normu ile normlanabilirdir.

Ispat.(z;)gen dizisi X kiimesinde ¢ ya gore x noktasina yakinsayan bir dizi olsun.
Lemma 2.13 ve Teorem 2.14 e gore, (z)ren dizisi ¢° normuna gore de = noktasina

yakinsar. [

Sonug 2.16 ya gore sonlu boyutlu durumda 77 ayirma aksiyomunu saglaniyorsa 75
ayirma aksiyomunu da saglanir.
Teorem 2.17: [4] (X, ¢), T asimetrik normlu bir lineer uzay olsun. B,[0, 1] birim

yuvariin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul uzayin sonlu boyutlu olmasidir.

Ispat. B,[0,1], (X, q) nun kompakt bir alt kiimesi olsun. Bir énceki sonug nedeniyle,
B,[0,1], (X, ¢°) uzayinda da kompakttir. B,:[0,1] C B,[0,1] ve B,[0,1], (X, ¢°)
de kapali oldugundan (X, ¢*) de kompakt bulunur. (X, ¢*) ve boylece (X, ¢) sonlu
boyutlu bulunur.

Tersine, {e, €9, . . ., €, } kiimesinin (X, ¢) uzaynin bir taban1 oldugunu varsayalim. Bu

durumda her x € X elemani

x=M(x)er + Aa(x)ea + - + Ay (2)e,

seklinde ifade edilebilir.

Boylece, \; : X — R olmak tizere n adet lineer fonksiyon tanimlamis oluruz. Teorem
2.14 e gore, her bir )\; fonksiyonu (X, ¢) uzayindan Oklid normu ile donatilmis R’ye

stirekli bir fonksiyondur. Bu nedenle, heri =1, ..., n igin

|Ai(7)] < Mig(z) (Vo € X)
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gergeklenecek sekilde pozitif reel M; > 0 sabitleri vardir. Simdi (z)ken, B0, 1]
de bir dizi olsun. Bu durumda |\;(zx)| < M;, i = 1,...,n, k € N gerceklenir.
Boylece birinci koordinat dizisi (A (z))ren stmirhidir ve bu nedenle yakinsak bir alt
diziye sahiptir. (Ay(zx))ren ikinci koordinat dizisi de yakinsak bir alt diziye sahiptir.
Bu islemi siirdiirerek, (z)ren dizisinin her koordinat dizisi yakinsak olan bir (z, ) jen
alt dizisini elde ederiz. Teorem 2.14 e gdre (x4,)jen, ¢° normuna gore bir y € X

noktasina yakinsar.

Ayrica, q(zy;) < 1 veher j € Nigin q(y) — q(zx,) < q(y — x,) esitsizliklerinden
dolay1 g(y) < 1 elde edilir. Sonug olarak, Bql0, 1] kiimesi (X, ¢°) normlu uzayinda
kompakt bir kiimedir ve dolayistyla bir onceki sonuca gore (X, ¢) uzayinda da kompakt

bulunur. []

Teorem 2.18: [4] (X, ¢) sonlu boyutlu asimetrik normlu bir lineer uzay olsun. (X, q)
nun normlanabilir olmas1 icin gerek ve yeter kosulu her kompakt kiimenin kapali ol-

masidir.

Ispat.(X, q) sonlu boyutlu asimetrik normlu uzayinda her kompakt kiime kapali fakat
(X, ¢) normlanabilir olmadigi durumda Sonug 2.16 ya gore Hausdorff uzay: degildir.
X de Oyle bir (x,,)nen dizisi ve x,y € X (z # y) noktalart vardir ki 7, topolojisine
gore T, - x ve =, — y gergeklesir. K = {z} U {z,, : n € N}, (X, ¢) da kompakt ve
y € K — K oldugundan, K kapali olamaz. Dolayisiyla (X, ¢) normlanabilirdir.

Sonlu boyutlu normlu uzaylarda bir alt kiimenin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul kapali ve sinirli olmast oldugudan, sonlu boyutlu asimetrik normlu uzay norm-

lanabilir ise her kompakt kiime kapalidir. [

Simdi ¢ asimetrik normu ve ¢° normu tarafindan iiretilen yuvarlar arasindaki iliskiye
dair sonuglar verilecektir.
Not 2.19: [3] Her z € X i¢in ¢(x) < ¢°(z) esitsizligi saglandigindan, asagidaki kap-

sama iligkileri her zaman gecerlidir:
Bys(x,e) 4+ 0,(0) C By(x,e) ve Byslx,e]+0,(0) C B,lz,€] (1)

[k kapsamay1 gostermek i¢in w € Bys(x,)+0,(0) alinsin. Uyguny € Bys(x,¢) ve z €

8,(0) igin w = y + z seklinde ifade edilebilir. Bu durumda
gw—z) <g(w—y) +qly —2) =q(z) +aly —2) < ¢y —z) <¢
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yani w € B,(z,¢) bulunur. Ikinci kapsama da benzer sekilde gosterilebilir.
Tamim 2.20: [3] X reel vektor uzay1 olsun. X iizerinde tanimli ¢ ve p asimetrik norm-
lariin esdeger olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
kq(z) < p(z) < Mg(z) (Vo € X)

(esdeger olarak A\B,[0,1] C B,|[0,1] C kB,[0,1] ) saglanacak sekilde xk > 0 ve A > 0
reel sayilarinin var olmasidir.
X iizerinde esdeger iki normun ayni1 topolojiyi iirettigi kolayca goriilebilir.
Lemma 2.21: [3] p ve ¢, X lzerinde esdeger iki norm olsun. Bu durumda ¢° ve p°
esdeger ve 6,(0) = 6,(0) gergeklesir.
Tanim 2.22: [4] Bir X vektor uzayindaki ¢ asimetrik normuna ancak ve ancak

rBy[0,1] C By:[0,1] 4 6,(0)
kosulunu saglayan bir » > 0 sabiti varsa sag sinirli denir.
Bu durumda ayrica B,[0, 1] sag smirlidir denir. Ozel olarak r = 1 ise, ¢ asimetrik
normuna, 1-sinirhl denir.
Uyari 2.23: [3] (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzay olsun. ¢ normunun 1— sinirh ol-
masi i¢gin gerek ve yeter kosul

Bq[(), 1] = By [07 1] + 9(1(())
olmasidir.
Bu esitligi gostermek i¢in sag siirlilik tanimi ve (1) ile ifade edilen kapsamalar kul-
lanilabilir.
Lemma 2.24: [3] (X, ¢) asimetrik normlu uzayini sag sinirli olmast i¢in gerek ve yeter
kosul
B,[0,1] C K +6,(0)

kapsamasi saglanacak sekilde ¢°—siirl1 bir K kiimesinin var olmasidir.

Ispat.(X, q) sag smirli olsun. Bu durumda
rB,4[0,1] C By[0,1] 4 6,(0)

saglanacak sekilde » > 0 vardir. K := %qu [0, 1] bigiminde tanimlanan K kiimesi
q°—smirhdir ve

1
B,[0.1] € K +~6,(0) = K +6,(0)
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saglanir. Tersine B,[0,1] C K + 6,(0) olacak sekilde bir K, ¢°—sinirh kiimesi var

olsun. K C hB:[0, 1] olacak sekilde ~ > 0 say1st goz oniine alinsin. Bu durumda,
B,[0,1] € K + 6,(0) C hB,:[0,1] + 6,(0) = hB,:[0, 1] + h6,(0)

olur. Boylece 1/hB,[0,1] C By [0, 1] + 6,(0), yani ¢ sag smirl bulunur. O

2.3. 1-Sinirh Esdeger Asimetrik Norm

(X, p) asimetrik normlu lineer uzay olmak iizere, [5] numarali ¢alismada p den yarar-

lanarak her x € X i¢in
Gp(x) := inf{p*(z —y) [ y € 6,(0)}.

seklinde tanimlanan ¢, : X — |0, 00) fonksiyonunun bir asimetrik norm oldugu ve

asagidaki o6zellikleri sagladigi ispatlanmistir.
(p1) p(z) < gp(x) her z € X icin,
(P2) B,,[0,1] € B,[0,1],
(3) By, [0,1] = B+ [0, 1] + 6,(0),
(p4) pnin g, ye esdeger olmasi igin gerek ve yeter kosul p nin sag smirl olmasidir.

¢p normunun ayrica asagidaki 6zellikleri sagladig ispatlanmigtir [3].

Lemma 2.25: [3] (X, p) asimetrik normlu uzay olsun. Asagidaki ifadeler gegerlidir:
(p5) 6,(0) = 6,,(0) (diger bir deyisle, p(x) = 0 ancak ve ancak g,(z) = 0),
(p6) p* = g, (dzellikle Bys[0,1] = Bys[0, 1)),
(p7) qp, 1-smurhdr,

(p8) B, [0,1] = B,[0, 1] esitliginin gegerli olmast igin gerek ve yeter kosul p nin
1-smirli olmasidir.

Lemma 2.26: [3] X vektor uzay1 lizerinde ¢ ve p esdeger asimetrik normlar olsun. Bu

durumda, ¢ nun sagdan sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p nin sagdan sinirh

olmasidir.

Ispat.q ve p esdeger oldugundan, Lemma 2.21 nedeniyle ¢° ve p® de esdegerdir ve

,(0) = 0,(0) saglanir. Bu durumda, g, ile ¢, de esdegerdir. Eger ¢ sagdan smrli ise,
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(p4) ozelliginden dolay1 g, g, ya esdegerdir ve g, da ¢, ye esdeger oldugundan, p de g,
ye esdegerdir. Dolayisiyla, (p4) 6zelligi tekrar kullanilarak p nin sagdan sinirli oldugu

sonucu elde edilir. O]

A, X vektor uzaymin konveks ve yutan (absorbing) alt kiimesi olsun. Bu durumda A

kiimesinin g4 6l¢iim fonksiyoneli
ga(z) =inf{t >0 |z e€tA}, zeX

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonelin bazi temel 6zellikleri agagida siralanmistir:
(@) ga(z+y) < ga(x) +galy) (Vo,y € X)
(b) ga(tx) =tga(z) (Vt > 0veVr € X)
© {zeX|galz) <1} CAC{reX|galz) <1},

(d) Bger X = R" ve A, R" nin Oklid topolojisine gére kapali bir kiime ise, bu
durumda

A={reX|galx) <1}
gergeklesir.
Burada verilen tanim ve 6zellikler i¢in [6, 7] numarali kaynaklar kullanilabilir.

Ayrica eger A higbir dogru igermiyorsa, bu durumda g4 asagida verilen 6zelligi

saglar [3]:

(e) ga(z) =0=ga(—x) =2 =0.
Ornek 2.27: [3] B,[0,1] kapali birim yuvarin sag sinirlt fakat g-kompakt olmadig

sonlu boyutlu (X, ¢) asimetrik nomrlu uzay1 vardir.

Ispat. X = R? olsun.
9 1
A=< (zy) eR*|y< —— 42, 2 <2
r—2
ve q: X — [0,00), A kiimesinin 6l¢iim fonksiyoneli olarak tanimlansin, yani

q((z,y)) = inf{t > 0| (z,y) € 1A}

olsun. Olgiim fonksiyonelinin yukarida verilen &zellikleri kullanilirsa ¢, X iizerinde

A = B,[(0,0), 1] esitliginin saglandig1 bir asimetrik normdur. Ayrica, z* = maz{z,0}
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olmak iizere p : R? — R

p((z,y)) = max{z™", y"},

asimetrik kafes normu géz 6niine alinsin. B,[0,1] C B,[0,1] C 2B,[0, 1] oldugundan,

p ve q esdegerdir. p sag siirl oldugu i¢in, Lemma 2.26 geregi ¢ da sagdan sinirlidur.

Simdi, B,[(0,0), 1] in kompakt olmadigin1 gosterelim. U = {B,((2,1), 1) };<o ailesini

g6z Oniine alalim. Her ¢ < 0 ig¢in,

1
B,((2,t),1) = {(x,y) ER?|y< —4+2—|—t, x<4}
x_

ve U, B,[(0,0), 1] i¢in bir acik ortiidiir. Ayrica, t > s ise B,((2,s),1) C B,((2,t),1)
oldugundan, U i¢ice ge¢mis bir ailedir. y = ﬁ +2vexr > 3— \/1—72/t kosullarini
saglayan her (z,y) € B,[(0,0),1] noktasmin B,((2,t),1) kiimesine ait olmadig:
goriilebilir. ¢ i¢ ice gegmis oldugundan, B,[(0, 0), 1] kapal1 birim yuvart Z/ nun sonlu
bir alt ortiisii ile ortiilemez. Dolayisiyla, B,[(0, 0), 1] kompakt degildir. O

2.4. Asimetrik Normlu Uzaylarda Simirh, On Kompakt ve
Kompakt Kiimeler

(X, q) asimetrik normlu lineer bir uzay olsun.
Tamim 2.28: [2] Her z € A i¢in q(z) < M olacak sekilde pozitif bir M sabiti varsa, X

in A altkiimesi g-smirhdir. Eger g-smurli ve ¢~ t-smurl ise A kiimesi ¢®-sinirhidir.

Asimetrik normlu uzaylarda sinirlilik, klasik normlu uzaylardaki sinirlilik kavramin-
dan daha genel bir kavramdir. Ciinkii, asimetrik normlu uzaylarda kullanilan norm
fonksiyonu ¢ : X — R™ simetrik degildir; yani genellikle ¢(z) # ¢(—x) olabilir. Bu
ozellik, sinirli kiimelerin tanimin1 ve geometrik yorumunu etkiler [1].

Tamm 2.29: [2] (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun.

Eger her £ > 0 i¢in
Ac|JB,(aie)
i=1

olacak sekilde A nin sonlu bir {ay, .., a,, } noktalar kiimesi bulunabiliyorsa A kiimesine

g—06n kompakt denir.
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(X, q) asimetrik normlu lineer uzaym A alt kiimesine, her ¢ > 0 i¢in
AC U Bq (.Z‘Z', € )
i=1

olacak sekilde X de sonlu bir {z1, ..., z, } noktalar kiimesi bulunabiliyorsa dig g—on

kompakt denir.

Tanim geregi, eger A kiimesi ¢g-6n kompakt ise, bu durumda dis ¢-6n kompakttir.
Onerme 2.30: [2] (X, q) asimetrik normlu lineer uzay olsun. X in bir A altkiimesinin

q-6n kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ > 0 i¢in

ACOBq(xi,s) ve Byi(z,e)NA#0 (Mie{l,...,n})

i=1
gerceklenecek sekilde X de sonlu bir {z1, ..., z,} kiimesinin var olmasidir.
Ispat.=: q-6n kompakt kiime tanimindan kolayca elde edilir.

<: e > 0 pozitif sayisi i¢in X de sonlu bir {z1, ..., z,} kiimesi

AC O Bq(SEi,

=1

) ve Byi(x §> NAZ0

Do | ™

kosullarimi saglayacak sekilde var olsun.

a; € By1(x4,5) N Aligin
£
2) € Bylare)

gerceklendigi goriilebilir. Ciinkii eger v € B,(x;, §) ise, bu durumda

BQ(‘TD

5
gz —a;) < qlz —x;) + q(z; — a;) < ) +q Ha; —m) < ¢

yani x € B,(a;, ) bulunur. Dolayistyla A kiimesi ¢-6n kompakttir. O

q-6n kompaktlik, g-kompaktlig1 gerektirmez. Ornegin R {izerinde Ornek 2.5 de verilen
q(z) = x* asimetrik normu goz 6niine alahm. (R, ¢) asimetrik normlu uzayinda

R~ = {z € R: 2 < 0} kiimesi ¢-6n kompakttir. Ciinkii her £ > 0 igin
R™ C —e+ B,(0,¢)
saglanir. Fakat bu kiime ¢-kompakt degildir, ¢linkii
R~ C | (=00, 1)
n=1
seklindeki bir g-acik ortii, sonlu alt ortii icermez.
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Onerme 2.31: [2] (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzayinda (z,,)nen dizisi g—yaknsak

ve xg, lim, x,, e ait olsun. Bu durumda {x¢} U {x,, : n € N} kiimesi ¢-6n kompakttir.

Ispate > 0 verilsin. x, € lim, z, oldugundan her n > ny igin z, € B,(zo,¢)

gergeklenecek bicimde ng € N vardir. Bu durumda
{zo} U{zn :n € N} C By(xg,e) U{By(xi,e) : 1 <i<ng}

kapsamast saglanir. Dolayisiyla {zo} U {z, : n € N} kiimesi ¢-6n kompakt bulunur.
Bu 6nermede limit noktasinin eklenmesi dnemli, ¢linkii aksi durumda kiime ¢-6n

kompakt olmayabilir. Bu durum i¢in agsagidaki o6rnek incelenebilir. [
Ornek 2.32: [2] m kiimesi iizerinde ¢ ((a;);2,) = supa}, {a;}>", € m asimetrik

normu tanimlansin. (x,,)5° ; dizisi
I = (17070707"')

To = (1717()’07"')

z, = (1,1,...,1M,0,--+)
seklinde tanimlansin. Yani dizinin n. terimi, ilk n terimi 1 ve diger tiim terimleri 0

olacak sekilde tanimlanmis olsun. Eger z = (1,1,---) ise;

q(xn—z):q((O,...,O”),—l,—l,...)) =0

olur. Dolayisiyla (x,,),en dizisi z ye g-yakinsaktir. Bir dnceki 6nerme nedeniyle

{z, : n € N} U{z} kiimesi ¢-6n kompakttir.
{z, : n € N} kilmesinin ¢—n kompakt olmadig1 goriilebilir.

Eger {x, : n € N} kiimesi ¢—&n kompakt olsaydi, ¢ = 3 i¢in

p
1
{z,:neN}C UBq (xij,i)
7j=1
kapsamasi gergeklenecek bigimde {i1,---ip} sonlu indeks kiimesi bulunabilirdi. O

halde n > ip ise x,, € B, (2;,, 1) olacak sekilde uygun bir i;, € {i1, - - -ip} bulunurdu,

Bu ise imkansizdur, ¢iinkii g (x,, — x;, ) = 1 gerceklesir. Bu durumda ayrica
limz, ={y > (1,1, ) 1y € l}
oldugu gozlemlenebilir. {x,, : n € N} kiimesi ¢-sinirhidir ancak ¢-6n kompakt degildir.
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Onerme 2.33: [2] (X, q) asimetrik normlu lineer uzay olsun,
1.q-6n kompakt kiimelerin sonlu toplam1 ve sonlu birlesimi g-6n kompakt bir kiimedir.

2.q-6n kompakt bir kiimenin konveks zarfi ¢-6n kompakt bir kiimedir.

Ispat.(1) g- 5n kompakt kiimelerin sonlu toplaminin ¢g-n kompakt oldugunu gostermek
i¢in, herhangi iki ¢-6n kompakt kiimenin toplaminin ¢-6n kompakt oldugunu gostermek
yeterlidir, ¢linkil ispat timevarim ile tamamlanabilir. A; ve A, herhangi iki ¢-6n kom-
pakt kiimesinin toplaminin ¢-6n kompakt oldugunu gostermek i¢in £ > 0 alinsin. Bu

durumda £ i¢in

" £ " €
Al C z:L.Jqu(Cﬁg,é) Ve A2 C ng<$?,§)
kosullarini saglayan {z],..., 2L} C Ay ve {z%,..., 22} C A, sonlu kiimeleri vardir.

z€ Ay + Agise 21 € Ay, 2y € Ay olmak lizere z = z; + 2, dir. Bu durumda

q(z1 — 7)) < ve q(z — x?) <

DN ™
DN ™

saglanacak sekilde x} ve a:jz elemanlar1 vardir. Boylece
q(z = (27 + 7)) = a((21 — 27) + (22 — 77)) < (21 — 77) + gz — 27) <¢

bulunur. Dolayssiyla, {} + 7 :i=1,...,n, j = 1,...,m} kiimesinin elemanlarini
merkez kabul eden ¢ yaricapli ¢g-yuvarlart A; + A, kiimesini kapsar. Yani A; + A,

kiimesi g-6n kompakt bulunur.

(2) A, X in ¢-6n kompakt bir altkiimesi olsun. Her £ > 0 igin

A C {$1,...,xn}+Bq(07§)

saglanacak sekilde A nin sonlu bir {z1, ..., z,} alt kiimesi bulunabilir.

A kiimesinin konveks zarfi conv(A) ile gosterilsin. Bu durumda:

conv(A) C conv({z1,...,z,}) + By(0, %)
saglanir.  conv({xy,...,z,}) kiimesi ¢°-kompakt oldugundan, ¢-6n kompakttir.

Dolayisiyla

3
COHV({CCl, . ,:Cn}) C {yl, R ,yn} -+ Bq(O, 5)
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gerceklenecek sekilde conv({zy,...,z,}) de sonlu {yi,...,y,} kiimesi bulunabilir.
Bu durumda

£
2

3

conv(A) C{y1,...,yn} + B,(0, 5

)+ By(0,2) C {1, -, Un} + By(0,¢)

kapsamalar1 ve boylece conv(A) kiimesinin ¢-6n kompakt oldugu sonucu elde edilir.

]

Onerme 2.34: [2] (X, q) asimetrik normlu uzaymn A alt kiimesinin ¢-6n kompakt ol-

mast1 igin gerek ve yeter kosul A nin ¢~ !-kapanismnin ¢-6n kompakt olmasidur.

Ispat.(=) A kiimesi ¢-6n kompakt ve £ > 0 olsun. A kiimesinin

n

i=1 i=1
saglanacak sekilde sonlubir {z1, . .., x,, } kiimesi vardir. By[a;, £] yuvarlar1 ¢~'-kapalidur.

Bu durumda,

—1

n q n n n

-1 & w oa €

A C UBQ[xh 5] - UBq[:Ei, 5] = UBQ[I% 5] < UBQ(xhg)
=1 i=1 =1

=1

-1

yani A nin ¢~ !-kapanis1, g-6n kompakt bulunur.

— g1 —q !
(<) A" kiimesi g-6n kompakt ise, her ¢ > 0i¢in A°  kiimesinin sonlu {1, ..., 2,}
altkiimesi

AcA” Lnj (:c + B,0, %))
=1

saglanacak sekilde bulunabilir. Her i € {1,...,n} i¢in x; € Zq_l gerceklesir. Bu

durumda, sabit bir 7 i¢in a; € A
q¢ Ha; — 1) = qla; — a;) < /2

gergeklenecek bigimde vardir. Simdi
€

7,B07
x+q(2

) C a; + B,(0,¢)

kapsamasinin saglandigini gosterelim. y € ; + B, (0, §) olsun. O halde q(y —z;) < §
ve

€ 9

gy —a;) < qly — x;) + q(x; — a;) < 5+ 5

yani y € a; + B,(0, ¢) elde edilir. Dolayisiyla, A kiimesi g-6n kompakt bulunur. [
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Tamm 2.35: [8] (X ¢) asimetrik normlu uzayin K alt kiimesine,
Ko C K C Ky + 0,(0)

gergeklenecek bicimde X in ¢°* —kompakt K alt kiimesi varsa gii¢lii ¢—kompakt denir.

Asagidaki 6nermede (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzaymin her giiglii ¢—kompakt alt
kiimesinin g—kompakt oldugu gdsterilmistir.

Onerme 2.36: [2] (X, ¢) asimetrik normlu lineer uzay olsun. K, ¢°-kompakt olmak
uzere

Ky C K C Ky +6,(0)

kapsamasini saglayan X in K alt kiimesi g-kompakttir.

Ispat.{A;}icr, K kiimesinin bir g-agik értiisii olsun. Ky, K kiimesinin bir alt kiimesi
ve her i € [ i¢in A; ¢°-agik oldugundan, {A;};c1, Ko n ¢°-agik oOrtiistidiir. Bu nedenle
K, c |4,

j=1
gergeklenecek sekilde {A;; }7_; sonlu alt ortiisii vardir. Lemma 2.9 ve Lemma 2.10

kullanilarak

n

Kcl@+ﬂ4mcLﬁAQ+%my_CHA”+@m»_¢JAQ

j=1 j=1

elde edilir. Bu ise K kiimesinin ¢g-kompakt oldugu sonucunu verir. [

g-kompakt bir kiime giiclii ¢-kompakt olmak zorunda degildir. Bunun i¢in asagidaki
ornek incelenebilir.
Ornek 2.37: [2] ¢((c)2,) == Y., a; seklinde tamimlanmis olsun. (c, q) asimetrik

normlu uzayinda



olmak iizere K = {r, : n € N} kiimesi tanimlansin. ilk olarak K kiimesinin ¢-
kompakt oldugunu ispatlayalim. {A;};c;, K igin bir g-agik ortii olsun. Bu durumda
uygun bir iy € [ i¢in xg € A,;, gerceklesir ve A;, agik oldugundan uygun bir § > 0 i¢in

B,(x0,0) C A;, kapsamas1 gerceklenir.

Eger z,, € K ise, q(z,, — z0) = q(z,) = 5= olur. 7= < 0 saglayan n, segilirse bu
durumda her n > ng ve x,, € B,(z9,9) C A;, kapsamasi saglanir. j =1,2,....,n9 — 1
olmak lizere z; € A;; saglayan agik Ortiimiin A;; elemanlari igin

no—1
K C U Ay, U Ay

j=1
kapsamasi saglanir. K, g-kompakt bulunur.

Simdi Ky C K olacak sekilde bir ¢°-kompakt K kiimesinin var olamayacagini gostere-
cegiz.

Eger Ky C K bir ¢°-kompakt kiime ise, bu durumda K sonlu kiimedir veya K,
(n)nen dizisinin bir ¢°-yakinsak alt dizisini i¢germelidir. Fakat bu miimkiin degildir,

ctinkii (z,)nen nin alt dizileri ¢°-Cauchy degildir, eger j # k ise

1 1

5 | T1t1>2

¢’ (v — x1) =

oldugu gozlemlenebilir. Eger K sonlu ise, X' C Ky + 6,(0) olmast miimkiin degildir.
n # mve &, € r, + 0,(0) olmak iizere z,, ve x,, elemanlar1 segilirse ¢(x,, —z,) =0
bulunur.

Ancak m > n ise bu durumda ¢(z,,, — z,) =1 # 0 ve m < n igin

11
) = o= ot 10
(T — 2,) om " on T #

celiskisi bulunur.

Sonug olarak, K kiimesi i¢in Ky C K C Ky + 6y kosulunu saglayacak herhangi bir

q°-kompakt K kiimesi bulunamaz.
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3. SONUCLAR

Asimetrik norm yardimiyla tanimlanan topolojik uzayda, klasik analizde yer alan pek
¢ok kavramin incelendigi ¢alismalar yapilmistir. Bu tezde, asimetrik normlu lineer
uzaylarda kompaktlik kavramina dair yapilan makalelerden elde edilen bazi sonuglar

derlenmistir.

Bu makalelerde asimetrik normun temel 6zellikleri ve bu norm altinda elde edilen
topolojiye dair sonuglar, giris bolimiinde verilmistir. (X, ¢) asimetrik normlu uzayinda
yuvarlarin ozellikleri verilirken, birgok kavramda yapildigi gibi, (X, ¢™') asimetrik
normlu uzay1 da kullanilmistir. Ayrica klasik normlu uzaylardan farki, boliimde ve-

rilen 6rnek tizerinden incelenmistir.

Ikinci béliimde asimetrik normlu uzaylarin karakterizasyonunda rol oynayan 6,,(0) kiime-
sine ve sonlu boyutlu asimetrik uzaylarda kompaktliga iliskin sonuglar verilmistir. Yine
kompaktlikta 6nemli bir rol oynayan sag siirlilik kavramina dair sonuglarda bu boliim-
dedir. Incelenen makalelerde verilen, (X, q) asimetrik normlu uzaymda g-6n kom-
paktlik, dis ¢g- 6n kompaktlik kavramlari ve bu kavramlar arasindaki iliskiler de bu
boliimdedir. Son olarak giiclii g-kompakt kiimenin, g- kompakt olduguna dair sonug

ve tersinin dogru olmadigina dair 6rnek verilmistir.

Asimetrik normlu uzaylarda, klasik normlu uzaylarda gegerli olan kompaktliga iligkin
bazi sonuglarinin gecerli olmadigi, buna karsin daha zayif versiyonlarinin kullanilabile-

cegi gorilmiistiir.
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