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scat(-) : Simpleksel LS-kategori
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SIMPLEKSEL LUSTERNIK SCHNIRELMANN KATEGORI

OZET

Bu yiiksek lisans tez galigmasi, D. Fernandez-Ternero, E. Macias-Virgos ve J. A.
Vilches (2015) tarafindan tanitilan simpleksel LS-kategori (scatK') kavrami ve bu
kavramin bazi analoglarindan bahsedilmistir. Caligmada, simpleksler, graflar ve
homotopi teorisi ¢evresinde scat K kavraminin temel ozellikleri ele alinmigtir.

Dért boliimden olugan ¢alismada, scat(K) kavraminin cat X ve gscatK gibi bazi
kavramlar ile iligkisi aragtirilmigtir. Ayrica K kompleksinin geometrik realizasyon
ve barisentirik boliinmesi altinda scat K kavraminin nasil etkilendigi incelenmistir.

Genigletilmis ¢arpim (fat wedge) kavrami tanitilmigtir ve bu kavram kullanilarak
Whitehead LS-kategorisi (cat"”(X)) tamtilmistir.  Whitehead LS-kategorisi
tanimi, simpleksel komplekslere uyarlanarak simpleksel Whitehead LS-kategori
incelenmigtir. Bunun yami sira, (K, L) simpleksel ¢ifti i¢cin homotopi genigletme
teoreminin kombinatorik analogu tanitilmigtir.

Son boliimde, graflar ele alinarak, simpleksel LS-kategorisi incelenmistir.
Agagsallik kavrami kullanilarak scat K i¢in hesaplamalar yapilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Simpleksel LS-kategori, Giiclii homotopi tipi, Barisentirik
boliinme, Geometrik realizasyon, Whitehead kategorisi, Agagsallik.
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SIMPLICIAL LUSTERNIK SCHNIRELMANN CATEGORY

SUMMARY

This master’s thesis discusses the work on the notion of simplicial LS-category
(scatK) introduced by D. Fernandez-Ternero, E. Macias-Virgos, and J. A. Vilches
(2015), along with some of its analogues. The thesis analyzes the basic properties
of the simplicial LS-category in the context of simplexes, graphs, and homotopy
theory.

The thesis, composed of four chapters, examines the relationship between the
notion of scat(K') and certain related concepts such as catX and gscatK. It also
investigates how the simplicial LS-category is affected by the geometric realization
and the barycentric subdivision of the complex K.

The fat wedge is introduced and the Whitehead LS-category is defined using this
notion. By adapting the definition of the Whitehead LS-category to simplicial
complexes, the simplicial Whitehead LS-category is analyzed. Furthermore, a
combinatorial analogue of the homotopy extension theorem for a simplicial pair

(K, L) is presented.
In the final chapter, the graphs are considered, and their simplicial LS-category

is examined. Calculations for scatK are carried out using the concept of the
arboricity.

Keywords: Simplicial LS-category, Strong homotopy type, Barycentric subdivi-
sion, Geometric realization, Whitehead category, Arboricity.
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1. GIRIS

LS-kategorinin tarihsel geligsimi, 20. ylizyilin baglarinda Poincaré’nin analiz
alanindaki ¢caligmalarina kadar uzanmaktadir. Poincaré, diferansiyel denklemlerin
¢ozuimlerinin, denklemlerin tanimlandigi uzayin topolojisi ile yakindan iligkili
oldugunu fark etmis ve bu kesif analizde yeni yaklagimlarin ortaya c¢ikmasina
onciiliik etmistir. Ozellikle, “manifold” kavram bu siirecte daha net bir sekilde
tanmimlanmig ve arastirmacilar, akiglarin karmagikhigini manifoldun topolojik
ozellikleriyle iligkilendirme problemine odaklanmigtir. Bu dogrultuda, mani-
fold tizerindeki fonksiyonlarin kritik noktalarimin minimum sayisini belirleme

galigmalar1 6nemli bir adim olmusgtur. [1]

1930°1u yillarda L. Lusternik ve L. Schnirelmann, manifold iizerindeki herhangi bir
diizgiin (smooth) fonksiyon i¢in kritik noktalarin alt simirini belirlemek amaciyla
“kategori” adi verilen yeni bir degismez (invariant) tammlamiglardir. Bu yeni
yaklagim, kapali jeodeziklerin varligin1 ispatlamak gibi problemlere uygulan-
abilmistir. Nitekim, bu yeni degismezi kullanarak kiire iizerinde en az ii¢ kapali

jeodezi bulundugunu gostermislerdir. [1]

Daha sonra R. H. Fox (1941), LS-kategoriyi yeniden formiile ederek cebirsel
topoloji icinde daha genig bir cercevede ele alinmasini saglamigtir. Gilintimiizde,
topolojik uzaylarin sayisal bir degismezi olarak kabul edilen LS-kategori, homo-
topi teorisinde ve topolojik robotik gibi cesitli uygulama alanlarinda onemli bir
rol oynamaktadir. Zaman icinde klasik tanima farkli bakig agilar1 gelistirilmis ve
birgok galigma yapilmigtir [1,2]. 21. yiizyilda da LS-kategori, literatiirde aktif

olarak caligilan onemli bir konu olma 6zelligini siirdiirmektedir.

Bu tez ¢aligmasinin odak noktasi, D. Fernandez-Ternero, E. Macias-Virgos, and
J. A. Vilches (2015) tarafindan tamtilan simpleksel LS-kategori (scatK') kavrami

ve onun bazi analoglari hakkinda yapilan ¢aligmalarin bir derlemesini sunmaktir.

Bu tez toplam dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimii girig niteligindedir.
ikinci boliimde, konunun daha iyi anlagilabilmesi i¢in simpleksler, graflar ve basit

homotopi igin gerekli 6n bilgiler verilmistir.



Uciincii boliim yedi alt baghk altinda incelemistir. Oncelikle catX ve scatK
kavramlar: tanimlanmigtir. Daha sonra, scat K 'nin giiclii homotopi tipi degismezi
oldugu gosterilmigtir. K simpleksel kompleksinin ¢ekirdegi /Ky'in, kogse nokta-
larinin sayis1 ve maksimal simpleks sayisina bagh olarak scatK ic¢in bir iist sinir

saglandig1 sonucu verilmistir.

Ikinci alt boliimde, geometrik LS-kategori ve simpleksel LS-kategori tamtilarak
scatK < gscatK iligkisi incelenmistir. Ayrica, scat(sdK) < scatK oldugu is-
pat1 verilerek bu duruma iligkin bir 6rnek verilmistir. K kompleksinin geometrik
realizasyonunun kategorisi cat(|K|) ile scatK arasmdaki iligki incelenmis ve K
kompleksinin n-inci barisentrik béliinmesi icin cat| K| < scat(sd™ K) sonucu ver-

ilmigtir.

Besinci alt boliimde, kategorik carpimlar ele alinmig ve bu carpimin kartezyen
carpimdan farkll oldugu hatirlatilmigtir. ki simpleksel doniigiim bitisik (con-
tiguous) ise bu simpleksel dontigiimlerin ¢arpimlarimin da bitigik oldugu belir-
tilmigtir. K ve L sonlu iki simpleksel kompleksleri i¢in scat(K x L) + 1 <
(scat(K) + 1)(scat(L) + 1) esitsizliginin ispati verilmistir.

Diger taraftan, ¢arpimin 6zel bir alt uzay: olan genisletilmis ¢arpim (fat wedge)
kavrami tanitilmis ve genisletilmis carpimin alt uzay: kullanilarak Whitehead
LS-kategorisi (cat""(X)) tammlanmigtir. Daha sonra, LS-kategorisinin White-
head tanimi n-inci genigletilmis ¢arpim kullanilarak simpleksel komplekslere
uyarlanmigtir. (scatV"(K)) ve bu kavramim giiclii homotopi degigmezi degismezi
oldugu gosterilmistir. Ayrica, scat(K) ve scat'V"(K) iligkisi incelenmistir. K ve L
simpleksel kompleksleri arasinda taban noktal giiclii denklik varsa scatV"(K) =

scat™" (L) oldugu sonucu gosterilmistir.

Son alt béliimde, (K, L) simpleksel ¢ifti igin homotopi genigletme teoreminin kom-

binatorik analogu tammlanmig ve scat(K) = n ic¢in (K, L;) ciftleri bitigiklik

genigletme ozelligine sahipse, scatV"(K) = n oldugu ispatlanmistir. Ayrica
scat(K) = scat"(K) esitliginin ancak ve ancak her bir (K, L;) iftinin bitisiklik
genigleme oOzelligine sahip L, - , L, kategorik ortiiye sahip olmasi durumunda

miimkiin oldugu vurgulanmigtir.

Son boliimde, simpleksel komplekslerin 6zel bir durumu olan graflar ele
almmaktadir.  Oncelikle 7(G) ile gosterilen agagsallik (arboricity) kavrami
tamtilmigtir ve bu kavram kullanilarak scatG = gscat(G) = 7 (G) — 1 sonucu
elde edilmigtir. Kategorik alt kompleksler ile dongiisel olmayan (agag veya or-
man) alt graflar arasindaki denklik incelenmistir. Son olarak baglantili graflar

i¢in scat(sdG) = cat|G| sonucu elde edilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde temel kavramlar verilmektedir.

2.1 Simpleksel Kompleksler

Tanym 2.1.1 V, R tizerinde bir vektor uzay1 ve C' C V' alt kiimesi olsun. Her
c1,00 € Cigin te; + (1 —t)ep € C (t € [0, 1]) ise Cye konveks denir. [3]

Tanym 2.1.2 'V vektor uzayindaki vektorlerin kiimesi {vg, vq, - -+, vx } olsun. Eger
{v1 —vo,v3 — g, -+, Uk — vo} lineer bagimsiz ise {vg, v1, - - , vx} kiimesi konveks-
bagimsizdir (c-bagimsiz) denir. [3]

Teorem 2.1.1 Varsayalim ki {vg, vy, - , v} kiimesi c-bagimsiz kiime olsun. C,

{vo, v1, -+, v} tarafindan gerilen konveks kiime olsun. Bu durumda C,
Zf:o a;v;, (Zle a; =1 vea; >0, Vi).

seklindeki vektorlerden olugur. Ayrica her v € C bu formda tek tiirlii olarak

tanimlanir. [3]

Tanim 2.1.3 R? uzayimmn bir A alt kiimesinin konveks kilifi (convex hull), conv A,

R? uzaymda A’y1 iceren tiim konveks kiimelerin kesigimidir. [4]

Tanym 2.1.4 V', R iizerinde bir vektor uzay1 olsun. {wvg, v, -+ ,vx} c-bagimsiz
vektorleri ile gerilen konveks kiimeye (kapali) k-simpleks denir ve [vg, vy, -+, vg]
ile gosterilir. k, simpleksin boyutudur. Eger v € [vg,vq,- -+, vg] ise 0 zaman

U= Zf:o aiv; (Zf:o a; =1 ve a; > 0)

olacak gekilde a; katsayilaria v’nin barisentrik koordinatlar1 denir. [3]

Tanwm 2.1.5 {vg,vq1,- -+, v} c-bagimsiz kiime olsun.

[v € [vo,v1, - ,u); a;i(v;) >0, i=0,1,--- K]



kiimesine agik simpleks denir ve (vg, vy, - ,vy) ile gosterilir.
Agik simpleks (s) ile, kapal simpleks ise [s] ile gosterilir.
Ac¢iklama 2.1.1 Simplekslerle ilgili baz1 6zellikler su sekildedir:

(1) O-boyutlu simpleks hem kapali hem de agik yiizdiir.

(2) Agik bir (s) simpleksi kapal [s] simpleksinde agik kiimedir ve kapanist [s] olur.
(3) Kapali [s] simpleksi agik yiizlerinin birlegimidir.

(4) Bir simpleksin farkl agik yiizleri ayriktir.

(5) Acik (s) simpleksi, kapal [s] simpleksinin i¢idir. [3]

Agagida 0-simpleks, 1-simpleks, 2-simpleks ve 3-simpleks verilmistir.

L ] *————o

Sekil 2.1 : 0-simpleks, 1-simpleks, 2-simpleks ve 3-simpleks.

Tamm 2.1.6 K simpleksel kompleksi agagidaki sartlar1 saglayan, R™ uzayinda

acik simplekslerin sonlu bir kiimesidir.
(1) (s) € K ise [s|'nin tiim acik yiizleri K kompleksinin i¢indedir.

(2) (s1),(s2) € K ve (s1) N (s2) # () ise, 0 zaman (s1) = (sq) olur. [3]

Asgagida K ve L simpleksel kompleksleri verilmistir.

N A

Sekil 2.2 : K ve L simpleksel kompleksleri.



Ornek 2.1.1 Asagidaki iic ornek simpleksel kompleks olmaya aykiridir.

Sekil 2.3 : Kompleks olmaya aykiri ii¢ simpleksel kompleks.

Ancak simpleksel kompleks olabilmeleri i¢in asagidaki gibi belirli simpleksler ek-

lenerek kompleks hale getirilebilirler.

LA

Sekil 2.4 : Kompleks olmaya aykiri durumu ortadan kaldirma islemi.

Tanwm 2.1.7 K simpleksel kompleksinin boyutu, K 'nin simplekslerinin en biiyiik

boyutlu olanin boyutudur ve dimK ile gosterilir. [5]

Tanym 2.1.8 K simpleksel kompleks olsun. L bir simpleksel kompleks ve (s) € L
iken (s) € K ise L, K kompleksinin bir alt kompleksidir ve L C K ile gosterilir. [3]

Tanym 2.1.9 7 € K olacak sekilde bir simpleks olsun. 7 simpleksi tarafindan
tiretilen alt kompleks 7 := {0 € K : 0 C 7} seklinde tanimlanir. Eger 0,7 € K
ve o C 7 ise, bu durumda o, 7’nun bir yiizii (face), 7 ise o’'nin bir eg yiizii (coface)
olarak adlandirilir. [5]

Tanwm 2.1.10 K kompleks olsun ve r < dimK tamsay1 olsun. K kompleksinin

r-iskeleti su sekilde tanimlanir:
K" :=[(s) € K;dims <r].

K", K kompleksinin alt kompleksidir. [3]

Asgagida K simpleksel kompleksi ve 1-iskeleti verilmistir.



Sekil 2.5 : K kompleksi ve 1-iskeleti.

Tanwym 2.1.11 'V sonlu bir kiime olsun. V fizerinde L soyut simpleksel kom-
pleks (abstract simplicial complex), V' kiimesinin bogtan farkli alt kiimelerinin su
ozelligi saglayan bir ailesidir: Eger ¢ € L ve 7 C ¢ bostan farkliysa, o zaman
7 € L olur. [6]

Tanwm 2.1.12 K ve L soyut simpleksel kompleks olsun. K ve L arasindaki
simpleksel doniisiim (simplicial map), koseler iizerinde bir ¢ : K© —
LO  eglemesidir, 6yle ki her {wp,vi,---,u} € K soyut simpleks icin
{Y¥(vo),¥(v1),- -+ ,¥(vg)}, L'de bir soyut simpleks olugturur. [6]
Ornek 2.1.2 Asgagidaki iki dontigiim su sekilde tanimlanmigtir:

p: K—L Vv K'— L/

Vo = Wy ag —r bo

V1 = Wy a; — bl

Vg = W1 as —r bg

V3 = Wq
¥ Y
Vg g —— e W ax  — b
) bl
wq bg
Vo U1 ap
K L K’ Vid

Sekil 2.6 : ¢ ve ¢ dontistimleri.

bu dontigiimlerden ¢ doniigimii K simpleksel kompleksindeki tiim simpleksleri
L simpleksel kompleksindeki bir simplekse esledigi i¢in simpleksel doniigimdiir

fakat 1 doniigimi K’ simpleksel kompleksindeki {ag,as} simpleksini L' sim-



pleksel kompleksinde bulunmayan {bg, by} simpleksine egledigi i¢in simpleksel bir
dontigiim degildir. [3]

Tanmwm 2.1.13 K soyut simpleksel kompleks olsun. K simpleksinin sdK ile
gosterilen birinci barisentrik boliinmesi (barycentric subdivision) su sekilde

tanimlanan soyut simpleksel komplekstir:
sdK = {{01"” aaq} | 012" 20q,0; € qu > 1}U{®}

sdK’'nin koselerinin kiimesi K simpleksinin bog olmayan simpleksleri tarafindan
indekslenir. [7]

Agagida K simpleksel kompleksinin birinci barisentrik boliinmesi verilmistir.

.

Sekil 2.7 : K simpleksel kompleksi ve sd K.

Tanwm 2.1.14 K bir kompleks ve v, K kompleksinin bir kosesi olsun. v'nin K
kompleksindeki yildiz1 (star), o U {v} € K olacak gekilde o € K simpleksleridir
ve st(v; K) ile gosterilir. Ayrica st(v; K) K kompleksinin alt kompleksidir. v’nin
K kompleksindeki linki, st(v; K)'nin v kogesini icermeyen simplekslerin bir alt

kompleksidir ve lk(v; K) ile gosterilir. [§]

L

(ii) (iii)
Sekil 2.8 : (i) K simpleksel kompleksi (ii) st(v; K) ve (iii) lk(v; K).

Tanwm 2.1.15 K ve L simpleksel kompleks ve V/(K)NV (L) # () olsun. Simpleksel
join su sekilde tanimlanir:
K+L = KULU{oUT | o, K’nin simpleksi ve 7, L'nin simpleksi olacak sekilde} [8]

Ornek 2.1.3 K = {{a},{b}, {a,b}} ve L = {{c},{d}, {c,d}} verilsin.



X

) (i) (i
Sekil 2.9 : (i) K simpleksel kompleksi (ii) L simpleksel kompleksi ve (iii)
K x L.

a

Tanim 2.1.16 K C RY®) sonlu simpleksel kompleksinin standart geometrik
realizasyonu, tiim s € K icin RV() icindeki s simplekslerinin birlesimini alarak

elde edilen topolojik uzay olarak tanimlanir.
K| = Usex s (C RV,

ile gosterilir. [7]

Asgagida K simpleksel kompleksinin geometrik realizasyonu verilmistir.

Sekil 2.10 : K simpleksel kompleksi ve geometrik realizasyonu.

K’nin geometrik realizasyonu ve iki ¢emberin bir noktada birlegimi (wedge sum

of two circles) homotopi denktir.

~~
Sekil 2.11 : K'nin geometrik realizasyonuna homotopi denk olan SV S*.

2.2 Graflar

Ozel bir durum olarak, boyutu 2’den kiiciik olan simpleksel kompleksler graf

olarak adlandirilir. 0-boyutlu simpleksler grafin koselerini, 1-boyutlu simpleksler



graflarin kenarlarini olusturur. Bu baglanti, graf teorisinin simpleksel komplek-
slerin bir parcasi olarak incelenmesini saglar. Asagida graflara ait temel tanimlar

ve ozellikler verilmistir.

Tanim 2.2.1 G grafi, V = {vg, vy, - ,v,} koge kilmesinin ve bu kdgelerin tiimiinii
veya bir kismin birlestiren £ = {eg, ey, - , €, } kenar kiimesinin bir koleksiy-
onudur. G = (V, F) ikilisi ile veya kisaca G ile gosterilir. [9]

Tanwm 2.2.2 G bir graf olmak iizere v; ve v; koseleri arasinda v;v; = e kenarn
mevcut ise v;, v; koselerine komsgu (adjacent / neighbours) denir. Eger iki e; # e
kenarlar1 ortak bir vj, kdgesine sahip ise komsu (adjacent) denir. [10]

Tanwym 2.2.3 Bir G grafi yalmzca bir koge noktasindan olusuyorsa G grafina agikar
(trivial) graf denir. [11]

Tanwym 2.2.4 x;’lerin hepsi birbirinden farkli olmak tizere

V= {an’Ub'" 7Uk} ve FE = {U0017U1’02,"' 7Uk—1vk}

kiimeleri almsin. Graftaki bir yol, P = (V, E) grafidir. z ve xj kogeleri P yolunun
uglari ve 1, x9, - - -, xx_1 kogeleri P yolunun i¢ koseleridir. Bir yolun kenar sayilari
yolun uzunlugunu belirler ve k& uzunlugundaki bir yol P* ile gosterilir. [10]
Tanwym 2.2.5 G grafinin tiim koseleri ¢ift olarak birbiri ile komsu ise G grafina n
koseli tam graf denir ve K™ ile gosterilir. [10]

Tanwym 2.2.6 G bir graf olmak iizere, G grafinin ¢ift olarak komsu olmayan koseler

veya kenarlara bagimsiz (independent) denir. [10]

Tanwm 2.2.7 G grafinda v kogesinin derecesi (degree) dg(v) = d(v), v kosesine

komgu olan kenarlarin sayisiin toplamina esittir. [10]

Tanym 2.2.8 G bir graf olsun. G grafindaki bir déngii (cycle) farkh koge ve
kenarlarin bir vy, €1, v1, -+, Up_1, €5, Uy, alterne dizisi olarak (e; kenarmin kogeleri

sirasiyla v;_; ve v; olmak tizere) ve vy = v, sartim saglayacak sekilde yazilir. [12]

Topolojik olarak bakildiginda dongiiler S' cemberinin {icgenlestirilmesidir.

Tanwm 2.2.9 Agag, dongiisel olmayan (acyclic) ve baglantili bir graf olarak ad-
landirilir. Dongii igermeyen ve baglantisiz her graf ise ormandir. Dolayisiyla, bir

orman, bilesenleri agaglardan olugan bir graf yapisidir. [12]

Asagida agag graf ve dongii igeren bir graf verilmistir.



(i) (i)
Sekil 2.12 : (i) T agag graf (ii) dongi iceren G grafi.

Tanwm 2.2.10 Agag grafin bir dereceli kogelerine agacin yaprak kogeleri (leaf

vertex) denir. Asikar olmayan tiim agaglarin yapragi vardir. [10]

Ornek 2.2.1 G grafimn yapraklar: vs, vs ve vs kogeleridir.

U1

) Us

U3 Uy

Sekil 2.13 : Yapraklar: vs, vy ve vy koseleri olan G grafi.

Tanwym 2.2.11 G bir graf olsun. Eger e = wv, G grafinin bir kenan ise ve w, G
grafinin kosgesi degil ise o zaman e kenari, uw ve wv kenarlar ile degistirilmesi

boliinme (subdivision) olarak adlandirilir. [12]

Ornek 2.2.2 Asagida G grafi ve G grafinm iki tane boliinmesi verilmistir.

W W

Sekil 2.14 : G grafinin boliinmeleri.

Tanim 2.2.12 G = (V,E) ve G’ = (V', E') graflar igin GUG" = (VUV'  EUE")
ve GNG = (VNV',ENE’) olmak lizere, eger G NG = () ise G ve G’ graflan
ayriktir. Eger V! C V ve E' C F ise G’ grafi G grafinin alt grafidir G’ C G ile
gosterilir. G grafinin tiim kose noktalarindan ve bazi kenarlarindan olusan alt
grafa geren (spanning) alt graf denir. [10]

Tanwm 2.2.13 Bir grafin alt agac1 (subtree), agag olan bir alt graftir. Eger bu

agag geren bir alt graf ise, grafin geren alt agac olarak adlandirihr. [11]

Sekil 2.15°deki ilk gorselde G grafi verilmistir. Daha sonrasinda sirasi ile G

10



grafinin alt grafi, geren alt grafi ve geren agag grafi verilmistir.

W 0 & ©

Sekil 2.15 : G grafi, G'nin alt grafi, G'nin geren alt grafi ve G'nin geren agag
grafi.

Tanwym 2.2.14 G bos olmayan bir graf olsun. Eger G grafinin herhangi iki kosesi
G grafinda bir yolla birbirine baghysa baglantili graf (connected graph) olarak
adlandirihir. Aksi taktirde G grafi baglantisizdir (disconnected). [10]

Tanwm 2.2.15 G = (V,E) ve G' = (V' E') iki graf olsun. G ve G’ graflan
arasinda Yvy,vs € V e = 0109 € E < 1h(v1)1(vy) € E' olacak sekilde birebir ve
orten ¢ : V' — V'’ doniigiimii varsa G ve G’ graflar izomorftur denir ve G = G’

ile gosterilir. Boyle bir ¢ dontigiimiine izomorfizm denir. [10]

2.3 Basit Homotopi (Simple Homotopy)

Tanvm 231 ¢,¢p : K — L simpleksel doniigtimler olsun. K
simpleksel — kompleksindeki  herhangi bir o = {vo, -+ ,v,} i¢in
{e(vo), (v1), -+, o(vn), ¥ (vy), ¥ (v1), -+ ,¥(v,)} L kompleksinde bir simpleks
ise, ¢ ve 1 bitigiktir (contiguous) denir. ¢ ~. 1) ile gosterilir. [13]

Ornek 2.3.1 3-boyutlu K kompleksi ve 1 boyutlu L kompleksi agagidaki gibi
verilsin.

U3

(%) (%)) Wy W Wso

U1
K L
Sekil 2.16 : K ve L simpleksel kompleksleri.
Y1, P2, 3 : K — L dontigimleri agagidaki gibi tanimlansin:
gOliK—>L @23K—>L CpgiK—)L

11



Vo > Wy Vo > Wq Vo > W2

V1 = Wy V1 — wq V1 — W
Vg H— W Vg H— W Vg —r W1
V3 = Wq V3 = Wy V3 = Wy

©1 Ve g, @9 ve sz doniigimleri bitigiktir. Diger taraftan (p; U p3)(v, v1) =
{p1(v0), p1(v1), p3(v0), p3(v1)} = {we,ws, w1} oldugu igin bitisik degildir.
Dolayisiyla bitigik 6zelligi denklik baglantis1 degildir. [3]

Tanvm 2.3.2 ¢p,v : K — L simpleksel doniigiimler olsun. ¢ ve v simpleksel
doniigimlerinin ayni bitigiklik (contiguity) sinifinda olmasi su sekilde tanimlanir:
Y = Y1 ~e Py~ e~ o = 1 olacak gekilde sonlu tane ; : K — L simpleksel
doniigimii vardir ve ¢ ~ 1) ile gosterilir. [8,13]

Ornek 2.3.2 K ve L simpleksel kompleks olsun.

U3
Vo (25) (W Wo W3
a E
U1
4% L

Sekil 2.17 : K ve L simpleksel kompleksleri.

v, : K — L simpleksel doniigtimleri agsagidaki gibi tanimlansin:

po: K —L Vv:K—=L
Vg — Wy Vg > W2
V1 — Wy V1 = W2
Vg > Wy Vg > W3
V3 — Wy VU3 = W3
Vg > Wy Vg > W3

o = {vg,v3}, K'da bir simpleks olmasia ragmen (p Uv)(0) = ¢(0) U(o) =
{wo, w1, wq, w3} L’de bir simpleks degildir. Bu sebeple, ¢ ve 1 simpleksel

12



dontigiimleri aymi bitigiklik sinifinda degildir. Diger taraftan asagidaki gibi
tammlanmig ve ¢ = 1 ~c Q2 ~c 3 ~e P4 ~c 5 = P olacak gekilde simpleksel

dontigtimler dizisi vardir.

p1: K =L w9 : K =L w3 : K =L w4 K =L ws: K = L

Vg = Wy Vg > Wq Vo > Wy Vo > W2 Vo > W2
V1 — Wy V1 — wq V1 — Wy V1 — Wo V1 — Wo
Vg — W Vg > Wa Vg —r W2 Vg —r W2 Vg > W3
V3 — Wq V3 — Wa V3 — W9 V3 — W9 V3 — W3
Vg — W Vg = Wo Vg > W2 Vg4 > W2 Vg > W3

Boylece ¢ ve 9 simpleksel dontigtimleri ayni bitigiklik sinifindadir ama bitigik
degildir.

Tanym 2.3.3 ¢ : K — L simpleksel dontisiimii verilsin. Eger ¢ oY ~ idy ve
Yo p ~ idg olacak gekilde ¢ : L — K simpleksel doniigimii varsa, ¢’ye giicli
denk (strong equivalent) denir. K ve L arasinda giicli denklik vardir denir;
K ~ L ile gosterilir. [§]

Tanwm 2.3.4 (K, vg) ve (L,wy) noktali (pointed) simpleksel kompleksler olsun.
Hem ¢,v : K — L homotopi denkleri hem de ¢ o p ~ idg ve p o ~ idp
ifadelerini olugturan bitigik déniigiimleri, taban noktalarim koruyorsa (K, vg) ve
(L,wp), ayni noktali giiclii homotopi tipine sahiptir (the same pointed strong
homotopy type) denir. (K, vg) ~ (L, wy) ile gosterilir. [14]

Tanim 2.3.5 L bir simpleksel kompleks olmak tizere L' C L alt kompleksini
alalim. Kogeleri L’ kompleksine ait olan, L kompleksinin her bir simpleksi eger

L' kompleksinin de bir simpleksi oluyorsa, L’ kompleksine L kompleksinin tam
(full) alt kompleksi denir. [14]

Onerme 2.3.1 ¢, : K — L iki simpleksel déniigiim olsun. ¢(K'),(K') C L'
olacak sekilde K’ C K alt kompleksi ve L' C L tam alt kompleksi verilsin. Eger
o~ ise ¢ Y K" — L kisitlamg doniigtimleri de bitigiktir. [14]

Tanym 2.3.6 K simpleksel kompleks ve 0 € K olsun. Eger o, K icinde bagka
higbir simpleksin alt kiimesi degil ise, 0 maksimal simpleks olarak adlandirilir. [7]
Tanwym 2.3.7 K bir simpleksel kompleks ve v, K'nin bir kogesi olsun. v kosesini
iceren her maksimal simpleks, v # v’ olacak sekilde v’ kosesini igeriyorsa v kogesi

v’ kosesi tarafindan domine edilir (v is dominated by v’) denir. [§]

13



Tanym 2.3.8 K sonlu simpleksel kompleks olsun. Eger K baskin (domine eden)

kogeye sahip degilse minimal bir komplekstir.

Tanwm 2.3.9 K simpleksel kompleks olsun. {c®~Y 7®} ¢ K simpleks cifti
olsun oyle ki o, 7'nun bir yiizii olsun ve o simpleksinin bagka bir es yiizii olmasin.
O zaman K — {o,7}, K simpleksel kompleksinin elementer ¢okiig (elementary
collapse) olarak adlandirilan simpleksel kompleksidir ve ¢okme iglemi K N\, K —
{o, 7} ile gosterilir. Diger taraftan, elementer ¢ckmenin tersi elementer genigletme

(elementary expansion) olarak adlandirilir ve K 7 K U{c®~ 7P} ile gésterilir.

[5]

N

K L

Sekil 2.18 : K kompleksinden L kompleksine elementer ¢okme.

Tanwym 2.3.10 Bir simpleksel kompleks K, eger asagidaki gibi bir dizi elementer

¢Okiig varsa ¢okebilir (collapsible) olarak adlandirilir:

K=K\ K\ -\ K, 1 \ K, ={v}. [5]

Tanmwm 2.3.11 K soyut simpleksel kompleks ve vy € K bir simpleks olsun. vy’ in

acik yildiz1 (open star),

ostarg(vg) :={c € K | o 2{v}}

seklinde tanimlanir. Bir bagka deyisle, ostark(vg), vo’1 igeren tiim simplekslerin
olugturdugu alt kiimedir. [7]

Tanwm 2.3.12 K simpleksel kompleks olsun. K simpleksel kompleksinden domine
edilen bir vy kdge noktasinin agik yildizinin (open star) ¢ikarilma iglemine ele-
menter gii¢lii ¢okilg (elementary strong collapse) denir ve K’dan L’ye elementer
¢okme K N\,\, L ile gosterilir. Elementer giiclii ¢okiigiin tersine elementer
gliclii genigletme (elementary strong expansion) denir ve K’dan L’ye elementer
genigleme K 7 L ile gosterilir. [5]

14



AN

K L

Sekil 2.19 : K kompleksinden L kompleksine elementer giiclii ¢cokme.

Tanym 2.3.13 K ve L simpleksel kompleks olsun. Bir dizi elementer giiclii ¢okiis
veya elementer giiclii genigletme, sirasiyla giiclii ¢okiis veya giiglii genisletme
olarak adlandirilir. Eger K simpleksel kompleksini L simpleksel kompleksine
dontistiiren bir dizi giiglii ¢okiisler ve giiclii geniglemeler varsa K ve L komplek-
sleri ayni giiglii homotopi tipine sahiptir (have the same strong homotopy type)
denir. Bu durumda 6zel olarak, L = x (bir nokta) ise, K bir noktanin gii¢lii ho-
motopi tipine sahiptir. Eger K’dan bir noktaya bir dizi elementer giiclii cokmeler
varsa K’ya giiglii ¢okebilir (strongly collapsible) denir. [5]

Ornek 2.3.3 Agagida, ilk simpleksel komplekse bir dizi elementer ¢okiig ve el-
ementer genigleme iglemi uygulayarak, onunla ayni simpleksel homotopi tipine

sahip bagka bir simpleksel kompleks elde edecegiz.

15
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Sekil 2.20 : Bir dizi eleme

16

nter ¢okilg ve genisleme.



3. SIMPLEKSEL LS-KATEGORI

3.1 Simpleksel LS-Kategori

Tanym 3.1.1 X topolojik uzay1 ve U C X acik bir alt kiimesi olsun. Eger U, X
icinde bir z noktasina biiziilebiliyorsa, U’ya kategoriktir denir. Bir baska deyisle,
Eger ¢+ : U — X kapsama doniigiimii, x € X i¢in ¢, sabit doniigtimii ile homotop
ise U kategoriktir. [1]

Tanwym 3.1.2 X topolojik uzay1 icin su sart1 saglayan en kiigiikk n > 0 tamsayisina
X uzaymin LS-kategorisi denir: X'’in oyle n+1 tane Uy, Uy, - - - , U,, kategorik acik

alt kiimesi vardir ki X1 érter. X uzaymin LS-kategorisi catX ile gosterilir. [1]

Tamwm 3.1.3 K bir simpleksel kompleks olsun. K kompleksinin alt komplek-
slerinden olusan {Uy, Uy, - - , U, } koleksiyonu,

UL U = K

=0

kogulunu sagliyor ise K’'min bir 6rtiistidiir bir bagka deyigle K’y1 érter denir. [5]

Tamwm 3.1.4 K soyut simpleksel kompleks olsun. Eger « : U — K kapsama
doniigiimii ve ¢, : U — K sabit doniigiimii (v, K'nin bir késesi olmak tizere) ayni
bitigiklik sinifinda ise (¢ ~ ¢,), U C K alt kompleksine kategoriktir denir. [14]

Tanym 3.1.5 K soyut simpleksel kompleks olsun. Su sart1 saglayan en kiiciik
n > 0 tamsayisina K 'nin simpleksel LS-kategorisi denir: K kompleksinin oyle
n + 1 tane Uy, Uy, - - - , U, kategorik alt kompleksi vardir ki K’y1 orter. scatK ile
gosterilir. [15]

Lemma 3.1.1 V C U C K, K'nin alt kompleksleri olsun. Eger U, K’da kategorik
ise V de K’da kategoriktir. [14]

Ispat. U, K'da kategorik olsun. Bu durumda ¢ : U < K kapsama doniigiimii ve
c: U — K sabit donligiimi i¢in ¢ ~ ¢ saglanir. j : V' — U kapsama dontigimini
alalim. Bu durumda ¢t o j : V — K kapsama doniisim ve co j : V — K sabit

dontigiim olur. Ayrica 1o j ~ co j saglamr. [14] O
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Onerme 3.1.1 Tamm 3.1.5’den asagidaki varsayimlar yapilabilir:

(1) Uy, - -+, U, ortiistindeki her kategorik alt kompleks K kompleksinin maksimal

simplekslerinin bir birlesimidir.

(2) K kompleksinin her maksimal simpleksi ortiintin elemanlarindan yalniz
birinde bulunur. [14]

Ispat. Uy,--- U, C K kategorik bir ortii olsun. Her U; alt kompleksini, K
kompleksinde maksimal olan o € U; simplekslerinin birlesimi olarak tamimlanan

bagka bir V; (bos olabilir) alt kompleksi ile degistirelim.

Ik olarak, Vp,---,V, ortiisii K kompleksinin bir ortiisiidiir ¢iinkii eger w, K
kompleksinin bir simpleksi ise p Oyle bir ¢ maksimal simpleksinin i¢inde yer
almaldir ki bu da g simpleksinin baz1 U;’de yer almasim saglar. O zaman p C
o € V; bir baska deyisle, 1 € Vj olur. Boylece V; C U; oldugu i¢in, Lemma 3.1.1°¢
gore V; kategoriktir.

Ikinci kisim, her maksimal simpleksi Vj’lerden biri hari¢ hepsinden ¢ikarirsak, or-
taya ¢ikan alt kompleksler Lemma 3.1.1°e gore hala kategoriktir ve K kompleksini
orter. [14] O

Tanwym 3.1.6 Bir kompleksin giiclii ¢oken olmasi bir noktaya giiclii ¢oktiigi bir
bagka deyisle, bir noktanin gii¢lii homotopi tipine sahip oldugu anlamina gelir. [8]
Sonu¢ 3.1.1 K simpleksel kompleks olsun. scatK = 0 olmasi igin gerek yeter
sart bir noktanin aym gii¢lii homotopi tipine sahip olmasidir. [15]

Ornek 3.1.1 Sekil 3.1'deki K simpleksel kompleksi [16]’da yer almaktadr.
Sekildeki K simpleksel kompleksi baskin kose icermez dolayisiyla, ¢okebilir ancak

gliclii ¢oken degildir, gliclii ¢coken olmadigindan dolay1 scat K > 1 olur.

Sekil 3.1 : Coken ama giiclii ¢coken olmayan K simpleksel kompleksi.

Sekil 3.2’de K’nin gliglii ¢oken iki alt kompleksi verilmigtir. Boylece scat(K) =1
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olur.

(i) (i)
Sekil 3.2 : (i) K; alt kompleksi (ii) Ky alt kompleksi.

Bu ornek, scat’in kompleksin geometrik realizasyonundan ¢ok simpleksel yapisina

bagli oldugunu gostermektedir. [15]

Ornek 3.1.2 Sekil 3.3'deki K simpleksel kompleksi giiclii ¢coken degildir. Bu
durumda scat(K) = 1 olur. [14]

0 1
Sekil 3.3 : scat K = 1 olan K simpleksel kompleksi.

Ornek 3.1.3 K sonlu simpleksel kompleks olsun ve a, K kompleksinin bir kogesi
olmasm. {vg,--- ,v,}, K kompleksinin bir simpleksi olmak iizere {vg,- - ,v,,a}
formundaki simplekslerle gerilen komplekse K *a konisi denir. K *a gliclii ¢oker,
bir bagka deyisle, scat(K *a) = 0 olur. Bu sonug, lk(u, K *xa) = lk(u, K) *a [17]
esitligi dikkate alinarak ispatlanabilir. [14]

Bu alt boliimiin énemli teoremlerinden biri scat(—)’in giiglii homotopi tipi
degismezi oldugunu soyleyen Teorem 3.1.1°dir. Teoremin ispatinda Onerme 3.1.2
kullanilacaktir. Bu onermeyi ispatlamak i¢in Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3’den
faydalanilacaktir.

Lemma 3.1.2 f,g: K — L doniigtimleri f ~. g sartin1 saglayan iki simpleksel
dontigiim ve h : N — K bagka bir simpleksel dontigiim olsun. O zaman f o h ~,
g o h olur. Bagka bir A’ : L — N simpleksel doniigiim alinirsa benzer sekilde
h'o f ~.h ogolur. [15]
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Ispat. f ~. g oldugu icin K kompleksindeki herhangi bir o = {vg, -+ ,v,} i¢in L
kompleksinde { f(vo), -+, f(vn), g(vo), -+, g(v,)} olugturur.

Simdi A : N — K simpleksel doniigimi i¢in N kompleksindeki herhangi
bir 8 = {wp, - ,w,} simpleksini alalim. h simpleksel doniigiim oldugundan
dolay1, {h(wp),-- ,h(w,)}, K kompleksinde bir simplekstir. Bu sebeple f ~. g
oldugundan dolayn,

{f(h(wo)), -~ -, f(h(wn)), g(h(wo)), - -+, g(h(wn))}

da L kompleksinde bir simpleks olugturur. Béylece, f o h ~. g o h olur.

Benzer sekilde b’ : L — N icin de h/ o f ~. h o g oldugu gosterilir. [
fi f2 fn

Lemma 313 K=K, _ K, _ -  K,=L,heri={1,--- n} icin
g1 92 gn

fi © g’b ~e ZdKz ve g’L o f’L ~c Z.dKi_l

olacak gekilde doniigtimlerin iki dizisi olsun. Bu durumda K ve L kompleksleri

arasinda gii¢lii denklik vardir. [15]

fspat. fiogi ~c tdg, ve g;o f; ~. idg, , oldugui¢in p = f,of,_10---0f; : K = L
veY =giogyo---0g,: L — K dontusimleri vardir. Burada

pop=(fnofac10 -0 f1)o(giogeo---0gy)~cidy
Yop= (910920"‘09n)O(fnofn—lo"'ofl) ~c idg
olur. Bu durumda K ve L kompleksleri arasinda giiclii denklik vardir. O]

Onerme 3.1.2 f: K — Lveg: L — K, go f ~ idk olacak sekilde iki simpleksel

dontigiim olsun. Bu durumda scatK < scatL olur. [15]

fspat. U C L kategorik alt kompleks olsun. ¢y kapsama doniisimi, baz c,
sabit dontisiim ile ayni bitisiklik sinifinda oldugundan dolay1, ¢; : U — K, i €

{0,--- ,n}, bigiminde déntigiimler dizisi vardir ki

Lty = @Yo ~e " NMePn = Cy
olur. f7Y(U) C K alt kompleksini ele alahm. f~! kategorik oldugunu

gosterilmelidir. go f ~ idg oldugundan ¢; : K — K, i € {[1,--- ,n}, doniisiimler

dizisi vardir ki
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idszoNc"'Ncwm:gof'

f' doniigiimiinii, f doniigiimiiniin f~'(U) alt kompleksine kisitlanigi olarak

tanimlayalim. Bir bagka deyisle,
frof7HU) = Uve f'(z) = f(x).

Ayrica j: f71(U) C K kapsama dontigiimii olsun. O zaman Lemma 3.1.2'den

dolay1

j:idKOj:wooch“'Ncwmoj:gofoj (31)

olur. foj =ty o f' oldugundan dolay,
gofoj=gowof =gopyof ~ec-r~cgopyof
olur.

Ancak ¢, = ¢,, bir bagka deyisle, g o ¢, o f' : f7HU) — g(U), ¢y sabit

doniigiimiine esittir. Denklem (3.1)’den de dolayi,

J ™~ Cq(v)

elde edilir. Boylece f~1(U) C K alt kompleksi kategoriktir.

Son olarak scat(L) = n ve {Uy,--- ,U,}, L kompleksinin kategorik ortiileri olsun.
O zaman {f~(Uy), -, f~'(U,)}, K kompleksinin kategorik bir ortiistidiir. Bu
durumda scat(K) < n oldugundan dolay1 scat(K) < scat(L) olur. [15] O

Teorem 3.1.1 Simpleksel LS-kategori, bir gii¢lii homotopi tipi invaryantidir. Bir
bagka deyisle, K ~ L ise scat(K) = scat(L) olur. [14,15]

Ispat. K ~ L oldugu i¢in f : K — L ve g : L — K doniigiimleri vardir ki
go f ~idg ve fog~idy saglamr. Boylece Onerme 3.1.2'den scatK < scatL ve
scatL < scatK olur. Bu durumda scatK = scatL elde edilir. O

Tanym 3.1.7 Sonlu simpleksel K kompleksinin ¢ekirdegi (core), K \,\, Ky ola-
cak gekilde baskin kégeleri olmayan bir Ky C K alt kompleksidir. [16]

Sonug 3.1.2 Asagidakiler scat(K) i¢in bir kat1 {ist simirdir (strictly bounded from
above). Bir bagka deyisle, agagidakiler scatK sayisindan biiyiiktiir (fakat esit
degildir). [14]
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(1) K kompleksinin koge sayisi

(2) Ko ¢ekirdeginin maksimal simplekslerinin sayis

Ispat. v € K, bir kige noktasi olmak iizere v'nin star1 st(v) ile gosterilsin.
st(v) Ko giiclii ¢oken alt kompleksidir. Ciinkii st(v)’deki tiim kogeler v kogesi
tarafindan domine edilirler. Boylece {st(v) : v € Ky} ailesinin Kj'in kategorik
alt kompleksi ile olusturulan bir ortiisii oldugu soylenebilir. Kj'daki koselerin
say1st m ile gosterilsin bu durumda scat(Ky) < m olur. scat(K) giliglii homotopi

invaryant: oldugundan dolay1 scat(K) = scat(Ky) < m bulunur.

Diger taraftan M (Ky), Ko'nin maksimal simplekslerinin sayist olsun. O zaman
herhangi bir maksimal simpleks, Ky’'in giiclii ¢oken alt kompleksi oldugu igin ve
Onerme 3.1.1’den dolay1 scat(Ky) < M(K,) sonucu elde edilir. [14] O

3.2 Geometrik Simpleksel Kategori

R. H. Fox tarafindan [18] tamtilan geometrik LS-kategorisinin anologu olan ge-
ometrik simpleksel kategori D. Fernandez-Ternero, E. Macias-Virgos ve J.A.
Vilches tarafindan [15)’de tamitilmigtir. gscat(K) ile scat(K) arasindaki temel
fark, bir kategorik ortiide yer alan her alt kompleksin, K i¢inde degil kendi i¢inde
gliclii ¢oken olmasidir. Diger bir deyisle, sabit bir doniisiim ile aym bitisiklik
sinifinda olan doniigim, kapsama dontisiimii degil, birim dontigiim olmalidir. Bu
durum dogrudan scat(K) < gscat(K) sonucunu verir. Ancak bu esitsizlik bazi
komplekslerde kat1 (strict) olabilir; 6rnegin, 2-boyutlu torusun standart liggensel
ayrigtirmasinda oldugu gibi. Geometrik simpleksel kategori, klasik simpleksel
kategoriden farkl olarak bazi 6nemli 6zelliklere sahip degildir; 6érnegin homotopi
degismezi degildir. Bununla birlikte, [15]'de ispatlandig: iizere, Sonug 3.1.2°de
verilen st smirlar gscat(K) igin de gegerlidir ¢linkii gscatKy = max{gscatL :
L ~ K} esitligi [15] saglamr. [1]

Tanym 3.2.1 X topolojik uzay olsun. Su sarti saglayan en kiiciik n > 0 tam-
sayisina X uzayinin geometrik kategorisi denir: X’in 6yle n+1 tane Uy, Uy, --- , U,
biiziilebilir agik alt kiimesi vardir ki X’i 6rter. gcatX ile gosterilir. [1]

Tanym 3.2.2 K simpleksel kompleks olsun. Su sart1 saglayan en kiigiikk n > 0
tam sayisina K simpleksel kompleksinin geometrik kategorisi denir: K simpleksel
kompleksinin 6yle n+1 tane Uy, Uy, - -- , U, C K ortiisti vardir ki her: = 0,--- ,n
i¢in U; ~ % saglanir. gscat(K) ile gosterilir. [15]

Onerme 3.2.1 K ve L sonlu simpleksel kompleksler olsun. K L gliclii ¢oken

olmasi i¢in gerek yeter sart K veya L giiglii ¢okendir. [8]
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Ispat. Varsayalim ki v, K'nin baskin bir késesi olsun. Bu durumda lk(K;v) bir
konidir (cone) ve bundan dolay1 lk(K * L;v) = lk(K;v) * L da koni olur. Bu
nedenle v kosgesi K * L kompleksinde de baskindir. Dolayisiyla, eger K bir v
kogesine giiclii coker ise K« L \ "\, voL \,\, vg olur.

Tersine olarak, K % L'min giiclii ¢oken oldugunu varsayalim. v, K % L'nin baskin
noktasi olsun ve v € K olsun. O halde lk(K * L;v) = lk(K;v) x L konidir. Bu
nedenle [k(K;v) bir konidir veya L konidir. Eger L koni ise L giiglii ¢oker. Diger
taraftan [k(K;v)'mn koni oldugunu varsayalm. (K\v)* L = (K * L)\v giiglii
¢oker oldugundan dolay: tiimevarimdan K\v veya L giiclii ¢oker ve K N\, K\v
oldugundan K veya L giiglii ¢oker. [8] O]

Onerme 3.2.2 K simpleksel kompleks olsun. O zaman scatK < gscatK olur. [15]

Ispat. gscatK = n olsun. Bu durumda su sart1 saglayan K ’nm bir

{Uo, Uy, -+ ,U,} ortiisii vardir: Her @ = 0,--- ,n i¢in U; gugcli ¢oker. Boylece
idy, : U; — U; birim dontisimi ve ¢, : U; — U; sabit doniigimii aym bitigiklik
smifindadir. Buradan, ¢y, : U; — K kapsama doniisim ve ¢, : U; = K sabit
dontisim olmak tzere ¢y, ~ ¢,, bulunur. Sonug olarak scatK < n elde edilir.

[15] 0

Lemma 3.2.1 K sonlu simpleksel kompleks ve v € K, v' tarafindan domine edilen
bir koge olsun. O zaman ¢ : K \ v — K kapsama dontigiimii gii¢lii denktir ve

r: K — L retraksiyon déntigiimii olsun. Béylece K ~ L olur. [8,15]

Ispat. 7+ K — K \ v doniigimi su gekilde tamimlansin: r, K \ v iizerinde birim
gibi davransin ve r(v) = v’ olsun. v € o olacak gekilde o € K simpleksini alalim.
o C ¢’ olacak sekilde ¢’ maksimal simpleksini alalim. Boylece, v" € ¢ olur ve
r(o) = cU{v'}\{v}, K\v'nin simpleksidir. Ayrica (tor)(o)Uidk (o) = cU{v'} C
o', K’da bir simplekstir. Boylece ¢ o r ~ idy olur.

Eger 0 € K\vise, (rot)(0)Uidg\,(0) = o, K’da simplekstir Boylece rov ~ idg\,
olur. Burada K ~ K \ v elde edilir. [§] O

Teorem 3.2.1 Eger K kompleksinden L kompleksine giiclii ¢okiis var ise gscat K <
gscatL olur. [15]

Ispat. Genellemeyi bozmadan L = K \ v olacak gekilde r : K — L déntigiimiiniin
elementer giiglii ¢okiig oldugunu varsayarak ispat yapalim. ¢ : L — K kapsama
doniigimi olmak tizere ¢ o r ~ idg ise K simpleksel kompleksindeki herhangi bir
o = {vy, - ,v,} simpleksi i¢cin K’da bir (tor)(o) Uidx = {(tor)(vg), -+, (to

r)(vp), idk (vo), - - - ,idk (vy,)} simpleks oluguyorsa r ot = idy, olur. V', L'nin giiglii
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¢oken alt kompleksi olsun. Bu durumda idy birim doniigimi ile ¢, : V. — V

sabit doniigiimii ayni bitisiklik sinifindadir. Bir bagka deyisle,
idV:SOONc"'NcSDn:Cw

olacak sekilde p; : V — V,1=0,1,--- ,n dontigimleri vardir.

rl-1vy kisitlamgim ' 2 r7H(V) — V oile gosterelim. Benzer gekilde /@ V' —
r~ (V) kapsama doniiglimiini gostersin (iyi tanmmhdir ¢iinkii r o ¢ = idy/).
Ayrica ¢; ~. @;11 oldugundan dolayr Lemma 3.1.2'den ¢/ o p; 01" ~. 1t/ 0 ;g 07

olur.
Voppor' =1oc,or =cyu
dontigiimiiniin sabit dontigiim oldugu agiktir. Diger taraftan
lopgor' =1oidyor =1 or

olur ve son doniigiim id,—1() ye bitigiktir. Eger o, r~!(V)’nin bir simpleksi ise o
zaman K'nin da bir simpleksidir. Buradan idg(o)U(cor)(0), ifadesinin K 'nin bir
simpleksi oldugu goriiliir ve bu simpleks 7~*(V) nin i¢inde kalir ¢linkii 7ot = idy .
Ayrica (tor)(o) = (Y or’)(0) oldugundan dolayr o U (¢ o r’)(co) da r—!(V)’nin
simpleksidir.

Buradan ¢, sabit donugimiintn id.-1(y) birim dontgimii ile aym bitigiklik
simifinda oldugu goriiliir.  Boylece r~1(V)'nin giiclii ¢okiig oldugu ispatlanmig
olur.

Simdi gscatL = m alalim. Bu durumda {Vj, - -, V},,}, L’nin gii¢li ¢dken alt kom-
plekslerinin bir ortiisii olsun. Boylece K'nin giiclii ¢coken alt komplekslerinin bir
ortisi {r~1(Vg), -+ ,771(V;,)} olur. Buradan gscatK < m bulunur. [15] O

Sonug¢ 3.2.1 K kompleksinin ¢ekirdegi Ky olsun. K kompleksine giiclii denk olan
tim L kompleksleri i¢in gscatL degerlerinden maksimum olanmi gscat K, sayisini
verir. [15]

Onerme 3.2.3 K ve L sonlu simpleksel kompleksler olsun. gscat(K x L) <
min{gscat(K), gscat(L)} olur. [14]

Ispat. min{gscat(K), gscat(L)} = gscat(K) = m olsun. K’y1 6rten m + 1 tane
Uy, Uy, - -+, U, giiclii ¢coken alt kompleks vardir. Uy« L,Uy x L,--- U, x L alt
komplekslerini goz oniinde bulunduralim. Bu alt kompleksler Onerme 3.2.1’den

dolay1 giiclii ¢okendir ve K * L'nin bir ortiistini verir. [14] O
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3.3 Barisentrik Bolinme

Tamwm 3.3.1 ¢ : K — L simpleksel doniigiim olsun. ¢ dontigtimiintin barisen-
trik boliinmeleri tizerine indirgenmis doniigimii sdp : sdK — sdL su sekilde

tanumlanir:

(sdp)({o1,- -+, 04}) = {plor), - wloy)}-

Burada sdy simpleksel doniigtimdiir. sd(id) = id ve sd(yp o) = sd(p) o sd(v)
esitlikleri vardir. [14]

Onerme 3.3.1 ,1 : K — L simpleksel doniisiimleri ayn1 bitigiklik smifinda ise
sdp, sd : sdK — sdL aym bitigiklik simifindadir. [14]

Ispat. Genelligi kaybetmeden, v, : K — L simpleksel doniigiimlerini bitigik
alalim, ¢ ~. 1. Bir bagka deyisle, herhangi bir o € K i¢in ¢(0) U (o) L’de bir
simplekstir. F': sd K — sdL doniigimii, su sekilde tanimlansin.

F({le i 70q}) = {90(0-1) U ¢(0-1)’ . 74:0(011) U ¢(GQ)}

Q(sdp, F) = {oc € K : (sdp)({c}) = F({o})} kiimesinin boyutu adim adim
arttirilarak sdp ~ F' oldugu ispatlanir.

Eger sdp = F ise ispat agiktir. Aksi durumda &yle bir p € K vardir ki p ¢
Q(sdyp, F) saglanir veya esdeger olarak o(u), ¢(p) U ¢(p)'nin i¢indedir fakat
o(p) Ut (p)’ye esit degildir. Bu 6zelligi tagiyan p simpleksini maksimum boyutta
segelim. Bu durumda eger p, o’nin bir 6z (proper) yiizi ise p(0) = ¢(0) U(0o)

olur. Artik yeni bir F} : sd K — sdL doniigiimiinii asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

(sdp)({o}). o # .
F{u).,  o=n

Fi({o}) =

(1) Fy simpleksel doniigimdir. {oy,---,0,}, sdK nm simpleksi olsun.

Eger her j =1,--- ,qicin 0; # p ise

Fy({o1,---,04}) = {wlo), -, p(ag) }-
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Eger oyle bir j i¢in o; = p ise Fi({o1,---,0,}) = {plo1), -, ¢(p) U
o(p), -+ ,p(oq)} olur. Her iki durumda da goriintii sdL’'nin bir simpleksidir.
Ikinci durumda g simpleksinin maksimalliginden, i > j icin @ (p) U () C @(0;)

sonucu ¢ikar.

(2) sdp ~. Fy saglanir. Ciinkii {oy,---,0,} € sdK ise bu durumda

(5d90)<{01a Y 70!1}) U F1<{Ulv e 70!1})

= ({plar),- s 9lag) ) U{F({oi}), - Fi({og D}

simpleksi, agagidaki simplekse egittir

{(o), -+, ploja), (o) Uih(oy), - plog) Uth(og)},

burada j - eger boyle bir j var ise - 0; = u olacak sekilde en kii¢iik indekstir.

(3) Son olarak, Fy’in tanimu geregi 2(sdp, F') G £2(Fy, F) olur.

Bu prosediirii tekrarlayarak, sdy ~ F' olacak sekilde bir dizi bitigik doniigiimii
sdp ~. Fy ~. -+ ~. F elde edilir. Aym argiimani 1 i¢in uygulayarak sdiy ~ F
da ispatlanir. Dolayisiyla sdp ~ sdi olur. [14] O

Ag¢iklama 3.3.1 Boélme (subdivision) gii¢lii homotopi tipinin bir invaryanti
degildir. Ornegin, Sekil 3.4°de verilen K kompleksi ve barisentrik boliinmesi olan
sdK’y1 alahm. Iki kompleks de minimaldir, ¢iinkii domine edilmis kogeleri yok-
tur. Fakat K ve sdK izomorf degildir. Boylece ayni gii¢lii homotopi tipine sahip
degildir. [8,14]

K sdK

Sekil 3.4 : K simpleksel kompleksi, sd K ile ayni giiclii homotopi tipine sahip
degildir.

Teorem 3.3.1 K simpleksel kompleks olsun. Bu durumda scat(sdK) < scat(K)
olur. [14]

fspat. scatK = n ve Uy, ---,U,, K'mn kategorik ortiisii olsun. sdK nin,
sdUy, -+ - ,sdU, alt komplekslerini alalim. Her bir ¢; : U; < K kapsama
dontiglimii igin ¢; ~ ¢, olacak sekilde ¢,, : U; — K sabit dontgtimleri ¢; kap-

sama doniistimleri ile ayni bitisiklik simifinda oldugundan Onerme 3.3.1’den dolay1
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sdij ~ sdc,, olur. Ayrica sdi; : sdU; — sdK kapsama doniigiimiidiir ve sdc,,,
sabit doniiglimiidiir. O zaman sdU; kategorik alt komplekstir ve scat(sdK) < n
olur. [14] O

Teorem 3.3.2 K bir kompleks olsun. K giiclii ¢cokendir ancak ve ancak sd K giiglii
¢Okendir. [16]

Sonu¢ 3.3.1 K sonlu simpleksel kompleks olsun. O zaman scatK = 1 ise
scat(sdK) = 1 olur. [14]

Ispat. K sonlu simpleksel kompleks ve scatK = 1 olsun. Teorem 3.3.1%¢ gore
scat(sdK) < 1 elde edilir. Varsayalim ki scat(sdK) = 0 olsun. Bu durumda sd K
giiclii denktir. Teorem 3.3.2, K kompleksinin gii¢lii ¢oken oldugunu gosterir. Bir
bagka deyisle, scat K = 0 olur. Bu ise basglangic varsayimimizla celisir. Dolayisiyla
scat(sd(K)) = 1 olmahdir. [14] O

Ornek 3.3.1 K, 1-boyutlu simpleksel kompleks olan K5 tam grafi olsun.

U1

Vo (%)

Vy & % U3

Sekil 3.5 : K = K5 tam grafi.

K’nin asagidaki kategorik ortiisiinii alalim:

Uo = VU1 @) VoU2 @) VoUs @) VoV4,
U1 — V1U4 U V1U2 U Va3,

Us = v103 U w04 U U904.

Bu nedenle scat(Ks5) < 2 olur. Dahas1 K, iki kategorik alt kompleks tarafindan
ortiilmez. Varsayalim ki iki kategorik alt kompleks tarafindan ortiilmiig olsun.
Bu durumda iki alt kompleksten birinin en az 5 kenar icermesi gerekir. Herhangi
bir aga¢ grafta kenar sayisindan bir tane fazla koge olur. Bu durumda 5 kenar
olan ormanin en az 6 kosesi olmalidir fakat bu K5 grafi icin miimkiin degildir.

En az 5 kosgeli herhangi bir kategorik alt kompleksin olmadigi, dolayisiyla K
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grafinin herhangi iki kategorik alt kompleks tarafindan ortiilmedigi sonucuna
ulagildi. Boylece scat(Ks5) = 2 olur.

Diger taraftan K'nin birinci barisentrik bdéliinmesinin  kategorik —ortiisii,
Sekil 3.6'te gosterildigi gibi Ly (diiz kenarlarla ¢izilmistir) alt kompleksi ve L4
(kesikli kenarlarla ¢izilmistir) alt kompleksidir. sd(K3) giiglii ¢oken olmadigindan
dolay1 1 = scat(sdKs) < scat(K5) = 2 olur. [14]

Sekil 3.6 : sdK5’i orten iki kategorik alt kompleksi.

3.4 Geometrik Realizasyon

Bu bolimin amaci K kompleksinin simpleksel kategorisini, K’'nin ge-
ometrik realizasyonu olarak adlandirilan X = |K|min LS-kategorisi ile
kargilagtirmaktir. [13, 14]

Tanym 3.4.1 Eger Y normal uzay1 ve onun kapali alt uzay1 F C Y igin, her
F — Y doniigimii F'nin Y uzayindaki bir komguluguna genigletilebiliyorsa, X
uzayma mutlak komsuluk retraksiyonu (absolute neighborhood retract, ANR)
denir. [19]

X uzayr normal ANR oldugundan Tanim 3.1.2’deki kategorik kiimelerin kapali
olarak almabilecegi [1] kitabindaki Onerme 1.10’da ispatlanmigtir. Bu durum

ozellikle, geometrik realizasyon igin gereklidir. (Ayrica bkz. [20-22])

Teorem 3.4.1 X = |K| verilsin. Bu durumda catX < n ancak ve ancak K
kompleksinin bir K’ boliinmesinin (subdivision), her birinin geometrik realiza-
syonu X iginde biiziilebilir olan oyle Lo, L1,--- , L, alt kompleksleri vardir ki
X = |Lo|U---U|Ly,| saglamr. [14]

Teorem 3.4.2 K sonlu simpleksel kompleks olsun. cat|K| < scatK olur. [14]
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fspat. scatK = n olsun ve {Uy,--- ,U,}, K'nin kategorik simpleksel ortiisii ol-
sun. Her ¢; : U; — K kapsama dontigiimii ¢,; sabit dontiigiimi ile ayni bitigiklik
smifindadir. Bu durumda geometrik realizasyonlar tizerindeki [¢;], [cy,| : |Uj| —
| K| indirgenmis déniisiimleri homotopiktir, [¢;] ~ e, | [13]. [ : [Uj] — |K]|
doniigiimiiniin kapsama déniisiim ve |c,,| : U; — K doniisiimiiniin sabit doniigiim
oldugu agiktir. Bu nedenle |Uyl, - - -, |U,| altuzaylar |K| kompleksinin kategorik
kapali ortiistidiir. |K| normal ANR oldugu i¢in, agik ortiiler yerine kapali ortiiler

alinmasinda higbir sakinca yoktur. O zaman cat(|K|) < n olur. [14] O

Onerme 3.4.1 Herhangi bir soyut simpleksel kompleks K icin |K| ve |sdK]|

topolojik uzaylar: homeomorftur. [7]

Sonug 3.4.1 cat(|K|) < scat(sd™(K)). [14]

Ispat. Teorem 3.4.2°deki cat| K| < scat(K) esitsizligi Onerme 3.4.1 kullanilarak
cat|sd¥ K| < scat(sdV K)

seklinde yeniden ifade edilir. Diger taraftan Teorem 3.4.2’den dolay1 cat|K| =
cat|sd™ K| olur. Dolayistyla

cat|K| = cat|sdN K| < scat(sdV K)
olur ve
cat|K| < scat(sdV K)

sonucuna ulagilir. O]

Ornek 3.4.1 Sekil 3.7’de verilen K simpleksel kompleksini ele alalim. K baskin
bir kosge igermediginden dolay1 gliclii ¢coken degildir. Ancak K, gliclii ¢oken iki
kategorik alt kompleks tarafindan ortiildiigii i¢in scat K = 1 olur. K kompleksinin

geometrik realizasyonu biiziilebilirdir; bagka bir deyisle cat(|K|) = 0.
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a C

Sekil 3.7 : Coken ama giiclii ¢coken olmayan K simpleksel kompleksi.

Ote yandan, tiim barisentrik boliinmelerinin simpleksel kategorisi 1 olur [14].
Bunun nedeni, Teorem 3.3.2’ye gore, bir kompleksin gii¢lii ¢coken olmasinin, ancak
ve ancak barisentrik boliinmesinin de giiglii ¢oken olmasi ile miimkiin olmasidir.
Bir bagka deyisle, scatK = 0 ancak ve ancak scat(sdK) = 0 olmasidir. Fakat
K kompleksi giiclii ¢oken olmadigindan dolay1 scatK = 1 olur. Teorem 3.3.1
tekrar uygulanarak, tiim N pozitif tamsayilar icin 0 < scat(sd™(K)) = 1 elde
edilir. [14]

3.5 Carpimlar

Tanym 3.5.1 K ve L iki soyut simpleksel kompleks olsun. K ve L komplek-
slerinin K x L (veya K [] L) ile gosterilen kategorik garpimi su sekilde tanimlanir:
K x L’nin koseleri v € K ve w € L olmak {izere (v, w) kose ¢iftleridir. K x L’nin
simpleksleri {(vy,w1),- -, (vg, wy)} koOselerinin kiimesidir, burada {vy,---,v,}

K’nin bir simpleksi ve {wy, - ,w,} L'nin bir simpleksidir. [14]

Kategorik carpim tanimi, literatiirde agagidaki bicimde de tanimlanmaktadir:

Tanmwm 3.5.2 K ve L soyut simpleksel kompleks olsun. K x L agagidaki sekilde
tanimlanan soyut simpleksel komplekstir.

V(K x L) := V(K) x V(L) kose noktalarmin kiimesi olsun. m : V(K x L) —
V(K) vem : V(K x L) — V(L) projeksiyon doniigiimleri olmak tizere m,(c) € K
ve my(o) € Lise o0 € K x L olur.

Bu tanmimla birlikte 7; ve w5 kiime doniistimleri m : KXL — Kvemy : KXL — L
simpleksel doniigtimlerine indirgenir. [7]

Acg¢iklama 3.5.1 Tanim 3.5.1°de verilen kategorik ¢arpim komplekslerin kartezyen
carpimi ile karigtirlmamalidir. Ornek olarak K' x K! kategorik carpimi K®'e

izomorf iken kartezyen carpim K?'dir. Ayrica |K"|, |K|™’e homeomorf degildir.
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Ancak [14]'te kamtlandig1 gibi her iki ¢carpimin geometrik realizasyonu ayni ho-

motopi tipine sahiptir. Boylece |K"| ~ |K|™ olur. [7,14]
n > 1igin K" = K x --- x K ile gosterilsin.

Tanim geregi, her j = 1,---,n icin m; : K — K" projeksiyonu simpleksel
doniigimdiir. A : K — K" v +— (v,---,v) diyagonal déniigimii de simpleksel

dontisimdiir.

Eger ©1,---, ¢, : K — L simpleksel dontigiim ise

(1, ,n) t K — L7
(v) = (1(v), -+ s @a(v))

dontigimi de simpleksel doniistimdiir.

Eger ¢ : K — L simpleksel doniigiim ise,

et K" — L
(Uh"' ,Un) — (@(U1>>"' 790<Un))

doniigimii de simpleksel doniigimdiir. [14]

Onerme 351 1. o0 K = Lve o ¢ : K' = L', ¢ ~c 1 ve ¢ ~, 1" olacak
sekilde simpleksel doniigiimler olsun. Oyleyse ¢ X ¢ ~, thx ' : K x K — Lx L'
olur.

2.0~ K s Lveyg ~. ¢ : K= Lise (p,0) ~e (,00): K — LxL
olur. [14]

Ispat. (1) ¢ ~. ¢ oldugu icin ¢ = {vg,---,v,} € K alndiginda L kom-
pleksinde {p(vg), -, ©(vn), ¥ (vo), -+, ¢ (vn)} bir simpleks olugturur. Diger

taraftan, ¢ ~. ¢’ oldugu i¢in o/ = {wp, -+ ,w,} € K’ alindiginda L' kom-
pleksinde {¢(wp), -+, ¥(wm), ¥ (we), -+ , ¥ (wy)} bir simpleks olugturur.
o x o ={(vo,wp), -, (Vn, W)} € K x K" i¢in

olacak gekilde (¢ x ¢')(o x o’ )U (¢ x ") (0 x '), L x L’ kompleksinde bir simpleks

olusturmali.
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(px ) oxa)U(xy)(oxoc'), Lx L iginde bir simpleks oldugunu gostermek
igin m; ve my projeksiyonlar1 altinda bu birlegimin bir simplekse kargilik gelmesi
gerekir. Gergekten de m; projeksiyonu altinda o x ¢”’nin ilk bilegenine bakildiginda
m1((p X ¢') (o x ') = p(0) ve benzer sekilde m1((¢p x ¢¥')(0 x ¢’)) = (o) olur.
Dolayisiyla,

mi((p X @) (o x o) U (¢ x ¢')(0 x 0')) = (o) Uy(o)

L simpleksel kompleksinde bir simpleks olusturur. Benzer gekilde,

ma((p x @) (0 x ") U (¥ x ') (0 x 0')) = ¢'(0") Uy/(d’)

L' simpleksel kompleksinde bir simpleks olugturur.

Sonug olarak (¢ x ¢')(o x o') U (¢ x ¢')(¢ x ¢'), L x L"de simpleks olusturur.
Boylece ¢ X ¢ ~. 1 x 9’ olur.

(2) ¢ ~. 9 oldugu i¢in ¢ = {vg,- - ,v,} € K alimdiginda L kompleksinde
{e(vo), -, o(vn),¥(vg), -+ ,9¥(v,)} bir simpleks olugturur. Diger taraftan,
¢~ Y oldugu i¢in 0 = {uvg, -+ ,v,} € K almdiginda L' kompleksinde
{e(vo), -+, o(vn), ¥ (vg), -+ ,1(v,)} bir simpleks olugturur.

Oyleyse 0 = {vg,--- ,v,} € K i¢in L x L' simpleksel kompleksinde (¢, ¢')(c) U
(1,4")(o) bir simpleks olugturmalidir.

(0, @) (o) = {(p(vi), ¢'(vi))|vi € o'}
{(®(vi), ¥ (vi))|vi € o}

(o, ") (o) U (¥ x ¢')(0) bilegsiminin projeksiyon dontigiimleri altindaki goriintiileri

T (@, ¢')(0) U (¥ x ¢¥')(0)) = ¢(o) Utp(0)

olur ve ¢ ~. 9 varsayimindan dolay1 L simpleksel kompleksinde bir simpleks

olugturur. Benzer gekilde,

m2((p, ') (o) U (¥ x ¢')(0)) = ¢'(0) U'(0)
olur ve ¢’ ~, 1)’ varsayimindan dolay1 L’ simpleksel kompleksinde bir simpleks

olugturur. Boylece, (¢, ¢")(0) U (¥,¢')(0), L x L' kompleksinde bir simplekstir.
Dolayisiyla, (¢, @) ~. (,7") elde edilir. O
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Sonu¢ 3.5.1 K ~ L aym giicli homotopi tipine sahip iki kompleks olsun. Bu
durumda K™ ~ L™ olur. [14]

Ispat. K ~ L oldugundan dolay1 ¢ : K — L ve ¢ : L — K doniistimleri vardir
ki ¢ o ~idp ve Y o @ ~ idy saglanir.

Tiimevarim kullanarak

n = 1licin K! = K ~ L = L' tamim geregi dogrudur. Bu nedenle baglangic adimi
saglamaktadir.

n = k icin K¥ ~ L* oldugunu varsayalim. Bir bagka deyisle, K ve L arasinda
giiclii homotopi denkligini saglayan ¢* : K* — L* ve ¢* : L¥ — K* doniisiimleri
vardir ve ¥ o ¥ ~ idx ve ¥ o F ~ idyr saglanir.

n = k + 1 icin carpimin tanimidan dolay1, K**' = K* x K ve L*' = LF x L
olur. Onerme 3.5.1’in 1. maddesinden dolay1, eger ¢* ~, ¥ ve ¢ ~, 9 ise

©F x @~ YF x 9 olur. Boylece,

((pk X QD) © (¢k X w) > ’ide+1
(wk X 1) o (‘Pk X ) ~ id it

olur. Bu, tam olarak K**! ~ LF*1 demektir.

Tiimevarim yoluyla, her n i¢in K™ ~ L™ oldugu ispatlanmig olur. O]

Teorem 3.5.1 K ve L sonlu simpleksel kompleks olsun. Bu durumda
scat(K x L) + 1 < (scat(K) + 1)(scat(L) + 1). [14]

Ispat. scatK = n ve scatL = m olsun. K kompleksinin Uy, - - - U, olacak sekilde
kategorik ortiisi ve L kompleksinin Vj,---V,, olacak sekilde kategorik ortiisii
vardir. 0 <7< nve0 <j<micn U; x V; C K x L alt kompleksini dikkate
alarak U; x V; kompleksinin K x L’nin kategorik ortiisii oldugunu gosterecegiz.

u;, K kompleksinin bir koge noktas: olmak tizere ¢y, kapsama doniigiimi, ¢, sabit
dontigiimi ile aym bitigiklik simifindadir. Benzer sekilde v;, L kompleksinin bir
koge noktasi olmak iizere ¢y, kapsama dontigimi, c,; sabit donusimi ile aym
bitigiklik stmfindadir. Onerme 3.5.1% gore ty, X vy, : Uy X V; — K x L dontgiimu
Cu; X Cy; 2 Uy X Vj — K x L dontigimii ile aym bitigiklik simifindadir. Burada
LU, X Ly, = LUxv; Ve Cyp X Cy, = Cluy ;) Oldugu agiktir ve (u;, v;), K X L'nin kose
noktasidir. Bu nedenle U; x V; kategoriktir.

Simdi {U; x V;}'nin K x L kompleksinin bir ortiisii oldugunu kanitlayacagiz.
Eger {(uo,v0), -+, (uq,vq)}, K x L kompleksinin bir simpleksi ise {ug,---u,},
K kompleksinin bir U; alt kompleksinde bulunur ve {v,---v,}, L'nin bir V; alt
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kompleksinde bulunur. Bu durumda {(uo, vo), - - - , (g, v4) }, U; x V; kompleksinde
bulunur. Béylece scat(K x L)+ 1 < (n+ 1)(m + 1) sonucuna varilir. [14] O

3.6 Simpleksel Whitehead Kategorisi

Kategorinin Whitehead tanimi (cat"V”(—)) icin, carpimim 6zel bir alt uzay1 olan
ve genigletilmig ¢arpim (fat wedge) adi verilen ve agagida tanimlanan belirli bir

alt uzay kullanilir.

Tanwym 3.6.1 X bir topolojik uzay olmak tizere
TH(X) = {(x1,- -+ ,x1) € X| en az bir z; taban noktasidir (basepoint)}

ile tanimlanan ¢arpim uzayimin bir alt uzayma genigletilmisg ¢arpim adi verilir. [1]

Ornegin, eger k = 2 ise T?(X) = {(x1,22)} = X VX olur. j : T*(X) — X*
kapsama doniisiimii ve A : X — X* x — (2,2, - ), diyagonal doniigiim
olmak tizere X topolojik uzay i¢in LS-kategorisinin Whitehead tanimini verelim.
[1]

Tanym 3.6.2 X topolojik uzay olsun. Su sart1 saglayan en kiiciik n > 0 tam-
sayisma X nmin Whitehead kategorisi denir ve cat"V"(X) ile gosterilir. Asagidaki
diyagrami homotopik anlamda degismeli yapan oyle bir A’ @ X — T"HX

doniigimiit meveuttur. [1,14]

Xn+1

Yukaridaki tanmim bazi 6zel sartlarla verilen X uzaymin topolojik LS-kategorisi
ile cakisir. Bu sebeple LS-kategorisini hesaplamak icin kullanigh bir aractir. Bu
boliimde LS-kategorisinin Whitehead taniminin soyut simpleksel komplekslere

uyarlanmasindan bahsedilecektir.

Tamm 3.6.3 K simpleksel kompleks olsun ve K’'nin bir vy kogesini taban noktasi

olarak secelim. Her j =1,--- ,n icin

Kj=m"({vo}) =K x K x - x{v} X x K
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tanmimlansin. [14]

Tanym 3.6.4 n > 1 i¢in n — inci genisletilmis ¢arpimi Ky UKo U --- U K, C K"
ile tammmlanir ve T"(K) ile gosterilir.

Ornegin, T*(K) = {vo} bir noktadir. T?(K) = K V K olur. T"(K)nin K"
kompleksinin tam alt kompleksi olmadigi gozlemlenebilir. [14]

¢ : (K,v9) = (L,wp) dontigiimiiniin genigletilmig ¢arpim tizerinde tirettigi sim-
pleksel dontigim T"¢ : T"K — T"L, " : K™ — L™ dontigtimiiniin kisitlanigidir.
[14]

Onerme 3.6.1 ¢,1 : K — L taban noktalarmi koruyan bitigik iki simpleksel
doniigiim olsun. Bu durumda indirgenmis dontigiimleri T"p, 7" : T"K — T"L
de bitigiktir. [14]

Sonug¢ 3.6.1 (K,vy) ~ (L, wp) ayni noktal giiglii homotopi tipine sahip iki tane
noktali simpleksel kompleks olsun. O zaman T"K ~ T™L olur. [14]

I: T K — K" kapsama doniisiim ve 6 : K — TFK, o — (2,2, )
diyagonal dontigim olmak iizere K simpleksel kompleksi i¢in simpleksel LS-

kategorisinin Whitehead tanimini verelim.

Tanwym 3.6.5 K simpleksel kompleks olsun. Su sarti saglayan en kiiciik n > 0 tam-
sayisina K 'nin simpleksel Whitehead kategorisi denir ve scatV"(K) ile gosterilir.
Asagidaki diyagram bitisiklik anlamda degismeli yapan 6yle bir § : K — T K

simpleksel doniigimii mevcuttur. Bir bagka deyisle, [ o 6 ~ A saglanir. [14]

T < 1 y Jntl
5!
: A
K

Teorem 3.6.1 scat(K) < scat""(K). [14]

Ispat. scatW(K) = n olsun. Tamm 3.6.5’den dolay1 I 0 § ~ A olacak sekilde
oyle bir 6 : K — T"™ K simpleksel doniisiimii vardir. j — inci bilesene izdiisiim
doniigiimii 7; : K™™' — K ile gosterilsin. K; = K x K x --- x {vg} x -+ x K
olmak iizere K; C T"*' K alt kompleksleri verilsin.

I o6 ~ A oldugundan dolay1, her i = 1,2,--- ,m — 1 i¢in (5, ¢;,,) bitisik olacak
sekilde bir dizi I o § = @1, 09, , P = A doniigiimlerini alahm. K; C T"*'K
olmak tizere L; = A*I(Kj) ile gosterilsin. Burada K = Ly U Ly U---U L, olur.
Bu durumda gosterilmek istenen sey her L; C K alt kompleksinin kategorik

olduguna indirgenmis olur. Bir bagka deyisle, [; : L; — K doniigiimiiniin sabit
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donitigiim ile ayni bitisiklik sinifinda olmasi gosterilecektir.

Vi=1,,m—1 ¢~ K — K" oldugundan dolay1 7; o ¢; o I[; ~.
m; 0 @;.1 o I; olur. Diger taraftan A(L;) C K oldugundan dolay1, 7; 0 ¢y 0 I; =
mj ol o0 ol; sabit doniigiim olan c,, dir.

Ayrica mj 0 ¢, 01; = w50 Ao I, I; kapsama doniisimudiir. O zaman I; ~ ¢y,
oldugu bulunur. Bu durumda K'y1 orten n + 1 tane kategorik alt kompleks
bulunmus olur ve scat(K) < n oldugu goriilir. [14] O

Onerme 3.6.2 Eger (K, vy) ~ (L, vo) taban noktali giiclii denk ise Sonug 3.6.1’den
dolay1 scat""(K) = scatW"(L) saglanir. [14]

Ispat. scatV"(L) = n olsun. Asagidaki diyagrami, Sonugc 3.5.1’den dolayr K"+ ~
L™ ve Sonug 3.6.1°den dolay1r T" "' K ~ T [ dikkate alalim. [14]

(p \
K" I
N wTL
IK [L
Tn+1¢
T T
Ag T T"Jrll/) T Ap
5}( E E‘sL
| |
| © !
K "L
) »
o) ~ idy, ve oy ~ idg oldugundan dolayr "t oy ~ idy a1 ve T lopn ! ~

tdgn+1 elde edilir.

Ayrica

T ) o T ~ idpnt g

olur. Diyagramdan dolay1

I o Ty =y oIk ve Ig o Ty =y oI
Apop=9p"0Ax ve Agotp=9y"o0Af

bulunur. 6 := T" "9 0 6, 0 » tanimlayalim.
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I, 007, ~ Ay oldugundan dolay:

Igxodg = (Ix o T"™p) 0 b0
=yY"o(Ipody)ogp
~ ("o AL)ogp
= Ak o (o)
~ Ak oidg

elde edilir. Boylece scat""(K) < scat(L) bulunur. Esitsizligin diger tarafinda
benzer sekilde kanitlanir. [14] H

vp taban noktasi K ¢ekirdeginin i¢inde alinsin. Boylece domine edilmig koseler
silindiginde (K,vg) ~ (Kp,vp) taban noktal denklik elde edilir. Bu durumda

agagidaki sonuctan bahsedebiliriz.

Sonu¢ 3.6.2 K kompleksinin simpleksel Whitehead kategorisi, Ky’'in simpleksel
Whitehead kategorisine esittir. Béylece scatV"K = scat™" K, olur. [14]

Lemma 3.6.1 Ky minimal kompleks ve ¢ : Ky — Ky birim doniigim ile
ayni bitigiklik sinifinda olan bir simpleksel doniigtim olsun. O zaman ¢ birim
doniigtimdiir. [16]

Teorem 3.6.2 scat""(K) < 1 olacak sekilde K simpleksel kompleksini alalim.
Bu durumda K giiglii ¢6kendir ve scat(K) = 0 olur. [14]

Ispat. scat"W'"(K) = 0 ise Teorem 3.6.1’den dolay1 scat(K) = 0 olur.

Eger scat""(K) = 1 ise Sonug 3.6.2°den dolayr scatV(K,) = 1 olur.
Tanim 3.6.5'den dolayr, A : K, — K diyagonal déniisiimii olmak iizere,
Iod ~ A olacak sekilde oyle bir § : Ky — T?K, simpleksel doniisiim vardir.
w1, ¢ (Ko)? — Ko kategorik carpimin projeksiyonlari olsun. Bu durumda K

minimal kompleks oldugu i¢in ve Lemma 3.6.1’dan dolay1 asagidakiler saglanir.
lod~A=—molod~moA=1=—=mo0lod=1.

saglanir ¢iinkii Lemma 3.6.1’dan dolay1 K, minimal komplekstir. L; =

ATNKYD) = A {vg} x K) ve Ly = A7 (Ky) = A7 (K x {v}) alt komplekslerini

alalim. Bu durumda, v € L; i¢in §(v) € L; oldugundan dolay1 vy = mj0lod(v) = v

bulunur. Bu da L; = {v} oldugunu soyler.
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Benzer sekilde mp oI 0d = 1 = my 0 A ifadesi Ly = {vg} sonucunu verir. Bu
durumda Ky = L1 U Ly = {vg} olur. Boylece K kompleksinin bir nokta ile ayni
giiclii homotopi tipine sahip oldugu gosterilmis olur. [14] H

Ornek 3.6.1 Sekil 3.7deki K kompleksinin scat(K) = 1'dir. Bu yiizden K
giiclii ¢oken degildir. Theorem 3.6.2’dan dolay1 scat"(K) > 2 olur. O halde
scatW(K) > scat(K) elde edilir. [14]

3.7 Ko-fibrasyon

“Homotopi genigletme (extension) 6zelligi” topolojide 6nemli bir kavramdir. Ko-
fibrasyon tiim uzaylara gore “homotopi genigletme Ozelligini” saglayan A — X
bir dontigimdiir. Eger A, X CW kompleksinin bir alt kompleksi ise (X, A) ¢iftinin
homotopi genigletme &zelligine sahip oldugu [23] ve [22]'den dolay: iyi bilinmekte-
dir. Dolayisiyla L C K simpleksel kompleksi ise (| K|, |L|) geometrik realizasyon
¢ifti (topolojik) homotopi genigletme &zelligine sahiptir. Bu boliimde tamamen
kombinatorik olarak (K, L) simpleksel ¢ifti i¢cin homotopi genigletme teoremi kom-

binatorik analog tanimlanacaktir.

Tanwm 3.7.1 Eger agagidaki sart saglaniyorsa i : L — K simpleksel doniigimii
bitigiklik genigletme oOzelligine sahiptir denir. Eger ¢,v : L — M simpleksel
doniigtimleri aym bitigiklik siifinda ise (¢ ~ 1) ve ¢ doniigtimiiniin genigletmesi
verildiginde (bir bagka deyisle, ¢ o i = ¢ olacak sekilde ¢ : K — M simpleksel

déniigiimii var ise), ¢)'nin bir ¢ genigletmesi vardir ve ¢ ~ 1) sart: saglamr. [14]

M

Ornek 3.7.1 K kompleksinin cekirdegi K olsun. ¢ : Ky — K kapsama doniigiimii
simpleksel ko-fibrasyondur. Ky, K kompleksinin ¢ekirdegi oldugu i¢in daha once
agiklandigy gibi 7 ot = idg, ve Lt or ~ idg olacak gekilde r : K — K| retraksiyon
déniisiimii vardir. Bu durumda ¢ = r o ¢ vardir ¢iinkii ¢ ~ ¢ o 7. [14]

Teorem 3.7.1 K baglantili simpleksel kompleks ve scat K = n olsun. Varsayalim
ki K kompleksinin &yle bir Lo, - -, L, kategorik ortiisii vardir ki tiim (K, L;)

ciftleri bitisiklik genigletme 6zelligine sahiptir. O zaman scat""(K) = n olur. [14]

Ispat. Teorem 3.6.1’den dolay1 sadece scatV(K) < n oldugunu ispatlamak

yeterlidir.  Hipoteze gore v;, K kompleksinin kose noktasi olmak iizere her
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bir I; : L; — K kapsama doniigimi, c,; sabit dontigimi ile aym bitigiklik
simfindadir. Iki sabit déniigiim ancak ve ancak v;,v; koge noktalar1 ayni sim-
pleks tizerinde ve K simpleksi baglantili ise bitigiktir. Ttim koge noktalarinin egit
oldugunu, ornegin vy taban noktasina esit oldugunu varsayabiliriz. Simpleksel
genigletme 6zelligi ¢ = I;, ¢ = I;,9 = vy ve ¢ = idf alarak %(Lj) = {vp} olacak

sekilde w} ~ 1d doniisiimlerini verir.
0: K — Tn+lK7 5(U) = (1/;1(7})7 T ’1/~Jn+1(v))

dontisimii tanimlanir. Dontisim iyi tammmhdir ¢iinkii her v kosgesi bir L;nin
dolayisiyla @Z;j(v) = vo'm igindedir ve bu d(v)’nin j - inci koordinatinin taban
noktasidir. Dahas1 ¢ simpleksel dontigiimdiir. Aslinda herhangi bir ¢ € K sim-
pleksi i¢in §(¢), K™ de bir simplekstir (Tanim 3.5.1). Dahasi o, L; ve §(L;) C K;
igindedir. O zaman §(0) € K; C T"M'K.

Simdi

¢] :('5]1 Nc---f\./c gﬁ]m:/ldK
w~j ve idy dontigiimlerini birbirine baglayan déntigiimler dizisi olsun (m’nin j’ye

bagh olmadig1 agiktir). O zaman
(()51]‘37..- ,807:+1k> K — K"‘f’l,k — 1’ ,m,

doniigiimleri J o 6 = (41, -+ ,¥pi1) ve A = (1,---,1) doniigiimleri arasmdaki
bir dizi bitigik doniigiimii tanimlar. Dolayisiyla J o § ~ A bir bagka deyisle,
scatVh K < n olur. [14] O

Aciklama 3.7.1 Teorem 3.7.1 ve Teorem 3.6.1'in ispatinda scatK = scatV"K
ancak ve ancak her bir (K, L;) ciftinin bitisiklik genisletme 6zelligine sahip oldugu

Ly, --- , L, kategorik ortiisii olmasi1 durumunda miimkiindiir.

Sonug olarak Sekil 3.7°deki K kompleksinin baz1 kategorik ortiileri Teoremin
hipotezini dogrulamakta bagarisiz olur ciinkii scatK = 1’dir ama scat"K > 2
olur. [14]

Ornek 3.7.2 Sekil 3.7°daki o = {a,b,c}, K kompleksinin alt kompleksi olan
L = K\o alt kompleksi bitigiklik genigletme 6zelligine sahip degildir. v, K kom-
pleksinin st kogesi (upper vertex) olsun (Sekil 3.7'deki gibi). L, v’ye giiglii
¢oken oldugundan ¢ = ¢ : L — K kapsama doniigimi ve ¢y = ¢, : L — K

sabit dontisimii ayni bitigiklik simifindadir. ¢ = idg : K — K birim doniigiim
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olacak sekilde sabitleyelim. Eger 1) ~ idyx olacak sekide (L) = {v} varsa
bitigiklik doniigiimlerin bir 1Z ~e 1~ tdg dizisi olmalidir. Ancak a,b,c € L
oldugundan ¢; simpleksel doniigtimii sabit dontigiim olmali ve idy 'nin sabit bir
doniigime bitigik oldugunu elde ederiz ki bu bir geligkidir ¢iinkii scat(K) # 0. [14]
Ornek 3.7.3 N. Scoville tarafindan daha basit bir 6rnek verilmistir. Sekil 3.8’de K
a, b, ¢ kogelerine sahip 1-boyutlu kompleks olsun ve o, b ve ¢ koselerini birlegtiren
1-simpleks olsun. O zaman L = K\o alt kompleksi bitigiklik genigletme 6zelligine
sahip degildir. [14]

a
b C
a
Sekil 3.8 : L = K \ o alt kompleksi bitigiklik genigleme 6zelligine sahip

degildir.
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4. GRAFLAR VE SIMPLEKSEL LS-KATEGORI

4.1 Agagsallik (Arboricity)

Bu bolimde tek boyutlu komplekslerin bir bagka deyigle, graflarin LS-
kategorisinin incelenmesi iizerine odaklanilmigtir.  Graf teoride iyi bilinen
agagsalligl (arboricity) kavrami bu boliimde 6nemli bir rol oynayacaktir. Temel
olarak, agagsalligi, bir grafin ayrik geren ormanlara (disjoint spanning forests),
bir bagka deyisle, tiim koseleri orten ve baglantili olmasi gerekmeyen dongiisel
olmayan (acyclic) alt graflarin minimal ayrigimlarmin kardinalitesine dayanir.
Bu boliimiin amaci grafin agagsalliginin hem simpleksel kategorilerle hemde ge-

ometrik simpleksel kategorilerle cakigtigini kanitlamaktir.

Ag¢iklama 4.1.1 Aaronson ve Scoville [24] simpleksel olarak ayrik LS-kategori
adini verdikleri bir kavram tanitmigtir. Bir boyutlu durum i¢in bu kavramin

agacsalligina denk oldugunu kanitladilar.
Tanwim 4.1.1 G bir graf olsun. 7(G) ile gosterilen G'nin agagsalligi, G'nin
ayrigtirilabilecegi kenardan ayrik geren ormanlarin minimum sayisidir. [12]

Teorem 4.1.1 G asikar olmayan bir graf ve ¢,, G'nin n koseli herhangi bir alt

grafindaki maksimum kenar sayisi olsun. O zaman

7(G) = max,[-L

n—1

olur. [12,25]

Tam graflarin 6zel durumu igin agagidaki formil kullanilir: [14]

T(Kgn) =N = T(Kgn_l).

Ornegin T (K,) = 2 ve Y(K5) = 3; K, ve K5 graflarmin geren ormanlar iizerindeki

minimal ayrigimlar: Sekil 4.1 ve Sekil 4.2’de gosterilmistir. [12]
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N

Sekil 4.1 : K, grafinin geren orman tizerinde minimal ayrigimi.

A |

Sekil 4.2 : K5 grafinin geren orman tizerinde minimal ayrigimi.

4.2 Simpleksel Lusternik Schnirelmann Kategori

Ac¢iklama 4.2.1 Bir graftaki, v olarak adlandirilan yaprak kosesi ve v’yi iceren
tek vv’ kenarmin silinmesine standart elementer cokiis denir. Dolayisiyla v, v’
tarafindan domine edilir ve boylece graftaki her elementer ¢okiis bir elementer
gliclii ¢okustiir. [14]

Lemma 4.2.1 G baglantili bir graf olsun ve L C G en az bir C' dongiisii iceren
bir alt graf olsun. Eger ¢ : L — G, ¢y : L — G kapsama doniigiimiine bitigik bir
simpleksel doniigiim ise ¢(L), C' dongiistinii igerir. (L) C L ve ¢|c, tc : C — G

kapsama doniigiimiidiir. [14]

Ispat. L alt grafindaki her e kenari, p(e)Uenin G grafinda bir simpleks oldugunu
dogrular (graflar igin simpleks kavrami bir kdge veya bir kenardir). Bir bagka
deyisle, ¢(e) C e; dolaywisiyla p(e) = e veya @(e), e'nin ug kége noktalarindan
biridir. Bu da su anlama gelir: ¢(L) C L.

C', L’nin i¢inde bir déngi olsun ve sirasiyla ¢|c ve 1o ile gosterilen ¢'nin ve
tr’nin C' dongiisiine kisitlamalarini ele alalim. Bitigik dontistimlerin bilegkesi de
bitigik oldugu igin, bu doniigtimler de bitisiktir. Dolayisiyla, eger ¢ doniigiimii C
dongiistintin her kenarimi kendisine gotiirtiyorsa, ¢(C) = C' ve dolayisiyla ¢(L),
C' dongtsiinii igerir. Aksi taktirde, C’de Gyle bir e; kenari vardir ki p(eq) # e;
olur. Genelligi kaybetmeden ¢(e;) = vy oldugunu varsayabiliriz. Simdi e;’e vy
kosesinde (v; # vy olacak sekilde) komsu olan ey kenarimi ele alalim. ¢ déntigiimi
simpleksel oldugu i¢in bu durum ¢(ez) C ey olmasi ile ¢eligir. Son olarak C

dongiistindeki tiim kenarlar ¢ tarafindan sabit kaldig igin ¢(L)nin en az bir

42



dongii icerdigi sonucuna varilir. O]

Acgiklama 4.2.2 P C G, G grafinda bir yol olsun. tp : P — G kapsama
doniigiimiine bitisik olan ¢ : P — G simpleksel doniigiimii vardir. Yukaridaki
ispatin ayni argimani ile, P’de bulunan herhangi bir e kenar1 ¢(e) = e ya da
p(e) = u saglar; burada u, enin 1 dereceli ug koselerinden biridir. Bir bagka
deyisle, u P'nin yaprak kogesidir. Boylece, kapsama dontigiimiine bitigik sim-
pleksel dontigiim tarafindan indirgenmis tek olasi indirgemelerin standart ¢okiigler

oldugu sonucuna varilir. [14]

Bir sonraki sonug, graflar icin kategorik alt kompleks ve dongiisel olmayan alt

graf kavramlar1 arasindaki denkligi ortaya koymaktadir.

Teorem 4.2.1 G baglantih bir graf ve L C G alt graf olsun. Bu durumda L, G

grafinda kategoriktir ancak ve ancak L alt grafi ormandir. [14]

Ispat. Kategorik olan ancak dongiisel (non-acyclic) olan bir L C G alt grafi
oldugunu varsayalim. Tanim geregi, oyle bir v € G kose noktast vardir ki
t =1ty : L = G kapsama dontisimii ve ¢ = ¢, : L — G sabit doniigiimleri ayni
bitigiklik siifindadir ve bu da dogrudan bitisik ¢; : L — G doniigtimlerinden
olusan v = 1 ~¢ -+ - ~¢ Y = ¢, dizisini verir.

L, ~c o ele alalim. Ayrica L en az bir C' donglist igerdigi i¢in bir onceki
lemmadan @9(L)'nin en azindan C' dongiisiint igerdigi sonucuna varilir. Da-
hasi, (p2)ic, te : C — G kapsama doniigtimiidiir. Simdi ¢, ~. @3 ele alalm.
@o(L) C L olur. Ayrica 1o = (p2)jc ~c (¢3)c bulunur. Bir 6nceki lemmayi
tekrar uygulayarak ¢3(C') déniigtimiini (¢ : C' — G kapsama déniigiimii oldugu
sonucuna varilir. Bu argiimani tekrarlayarak bir noktaya deforme olabilen bir
dongiiye ulasilir oysa bu imkansizdir. Dolayisiyla L'nin, G' grafinin dongiisii ol-
mayan alt grafi oldugu, bir baska deyisle, L alt grafinin bir orman oldugu sonu-
cuna ulagilir.

Tersine olarak, L’'nin bir orman oldugunu varsayalim. Bir bagka deyisle, L,
¢t = 1,--- ,n olacak sekilde T; agaclarinin ayrik birlesimi oldugunu varsayalim.
Her bir T; — G kapsama doniistimiiniin, 7; agacini v; kogelerinden birine gotiiren
sabit doniigiim ile ayni bitigiklik siifinda oldugu agiktir. G grafi baglantih
oldugundan G’deki her wv; kosesini bir vy kosesi ile birlestiren en az bir yol
vardir. O zaman L — G kapsama doniigimi ¢, sabit dontigiimii ile ayn1 bitisiklik

smifindadir. Dolayisiyla L, G grafinin kategorik bir alt kompleksidir. [14] O

Lemma 4.2.2 G baglantili bir graf olsun. G'nin ormanlar tarafindan ortiilen her
bir ortiisii i¢in, G'nin ayni sayida elemana sahip olan agaclar tarafindan ortiilen

bir ortiisii vardir. [14]
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fspat. Fy,--- F,, G'nin ormanlar tarafindan ortiilen bir oOrtiisii olsun. G
baglantili oldugundan, F; ormamindaki iki 7" ve T” agaci ve herhangi v € T
ve v € T' kogeleri verildiginde, bunlar G grafindaki herhangi bir yol aracihigiyla
birbirine baglanabilir. Fj;’ye bdyle bir yol ekleyerek ve eger dongii olustuysa,
yolun F;’de bulunmayan kenarlarini kaldirarak, F;'nin 7' ve T" agaclarini birbirine

baglanir.

i I;

Sekil 4.3 : F; orman grafini iceren bir T; agac grafi elde etme iglemi.

Kalan agaclar i¢in bu argiimani tekrarlayarak, F; ormanini iceren bir 7; agaci elde
ederiz. Son olarak, G grafinin her orman iizerinde ayni prosediir uygulanarak

G'nin T3, - - - , T, agaclar tarafindan bir ortiisiini elde ederiz. [14] O

Teorem 4.2.2 G baglantili bir graf olsun. O zaman gscat(G) = 7(G)—1 olur. [14]

Ispat. T(G) = k + 1 oldugunu varsayalim, boylece tanim geregi G'nin k + 1
tane kenar-ayrik geren (edge-disjoint spanning) ormandan olugan ortiisii vardir.
Lemma 4.2.2’den dolay1 G'nin k£ + 1 tane agagtan meydana gelen oOrtiisiinii
olugturabiliriz. Agaclar giiclii ¢coken oldugundan gscat(G) < k sonucu elde edilir.
Diger taraftan, gscat(G) = k oldugunu varsayalim. Buradan G'nin k + 1
tane giiclii ¢oken alt kompleksi vardir. Teorem 4.2.1’den dolay1 bu komplek-
sler agaglardir. Bu agaglar Ty, - - - , T} ile gosterelim. Herhangi bir 7T; agacindan
baglayarak, T; tarafindan ortiillmeyen tiim izole kosgeleri ekleyerek bir F; geren
ormani elde edebiliriz. Eger bir kenar birden fazla ormanda bulunuyorsa, kenar-
ayrik (edge-disjoint) ormanlar tarafindan bir értii elde etmek igin, biri harig tiim
ormanlardan bu kenar gikarihir. Dolayisiyla 7(G) < k + 1 olur. [14] [l

Sonug¢ 4.2.1 Herhangi bir G grafi i¢in scat(G) = gscat(G) = 1(G) — 1. [14]
Ispat. T(G) = k + 1 oldugunu varsayalim, boylece tanim geregi G’nin k + 1 tane
kenar-ayrik geren ormandan olugan oOrtiisii vardir. Teorem 4.2.1’den dolay1 Bu

ortiiler G grafinda kategorik olur. Dolayisiyla scat(G) < k olur.
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Diger taraftan scat(G) = k olsun. Bu durumda G grafi, her biri G’de kate-
gorik olan k£ + 1 tane alt grafla ortilir. Kategorik tanimi geregi her bir L; alt
grafi i¢in ¢y, : L; — G kapsama doniisiim ile ¢,, : L; — G sabit dontigimi
ayni bitigiklik sinifindadir. Amacimiz bu kategorik alt graf ortiilerinin herbirinin
orman oldugunu gostermektir. Varsayalim ki L; alt graflarindan en az biri C'
dongiisii icersin. ¢, : L; — G sabit dontigiimiintin goriintiisii sabit bir nok-
tadir ve dongii icermez. Lemma 4.2.1’den dolay1 bu bir ¢eligkidir. Bu durumda
L kategorik degildir. Dolayisiyla bu ortiideki L; alt graflar1 dongii icermez, bir
bagka deyisle, L orman oldugu sonucuna ulagilir. Buradan 7(G) < k + 1 olur ve
dolaysiyla scat(G) = 7(G) — 1 olur. O

Onerme 4.2.1 G baglantili bir graf olsun. Eger G agag graf ise scatG = cat|G| =
0 olur. Aksi taktirde, G grafindaki geren agaglardan sadece birinin kenarlarimin
ikiye boliinmesiyle elde edilen béliinmesi (subdivision) G’ grafi olsun. Bu du-
rumda scat(G') = cat|G| = 1. [14]

Ispat. G grafinda geren bir T agac grafim ele alahm. Maksimal agaci T’ olan
baglantili bir X grafi verilsin. Bu durumda 7 (X) temel grubunun bazlari, X —
T’nin e, kenarlarma kargiik gelen [F,] simflarindan olugur [23]. Simdi 7’nin
digindaki her kenar barisentrik olarak boliinsiin daha sonra, G'nin G’ boliinmest,
asagidaki gibi inga edilen iki farkli (ayrik olmayan) T} ve T, tarafindan Ortiisii
olabilir (Sekil 3.6): 7', T"nin her yaprak kogesine bir kenar (subdivided olanlardan
bir kenar) eklenerek elde edilen 7"nin bir uzantisidir. Benzer gekilde 75, T"nin tiim
yaprak koselerine diger kenarin (77 agacini olugturmak i¢in daha 6nce eklenmemis
olan) eklenmesiyle elde edilir. Tanim geregi hem T; hem de Ty, G’ grafim 6rten

geren agaglardir ve dolayisiyla scat(G') = cat|G| = 1 olur. [14] O

Ornek 4.2.1 Kj graf verilsin. scat(K%) = 1 oldugunu elde etmek icin sadece iic

kenarm ikiye boliinmesi gerekir (Sekil 4.4). [14]

Sekil 4.4 : K5’in ii¢ kenarinin ikiye boliinmesi.
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Sonug¢ 4.2.2 G baglantih graf olsun. scat(sdG) = cat|G| olur. [14]
Acgiklama 4.2.3 Yukaridaki sonuclar dikkate alindiginda, bir boyutlu durumda ilgi

gekici bir sonug olarak sundan bahsedilebilir. G bir graf olmak tizere, scatG —
scat(sdG) = scatG — cat|G| farkinin gayet biiytik olabilir. [14]

Ornek 4.2.2 K9 tam grafi verilsin. Bu graf icin T(Ki9) = 10 oldugundan
Sonug 4.2.1e gore

scatKyg =71 (Ky9) —1=9

olarak hesaplanir. Diger taraftan, K9 grafindaki bir geren agactaki kenarlarin
ikiye boliinmesi ile olugan grafi K1, ile gosterelim. O zaman Onerme 4.2.1'den

dolayn,
cat|K1g| = scat(Kiy) =1
olur. Bu durumda,
scat K9 — scat(K'y) = scat K9 — cat| K19 =9 —1 =8

oldugu gortliir. Boylece, elde edilen sonucun oldukc¢a biiyiik oldugu basitge

gosterilmig olur.

KX

TR
S\
~—i ,,/Z— 2SN

Sekil 4.5 : K9 tam grafi.
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