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OZET

FIBONACCI SAYILARI VE MANTIK DEVRELERI
YUKSEK LISANS TEZI
BURAK DEMIiRCANLI
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI:PROF.DR. MUSTAFA ASCI)
DENIZLi, TEMMUZ - 2020

Bu tez ii¢ ana bdliimden olusmaktadir. Birinci boliimde Fibonacci ve
Lucas Sayilarinin temel tanimlari ve bu sayilar hakkinda temel teoremler
verilmistir. Bu sayilarin Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlar1 verilmistir.

Ikinci boliimiin basinda George Boole ve Boole Cebiri’nin tarihcesi
verilmistir. Onermeler Mantign hakkinda bilgi verilmistir. Baglaglar ve bu
baglacglara ait Ozellikler verilmistir. Boole Cebiri tanimlanarak bu 0Ozellikler
yardimiyla yeni bir cebirin ortaya ¢iktigi gosterilmistir. Lojik Devrelerin bilimsel
yorumu yapilmistir. Tasarrufu yani minimum maliyet diigiincesini 6ne ¢ikaran
ekonomik devre kavrami tanitilmistir.

Ucgiincii boliimde Fibonacci Sayilar1 ve Lojik Devreler arasindaki iliski
verilmistir. Boole Cebiri o6zelliklerinden yararlanarak Boole Fonksiyonlari
tanimlanmistir. Boole Fonksiyonu tiirlerinin tanimlart verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Fibonacci Sayilari, Onermeler Mantigi, Boole
Cebiri, Boole Fonksiyonu, Mantik Devreleri



ABSTRACT

FIBONACCI NUMBERS AND LOGIC CIRCUITS
MSC THESIS
BURAK DEMIRCANLI
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR:PROF.DR.MUSTAFA ASCI)

DENIZLIi, JULY 2020

This thesis is composed of three main sections. In the first part, basic
definitions of Fibonacci and Lucas Numbers and basic theorems about these
numbers are given. Binet formulas and generating functions of these numbers are
given.

At the beginning of the second chapter, the history of George Boole and
Boolean Algebra is given. Information about the Propositional Logic is given.
Conjunctions and their properties are given. Boolean Algebra is defined and a
new algebra appears with the help of these features. Scientific interpretation of
Logic Circuits has been made.The concept of economic circuit, which emphasizes
saving, that is, the idea of minimum cost, has been introduced.

In the third chapter, the relationship between Fibonacci Numbers and
Logic Circuits is given. Using Boolean Algebra features, Boolean Functions are
defined. Definitions of Boolean Function types are given.

KEYWORDS: Fibonacci Numbers, Propositional Logic, Boolean Algebra,
Boolean Function, Logic Circuits
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1. GIRIS

1170 yilinda Italya’nin Pisa kentinde dogan ve ortacagin en biiyiik
matematikg¢ilerinden biri olarak gosterilen Leonardo Fibonacci, babasinin isi
sebebiyle bircok Arap ve Dogu sehrini gezme firsati bularak oralarda kullanilan Arap
ve Hint say1 sistemlerini inceleme firsat1 bulmustur. Bu say1 sistemlerinin Italya’da
kullanilan Roma rakamlarindan daha kolay oldugunu gormiistiir. Bu elde ettigi
birikimlerden yararlanarak 1201 yilinda “LIBER ABACCI” isimli bir cebir kitabi
yaymlamistir. Bu kitapla bugilin kullanilan say1 sisteminin tanitimini yapmuistir.
Ayrica bu kitabinda Fibonacci say1 dizisinin temelini olusturan bir ¢ift tavsanin
dogum yaparak neslini artirmasini ele alan {inlii tavsan problemini de anlatiyor.

Fibonacci problemi su sekilde arastirtyor:

Bir ¢ift (1 erkek 1 disi) tavsanin bulundugu bir ciftlikte tavsan ¢ifti ilk iki ay
dogum yapamazlar. Ugiincii aydan sonra her ¢ift her ay bir ¢ift yavru yapar. Ciftlikte
bir ¢ift tavsanla basladiktan kag ay sonra kag ¢ift tavsan olur?

Tavsan c¢iftleriyle ilgili varsayimlar;

v' Ik ay sadece bir yeni dogmus ¢ift var.
v Yeni dogan giftler ikinci ayin sonunda yavrulamaya basliyor.
v' Her ¢ift yavrulamaya basladigi aydan itibaren her ay 1 erkek 1 disi
olan bir ¢ift yavru doguruyor.
v’ Higbir tavsan asla 6lmiiyor.
1.Ay : 1 ¢ift tavsanimiz var.
2.Ay : Yeni yavrulama olmadig i¢in yine 1 ¢ift tavsanimiz var.
3.Ay : 2 ¢ift tavsan (1.ve 2.ay toplami)
4.Ay : 3 cift tavsan (2.ve 3.ay toplami)
5.Ay : 5 ¢ift tavsan (3.ve 4.ay toplami)

6.Ay : 8 ¢ift tavsan (4.ve 5.ay toplami)



Oriintii bu sekilde devam ederek bize her ay igin elde ettifimiz tavsan

ciftlerinin sayisin1 verir.

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,...... dizisi Fibonacci Dizisi, bu sayilar
da Fibonacci Sayilari olarak adlandirilir. Bu dizinin 6zelligi, dizinin her terimine bir

onceki terim eklendiginde bir sonraki terimin elde edilmesidir.

Dizi i¢inde bulunan bir sayiy1 kendisinden Once gelen sayiya bolersek
ulasacagimiz sonu¢ 1,618... sayisina silirekli yakinlasacak sekilde olusacaktir.
Fibonacci dizisinde bulunan ardisik iki sayinin orani sayilar arttikga Altin Oran’a
(1,618...) yaklasir. Altin oran mimaride, sanatta, resimde, miizik notalarinda, dogada

ve daha bir¢ok alanda bulunmaktadir.

Fibonacci dizisine benzer sekilde Fransiz matematik¢i Eduard Lucas (1842-
1891) da Lucas say1 dizisi tammmlamistir. Lucas say1 dizisi ile Fibonacci say1 dizisi

arasindaki baglant1 yapilan ¢aligmalarla ortaya ¢ikmuistir.

Bu béliimde Fibonacci ve Lucas Sayilari dizisi tantmlanmaistir.

1.1  Fibonacci ve Lucas Sayilari

Tamm 1.1.1 : Fibonacci sayilar dizisi {Fn}, Fo=0, F1 =1 baslangi¢ kosullari

ve n > 0 olmak tizere;
Foiz =Fpa + K

indirgeme bagintisiyla tanimhidir. Fibonacci sayilar

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, .. dir (Koshy, 2001).

Tamm 1.1.2 : Lucas sayilar dizisi {L,}, Lo= 2, L; =1 baslangi¢ kosullar1 ve

n > 0 olmak tizere;
Lytz =Lpsr + Ly

indirgeme bagintisiyla tanimlidir. Lucas sayilari

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,...dir(Koshy, 2001).
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Teorem 1.1.1 (Binet Formiilii) : F,,,, = F,,,; + FE, indirgeme bagintisinin

karakteristik denklemi x? —x — 1 = 0 ve ¢6ziim kiimesi

1+/5
a = >

Altin Oran

B = %g Giimiis Oran

ve n.Fibonacci sayisi ve Lucas sayisinin Binet Formiilleri

a — B
o
a—p
L,=a™+p"

esitlikleriyle elde edilir(Koshy, 2001).

Tanim 1.1.3 : ay, a1, ay,... bir reel say1 dizisi olsun.

gx)=a, +ta;x+a, x*>+--+a,x™.. ifadesine {a,} dizisinin iireteg

fonksiyonu denir.
Teorem 1.1.2:

Q) Fibonacci say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

glx) = T

(i)  Lucas say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

2x

h(x) = 1—x—x2



Teorem 1.1.3:
n>1igin,
Fi+F,+ F3+ FE = F,,—1 (Koshy, 2001)
Teorem 1.1.4:
n > 1 olmak tizere Fibonacci dizisi i¢in
(B, Fpy) =1 (Koshy, 2001)

ispat : d >1 sayis1 F,, ve Fpiq 1 boldiigiini kabul edelim. O halde onlarin fark:
olan F,,; — F, = F,_; sayis1 da d tarafindan boliiniir. Buradan ve
F, — F,-1 = F,_, bagmtisindan d| F,_, elde edilir. Benzer sekilde devam
edilerek d| Fo_3 , d| Fo_4 ... ve sonunda d| F; oldugu goriiliir. Fakat F; =1
oldugundan herhangi bir d >1 sayisi tarafindan bdliinemez. Boylece celiski edilerek

ispat tamamlanir.m
Teorem 1.1.5:
n>1 i¢in Fibonacci ve Lucas sayilari arasinda
Ly 1+ Ly =5F,

bagintist vardir(Koshy, 2001).



2. BOOLE CEBIRI

Bu bolimde Yavuz Aksoy’un “Boole Cebiri ve Lojik Devre Sentezi”
kitabindan yararlanarak Onermeler Mantigi ve Boole Cebiri arasndaki iliski
incelenmistir. Onermeler Mant1g1 ve Boole Cebiri’nin en énemli uygulamalarindan

olan Lojik Devreler tanimlanmustir.

2.1  Tarihce ve George Boole

Irlanda'nin  yetistirdigi en i{inlii matematikcilerden William Rowan
HAMILTON (1805-1865) ile yumusak karakterli insan iligkileriyle taninan, sevilen,
sayllan ve Modern Mantigin ortaya c¢ikmasinda onciilerden olan De MORGAN
(1806-1871) arasinda yasanan cekisme yepyeni bir mantigin dogmasina neden

olmustur.

Hamilton, De Morgan hakkinda iftirada bulunarak aralarinda 6nemli bir
tartisma baslamigtir. Hamilton, De Morgan't kopyacilikla suc¢lamistir. De Morgan
tartismay1 biiylitmemek icin algakgoniillii davranmis olsa da Hamilton aksine olay1

kortiklityordu.

Bu tartismay1 izleyen George Boole tam bu siralarda bir lisede matematik
ogretmenidir. De Morgan'in hakli oldugunu gérmektedir ve O'nun alttan alisin1 da
kabul etmemektedir. Konuya olduk¢a hakimdir ve artik bu olayin hakemligine
soyunma zamani gelmistir. Bu diisiincelerle, karsi fikri olusturmak tizere ciddi olarak
caligmalara baglar. The Mathematical Analysis Of Logic (Mantigin Matematiksel
Analizi) adint verdigi kitabini bir yil sonra tamamlar ve yayimlar. Boylece Boole
hakemlik gorevini tamamlar ve De Morgan'in hakliligin1 kanitlar. Bu yasananlar
sanki kisiler arasinda sikigsmis gibi goriilmesine karsin, yepyeni bir mantigin ortaya
cikmasina ve adeta bir devrim yasanmasina neden olmustur. Bu Modern Mantigin

kurulus ¢aligmasi ve asamasidir. (Aksoy, 2015)



Boole Cebiri, Ingiliz matematik¢i George Boole tarafindan 1850 yillarinda
Aristoteles’in mantik bilimine sembolik sekil verme istegi sonucunda ortaya
cikmistir. Aristoteles mantiginda “her insan Olimliidiir’, “Aristoteles bir insandir”
Oyleyse “Aristoteles oliimlidir” gibi akil yiiriitmeler; ciimleler daha karmagik hale
geldiginde sonug c¢ikarmak daha zor olur. Fakat Boole cebiri zor ciimleleri basit
cebirsel ifadeler seklinde yazip toplama, c¢ikarma ve c¢arpma gibi islemler
uygulayarak sadelestiren bir sistemdir. “Her insan oliimliidiir” climlesine Boole
cebirinde “liimliiler” ve “insanlar” kiimeleri olarak bakilir. Insanlar kiimesinin
Oliimliiler kiimesinin bir alt kiimesi oldugunu sdylemek icin, insanlar kiimesini temsil
eden bir harf ile dliimliller kiimesini temsil eden bir harf carpilir ve bu carpim
sonucunun insanlar1 temsil eden harfe esit oldugu yazilir. Boylece basit bir denklem

kurulmus olur. (Sertoz, 2015)

Boole’un donemine gelene kadar cebirsel ifadelerdeki harfler sadece sayilar
ve geometrik kavramlari temsil ediyordu. Ilk defa Boole’un sistematigiyle
matematikgiler kiime seklinde ifade edilebilecek her kavrami harflerle temsil etmeye

ve bunlar lizerinde cebirsel islemler yapmaya basladi.

George Boole “Mantigin Matematiksel Analizi” adli kitabindaki fikirleri
gelistirerek 1854 yilinda “Diislincenin Kurallarinin Arastirilmast” adli bir kitap
yazar. Bu kitapta “VE”, “VEYA”, “DEGIL” gibi kavramlarla kurulan ifadelerin
dogrulugunu ve yanlishgmi belirlemeye yarayacak bir cebir gelistirir. Iste bilgisayar

cagini baslatan ve bugiin Boole Cebiri dedigimiz ¢aligma budur.

1947 yilinda William Shockley, Walter Brattain ve John Barden transistorii
buldu. Artik basit bir enerji ile biiyiik enerjilere ulagsma imkani vard:r ve oldukca
kolay ve ucuz bir sekilde elde edilebiliyordu. Bu buluslar1 onlara birer Nobel Fizik
Odiilii kazandirds.

Teknolojinin  hizt  gozle goriilir bir bigimde degiserek enerjinin
yonlendirilebilmesi ve kontrolii nedeniyle elektronik diinyasinda yeni bir devir
basladi. Once masaiistii bilgisayarlar sonra diz {istii bilgisayarlar derken, Steve Jobs
diinyaya akilli telefonlar satmaya basladi. Biitiin bunlar George Boole’un yazdigi
“Mantigin Matematiksel Analizi” adli bir kitapla basladi. Kuramsal olarak Boole

Cebiri gerekli olan matematigi verdi ve teknoloji de bu mantiga dayal dijital sistem
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lizerine oturan teknolojiyi siirdiirerek gelistirdi. Bunun sonuglar1 ve iiriinleri ¢ok kisa
stirede ortaya cikarak ¢ok duyarli ve Omiirlii aletler ve cihazlar iiretilebilmistir. Bu

tiretim i¢in gerekli alt yapiy1 bilim ve felsefe diizeyinde Boole Cebiri saglamustir.

Boole Cebiri’nin temel tas1 ikili (dual) yapidir. Her kuram ve her yaklagim bu
sistem {izerine oturtulmustur. Matematiksel bazi kurallar olabilecek iki degerle

smirlanarak (1 ve 0 - dogru ya da yanlis) yeniden kodlandi.

2.2 Onermeler Mantig

2.2.1 Onerme ve Onermesel

Tammm 2.2.1.1 : Bir iddia igeren ve sadece dogru ya da yanlis olarak
degerlendirilebilen climlelere 6nerme denir. Eger bu iddianin dogru ya da yanlis
olarak degerlendirilecegi kesin olmakla birlikte, baslangigta buna karar verilemiyorsa
bu ciimleler énermesel adii alir. Onerme veya dnermeseller p, g, r gibi harflerle

gosterilirler.
Ornek 2.2.1.1 :
p : Istanbul, Tiirkiye'nin bagkentidir.
q: 5>3
r : Ceren 6gretmendir.
s : Kitap okumayi ¢ok seviyorum.
t: Beni seviyor musun?

Bu verilenlerden p, q ile gosterilenlerin birer 6nerme oldugu goriilmektedir.
p, Yanlis ; g, Dogru olan birer 6nermedir. Ancak r ile gosterilen 6nerme, bir iddia
olmakla birlikte, Ceren’in kim oldugu tanimlanmadigindan, bu iddianin dogru ya da

yanlig olarak degerlendirilmesi Ceren tanindiktan sonra kesinlesecektir. Ama yine de



dogru ya da yanls olacag: bilinmektedir. Iste bu nedenle r bir énerme degil bir

Onermeseldir.

Onermeler mantiginin esas amaci onermeselleri incelemek oldugu igin,
genelde Onerme deyimi, bu aciklamalar 1s18inda Onermeselleri de kapsayacaktir.
Yani onerme denilince, Onermeselleri de birlikte diisiindliglimiiz anlagilacaktir.
Yukarida verilen 6rnekler i¢in ; p=D , q=Y yazilacaktir. r nin degerlendirilmesi
ise daha farkli olur. r i¢in durum tablosu adi verilen degerlendirme yOntemini

kullanacagiz.

Tablo 2.1: r’nin dogruluk durum tablosu.

D
Y

s ile gosterilen ifadede ise bir istek belirtilmis, bir iddia ortaya konulmamustir.
t ile bir soru yoneltilmis yine bir iddia olusmamustir. Oyleyse bu ifadeler, bir iddia
icermedikleri i¢in bir dogruluk degeri de olmayacaktir. Yani bunlar bir 6nerme

degildir. (Aksoy, 2015)

Tamm 2.2.1.2 : p Onermesinin degili denilince, p onermesi D degerinde
olunca Y degerini alan, Y degerinde olunca D degerinde olan bir 6nerme anlasilir ki
buna p onermesinin degili denir. Modern mantikta ~p olarak kullanilmakla birlikte,

Boole Cebiri konusu islenirken p' gosterimin kullanilmasi daha uygun olmaktadir.

Tablo 2.2: Onermenin degili.

p ~p
Y
Y D

2.2.2 Baglaclar

Baglaglar bilesik onermelerin olugsmasinda 6nermeleri birbirine baglayarak,

onlara mantiksal boyut ve anlam kazandirirlar. Modern mantigin temeli olan



baglaclar “Ve” ile “Veya” dir. Bunlarin disginda “Ya da” , “Gerektirme” , “Cift
Gerektirme”, “Bagdasmazlik” ve “Birlikte Degilleme” baglaclarinin varligindan séz
edilebilir. Bu baglaglar tek tek inceleyelim. (Aksoy, 2015)

2.2.2.1 Ve Baglaci

p ile q 6nermelerinin VE ' 1i bilesimi A sembolii kullanilarak p A q seklinde
gosterilir ve “p ve q” diye okunur. VE baglacit tanimlanirken " Sadece her iki
onerme de dogru ise VE ' i bilesim dogru ; diger durumlarda yanlistir. " seklinde bir
genelleme yapilabilir. (Aksoy, 2015)

Tablo 2.3: “ve” Baglaci.

<| <| Ol Ul ©
<| Ol <| Ol «
<| <| <| 9| >

2.2.2.2 Veya Baglac

p ile g oOnermelerinin VEYA ' It bilesimi V sembolii kullanilarak p Vv g
seklinde gosterilir ve “p veya q” diye okunur. Asagidaki tablo yardimiyla VEYA
baglaci i¢in " Sadece her iki 6nerme de yanlis ise VEYA ' 11 bilesim yanlis; diger
durumlarda dogrudur." seklinde bir genelleme yapabiliriz. (Aksoy, 2015)

Tablo 2.4: “veya” Baglaci.

<| <| Ol Ol ©
<| Ol <| Ol
<| Ol O Ol <




2.2.2.3 YaDa Baglaci

p ile g 6nermelerinin YA DA ' I1 bilesimi ¥ sembolii kullanilarak p ¥ q ile
gosterilir ve “p ya da q” diye okunur. VEYA tablosundan farki, birinci durumdan
kaynaklanmaktadir. Bu tablo VEYA' nin tanim tablosuyla karsilastirilirsa, ilk durum
disinda birbirinin ayn1 oldugu goriilecektir. iste birbirine uymayan bu ilk durum

nedeniyle farkli bir baglag olarak incelenmektedir. (Aksoy, 2015)

Tablo 2.5: “ya da” Baglaci.

Y q pYq
D D Y
D Y D
Y D D
Y Y Y

Ornek 2.2.2.3.1 : “Okul midiir yardimeisi, sinif baskan1 ya da sinif baskan

yardimcisini odasina ¢agirdi.” ifadesindeki olast durumlari degerlendirelim.

v' l.durum: Sinif bagkaninin gitmesi bagkan yardimcisinin gitmemesi
dogru bir ifade belirtir.

v' 2.durum: Simif bagkan yardimcisinin gitmesi bagkanin gitmemesi
dogru bir ifade belirtir.

v 3.durum: Hem bagkan hem baskan yardimcisinin gitmesi yanlig bir
ifade belirtir.

v' 4.durum: Her ikisinin de gitmemesi yanlis bir ifade belirtir.

Buradan ¢ikarilan sonug, yalniz birinin gitmesi durumunda ifade dogru olur.

2.2.2.4 Gerektirme (ise Baglaci)

p ile g 6nermelerinin kosullu bilesimi = sembolii kullanilarak p = q seklinde
gosterilir ve " p gerektirir q " diye okunur. Bu ifade, p ise q seklinde de

okunabilmektedir.
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Tablo 2.6: “ise” Baglaci.

<| <| O| Ul ©
<| Ol <| O «
Ol O <| 9 |

Bu tanim tablosu bir kabul sonucu elde edilmistir. Dogrulugu sezgisel olarak
bulunan ikinci durum disinda diger durumlari bu sekilde degerlendirebiliriz. Bu

nedenle gerektirme, digerlerine gore daha farkli 6zellikleri olan bir baglactir.

p = q standart bi¢imi ayni zamanda bir teoremin mantiksal modelini
olusturur. Bu karsit1 dogru olmayan bir teoremdir. Burada p hipotez , q ise hiikiim
adin1 alir. Gorecegizki p = ¢ # = p dir. Burada p, q i¢in yeter kosul, q ise p i¢in
gerek kosul olmaktadir.

p = q var oldugu i¢in, ayrica asagidaki bilesim sekilleri de tanimlanmistir:

> Karsit Onerme : q = p seklinde olusan énermedir
> Ters Onerme : ~p = ~q seklinde olusan 6nermedir
> Karsit-Ters Onerme : ~q = ~p seklinde olusan 6nermedir.

Ozellikle bu 6nerme igin:

p=(q = ~q = ~p yazilabilir. (Aksoy, 2015)

2.2.2.5 Cift Gerektirme (Ancak ve Ancak Baglaci)

p ile q onermelerinin karsilikli kosullu bilesimi < sembolii kullanilarak

p & q seklinde gosterilir ve “p gift gerektirir q” diye okunur. (Aksoy, 2015)
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Tablo 2.7: “ancak ve ancak” Baglaci.

<| <| O| Ul ©
<| Ol <| gl a
Ol <| <| O ¢

2.2.2.6 Bagdasmazhk

p ile g onermelerinin bagdasmaz oluslari | sembolii kullanilarak p | q
yazilarak gosterilir ve “p ile q bagdasmazdir” diye okunur. Bagdasmazlik iki

dogruluk degerinin D olmasi halinde gergeklesir. (Aksoy, 2015)

Tablo 2.8: Bagdasmazlik.

<| <| Ol Ol ©
<| O <| Ol
Ol O O <|—

2.2.2.7 Birlikte Degilleme

p ile g onermelerinin birlikte degillenmesi U sembolii kullanilarak p 4 q
seklinde gosterilir ve “p birlikte degillenmistir q” diye okunur. Sadece her iki

dogruluk degeri de yanlis ise dogru, diger durumlarda yanlistir. (Aksoy, 2015)

Tablo 2.9: Birlikte Degilleme.

<| <X| Ol Ol ©
<| O <X| O «
O <| X| X| &
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2.2.2.8 Baglaclara Ait Ozellikler

De Morgan Ozelligi:

~(pAA)=~pV~q
~(pvVa)=~pA~q

Diger bir adiyla “degilleme yasas1” olarak kabul edilir. De Morgan 6zelligiyle

A ile Vv baglaglari arasinda daha kolay iliski kurulabilir.

Basglaclarin Temel Baglaclar Cinsinden ifadeleri:

Burada temel baglaglar ile belirtilen baglaglar VE ile VEYA’dir. Ciinkii bu
iki baglacin, dual sistem ig¢inde 6zel bir yerleri oldugu gibi bu iki bagla¢ yardimiyla
diger tiim baglaglar1 ifade etmek miimkiindiir. (Aksoy, 2015)

pYag= (pvg) A ~(pAra)
p=q=-~pvq
peag=((pPAa) Vv (~pAr~aq)
pla=p=~q=~pv~q=~(pAq) (De Morgan)

plg=~pAr~g=~(pVvqg) (DeMorgan)

Degisme Ozelligi:

= baglaci diginda kalan diger baglaglarda degisme 6zelligi vardir.

PAQ =qAp pPvg =qVvp
PY¥gq=q¥p P=q=qep
P=qg Fq=>p
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Birlesme Ozelligi:

= baglaci disinda kalan diger baglaglarda birlesme 6zelligi vardir.

PA(QAT)=(PAQ)AT=PAQAT

pv(gqvr)=(pvqg)VvVr=pvqVvr

pY(gq¥r)=(pY¥q)¥r=pv¥qvr

pe(ger)=(peg)er=peqer

p=(g=>r)Z(p=q)=>r

Dagilma Ozelligi:

Bu ozellik sadece ve ile veya baglaglar1 arasinda bulunur. Bunlardan
birincisine ve'nin veya iizerine dagilimi; ikincisine ise veya'nin ve lizerine dagilimi

denilir.
pA(gVvr)=(pAq)V(pAT)
pv(gAar)=(pvag)Aa(pVvr)

Dagilma 6zelliginin daha o6zel bir durumuna Sogurma Ozelligi denir ve
asagidaki denkliklerle ifade edilir. Bu denkliklerde p ye soguran, q ya da sogurulan

denir.

pA(pPVa) =p pv(pAQ) =p

Denk Giicliiliik Ozelligi:

Baglaglardan ve ile veya baglaglarinin denk giicliilikk 6zelligi vardir.

PAP=DP PVP=Dp
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2.3 Boole Cebiri

Boole Cebiri’nin temel olarak kullandigi mantik, tamamen 6nermeler mantigi
ve kiimeler kurami ile 6zdeslesmistir. Dual Sistemin mantiktaki karsiligi, cebirsel
yap1 olarak tam anlamiyla Boole Cebiri'nde goriilmektedir. Boole Cebiri i¢in gerekli
olan say1 sistemi rakamlar1 0 ve 1’den ibaret iki tabanli say1 sistemidir. 0 ve 1
rakamlarinin tekrarli varyasyonlariyla elde edilen sayilar, Binary Sayr Sistemi olarak

da adlandirilan bu sistemin sayilarini olustururlar. (Aksoy, 2015)

Tanmm 2.3.1: Yalnizca iki deger alabilen uygun bir nicelik basit boolien

nicelik olarak adlandirilir. Basit boolien nicelik 0 ve 1 degerlerini alacaktir.
Ovel, Bilegdsterecegimiz Boole Cebiri'nin de rakamlar1 olacaktir.

Basit boolien nicelikler sabitler ile degiskenlerin alabilecegi degerler olup, B3
siifi iginde, sabitler a, b, ¢ gibi alfabenin ilk harfleri ile, degiskenler ise X, y, z gibi

alfabenin son harfleri ile gosterilecektir.

Kiimeler teorisinde iki temel islem, kesisim ve bilesim' dir. Buna benzer
olarak, Boole Cebiri’nin tanimina gegmeden oOnce, ikili islem (dualite) diye
adlandirilan ve incelenmesi gerekli olan kavramlari inceleyelim. @ sembolii ile
herhangi bir ikili islem gosterilecektir. Bunun 6zel iki durumu toplama ve garpma
olabilir. Toplama ve ¢arpma, alisilmis semboller kullanilarak, sirasiyla + ve . ile

gosterilecektir. (Aksoy, 2015)

Tamim 2.3.2: M kiimesi {izerinde & ikili islemi : (a,b) elemanminc=a ® b

olacak sekilde M kiimesinin bir ¢ elemanini belirtmesidir. (Aksoy, 2015)

Tanim 2.3.3: M kiimesi lizerinde tanimlanan & ikili islemi ve her a,b,c € M

i¢in,

a® [b ®c] =[a®b] ®c

Buna birlesme 06zelligi denir. Burada & ikili islemi, toplama ve carpma igin

degistirilirse:

a+(b+c)=(a+b)+c a.(b.c)=(a.b).c
15



Tanim 2.3.4: M kiimesi iizerinde tanimlanan &) ikili islemi, her a,b € M i¢in,

a®b=b®a

ozelligini sagliyorsa M iizerinde degisme 6zelligi vardir denir. Burada @ ikili islemi,

toplama ve ¢arpma i¢in degistirilirse:
a+tb =Db+a a.b=Db.a

Tamm 2.3.5: @ ve @, M kiimesi tlizerinde tanimli iki farkl ikili islem ise,

her a,b,c € M i¢in,

a@[bbcl=[aQb] D [a®C]

saglaniyorsa, & islemi @ islemi iizerine dagilmalidir denir. Bu 6zellik dagilma

ozelligi olarak adlandirilir.

Dagilma ozelliginin toplam ve carpim islemleri icin 6zel durumlar

incelenirse:
Carpimin toplam iizerine dagilmi: a.(b+c)=(a.b)+(a.c)
Toplamin ¢arpim {lizerine dagilimi: a+(b.c)=(a+b).(a+c¢)

Toplamin garpim {izerine dagilimi, diger cebirlerde olmayan bir 6zellik olarak

goriilmektedir. Bu 6zelligin Boole Cebiri’ne 6zgii bir yapist vardir. (Aksoy, 2015)

Tanim 2.3.6: M kiimesinde tanimli ikili isleme gore, her a € M igin,

a®e=e®a=a

Ozelligini saglayan bir e eleman1 varsa buna birim eleman denir. Toplama islemi i¢in

birim eleman 0; ¢arpma islemi i¢in birim eleman 1°dir. Bunu,
a+0=a a.l=a

yazarak gosteririz. Boylece toplama islemi i¢in e = 0; carpma islemi i¢in e = 1 olur.

(Aksoy, 2015)

16



Tanmm 2.3.7: Boole Cebiri’nin ¢esitli tanimlar1 arasindan segilen ve 1904

yilinda Huntington tarafindan yapilan aksiyomatik tanimi su sekildedir:

Bir 3 sinifi, + ve . ikili islemlerine gore, asagidaki postulatlar1 sagliyorsa, 3 ye

Boole Cebiri denir.

Postulat 1. (P1) : + ve . degismelidir.

Postulat 2. (P2) : B sinifinda farkl iki birim eleman vardir. Bunlar toplamaya

gore 0, carpmaya gore 1 dir.

Postulat 3. (P3) : Bu islemlerden biri digeri iizerine dagilimlidir.

Postulat 4. (P4) : B sinifinin her a elemani i¢in, yine B sinifinda olan 6yle bir

a' elemani vardir ki
a+a'=1 ve a.a=0 olur.

Bu ikili islemleri sadece + ve . ile gosterme zorunlulugu yoktur. Bunlarin
yerine yine aymi islemleri belirtecek herhangi iki semboliin kullanilmasi da
miimkiindiir. Bir kiime & ve @ islemlerine veya N ve U islemlerine gore benzer

postulatlar1 saglarsa da Boole Cebiri tanimlanmis olur.

Bu agiklama ve tanimdan c¢ikarilabilecek ilk sonug, kiimeler cebirinin bu
postulatlar1 saglayan bir Boole Cebiri oldugudur. iste bu 6zelligi nedeniyledir ki
kiimeler cebiri, Boole Cebiri ile tam bir uyum iginde bulunmaktadir. (Aksoy, 2015)

2.3.1 Boole Cebiri’nde islemler

Bu boliimde Boole Cebiri'nde gesitli islemler tanimlanip 6zelliklerinden s6z

edilerek, modern mantiktaki karsiliklar1 goriilecektir.

Biitiinleyici: Bir basit boolien nicelik x olsun. Bunun biitlinleri ya da
biitiinleyicisi olarak adlandirilan eleman x' ile gosterilir ; (P4) postulatinda a ile

gosterilen basit boolien nicelik i¢in ifade edilen tanimdan,
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Xx+x'=1 ve x.x'=0

Biitiinler kavrami, modern mantifin degilleme kavramiyla kiyaslanabilir.
Modern mantigin ikili islemleri olarak tanimlanan A ile V islemleri arasinda su iliski

vardir:
pv~p=D pA~pEY

Modern Mantik ile Boole Cebiri’nin birebir kesistigi bu 06zellikte

goriilmektedir.

Toplama Islemi: Her x,y € B icin x ve y boolien niceliklerinin toplami1 x + y

ile gosterilir ve asagidaki tablo ile tanimlanir:

Tablo 2.10: Toplama iglemi.

X y X+y
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Bu tablonun, modern mantikta “veya” baglaci i¢in diizenlenen tabloyla
tamamen ayni oldugu sdylenebilir. Buradaki x ve y boolien niceliklerini p ve q
onermeleri olarak goriir, 1 yerine D, 0 yerine de Y oldugu diisiiniiliirse, bu tablodan Vv

baglacinin tanim tablosu ortaya ¢ikar. (Aksoy, 2015)

Carpma Islemi: Her x,y € B igin x ve y boolien niceliklerinin garpim1 x.y

veya xy ile gosterilir ve asagidaki tablo ile tanimlanir:

Tablo 2.11: Carpma iglemi.

X y X.y
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0
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Bu tablonun, modern mantikta “ve” baglac1 i¢in diizenlenen tabloyla
tamamen ayni oldugu soylenebilir. Buradaki x ve y boolien niceliklerini p ve g
Onermeleri olarak goriir, 1 yerine D, 0 yerine de Y oldugu diisiiniiliirse, bu tablodan A

baglacinin tanim tablosu ortaya ¢ikar. (Aksoy, 2015)

De Morgan Formiilleri: X ve y boolien nicelikler ve bunlarn biitiinleyenleri

X 'vey ' olduklaria gore,
x+y)'=x'y'
(x.y)'=x'+y
ifadelerine De Morgan Formiilleri denir.

x ile y ye karsilik p ve q 6nermeleri, x 'ile y ' ye karsilik ~p ile ~q, ayrica

ikili iglemlerin karsilig1 olarak + ya kars1 V, . ya karsilik A baglaglart kullanilirsa
~(pAQ)=~pV~q
~(pVa)=~pA~q

denklikleri bulunur ve bunlar Modern Mantik’ta gérmiis oldugumuz De Morgan
denklikleridir. (Aksoy, 2015)

Birlesmisi Ayirma islemi: x ile y birer boolien nicelik olmak tizere, bunlar

arasinda @ semboliiyle bir islem tanimlayarak x @ VY islemine, birlesmisi ayirma

islemi denir ve bu islem asagidaki tablo ile tanimlanir:

Tablo 2.12: Birlesmisi ayirma islemi.

X y x@y
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Bu islem, Modern Mantik’taki “ya da” baglacinin karsihigidir. (Aksoy, 2015)
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2.3.2 Mantik ve Boole Cebiri Arasindaki Benzerlikler

Tablo 2.13: Mantik ve Boole Cebiri Arasindaki Benzerlikler.(Aksoy, 2015)

Mantikta Boole Cebirinde

D 1

Y 0
p,q,r, .. XY, Z, ..
P.QR, ... X, Y, Z, ..

~p X

v +

A

Y @D

pVvq X+Yy

PAQ X.y

pYq XDy
DvD=D 1+1=1
DvY=D 1+0=1
YvD=D 0+1=1
YVY=Y 0+0=0
DAD=D 11=1
DAY=Y 1.0=0
YAD=Y 01=0
YAY=Y 0.0=0
~D=Y 1'=
~Y=D 0'=1
pv~p=D x+x'=1
pA~p=Y xXx'=0
PVPED X+X =X
pPAP=Dp XX = X
~(~p)=p (x")'=x

~(pvVQq)=~pAr~q (x+y)'=x"y’
~(pAQ)=~pV~q (x.y)'=x'+y’
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p\/QEqu X+y:y+X
PAG=QqAP X.Yy=y.X
pv@v) =(EVQVr=p Vv qVvr | x+(y+2) = (x+y)+z=x+y+2z
PA(QAT) =E(PAQOAr=p A g AT X.(y.2)=(Xy).z= x.y.z
pv@rn=@Evar(pvn x+(y.z) = (x.y)+(x.z)
pr@vn=(@ArqV(pAr x.(y+2) = (x.y)+(x.2)
pv(pArg) =p X+ (x.y) =X
pA(pPVQq) =p X.(x+y)=x
DvpvqVvr=D l+x+y+z=1
YAPAQATEY Oxyz=0
pvVY=p X+0=x
pAD=p x.1l=x

2.4 Lojik Devreler

Modern Mantik ve Boole Cebiri en 6nemli uygulamalarin1 Lojik Devreler
tizerinde gostermektedir. Bu tiir devrelerin mantik yasalar1 yardimiyla incelenmesi ve
bunlara 6zgli matematigin ortaya ¢ikmasiyla, ne kadar uyumlu bir yapilagsma oldugu
goriilecektir. Modern Mantik ve buna dayali olarak ortaya ¢ikan Boole Cebiri, bir

baska boyutta teknolojinin bir sinifinin matematigini olusturmaktadir.

Ornegin Boole Cebiri’nde bulunan 1 ve 0, bir A anahtarmin kapali ya da agik
olusunu temsil eder. Anahtar agik ise akim gegmemektedir ve sembolii 0’dir. Anahtar

kapali ise akim ge¢mektedir ve sembolii 1°dir.

Anahtara A demek, bunu bir p 6nermesi ya da x € B olmak iizere bir Boole
degiskeni ile gostermek anlamina gelir. Tek basina bu ifade basit boolien niceliktir.
Eger anahtar sayisi1 artarsa, bunlar arasindaki iliskiler de artacaktir. Bu kez aralarinda
olusan bu iligkiye gore bir takim modeller gelistirilerek buna 6zgii bir matematik

olusturulacaktir. (Aksoy, 2015)
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2.4.1 Ve Devresi (Seri Baglama)

A B

/ /

Sekil 2.1: Seri Baglama.

Yukaridaki sekil her iki anahtar1 sembolik olarak gostermektedir. A ve B

anahtarlarinin farkli durumlari tablo ile su sekilde gosterilir:

Tablo 2.14:ve” devresi.

A B AAB
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Boylece olasi dort durumun neler olabilecegi bu tabloda goriilmektedir.

Tablo, asagida agiklanan degerlendirme ile olusturulmustur:

v" 1.durum : A ve B anahtarlarinin her ikisinden de akim gegiyor. A = 1,
B = 1. Oyleyse bu devreden akim geger; A A B = 1.

v 2.durum : A’dan akim gegiyor ; B den akim gegmiyor. A=1, B=0.
Oyleyse bu devreden akim ge¢mez; A A B = 0.

v 3.durum : A’dan akim ge¢miyor ; B den akim gegiyorA=0,B=1.
Oyleyse bu devreden akim ge¢gmez; A A B = 0.

v 4.durum : A’dan ve B den akim ge¢cmiyor. A = 0, B = 0. Oyleyse bu

devreden akim gegmez; A A B =0.

Bu seri bagli devrelerin tablosunda 1 ve O0’larin yerlerine D ve Y
konuldugunda “ve” baglacina ait tablo olusur. Bu nedenle iki anahtarin devrede bu
sekilde bir diizen iginde bulunmasiyla olusan lojik devreye “ve devresi” adi verilir.

(Aksoy, 2015)
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2.4.2 Veya Devresi (Paralel Baglama)

A

I
l_/_._
B

Sekil 2.2: Paralel Baglama.

Yukaridaki sekil her iki anahtar1 sembolik olarak gdstermektedir. A ve B

anahtarlarinin farkli durumlari tablo ile su sekilde gosterilir:

Tablo 2.15:”veya” devresi.

A B AVB
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Boylece olasi dort durumun neler olabilecegi bu tabloda goriilmektedir.

Tablo, asagida aciklanan degerlendirme ile olusturulmustur:

v l.durum : A ve B anahtarlarinin her ikisinden de akim gegiyor. A = 1,
B = 1. Oyleyse bu devreden akim gecer; AV B =1.

v 2.durum: A’dan akim gegiyor; B den akim gegmiyor. A =1, B = 0.
Oyleyse bu devreden akim geger; AV B = 1.

v 3.durum: A’dan akim ge¢miyor; B den akim gegiyor. A =0, B = 1.
Oyleyse bu devreden akim geger; AV B = 1.

v’ 4.durum: A’dan ve B den akim ge¢cmiyor: A = 0, B = 0. Oyleyse bu

devreden akim gegmez; A V B =0.

Bu paralel bagli devrelerin tablosunda 1 ve 0’larin yerlerine D ve Y
konuldugunda “veya” baglacina ait tablo olusur. Bu nedenle iki anahtarin devrede bu
sekilde bir diizen i¢inde bulunmasiyla olusan lojik devreye “veya devresi” adi verilir.

(Aksoy, 2015)
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2.4.3 Carpma Devresi

VE baglaci ile tanimlanan 6nerme Boole Cebirinde ¢arpma isleminin karsiligi
olmaktadir. Bu iligki, lojik devrelerde anahtarlarin seri baglanmasiyla da ilgili oldugu
sOylenebilecektir. Sonug olarak, bir VE ' li bilesim bir ¢arpma devresini temsil
etmektedir. (Aksoy, 2015)

Tablo 2.16: Carpma devresi.

Onermeler | Boole Lojik
Mantig1 Cebiri | Devreler
A B AAB AB AB
1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0

2.4.4 Toplama Devresi

VEYA baglaci ile tanimlanan 6nerme Boole Cebirinde toplama isleminin
karsilig1 olmaktadir. Bu iliski, lojik devrelerde anahtarlarin paralel baglanmasiyla da
ilgili oldugu soylenebilecektir. Sonu¢ olarak, bir VEYA ' I1 bilesim bir toplama
devresini temsil etmektedir. (Aksoy, 2015)

Tablo 2.17: Toplama devresi.

Onermeler | Boole Lojik
Mantig Cebiri | Devreler
A B AVB A+B A+B
1 1 1 1 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 0 0 0
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2.45 Ekonomik Devreler

Lojik devrelerin diizenlenmesinde en Onemli hedeflerden biri ekonomik
devreyi tasarlamak ve uygulamaya koymaktir. Ekonomik devre kavrami tasarrufu
yani minimum maliyet diisiincesini 6ne ¢ikarmaktadir. Lojik devrenin teknolojik
stirecinde, bir imalat siireci bulunur ve bu da bir maliyeti gerektirir. Bir lojik devrede
en kiigtik bir basitlestirmenin bile maliyeti diisiiriicii yonde biiyiik bir etkisi vardir.
Bir anahtarin bile daha eksik oldugu bir lojik devre, daha ekonomik sayilacaktir.
Ayni isi yapan ancak en az ecleman igerecek sekilde tasarlanan bir lojik devre,
ekonomik devre olacaktir. Bir devrenin kullanildig1 ortamda, ne kadar az tel, arac,
ara malzeme, iscilik ve enerji kullanilmis olursa, maliyetin o kadar ¢ok azalacagi

diistiniilebilir. Buradan ekonomik devre kavramina ulasilmis olur. (Aksoy, 2015)

Ornek 2.4.5.1: Bir sirketin hissedarlari ii¢ kisidir. Bunlarin sirkete katkilart
oraninda degisik oy haklar1 vardir. Bunlardan birinin 5, bir digerinin 3 ve geriye
kalaninin ise 2 oy hakki bulunmaktadir. Sirketin yonetiminde bu ii¢ kisi yetkili ve
sorumlu olup, sirketle ilgili kararlar oycokluguyla alinmaktadir. Oylarin esit olmasi
halinde, baskanin oy verdigi taraf kazanmis sayilmaktadir. Baskan 5 oyu olan
hissedardir. Hissedarlar oylarini bir diigmeye basarak belirtmektedirler. Cekimser oy
kullanmak yoktur. Oylanacak Oneriyi benimseyenler diigmeye basarak oyunun
olumlu oldugunu belirtecek, olumsuz oy veren diigmeye basmayacaktir. Oyle bir
lojik devre kurunuz ki yukarida tanimlanan olaya iliskin oylama sonucunu bir
bi¢imde belirtmis olsun. Bundan hareketle daha ekonomik olan denk devreyi de
bulunuz. (Aksoy, 2015)

Hissedarlarin adlar1 A, B, C olsun. A’nin 5 hissesi, B’nin 3 hissesi ve C’nin
de 2 hissesi olduguna gore, sirket A + B+ C =15+ 3 + 2 = 10 hisse lizerinden karar
olusturuyor demektir. Bu verilere gore dogruluk deger tablosu asagida oldugu gibi

gerceklesir : [1 = gecerli karar; 0 = gecersiz karar]
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Tablo 2.18: Lojik Devre Problemi.

A B C Oy Toplami | Karar | Temel Bilesenler
1 1 1 10 1 AABAC

1 1 0 8 1 AANBA~C

1 0 1 7 1 AAN~BAC

1 0 0 5 1 AN~BA~C

0 1 1 5 0 -

0 1 0 3 0 -

0 0 1 2 0 -

0 0 0 0 0 -

Tablodan hareketle, temel bilesenler esas alinarak, bunlarin V 11 bilesimi

olusturulursa, problemin 6ngordiigii lojik devre ortaya ¢ikmis olacaktir. Bu ise,

(AABAC)V(AABA~C)V(AA~BAC)V(AA~BA~C)

seklinde bir standart bigim olusturacaktir.

Problemin ikinci kismi ile ilgili olarak, buna denk olan ve sonugta ekonomik

olan bir lojik devre ise su sekilde bulunur:

(AABAC)V(AABA~C)V(AA~BAC)V(AA~BA~C)

[(AAB)AL]VI[(AA~B)AL]

Boylece ayni isi yapan ancak en az eleman iceren (A) lojik devresi ekonomik

devre olacaktir. (Aksoy, 2015)
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3. FiIBONACCI VE BOOLE FONKSIYONLARI

Bu bolimde Chris Kaltwasser’in 1994 yilinda yapmis oldugu “Computing
Fibonacci Numbers with Gates” makalesi incelenmistir. 2.Boliimde verilen Boole

Cebiri 6zelliklerinden yararlanarak Boole Fonksiyonlar1 tanimlanmustir.

3.1  Boole Fonksiyonlari

Herhangi tek bir sembol veya belirli tek bir eleman igin “sabit” ifadesi
kullanilir. Ornegin, 0 ve 1 sabitlerdir. “Degiskenler” ise belirli olmayan herhangi bir
eleman yerine kullanilir ve x, y, z ile gosterilir. Boole Fonksiyonu ise, sonlu sayidaki
semboller kiimesinin toplama ( + ), carpma ( . ) , biitiinleyen (') islemleriyle olan

bilesimi seklinde ifade edilir.
Ornegin, yukarida verdigimiz tanima uyan bir Boole fonksiyonu,
(@+b)c+a.b.x+0
X +y).(y' +2)
(x+2) +xy.z

gibi ornekler olabilir. Bu 6rneklerde, x,y,z degiskenler; a, b, ¢ bilinmeyen sabitler ve

0 da bilinen bir sabittir.

Boole Fonksiyonlari, bu 6rneklerin disinda, diizenli formlar olusturularak
incelenir. Bu fonksiyonlarin standart bi¢imleri; Ayirici Normal Formda Fonksiyon ve

Birlestirici Normal Formda Fonksiyon olarak adlandirilir. (Aksoy, 2015)
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3.1.1 Ayrici Normal Form

Boole sinifinda, X; ve X;' elemanlarindan olusan,

n

m
f. X; x.’
l 17
i=1

j=1

seklindeki fonksiyona ayirici normal form denir. Bu tiir fonksiyonlar, dnf
(Disjunctive Normal Form) semboliiyle de gosterilmektedirler. Ayirici normal form

gosteriminden anlasilacagi gibi ¢arpimlarin toplami seklinde ifade edilir.

n tane degisken i¢in yazilmis olan bir fonksiyonda her terimde her degisken,
kendisiyle ya da biitiinleriyle temsil ediliyorsa bu 6zellikteki bir fonksiyona da Tam
Ayirict Normal Formda Fonksiyon ya da Fonksiyonun Birinci Kanonik Sekli denir.
(Aksoy, 2015)

Ornek 3.1.1.1: F= (X y '+ x z) '+ x ' fonksiyonu verilsin. Fonksiyonu ayirict

normal formda ifade ediniz.

F=(Xy'+x2z)"+x' (De Morgan )
=(xy’) ' .(xz)"+x’ (De Morgan)
=[x'+(y)x'+z7+x’ (Cift Degilleme)
=[x +ylx'+z]+x’ (Dagilma Ozelligi)
=X'X'+x'z'+yx'+yz'+x' (Degisme Ozelligi ve x.x = x den)
=X'+X'"+X'y+x'z'+yz' (x+x=xden)

:X|+le+XIZI+yZI

Bulunan ifade g¢arpimlarin toplami sekline geldiginden ayrigtirict normal

formdadir. (Aksoy, 2015)
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3.1.2 Birlestirici Normal Form

Boole sinifinda, X; ve X;' elemanlarindan olusan,

n

m
f. X; x.’
l 17
i=1

j=1

seklindeki fonksiyona birlestirici normal form denir. Bu tiir fonksiyonlar, cnf
(Conjunctive Normal Form) semboliiyle de gosterilmektedirler. Birlestirici normal

form gosteriminden anlagilacagi gibi toplamlarin ¢arpimi seklinde ifade edilir.

n tane degisken i¢in yazilmis olan bir fonksiyonda her terimde her degisken,
kendisiyle ya da biitiinleriyle temsil ediliyorsa bu 6zellikteki bir fonksiyona da Tam
Birlestirici Normal Formda Fonksiyon ya da Fonksiyonun Ikinci Kanonik Sekli
denir. (Aksoy, 2015)

Ornek 3.1.2.1: F=(xy '+ x z) '+ x ' fonksiyonunu birlestirici normal

formda yaziniz.
F=(Xy'+x2)'+x' (De Morgan)

=[xy) (x2) T+x°

=x'+yH)x'+z7+x’ (Cift Degilleme)
=[x'+y][x'+z7+x" (Dagilma Ozelligi)
=X EXHY][XT X +2 (x'+x'=x"den)

=[x +yIx + 2]

Bulunan ifade toplamlarin c¢arpimi sekline geldiginden birlestirici normal

formdadir. (Aksoy, 2015)
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3.1.3 Fonksiyonun Biitiinleyeni

Bir f fonksiyonunun biitiinleyeni f ' ya da f ile gosterilir. Buna Biitiinler

Fonksiyon da denilebilir.

Terimlerin katsayilarmin 1 ya da 0 olusuna gore, terimlerin bir kismi
goriilecek bir kismiysa goriilmeyecektir. Goriilen terimler f fonksiyonuna ait ise,

goriinmeyen terimler fonksiyonun biitiinleyenini olusturacaklardir. (Aksoy, 2015)

Ornek 3.1.31: F= xyz'+xy'z'+x'y'z"' fonksiyonunun

biitiinleyenini bulunuz.

Tablo 3.1: Fonksiyon durum tablosu

Terimler F de Olanlar F de Olmayanlar
(F ' de Bulunacaklar)

Xyz - Xyz

Xyz' Xyz' -

Xy'z - Xy'z
Xy'z' Xy'z' -

X'yz - X'yz
x'yz' - X'yz'
X'y'z - X'y'z
x'y'z' x'y'z' -

F'=xyz+xy'z+x'yz+x'yz'+x'y'z bulunur. (Aksoy, 2015)

3.1.4 Boole Fonksiyonlar1 Tanim Tablosu

Boole fonksiyonunun tanimlanmasinda tanim tablosundan yararlanilir.

Tam Ayirict Normal Formda Fonksiyonlar i¢in i¢ islem c¢arpmadir.
Carpmanin birim elemani 1’dir. O zaman tabloda f(x,y,z) = 1 olan satirlar segilerek
ve x,y,z degiskenleri i¢in siralanan degerlere bakilarak, bu satirlardaki 1’ler igin

degiskenin kendisi, 0’lar i¢in degigkenin biitlinleyeni alinarak bunlarin carpimlari
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olusturulacaktir. Bu igslem 1 olan her satir i¢in yapildiktan sonra, bu sekilde elde

edilen garpanlarin toplami fonksiyonu verecektir. (Aksoy, 2015)

Tam Birlestirici Normal Formda Fonksiyonlar i¢in i¢ islem toplamadir.
Toplamanin birim elemani 0°dir. O zaman tabloda f(x,y,z) = 0 olan satirlar secilerek
ve X,y,z degiskenleri i¢in siralanan degerlere bakilarak, bu satirlardaki 0’lar i¢in
degiskenin kendisi, 1’ler iginse degiskenin biitlinleyeni alinarak bunlarin toplamlari
olusturulacaktir. Bu islem O olan her satir i¢in yapildiktan sonra olusan terimler,

carpanlar halinde ifade edilerek fonksiyon ortaya konmus olacaktir. (Aksoy, 2015)

Ornek 3.1.4.1: f (x,y,z) = x (y '+ z) + z ' fonksiyonu veriliyor. Tanim

tablosundan yararlanarak dnf ve cnf bigiminde ifade ediniz.

Degiskenler x,y,z olarak n = 3 oldugundan, 23 = 8§ durum vardir. Bunlarin her

biri igin fonksiyon su sekilde hesaplanir:
f(xyz)=f111)=11'+1)+1'=10+1)+0=1+0=1
f(xyz)=f110=11+0)+0=1(0+0)+1=0+1=1
f(xyz)=f101)=10+1)+1=1(1+1)+0=1+0=1
f(xy,z2)=f(1,00=1(0+0)+0=1(1+0)+1=1+1=1
f(xyz)=f(0,1,1)=01'+1)+1'=00+1)+0=0+0=0
f(xy,z)=f(0,1,00=0(1'+0)+0'=0(0+0)+1=0+1=1
f(x,y,z)=f(0,01)=00+1)+1=0(1+1)+0=0+0=0
f(x,y,z2)=f(0,00)=0(0"+0)+0=0(1+0)+1=0+1=1

bulunur ve bu sonuglara goére diizenlenmis tanim tablosu su sekildedir:
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Tablo 3.2: Tanim Tablosu

X y y4 f(x,y,2)
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

Tablodan faydalanarak fonksiyon istenilen formlarda ifade edilebilir.

Ayirict normal form(dnf) bulmak igin, tabloda 1 degerinin bulundugu

satirlara bakarak;
F(Xy,Z)=xyz+Xyz'+Xy'z+Xxy'z'+x'yz'+x'y'z'

Birlestirici normal form(cnf) bulmak igin, tabloda 0 degerinin bulundugu

satirlara bakarak;

f(xy,z2)= x+y'+z)(x+y+z")  bulunacaktir.

3.2 Fibonacci Sayilari ve Lojik Devreler

Bu boliimde amacimiz, Fibonacci Sayilarini minimum sayida eleman ile
hesaplayacak bir devre ailesi aramaktir. Dolayisiyla, Fibonacci sayilar1 ne kadar az

sayida eleman ile hesaplanirsa o kadar avantaj saglanir.

Ornek 3.2.1 : f, f, ‘yi en az sayida devre elemani ile hesaplamak i¢in n=3

ve n=7 durumlari ele alinsin. (Kaltwasser, 1994)

n = 3 icin, ¢ikis sayisinin oldugu gibi giris sayisinin da 2 olmasindan dolayz,

bu tiir herhangi bir fonksiyon iki veya daha az sayida devre elemani ile uygulanabilir.
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Tablo 3.3 : n=3 i¢in Dogruluk Tablosu

X1 Xo F1 Fo

0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 1 0
Fo=Xo® X1 F1=XoX1

ifadelerine karsilik gelir. Bu ifadelerin her biri bagimsiz oldugundan n=3 i¢in

minimum devre elemani kullanilir.

n =7 i¢in devrenin 4 ¢ikisa sahip olmasi gereKir.

Tablo 3.4 : n=7 i¢in Dogruluk Tablosu

X
S
X
i
X
S
n
w
m
N
m
.,
n
o

| | k| k| o o o o
| | o o k| R o o
k| o k| o k|l o Rl o
R R O o o o o o
k| o r|l o ol o ol o
o| o o r| »r| o o o
k| o R, R O R KLl o

Fo=Xo D X1D X2 © XoX2D XoX1.X2
F1 = XoX16D X2 D XoX2 D X1.X2
F2 = XoX2
Fs=X1Xo

Fibonacci sayilar1 ne kadar az sayida eleman ile hesaplanirsa o kadar az devre

elemani kullanilacagindan dolay1 daha avantajli olur. (Kaltwasser, 1994)
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde Fibonacci ve Lucas Sayilari’nin temel tanimlari, Binet formiilleri ve
iiretec fonksiyonlar1 verilmistir. George Boole’un Boole Cebiri’ni olusturmasina etki
eden faktorler verilmistir. Onermeler Mantigi’nda karsimiza ¢ikan baglaglar ve bu
baglaclara ait 6zellikler verilmistir. Boole Cebiri’nin tanimi1 yapilarak yeni bir cebirin
nasil ortaya c¢iktigr gosterilmisti. Modern Mantik ve Boole Cebiri’nin
uygulamalarmi en 1iyi gosteren Lojik Devreler mantik yasalar1 yardimiyla
incelenmistir. Minimum maliyet ile olusturulan eckonomik devre kavrami
tanitilmistir. Fibonacci Sayilar1 ve Lojik Devreler arasinda bulunan iligki verilmistir.

Boole Fonksiyonlari tanimlanarak fonksiyon tiirlerinin tanimlart verilmistir.

Oneri olarak, bu yapilan galigmalar Pell ve Pell-Lucas sayilarma aktarilabilir.

Bu sayilart minimum sayida eleman ile hesaplayacak bir devre ailesi aranabilir.
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