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ONSOZ

Bu calisma I' modiiler grubunun alt yoriingesel graflarinin, Picard grubundaki
normalliyenin incelenmesi, bu normalliyenin altyoriingesel grafinda herhangi bir agacin
gidebilecegi en uzak kosesinin hesaplanmasi ve normalliyenin altyoriingesel graf
karakterizasyonun yapilmasi amaciyla Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda yiiksek lisans tez ¢aligmasi olarak yapilmustir.

Yiiksek lisans 6grenimim boyunca ve bu ¢alismada konunun belirlenmesinden
calismanin tamamlanmasina kadar olan siirecte, yardimlarin1 destegini esirgemedigi ve
ozellikle zorlandigim siireglerde sabir ve yol gosterdigi i¢in danisman hocam sayin Prof.
Dr. Bahadir Ozgiir GULER e en igten dileklerimle sayg1 ve siikranlarimi sunuyorum.

Ogrenimim boyunca Karadeniz Teknik Universitesi Matematik Boliimiinde
lizerimde emegi olan tiim saygideger hocalarima g¢ok tesekkiir ederim. Ayrica tezi
hazirlama siirecinde bana her zaman destek olan, yalniz birakmayan arkadaslarima ve tiim
hayatim boyunca beni maddi ve manevi her yonden destekleyen sevgili anneme ve babama
en igten tesekkiirlerimi sunuyorum.

Son olarak bu zorlu siirecimde en biiylik manevi destegim olan canim kardesim

Hilal’e sonsuz tesekkiir ederim.
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Yiiksek Lisans Tezi
OZET
MODULER GRUBUNUN PICARD GRUBUNDAKI NORMALLIYENININ AGACLARI
ligit ZENGIN

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Prof. Dr. Bahadir Ozgiir GULER
2020, 57 Sayfa

Bu tezde Modiiler grubun Picard grubundaki normalliyeninin genisletilmis rasyonel sayilar
kiimesi tizerindeki grup hareketinin neticesinde olusan altyoriingesel graflar1 ele alinmigtir. Bunlar
icerisinde devre icermeyenleri yani agaclar1 incelenmistir.

Birinci boliimde tez boyunca kullandigimiz kavramlarin hangi matematik alt disiplinlerle
ilgili oldugu vurgulanmis ve bu konu hakkinda asgari bilinmesi gerekenler 6zet olarak verilmeye
calisilmistir. Dogrusal Kesirli Lineer Doniisiimler ve Siirekli Kesirler hakkinda temel bilgiler
paylagilmgtir.

Ikinci boliimde calismaya model teskil ettiginden modiiler grubun altydriingesel graflart
detaylandirilmig, sonrasinda normalliyenin alt yoriingesel graflarinin devre igermemesi yani orman
olma kosulu gerek ve yeter sart olarak elde edilmistir. Sonrasinda bu ormanlardaki agaglarin, graf
teori agisindan Onemli bir parametre olan minimal uzunluklu olanlar ile ilgili sonuglar elde

edilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal Kesirli Lineer Doniistimler, Siirekli kesirler, Modiiler grup, Picard
grubu, Farey grafi, Alt yoriingesel graflar.
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Master Thesis

SUMMARY

TREES OF THE NORMALIZER OF MODULAR GROUP IN PICARD GROUP
ligit ZENGIN

The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Bahadir Ozgiir GULER
2020, 57 Pages

In this thesis, the suborbital graphs of the normalizer of the Modular group in the Picard
group as a result of its group action on the extended set of rational numbers are discussed. Among
them, those that do not contain a circuit, i.e. trees, are examined.

In the first part, it is emphasized which mathematics sub-disciplines are related to the
concepts we use throughout the thesis, and the general elemantary knowledge about this subject is
tried to be summarized. Basic information about linear fractional transformations and continuous
fractions are given.

In the second part, the suborbital graphs of the modular group are detailed since it constitutes
a model for our study, then the condition of being a forest means that the suborbital graphs of the
normalizer do not contain a circuit has been obtained as a necessary and sufficient condition.
Afterwards, the results related to the minimal lengths of trees in these forests, which are an
important parameter in terms of graph theory, are obtained..

Key Words: Linear Fractional Transformations, Continued fractions, Modular group, Picard
group, Farey graph, Suborbital graphs..
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SEMBOLLER DiZiNi

Co : Genisletilmis karmasik sayilar kiimesi

C : Karmasik sayilar kiimesi

H : Ust yar1 diizlem

R : Reel sayilar kiimesi

SL,(©)

PSL,(C) : Karmasik katsay1l1 lineer kesirli doniistimlerin grubu
[(f) : diizgiin egrinin uzunlugu

Iy (f) : hiperbolik yay uzunlugu

w(E) : hiperbolik alan

PSL,(R) : Reel katsayili lineer kesirli dontistimlerin grubu
Z : Tam sayilar kiimesi

N : Dogal sayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi

I' : Modiiler grup

Q : Genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi

O(a,B) : (a, B) nin yoriingesi

G(a,p) : (a, f) nin alt yoriingesel grafi

Gun i (00, %/3) nin alt ydriingesel grafi

E, » : Koseleri [oo] blogunda olan graf

E,, : Farey dizisi



F : Farey grafi
IP : Picar grubu

Np(I') : I nin P deki normalliyeni
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Bir G-grubunun bir Q-kiimesi tizerindeki grup etkisi ¢aligilirken, cogu zaman baska
ek yapilar insa etmekte miimkiindiir. Bu yapilardan ilk akla geleni sliphesiz ¢izgelerdir.
Cizgeler ¢ogu kez problemin gorsellestirilmesinin bir metodu olarak goriiliir, ve bu ylizden
olduk¢a kullanighdirlar. Transitif grup hareketi neticesinde ortaya ¢ikan yoriingesel
cizgeler fikri ilk kez 1967 C.C. Sims tarafindan ortaya konmustur. Modiiler grubun Picard
grubundaki normalliyeni altydriingesel graflarindaki agaclari incelemek i¢in bu metot esas
almacaktir. Tezdeki hesaplamalarin tim okuyucular igin anlagilir olabilmesi esas
alindiginda, dogrusal kesirli lineer dontistimlerin (Mobiiis doniistimleri) temel 6zelliklerini
hatirlamakta fayda vardir. Sonrasinda yine siirekli kesirlerle ilgili elemanter bilgiler
paylasilacak ve bu iki konu arasindaki baglanti(link) verilerek birinci boliim son bulacaktir.
Ikinci boliim problemimize model teskil ettiginden Modiiler grup ile baslayacak,

sonrasinda normaliyen i¢in elde ettigimiz sonuglar sunulacaktir.

1.2. Matrislerin Geometrik Anlam

<>

v

X1

Sekil 1. x,x, koordinat sistemi



v

Y1

Sekil 2. y,y, koordinat sistemi

Bir P diizlemi, bir de Q diizlemi alalim. P’de x;x, ve Q’da y;y, koordinat sistemi

bulunsun. Asagidaki denklem sistemine bakildiginda

Y1 =011%1 + a12x2}
Y2 = Ap1X1 T Az2X;

(1)

(1)’e gore x;yx, dizlemindeki her M(xy,x,) noktasina y;y, diizleminde bir
M'(y1,y2) noktas: tekabiil etmektedir. Buna gore a;; € R olmak iizere D alam noktas
noktasina  diizlemine nakledilebilir. (1)’deki denklemler dogrusal oldugundan bu isleme

“koordinatlarin dogrusal (lineer) transformasyonu” denir ve (1)’den asagidaki matris elde

edilir:
(‘111 ‘112)
A1 Qg2)°
Bazi transformasyon ornekleri;

Durum I.

TET

n =kx, [k 0
Y2 = X2 Ai[{) 1

Sekil 3. Transformasyon drnegi






Durum IV.

X2 Y2

T

y]_ = X1 +)LX2
Y2 = X2

Sekil 6. Transformasyon 6rnegi

1.3. Dogrusal Kesirli Lineer Doniisiimler

Bu kisimda verilen temel bigiler (Jones ve Singerman, 1987) ve (Anderson, 2000)

kaynaklarindan alintidir.

Tanim 1.3.1. M: C,, —» C,

az+b |
cz+d’

zo M(2) =

a,b,c,d €C, ad—bc#0

Ce= C U{oo} olarak tanimlanan doniisiime Genel MObils Doniisiimii denir.
Onerme 1.3.2. M: C,, = C,, ad — bc # 0 ise M bire-bir ve orten bir doniisimdiir.
Ispat: Bire-bir oldugunu gérmek igin M(z;)=M(z,) ise  z; = z, oldugunu gostermek

azi+b _ azy+b

gerekir. M(z;)=M(z;) olsun. czi+d  czp+d

esitliginden

acz, z,+adz,+bcz, +bd=acz, z, +adz, +bcz,+bd
adz; — bcz,= adz, — bcz,
z1(ad — bc)=z(ad — bc)

ve ad — bc # 0 oldugundan z;=z, olur. Yani M 1-1 bir déniisiim diir. M nin Orten

az+b

oldugunu gostermek igin M(z):=——

ve ad — bc # 0 olacak sekilde z€ C bulundugunu
gostermek gerekir.
czM(z)+ d M(z)=az+b
cz M(z)-az=b-dM(z)
z(c M(2)-a)=b-d M(z)



_ b=dM(2)
T ¢ M(z)—-a

olur. Buradan (-a)(-d)-bc=ad-bc# 0 oldugundan z€ C olacak sekilde bir z oldugundan M
ortendir.

Onerme 1.3.3. M: C,, = C,,

_az+b
cz+d '’

z-M(2):

a,b,c,de C, ad-bc= 0 ise M bir sabit doniisimdiir.

Ispat: z# —% ve ad-bc=0 oldugundan, ad=bc. Her iki tarafa aymi ifade eklenirse

ad+acz=bc+acz. Buradan a(a+cz)=c(b+az). Boylece %ZCZ:Z=M(Z) olur. Bu da, M(z) nin

ad-bc sart1 altinda sabit bir doniigiim oldugunu gosterir.
Sabit doniisiim 1-1 ve ortenligi saglamadigindan ad-bc=0 olamaz.

Onerme 1.3.4. Tamim 1.1°de ad — bc # 0 yerine ad — bc = 1 alnabilir.

az+b

Ispat: M(2) = —— abc,d €C, ad—bc# 0 Mabiiis Doniisiimiini ele alalim.
k. N . 1 o
ad-bc+# 0 olduguna gore AeC/{0} olacak sekilde A= T secilirse

( )_laz+/1b_)L(az+b)_az+b
Acz+Ad A(cz+d) cz+d

olur. Boylece yine aynt M doniisiimii elde edilir. O halde M(z) ile tanimlanan MJdbiiis

ile

dSniisimiinii dast A= —
Gniigtiminiin pay ve paydasi A= —=——==

carpilirsa;

a b
M(Z)_ az+b_Jad-bc +\/ad—bc
Tcz4d £, 4
vad-bc +ad-bc

ifadesi elde edilir. Bu doniisiimiin determinanti;

a da b ¢ _ ad—bc_
Vad-bc Vad-bc Vad—bc Vad-bc ad-bc

olur. Dolayisiyla Mobiiis doniisiimiiniin tanimindaki ad — bc#0 yerine ad —bc =1
alinabilir.

Onerme 1.3.5.M: C,, = Co, a, b, c,d € Cve ad —bc = 0olmak iizere,

(az+b _d
cz+d’ z€ (C\{ c}
zH M(z) =1 oo, z=-2 ile tanimlanan M -dOniisimi  bir
Cc
l a
-, 7Z = 0
c

homeomorfizmdir.



Ispat: z, € C,, keyfi ve sabit olsun. M’nin Z, da siirekli oldugunu gosterelim:
Eger 2z, € C\ {— %} ise; f(z)=az+b,g(z)=cz+d fonksiyonlar1 z, da siirekli
f(z)

oldugundan M (z) = _Z) boliim fonksiyonu da z,da stireklidir.

Eger z,= _d ise; lim ,M(2)=lim | az+b =o0=M (_E) oldugundan M,
c 2o > cz+d C
d N
Z, = s de siireklidir.
Bger z,=o0 ise; lim M ¢ ) lim, 223\ o oldugundan M, 2, = oo da
cz+d ¢
stireklidir.

surekldir.

Zg € C» keyfi oldugundan M, C,’un her noktasinda siireklidir. O halde M, C.’ da
—cz+a’ z € C\

( a
| g
NZ(COO—)(COO,ZHN(Z)==4 0 z=

d
—— 7Z = 00
c

dz—-b
)

Mobiiis doniisiimiinti géz oniine alalim.

a1 Q ~—

Vz € Cy icin; (M o N)(z) = zoldugundan M - 6rten ve (N oM)(z) =2z oldugundan M -

birebirdir. DolayistylaM ™ = N dir. Ayrica N’ nin tanimindan siireklidir.

Sonug olarak; M bir homeomorfizmdir.

az+b
cz+d ’

Teorem 1.3.6. Mobh*(H) = {M: C., = Cou|M(2) = abcdeC ad—bc=1 }

kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine gore bir gruptur.
Ispat: (i) My o (M, o M3) = (My o My) o Ms; VM, My, My € Mb™ (H)

(iVM,(z) =z(a=d =1,b=c=0), Mob™ (H) nin birim elemanidur.

dz—b
—cz+a '

(iii) vM € M6b* (H) igin AM~1(2) =

Z+a, zF#* e e
o _ o Olarak tammlanan M(z) doniisimiine

Tanim 1.3.7. M: C,, —» C,, M(Z):{

Oteleme doniistimii denir.
1
; ,Z F 0

Tamm 1.3.8. M: C,, — Cs, M(2)={¢ 7z = oo Olarak tammlanan M(z) doniisimiine
o ,z=0

inversiyon doniisiimii denir.



Tamm 1.3.9. M. C,, — C, T(Z):{goz , ZF ©

J olarak tanimlanan M(z) doniisiimiine

carpim doniistimi denir.

az+b

Teorem 1.3.10. M: C, = C,,, M(2) = ~ Ve ad — bc # 0 ise M doniistimii, 6teleme,

inversiyon ve ¢arpim doniisiimlerinin blleske51d1r.

Ispat: Once c=0 icin ispat yapilirsa,

az+b_ a

==z + ve ad-bc# 0 oldugundan ad# 0 olur.

M(z) =

_ _ b o a a_ b
M, =—2,M, =z +a olarak segilirse, M (z) =(M, o M,)(z) = Mz(az) = EZ +E
Simdi € # 0 i¢in ispatlayalim.

z# - olmak tizere M, M,,M;,M, olarak asagidaki gibi segilirse
C
bc — ad
c?

M(z) =(M; oM, M;°M,)(z)

l(z)_z+ M (z)_z+d M (z)_— M,(2) =

olur. Gergekten,
M(2) =(M; oM, oM;oM,)(2)
bc - ad 1

=(M; oM ol\/lo)(2+—) MM )(— ) M(@)=M,(—%——3)
z+— Z+—
C c
bc-ad 1 a bc-ad ¢ a bc-ad .2
= . +— = B + — [ ——
¢ ,.d ¢ 2 ‘cz+d ¢ c(cz+d) d
C
M(z)—bc_ad +acz+ad bc+acz c.(b+az) (b+az)
c.(cz+d) c(cz+d) c.(cz+d) (cz+d)
olur.

Tanmm 1.3.11. : f:C, = C, bir fonksiyon olsun. f(z)=z sartin1 saglayan z € C,,

noktalarina f ’nin sabit noktalar1 denir.
S(z) =
S(z)=z<cz*+(d-a)z-b=0

az+b

ad — bc = 1, (S # I) Mobiiis donilisiimii verilsin.

olacagindan S ’nin en ¢ok 2 tane sabit noktasi vardir.

A= (d — a)? + 4bc = d? + a® — 2ad + 4bc = d? + a? — 2(ad — bc) + 2bc



=d?+a*—-2+2bc ve ad-—bc=1 esitliklerinden A= (a+ d)?—4 elde edilir.

Buna gore sabit noktalar

—@-+|eTdE=3

712 = 2¢
bigimindedir.
Tablo 1. Smiflandirma
Parabolik |a+d| =2 S(2)=z+1 QU {0} da tek
bir sabit nokta
Hiperbolik |a +d| > 2 S(z) =2z (1 € RY) RU{w} da iki
sabit nokta
Eliptik la+d| > 2 _ cosfz + sinb C U{oo} da
$(2) = —sinfz + cos (6 €R) konjuge iki sabit
nokta

Onerme 1.3.12. 2z, z,,2; € C,, farkli ii¢c nokta ve wy, w,, w3 € C,, farkli ii¢ nokta olsun.
Bu taktirde; S(z,)=w, (1=12,3) sartin1 saglayan bir tane S €& Mob*(H) Mobilis

doniistimii vardir.

Ispat : Kabul edelim ki S,T € Mob* (H) Mébiiis doniisiimleri igin;

S(z,)=w, ve T(z;)=w, (i=12,3) olsun. Bu durumda;

S(z)=T(z), (1=1,23) =T *S(z)=z (i=12,3) olur. T"eSeu ve T oS nin en
cok iki tane sabit noktasi olabileceginden

2,#2,#2;#2 oldugundan T oS =1=S =T elde edilir.

Onerme 1.3.13. : z,, 23,2, € C,, olmak iizere S: Co, = Co,

zZ — Z3
Z— 27, .
S(z) = 7, =75 22 %3 % € Cise;
Zy — Zy
Z—Z Zy—2Z Z—Z .
S(z)=—"23,z, =0; S(z) ==2=,2z3 =0; S(z) =—>,z, =0 ile tammlanan §-
Z—Zy 2 Z—2Zy 3 Zp—Zy 4

Mobiiis dontisimii S(z,) = 1,5(z3) = 0,S5(z,4) = oo dzelligindeki yegane fonksiyondur.
Tanim 1.3.14. z,, z,, 73,2z, € C,, farkli noktalar olmak {izere;

Z - Zs)(zz — 24)
4= Z4)(22 - 23)

: _(
[2.,2,;23,2,] = (

ifadesine z,,7,,Z;,2, sayilarinin ¢capraz orani denir.



Ornegin, [z, 25,235,241 = 1 ve[z,1,0,00] = z dir.

Onerme 1.3.15. Eger z,,23,24 € C,, farkli noktalar ve T € Mob™(H) herhangi bir
Mobiiis doniisiimii ise, her z € Co, igin [2,,2,;2;,2,]=[T(2),T(2,);T(2,), T(z,)] dir.
Ispat: S(2) :[Z, Z,, 1y, 24] olsun. S € Mob* (H) dir. Eger g£:=SoT " alinirsa;
u(T(z,))=S(z,) =1, u(T(z,))=S(z;)=0 ve wu(T(z,))=S(z,)=0 olur boylece V
z € Cq igin  SoT(2)=[z.T(z,);T(z,)T(z,)] olur.  Ozellikle, eger
2=T(z)=T(2) =z dir.

Onerme 1.3.16. z,,7;,z, € C,, ii¢ farkli nokta ve w,, w3, w, € C,, ii¢ farkli nokta olsun.
Bu taktirde S(z,)=w, (i=1,2,3) olacak sekilde bir tek S € M6b* (H) Mobiiis doniisiimii
vardir.

ispat: T(2) Z=[Z, 22;23,24] ve M(2) ::[Z,WZ;W3,W4] doniisiimleri gdz dniine alalim;
2,#2,# 2, #Z oldugundan T € z ve benzer sekilde M € i eger S:=M'oT almirsa;
S(z,)=(MeT)z) =M *(T(z,)) =MD =w,

S(z;)=(M"oT)(z,) =M (T (2,)) =M "(0) =w,

S(2,)=(M"eT)(z,) =M "(T(z2,)) =M () = W,

dir simdi S nin tek oldugunu gosterelim. Onerme (1.3.12.) den agiktir.

Ornek 1.3.17. (2i,1+1i,3) tclisinid (0,2 + 2i,4) tclisiine resmeden Mob*(H)

(z—21)(22—-23)

PO doniisiimiinden

doniisimiini bulalim. T(z) =

_ (z—2D)(A+i-3) _ (—2+D)z+(2+40) . . , , m
T etz | (-Dz-3+3i O (20,1 +1,3) = (0,1, )

n(z) _ z(2+2i-4) _  (=2+20)z
T (z-4)(@2+D) ~ (2+20)z—8-8i

m(z)

icin (0,2 + 2i,4) = (0,1, ) . Bdylece

-1, _ (24+8i)z+(48-8i)
n m(z) = (6+61)z+(4—240)

aranan doniisiimdyir.

Onerme 1.3.18. z,, z,, 73, z, € C,, dort farkli nokta olsun. Bu durumda [z;, 25, 23,2, ] € R
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu dort noktanin bir cember lizerinde olmasidir.

Ispat: S:C,, — Co, S(2) = [2, 2, 23,24 | ile tanimlanirsa S~1(R) = {z € C,,|S(2) € R}
dir. Eger bir Mobilis doniisiimii altinda R,, un resminin bir ¢ember oldugu gosterilirse

ispat biter.

S(z) = % olsun. Egerz = x € Rve w = S~ 1(x) ise x = S(w) , buradan
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aw+b _ aw+b
cow+d ~ cw+d

S(w) =S(w), yani esitligi elde edilir. Buradan da

(ac — ac)|lw|? + (ad — bc)w + (be — da)w + (bd — bd) = 0...(1)

a = 2(ad — bc)

Eger ac € Rise ac — ac = 0 olur. D
B = i(bd — bd)

} almir ve (1) esitligi i ile carpilirsa

B € R oldugundan
0 =Im(aw) — B = Im(aw — B)...(2)
ac € Risey € C, § € R sabitler olmak tizere (1) esitligi
w|> +yw +yw -6 =0
% |ad —bc

esitligine doniisiir. Eger A := (| ;/|2 +38 ) = =
ac—ac

> 0 alinirsa bu son esitlik

lw+y|=2...03)

yve A, x’den bagimsiz ve (3) bir gember denklemi oldugundan ispat biter.

Onerme 1.3.19. Bir Mobiiis doniisiimii cemberleri cemberlere resmeder.

Ispat : D, € C,, keyfi bir cember ve S € Mob* (H) keyfi bir Mobiiis doniisiimii olsun.
Z,,2Z3,Z4 € D; lizerinde alinan birbirinden farkli ii¢ nokta ve onlarin S altindaki resimleri
wj = S(Zj);j = 2,3,4 olsun. Bu durumda w,, w;, w, noktalar1 da bir D, ¢emberi belirler.
Iddia; S(D, ) = D, dir. Aslinda, keyfi z € C,, i¢in

(2,22, 23, 24 ] = [S(2), wa, Wz, wy ]...(1)

oldugunu biliyoruz. Bir 6nceki teoremden z € D; ise (1) esitliginin her iki tarafi da reel

sayidir. Buradan S(z) € D, dir.

SL,(C) :={(‘Cl Z)| a,b,c,d € Cve ad — bc = 1}

kiimesinin matris ¢arpimina gore bir grup oldugu bilinmektedir.

Teorem 1.3.20. p:SL,(C) » Mob*(H), u(M:(‘Zf Z)):(m(z)=j§:;’) ile

tanimlanan doniisiim bir homomorfizmadir.

m(z) = Z:Z ven(z) = Z—Ig olmak iizere,
az+b
am(z) + B a(cz—l—d)-l_ﬂ
nom(z) = = =
ym(z) + 6 (az + b) P
Y\cz¥a

_alaz+b)+p(cz+d) (aa+ fc)z+ab+pd
" y(az+b)+6(cz+d) (ya+8c)z+yb+68d
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Diger taraftan,
(a B)_(a b) _ (aa+,8c ab+ﬁd)
y 6) \c¢ d ya+d6c yb+46d
Ustelik Cek(u) = {al | @ € C} c SL,(C) dir.
Dolayisiyla Méb™ (H),
PSL,(C) = Sy ((C)/C ek (1) ‘ye izomorftur.

Sekil 7. Egriler arasindaki ag1

Sekil 8. Hiperbolik dogrular

Tammm 1.3.21. Cyile C;, C diizleminde O ile gosterilen bir z, noktasinda kesisen iki
diizgiin egri ise bu iki egri arasindaki aginin Olgiisic Agi(Cq, Cp), ilgili egrilerin z,
noktasindaki teget dogrular1 arasindaki aginin 6l¢iisiiyle tanimlanir.

Tamm 1.3.22. w = f(2), zy noktasinin bir komsulugunda tanimli bir doniisiim olsun.
Eger f, z, dan gegen yonlendirilmis egriler arasindaki acilar1 yon ve biiylikliik bakimindan

koruyorsa bu durumda w = f(z) doniisiimiine z, da konformdur denir.
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Teorem 1.3.23. w = f(2), zy noktasinin bir komsulugunda tanimli bir doniisim olsun.
Eger f'(z,) # 0 ise f, z, da konformdur.

Teorem 1.3.24. Mob™ (H) nin elemanlar: konformdur.

az+b
cz+d

a(cz+d)-c(az+b) _ 1
|cz+d|? " cz+d|?

Ispat : m(z2) = € Mob* (H) alinirsa, m’(z) = > 0.

Tamm 1.3.25. Cde R ye dik Oklid dogrularinin H ile arakesiti olan yar1 Oklid dogrularina ve
R ye dik bilinen Oklid gemberlerinin H ile arakesitlerine hiperbolik dogrular ad1 verilir.

Teorem 1.3.26. Mo6b* (H), H iizerinde transitif olarak hareket eder.

a b
_Z —_—
Ispat : ai +b € H keyfi almirsa, a >0 olur. T(z) = M olarak tanimlanirsa
Va
a 1
= '

oldugundan T € Méb* (H) dir. Ustelik T(i) = ai + b oldugundan G; = H.
Teorem 1.3.27. M6b*(H), R U {oo} iizerinde ikili transitiftir.
fspat:a,b € R vea > b olsun. S(z) = g € Mob* (H) ve A= detS =a— b > 0 olur.

Z—a

Acikc¢a (a, b) 5 (0, ). Boylece (a,p),(y,6) € RU {0} keyfi alindiginda S;(z) =

Z—

=

ve S,(z) = g dontisiimleri igin (a, B) Sﬁ) (y,6) olur.

Sonug 1.3.28. M6b™* (H) hiperbolik dogrular lizerinde transitiftir.

Ispat: Hiperbolik dogrular bitim noktalar1 ile karakterize edilebildiginden, ay,a, € H
keyfi iki h-dogru ise 3Jay,a,, by, b, € RU {0} oyle ki a:a; - by Ve ajy:a, > b,
yazilabilir. Mob*(H), RU {co} iizerinde ikili transitif oldugundan 3T € Mob™ (H):
T(a,) = a, ve T(b;) = b,. Boylece T(a;) = a5.

f:la,b] » R?, f(t) = (x(t), y(t)) : x(t),y(t) —diferansiyellenebilir, stirekli

fonksiyonuna diizlemde bir diizgiin egri denir. Bu egrinin uzunlugu

b
I(f) = j J (' ®) + (y'®) at

ile hesaplanir. R? yerine € ahindiginda f(¢t) = x(t) + iy(t) esitliginden f'(t) = x'(t) +

iy'(t) ve |f'(©)]=+/x®)%+y (t)? elde edilir. Boylece l(f):f:If’(t)Idt, yani

|dz| = |f'(t)|dt. Buna gore fflf’(t)ldt = ff |dz| ile Euclid metrigine gore standart yay

uzunlugu hesaplanmig olur. Buradan Vz € C i¢in |dz|-Euclidean yay uzunlugu yerine,

p(z)|dz| ile yeni bir yay uzunlugu dl¢timi verilebilir.
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Tanmm 1.3.29. f:[a, b] — C diferansiyellenebilir bir egri ve p: C — R siirekli bir fonksiyon

olmak iizere, fnin p(z)|dz|-yay uzunluguna gére uzunlugu

L) = [, p@dzl = [} p(FO)IF ()]t

ile tanimlanir.

Hiperbolik uzunlugun M6b™* (H) altinda invaryant kalmasi, yani

vy € Mob™ (H) i¢in 1,(f) = L,(y © f)

olmasi istendiginde,

Tanmm 1.3.30.  f:[a,b] » H diferansiyellenebilir bir egri olmak iizere, f nin
hiperbolik yay uzunlugu (h-uzunluk)

() = J, msldzl = [ s IF (©)lde

ile tanimlanir.

Teorem 1.3.31. h-uzunluk Moéb* (H) altinda invaryanttir.

Ispat: Iy (T(y)) = ly(y); T € M6b™* (H) oldugunu gostermek istiyoruz. T € Méb™ (H) ise

az+b r 1 . 4 7=x + Ly }
T(z) = ad —bc =1,T'(2) = rdP oldugunu biliyoruz. T(2) = u + iv alinirsa
o _v
ImT(z) = rdl? oldugundan v = 2 d|2 olur. T'(2) = |— = y_
1 |d_T| 1|dT dz 1 |
(1) = | % dt = f dz dt f EE: a
0 0

<l
&l

< ‘&|

A - it
0 0 0

Tamim 1.3.32. E c H bolgesi icin hiperbolik alan (h-alan) u(E) = [f, d’;dy integrali

2

ile tanimlanir.

Teorem 1.3.33. h-uzunluk Mob* (H) altinda invaryanttir.

. .. =x+Ii
Ispat: u(T(y)) = u(y); T € Mob*(H) oldugunu gdéstermek istiyoruz. z=xT }

T(z) =u+iv
alimirsa Cauchy-Riemann esitliklerinden
d(w,v) Odudv OJudv

d(x,y) 0xdy dyodx

_<6u)2+<6v)2_ dr|®> _|dT|?
~ \ox ox)  ldx| ~ldz

_ 1
ez 4+ d|*
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o S S5

_ﬂ 1 |cz+d|4dd — (B
B g lcz+d|*  y? Xey =H

G, C, genisletilmis kompleks diizleminin asagida verilen bigimdeki doniistimlerin grubu

olsun:

. b

1. azt ab,c,d e Rad—bc=1
cz+d

.. Z+b

il. af+ a,b,c,d € R,ad — bc = —1.
cz+d

I. tipindeki doniistimlerin kiimesi G de indeksi 2 olan bir alt grup olusturur. Bu grup
genellikle PSL,(R) ile ifade edilir. G ye R* {in bir alt kiimesi goziiyle bakarak yani,
{(a,b,c,d):a,b,c,d € R,ad — bc = +1}

kiimesi ile ifade ederek, G {lizerinde bir topoloji insa edilebilir:
¢ -6 5l
c d y 6
=J(@-a)?+ (b -2+ (c—y)?+(d-9)>
Tanim 1.3.34.v (G,*) hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger ;
()F:GXG—-G, F(g,h):=gh
(i) f:G -G, f(g):=g"

dontisiimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup adi verilir.

d(A,B) = |A—-Bll =

M,(R) ile 2 X 2 boyutunda, elemanlari reel sayilar olan matrislerin kiimesi gosterilsin.
A= (aij) € M,(R) gosterimini  kullanacagiz. m: M,(R) X M,(R) - M,(R) matris
carpiminin siirekli oldugunu gostermek istiyoruz. 4 = (ai j), B = (bi j) € M,(R) alalim.
m(A, B) nin ij-elemanm Yj_; a;cby; olur. M,(R), yukarida bahsedildigi lizere R X R X
R X R ¢arpim topolojisi iizerindeki dogal Oklid topolojisine sahip oldugundan 1 < i,j < 2
kosulunu saglayan her i,j tamsayi ikilisi igin A matrisini ij-elemanina gotiiren bir
pij: My (R) - R izdiisiim fonksiyonuna sahibiz. Boylece m siirekli olmasi igin gerek ve
yeter kosul M,(R) x M,(R) 5 M, (R) 7y R bileske doniistimiiniin stirekli olmasidir.
Acikea p;ym(A,B) = Y2_. ajby j» yani A ve B matrislerinin elemanlarinin bir polinomu
oldugundan p;; o m bileske doniisiimii siireklidir. PSL,(R), M,(R)’nin hem bir alt grubu

hem de bir topolojik alt uzayidir. Dolayisiyla Tanim (i) saglanmistir. Simdi
trs: PSL,(R) - PSL,(R), A —> A~! doniisiimiiniin siirekliligini gosterelim. Benzer
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sekilde trs: PSL,(R) — PSL,(R) c R X R siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tiim

PSL,(R) = PSL,(R) 2 R,1 < j,k < 2 bileske fonksiyonlarinin siirekli olmasidir. Her

Djk © trs bileske doniisiimii bir A matrisini A~ in jk-elemanina gotiiriir

Tamm 1.3.35. G bir topolojik grup, X herhangi bir topolojik uzay olsun.

a:G xX - X, a(g,x) = gx ile tanimlanan a doniisimii stirekli ve Vg,,9, € G, VxeX

i¢in;

(1) 91(g2x) = (9192)x

(i) 1x = x

sartlar1 saglaniyor ise (G, X, @) Ugliisiine bir topolojik doniisiim grubu adi verilir.

Ornek 1.3.36. (PSL,(R),H) bir topolojik déniisiim grubudur. Oncelikle A: PSL,(R) X
H - H, A(T,z) » Tz, doniisimi i¢in, gercekten de Tz € H oldugunu gorelim. Buna

gore z = x + iy, y > 0 oldugunda Im(Tz) > 0 oldugunu gostermeliyiz.

h (az+b)(cz+d) _azz+adz+bcz + bd
r |cz + d|? r lcz + d|?

_a(x® +y*) + adx + iady + bcx — ibcy + bd
B lcz + d|?

_a(x2+y2)+adx+bcx+bd+ _ady — bcy
- lcz + d|? l lcz +d|?
y

Im(Tz) =m> 0.

A doniigimiiniin stirekliligini gostermek igin dizisel siireklilikten yararlanacagiz.(Ty, z,) —

AnZn+bn N agZo+bg

(T, 20) verildiginde ATy, zy,) = Tpzy = A(Ty, 29) = Tyzg,

CnZntdn  CoZotdo
oldugundan

A stireklidir. Iz =z ve (T4 T,)z = T;(T,z) esitlikleri matris formlariyla calisildiginda
kolayca goriiliir.

Ornek 1.3.37. (PGL,(C),C,) bir topolojik déniisiim grubudur.

1.4. Siirekli Kesirler

Asal sayilarinin dagiliminin arastirilmasi, sayilar teorisinin en dinamik konularindan
bir tanesidir. Riemann, asal sayilarin sikliginin s # 1 olmak iizere tim s € C karmagik

sayilar1 i¢in
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1 1 1 > 1
((S)=1+F+§+E+'“: F
n=1

esitligiyle tanimlanan Riemann-zeta fonksiyonunun davranigiyla yakin iliskili oldugunu
gostermistir (Diamond, 1982). Bu yiizden Riemann-zeta fonksiyonu hem kompleks
analizin, hem fonksiyonlar teorisinin, hem de sayilar teorisinin kesisiminde kalan 6nemli
bir arastirma konusu olmustur.

Boylesine onemli bir baska kompleks degerli fonksiyon da modiiler formdur.
Modiiler form, H iist yar1 diizlemi {izerinde I'-Modiiler grubunun grup hareketine bagl
olarak asagida daha detayli verilen fonksiyonel esitligi ve bir ¢esit biiyiime kosulunu
gercekleyen kompleks degerli analitik bir fonksiyondur. Buna gore, I modiiler grubu i¢in k
degerli bir modiiler form, H iizerinde

(1) f, H tizerinde holomorf fonksiyondur,

(2) ¥z € Hve VA € (2, Z) igin f (222 = (cz + d)*f(2)

(3) f, cusplarda (yani z — ioo i¢in) holomorftur
kosullarini saglayan f -fonksiyonudur. 2. kosuldan f fonksiyonunun periyodik oldugu ve
bu yiizden de Fourier serisine ac¢ilabildigi anlasilir. Giinlimiizde modern sayilar teorisinin
en 6nemli kismimi otomorf formlar (kabaca Oklid uzayindaki periyodik fonksiyonlar
kavraminin genel topolojik uzaylara genislemesi), otomorf formlar teorisinin de en zengin
ve analitik kismin1i modiiler formlar teskil eder (Ford, 1951). Tanimindan acik¢a
anlasilacag lizere, burada modiiler grubun grup hareketinin incelenmesi esastir. Salt bu
acidan ele alindiginda bile 6nemi asikar olmakla beraber, literatiirde s6z konusu grup
hareketinin incelenmesinin Fibonacci dizileri ile iliskisi ve Pell denklemlerinin ¢dziimlerini
iiretmesi agisindan da son derece 6nemli oldugu iyi bilinmektedir (Niven vd., 2001; Deger,
2017). Siirekli kesir, herhangi bir sayinin tamsay1 kismi1 ve bagka bir saymin ¢arpimsal
tersinin toplami olarak yazilmasi ve bu yazilisin bu diger sayiya yinelemeli bir islem
yoluyla uygulanmasiyla elde edilen gosterimdir(Cuyt vd.,2008).

Her rasyonel sayi, bir sonlu siirekli kesir olarak gosterilebilir, ancak bu gdsterim tek
tiirli degildir. Herhangi bir sonsuz stirekli kesrin degeri bir irrasyonel sayidir ve yalniz bir
tek irrasyonel say1y1 temsil eder. Siirekli kesirlerin, rasyonel yaklasim teorisinde 6nemli bir
yeri vardir ve bir¢ok transandantal saymin olusturulmasinda biiyiik kolaylik saglarlar
(Niven vd., 2001). (Jones vd., 1991)’de altyoriingesel graflardaki koselerin, bir siirekli
kesir ile ifade edilebildiginden bahsedilse de detayl1 bir irdelemesi yapilmadi. (Deger vd.,
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2011)’de aym1 imprimitif ve transitif hareket icin devre icermeyen altgraflart yani
agaclari(trees) incelendi. Agaglardaki minimal uzunluklu yollarin Pringsheim stirekli kesiri
oldugu gosterildi ve en uzak kose hesaplandi. (Sarma vd., 2015; Kushwaha ve Sarma
2018)’de yine aymi altgraflardan biri olan F; , altgrafinin yeni bir tiir siirekli kesir olarak
tanimlanabildigi ve keyfi irrasyonel sayinin da bu siirekli kesir cinsinden tek bir gésterime
sahip oldugu gosterildi. (Akbas vd., 2013)’de baz1 altyoriingesel graflardaki kose kiimeleri
ile Fibonacci dizileri arasinda kuvvetli bir iliski olduguna dair bulgular ortaya kondu. Son
olarak (Guler vd., 2016)’da bazi kongriians denklemlerinin ¢oziimiinde altydriingesel
graflardan faydalanabilecegi gdsterildi. Bu ¢alismanin amaci, siirekli kesirler ve I'-Modiiler

grubunun normalliyenin grup hareketi arasindaki iliskiyi incelemektir.

1.4.1. Temel Tanim ve Teoremler

Matematikte 6nemlerine binaen, calculusun, cebirin, aritmetigin temel teoremi denen
ifadeler vardir. Buna gore aritmetigin temel teoremi kabaca, “Her tamsayinin asal sayilar
cinsinden tek tiirlii bir gosterimi vardir” bi¢ciminde ifade edilir. Buradaki maksat asallarin
tamsayilarin yapi-taglari oldugunun vurgulanmasi ve sayilar teorisinde asallarin merkezi
bir rolii oldugunun belirtilmesidir(Jones ve Jones, 1998). Bu boliimde, siirekli kesirlerin
reel sayilarin goOsteriminde yine bir nevi yapi-tast gibi nasil rol aldigindan
bahsedilecektir(Niven vd., 2001). Oncelikle siirekli kesirlere ulasmamizda yardime1 olacak
bazi 6nemli tanim ve teoremler verilecektir.

Tanmm 1.4.1.1. a,b tamsayilar olsun. a=b.c olacak sekilde bir ¢ tamsayisi varsa b, a’yi
boler denir ve bu durum a|b ile gosterilir.
Teorem 1.4.1.2.

(1) albveblc = alc

(2) alb=> Vc € Zigin a|bc

(3) albvealc = Vx,y € Zigin a|xb + yc dir.

Ispat:
(1) alb ve b|c oldugunda b = ma ve ¢ = nbolacak sekilde m ve n tamsayilari vardir.
b = ma degeri ¢ = nb esitliginde yerine yazilirsa ¢ = n. (ma) = (nm). a bulunur. Bu da

a|c oldugunu gosterir.
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(2) alb oldugunda b = n.a olacak sekilde bir n tamsayisi vardir. Her iki taraf c ile
carpilirsa b.c = n.a.c = b.c = (n.c).a bulunur. Bu da a|b. ¢ oldugunu gosterir.
(3) alb oldugunda b = ma olacak sekilde bir m tamsayist vardir. Her iki taraf x ile
carpilirsa x.b = x.ma bulunur. Benzer sekilde al|c oldugunda y.c = y.na bulunur.
Buradan, xb + yc = x.ma + y.na = (xm + yn). a bulunur ki bu da a|xb + yc oldugunu
gosterir.
Tamm 1.4.1.3. a, b, ¢ tamsayi i¢in c|a ve c|b ise ¢ ye a ile b nin bir ortak bolenidir denir.
Teorem 1.4.1.4.(B6lme Algoritmasi). a,b € Zve b # 0 tamsayilar verildiginde
a=bg+r, 0<r<b

esitligini saglayan bir tek g, r € Z tamsayilar1 vardir.
Ornek 1.4.15. a =9,b =4ise 9 =24+ 1, 0 <1 < 4 oldugundan q = 2 ve r = 1’dir.
a =—9,b = 4 olsaydi ¢ = —3 ve r = 3 olurdu.

Burada g sayisina boliim, r sayisina da kalan adi verilir. % =q +£ ve 0 < % <1
oldugundan [[%]] =q+ [E]] = q sonucu elde edilir. Boylece q = [[%]] ver=a—>» [[%]]
esitlikleri g ve r ‘nin hesaplanmasini kolaylastirir.

Ornek 1.4.1.6.
a =2023,b =29 ise

a=[]=[52] = 169.75..1 = 69,

a

r=a-b[3] = 2023 - 29.69 = 22 olur.

Teorem 1.4.1.7. (Iyi Siralama Prensibi): @ # A c N ise A’nin en kii¢iik elemani vardur.
Ispat: Once varlig1 gosterelim.

S={a—nblne€Z}={a,at b,at?2b,..} kimesini tamimlayalim. Tamsayilardan
olusan bu kiime negatif olmayan elemanlar1 icerir (n = —|a| alindiginda), dolayisiyla
S NN c N bostan farkli bir altkiimesi olup iyi siralidir. Boylece SN N’ninr =a —gb >
0(q € Z) formunda bir en kiigiik elemani vardir. Buna gére a=qb+7r,r>0,r > b
olamaz, ¢iinkii S’nin a = (q + 1)b = r — b < r formunda negatif olmayan bir elemani
olur ki bu r’nin en kii¢iik eleman1 olmasi ile ¢elisir. Sonug, r < b “dir.

Tekligi kanitlamak i¢in aksini varsayalim. a = ¢;b+1r, = g,b+ 1, ve 0 <r; < b, 0 <,
r, < b olsun. Buradan r; — 1, = (g, — q1)b olur g, # q, ise |q; — q1| = 1, dolayisiyla

|ty =72l = |bl = b
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Tamm 1.4.1.8. a, b € Z olsun. d, a ile b’nin bir pozitif ortak boleni olsun. Eger a ile b’nin
her c ortak boleni icin c/d ise d ortak bolenine a ile b’nin bir en biiylik ortak bdleni denir ve
d=(a,b) ile gosterilir.

Simdi ard arda asagidaki kalanli bolmeleri yapalim:

Ug = WAy T Uy, O0< U <uy

Uy =Uaq +uz, 0<uz<u,

Uy = UzAy + Uy, 0<u, <ug

Uiy = WUiAj_1 + U Ve O < Ujpy <y

U =ujqa;+0

Islem bu sekilde kalan 0 oluncaya kadar devam ettirilir. Kalanlarin gittik¢e kiigiildiigiine,
u; > u, > uy > -+ azalisina dikkat edilirse, sonlu adimdan sonra 0 kalaninin bulunacagi
agiktir.

Teorem 1.4.1.9.(Oklid Algoritmas1) Yukarida ard arda yapilan kalanli bdlmeler arasinda
sifirdan farkli en son kalan u, ile u;’in en biiyiik ortak bolenidir; yani w;,; = (uo, uy)’dir.

Onerme 1.4.1.10. u, ile u; # 0 tamsayilar olmak iizere bolme algoritmasindan

Uy = AUy + Uy

Uy = aqUy + U

U, = a2u3 + Uy

ilerlendiginde =2 ifadesi,
ug

seklinde yazilabilir.
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1.5. Sonlu Siirekli Kesirler

Tanmm 1.5.1. a( a;a,, ..., a, reel sayilar ve a, hari¢ hepsi pozitif olsun.

1
ap +

a, +

az +

+ 1

seklindeki bir ifadeye, sonlu siirekli kesir denir. aga,a,,...,a, reel sayilarma siirekli
kesirlerin kismi béliimleri denir. ag a;ay, ..., a, reel sayilariim hepsi tamsayi ise, stirekli
kesre basit siirekli kesir denir(Niven vd., 2001). Siirekli kesirleri biitiiniiyle yazmak uzun
oldugundan, [ay; a4, ..., a,] gosterimi kullanilir. Ancak bu notasyonun en kiigiik ortak
(EKOK) ile karigtirllmamasi i¢in {a,; a4, a,, ..., a,) gosterimini tercih edecegiz. Sonlu
stirekli kesir tanimi1 agagidaki bi¢imde de ifade edilebilir:

(ag) = aq

1
(ag;a;) = ap + -
1
1
(ag; Ay, ..., @p) =(Ag; Aqy ey Ay, Ay +a—) (n>=2)
n

Oklid Algoritmas1 yordamiyla, rasyonel sayilari siirekli kesirler cinsinden ifade edebiliriz.

Ornegin;
225 =1.157 + 68
157 = 2.68 + 21
68 =321+5
21=45+1
oldugundan
225 14 68
157 = 157
=1+ —E
68
=1+ - 21
68
=1+
1

1
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olur.5 =4+ % yazilabileceginden

225_1+ 1
157

elde edilir.

Simdi her sonlu siirekli kesrin bir rasyonel say1 ifade edecegi, daha sonra her rasyonel
sayinin sonlu bir siirekli kesir olarak ifade edilebilecegi gosterilecektir.

Teorem 1.5.2. Her sonlu basit siirekli kesir bir rasyonel say1 gosterir.

Ispat: Matematik indiiksiyon metodu ile kamtlayacagiz.

a0a1+1

n = 1igin, (ay; a;) = ag + ai = ve a; € Z oldugundan (ay; a;) € Q.
1

a,

Simdi, a, hari¢ ag, a4, ..., a; € Z* ve k€ N olmak tizere (a,, a4, ..., a;) € Q kabul edilsin.
Yine ay, ay, ..., ai41 € Z* olsun.

Yukaridaki kabulden o6tiirti (aq; a,, ..., ag, ax41) € Q.

Bu durumda, y # 0 olmak iizere {(a;;as, ..., Qx, Qgs1) = § olacak sekilde x ve y
tamsayilar1 vardir. O zaman,

1

<a1;a2""'ak1ak+1>

1 apgx+y
—_— a + — T E .
0 x/y x Q

Simdi de her rasyonel sayinin bir sonlu siirekli kesir olarak yazilabilecegi gosterilecektir.

(ag; Ay, ..., g, A1) = Ao +

Teorem 1.5.3. Her rasyonel say1 bir sonlu basit stirekli kesir olarak ifade edilebilir.

Ispat: u, ile u; # 0 tamsayilar olmak iizere, x = % olsun.
1

Oklid Algoritmasi yordamiyla x in siirekli kesir agilimi
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u0:u1a1+u2 0<u2<u1,
u1:u2a2+u3 0<u3<u2,

uZ=U3a3+U4 0<u4<U3,

Up-3 = Up—2Qp—2 tUp—1 0 <Up_g <Up_y,
Up_y = Up_1ap_1 + U, 0<u, <u,_q,
Up_q1 = UpQy.

Burada a,, as, ..., a, € Z* dir. Bu esitlikler kesir formunda ifade edilirse,

Ug Uy 1
w o Ty T e
1 1 u
2
U uz 1
T A Y
2 2 u
3
Uy Uy 1
i R R ey
3 3 u
4
Un—3 Un—1 1
r =an—t+ =an—+ (T
n-—2 n-—2 / n-1
Up_» u 1
=adn—1 + an—1 + T
Up—1 n—1 / n
Upn-1 a
Uy, "

olur. Bu yazilista th /uz > nin degeri ilk satirdaki yerine yazilirsa,

u 1
_0:a1+

Uy 1

a, + ——
*fus
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek {igiincii satirda Uz /u3 “lin degeri bir onceki satirda

yerine yazilirsa,

u 1
_0=a1+

Uy 1

a, + il

R Ey
fus

olur. Boylece, son adimda
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Ug 1
-_— = a1 + 1
“ a; + as +
1
An-1 + a_n

neticesi bulunur.

Sonug olarak % sayisinin {ag; ay, ..., ) gosteriminde bir siirekli kesir ifadesi elde edilmis
1

olup, dolayisiyla da hipotezin dogrulugu kanitlanmis olmaktadir. Yeniden &, = % olmak
1

uzere

§i=a; +

1
Si+1
gdsterimini ele alacak olursak, a;’ler Oklid Algoritmasindan elde edilen bdliim
degerleridir. Burada a, pozitif, negatif ya da sifir olabilir. Ancak 0 < u, < u; oldugundan
a, pozitiftir, ve benzer gekilde a,, ..., a; boliimleri pozitif tamsayilardir.

Ote yandan, bir rasyonel saymin siirekli kesir acilimi tek tiirlii degildir. Ornegin, 51/22
rasyonel saymnn siirekli kesir agilimi 51/22 = (2,3, 7) dir. Ancak (2, 3,6,1)’in de ayni

say1y1 verdigi kolayca goriiliir. Buna gore x; > 1 igin,

1
= - +1=(x—1)+=
x = (- 1) (x—1) 1
esitliklerinden
(%05 X1, ey X)) = (X3 X1, o, Xj — 1,1)
sonucu bulunur. Yukaridaki 6rnek bu duruma uymaktadir. Eger x; = 1 ise 0 zaman da
1

X +t—=x_1+-=x_+1
T T T T

oldugundan
(X0 X1y oor s Xj—1, Xj) = (X5 X1, wor ) Xj—2, Xj—1 + 1)
sonucu bulunur.
Sonuc¢ 1.5.4.
1. Her sonlu siirekli kesir bir rasyonel sayidir.
2. Her rasyonel saymnin birinin uzunlugu ¢ift ve digerinin uzunlugu tek olan iki tiir
stirekli kesir agilimi vardir.
Onerme 1.5.5. 1 <i <j olmak iizere, {x,;x;, e Xj) = X5 X1 een s Xi— 1, (X5 Xig 1, s X))

dir.
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Ispat. Esasen, siirekli kesir tanimindan bu énermenin dogrulugu kolayca gériilebilir. Yine
de igerideki (x;; Xj41,...,X;) siirekli kesrine matematik indiiksiyon uygulayalim. k ile
siirekli kesrin igindeki terim sayis1 gosterilmek {izere, k = 1 ise i = j , 0 zaman (x;) = x;
olup esitlik apacik, dolayisiyla ispat tamamdir.

O :
k = 2 olsun. Bu durumda (x;_4; x;) = xj_; + Py esitligi, siirekli kesrin tanimindan agiktir.

Simdi yine icerideki {x;; X;1, ..., xj) siirekli kesrinin m terimli oldugunda 6zdesligin dogru
oldugunu kabul edip, m + 1 terime sahip oldugu durumu degerlendirelim. Matematik
indiiksiyon iki kez uygulanir ve k = 2 i¢in de bir kez uygulanirsa,
(x0; X1, ---»xj) = (X5 X1y +er Xim1, Xpy (Xi15 Xig2) "-rxj))
= (X5 X1, oes Xj— 1, X5 {Xig 15 Xig 2y oon) xj)))
= (X3 X1, s Xim1, X35 Xig 1) o, X))

elde edilir ve ispat tamamlanir.

. 1
Onerme 1.5.6. 1 < i < j olmak tizere, {(Xg; X1, ..., X;) = Xg + ——dir.
] ( 0 1 ]) 0 (xl;XZJ---'xj)

Ispat. Bir dnceki 6nermeden istifade edecegiz. Buna gore
(x0; X1, ...,xj) = (Xo; X1, oo » Xi—1, {Xi} Xit1) ...,xj))

oldugunu biliyoruz. i = 1 igin

(X0; X1y o0, Xi) = (X0; (X1 X2y ooe, X)) = Xg + —————
0 A1y ) Aj 0 1) A2, ) Aj 0 (xl;xz’."’xj)

elde edilir.
Tamm 1.5.7. (ay; a4, ..., a,) sirekli kesrine (ay; a4, ..., a,,) sirekli kesrinin n. yakinsayani
denir ve r, ile gosterilir. Buradan < mven € Z* dir.

Simdi siirekli kesrin yakinsayanlarina dair 6zellikleri ispatsiz olarak ele alacagiz
(Khichin, 1964)
Teorem 1.5.8. a, € Rve a,,a,, ..., a,, € R* olsun.

ho, hy, ..., hyy V€ G0, G4, -, @, dizileri

ho = ay ko=1
h1=a0a1+1 k1=a1
hn = appn-1 + Pn—2 kn=anqn-1+qn-2, n=2,m

olmak iizere n. yakinsayani

hn s o
1, = (ag; Ay, ., Ay) = . > dir.
n
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. 21
Ornek 1.5.9. 3 rasyonel sayisinin n. yakinsayanlarimi bulalim.

oldugundan 2 (1;1,1,1,1, 2) gosterimi elde edilir. Buna gore n =0,1,2,3,4,5
13 (S I WU L U L e "
a; ap Ay

a a as

o
w

i¢cin
h,, ve k,, dizileri tablodaki gibidir;
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Tablo 2. Siirekli kesrin yakinsayanlari

h0=a0=1 k0=1
h1=a0a1+1=1.1+1=2 k1=a1=1
h2:a2h1+h0:1.2+1:3 k2:a2k1+k021.1+1:2
h3=a3h2+h1=1.3+2=5 k3=a3k2+k1=1.2+1=3
h4:a4h3+h2:1.5+3:8 k4:a4k3+k2:1.3+2:5
h5=a5h4+h3=2.8+5=21 k5=a5k4+k3=25+3=13
o 2 T3 15 3 N
@ o—O0H *—@
3 8 21 5
1 28 a 3,
2 5 13 3
—_— —
T2j T2j+1

Sekil 9. % rasyonel sayisi icin tek ve ¢ift indisli yakinsayanlar

Teorem 1.5.10. (ay;ay, ..., a,,) sonlu basit siirekli kesrinin n. yakinsayani r,, = k—" ise
n

(hy, k) = 17 dir.

Teorem 1.5.11. (ay; ay, ..., a,) sonlu basit siirekli kesrinin n. yakinsayani 7, igin

o<1y <1y < <715 <13 <1 esitsizligi saglanir. Yani 7y;-¢ift indisliler artarken,
72j+1-tek indisliler azalir. Ustelik lim,,_,., 1, meveuttur ve Vj > 0 igin 7, j<lim,_,n <
Tpjpqp dir.

Tamm 1.5.12. ag haric hepsi pozitif tamsayilar olan ag, a4, a,, .. tamsayilar dizisi
(ag, as,a,, ...) ile gosterilen bir sonsuz basit siirekli kesri tanimlar. {(ag, a;,a,,...) ‘nin

degeri lim,,_,(a,, a4, a,, ... ) ile hesaplanir.

: : R o o
Burada r, = {(ay; a4, ..., @) n. yakinsayani olup lim,,_,o, 1, = lim,,_,, k—” ‘dir.

n

Teorem 1.5.13. a, tamsayisi hari¢ a, a,, ... pozitif tamsayilar olsun. {(ay; a;, a,, ... ) SONSUz
stirekli kesri irrasyoneldir.

Teorem 1.5.14. Her a € R reel sayisi igin tek bir siirekli kesir yazilis1 vardir. Ayn1 « reel
sayisinin rasyonel olmasi i¢in gerek yeter sart siirekli kesir yazilisinin sonlu olmasi;

irrasyonel say1 olmasi igin gerek ve yeter sart siirekli kesir yazilisinin sonsuz olmasidir.



Tamm 1.5.15. Bir (ay; a,, a,, ... ) sonsuz basit siirekli ,n € Z i¢in a, = a,,, Ozelliginde
ise, sozlii ifade edilirse, belli bir adimdan sonra tekrarli terimlerden olusuyorsa periyodiktir
denir.

Buna gore (bo;bl,bz,...,b]-,ao,al,...,an_l,ao,al,...,an_l,...) bi¢ciminde ise

gosterimdeki sadelik igin (by; by, by, ..., bj, Qg, Ay, ..., An_q) ile gosterilir.

Ornek 1.5.16. (Cangiil ve Celik, 2002) +/3 irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimin

yazalim;

V3=1+(V3-1)

oldugundan v3 = (1;1,2,1,2, ...) = (1;1,2)

Ornek 1.5.17. irrasyonel sayisinin siirekli kesir gdsterimini ve 3. yakinsayanini

bulalim;
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1++3 1
> =1+ 1
2+ 1
1+ 1
2+ 1
1+2+.-
oldugu, yukaridaki gibi gosterilir. Boylece
1+V3
=(1,21)
2
hs 1
— =1+
ks 24—
1+7
B+ —===
1
2+§
2
=1+——=
2
2+§
= +§
3
=1+ >
-8
11

1+v3
hs = 11,k; = 8 olup r; = 1,375, +2\/— = 1,365 igin iyi bir yaklasimdur.

1.6. Mobiiis Doniisiimleri ve Siirekli Kesirler

Mobiiis dontigiimlerinin stirekli kesirlerle olan iligkisine kisaca deginelim.

1 . 1 - e anz+1 1
Ay + ——5—  sonsuz siirekli kesiri verildiginde T, (z) = nT =a, +-
a;+ T z

az+=

doniisiimii igin siirekli kesrin esitinin (T, o Ty o +++)(z) ile verilebildigi goriiliir. Ustelik n.

yaklagim :—Z = (Ty o -+ o T,)(2) olup, gergek degeri de lim,,_, Z—Z = Zli_)rg)(TO o-0T )(2)



29

. .. 1 . .
ile hesaplanabilir. Ayrica, B — (ag; ay, ...,ap)=ag + ——— icin

h, hy,_ e
(ao 1) (an 1) = ( noom 1) esitligi vardir (Potts, 1996).
1

n—

=~
S
=~



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Modiiler Grup

PSL(2,R) nin  tzerinde en ¢ok  caligilan  alt  grubu  olan

F3={T=Z—>az+b
c

p— |a,b,c,d e Zve ad — bc = 1} modiiler grubunu goz oniine alalim.

Bu grup asagidaki gibi 2 X 2 lik tamsayilar matrisiyle de temsil edilebilir:

A=(CC‘ Z), detA =1,

A ve - A ayni doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matrisi negatifi ile es tutacagiz.

Boylece matris ve doniisiimii arasinda bir ayrim yapilmayacaktir.

Teorem 2.1.1. T modiiler grubu X% =Y3 =1 bagntis1 ile verilen X = (_01 é) ve

Y = ((1) _11) elemanlari tarafindan iiretilir. Yani; I' = (X, Y) dir.

Ispat: 3 durumda ele alalim.

i a = 0ise bc = —1 olur. Buradan b = —c¢ = +1 elde edilir. Buradan

T(z) = jd = MS*4(z) elde edilir.

i.  Jal =1 olsun. =222 =%*2 j1qupundan a = 1 alabiliriz. Buradan d — bc = 1
—cz—d cz+d

olur. Dikkat edilirse

Zz+b Mm—cz+ds -1
- -
cz+d z+b z+Db

T(z) =

Buradan MS°T (z) = — ki bu bizi durum i’ye gotiirir.
iii. |a| > 1 olsun. Bu durumu, durum ii’ ye dondistiirebiliriz. Amacimiz T

e : . . b
dontisimiini |a,| < |a| ve |c;| < |c| olacak sekilde degistirerek yeni bir T;(z) = jlzz—:dl
1 1

dontisiimii elde etmektir. Eger bu miimkiinse |a|, 1’e yakinsar, islem tekrar ettirilerek en
nihayetinde |a,| = 1 olan T,, doniisiimii elde ederiz.

M; déniisiimii tammlayalim. Oncelikle |a| > |c| oldugunu kabul edelim. (AKsi
taktirde, T yerine MT déniisiimiinii g6z 6niine aliriz. Simdi uygun bir n € Z alalim bdylece
|la — nc| ifadesi |a| ve |c| degerlerinden kiigiiktiir. S™ donilisiimiinii uygulayarak a — nc

terimi elde edilir:
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(a—nc)z+ (b —nd)
cz+d
Buradan T doniistimiinii uygulariz boylelikle (a — nc) ve ¢ yer degistirir, buradan

S"T(2) =

T,(z) == MS™"T(2) olur ve ispat tamamlanr.

I" modiiler grubunun cusp kiimesi Q dir. Gergekten;

- / 2_ - / 2_
T € I' olmak iizere T nin sabit noktalar1 z; , = (a-d)t 2(Ca+d) Ly Con.) 2 2|Ca+d| 4 seklinde

idi. Parabolik doniisimde |a + d| = 2 oldugundan z = %olur ki burada a,b,c,d € Z

oldugundan z = % e Q olur.

2.2. T min Q Uzerindeki Hareketi

Q = Q U {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her bir elemani, x,y € Z ve

(x,y) =1 olmak iizere, § indirgenmis kesri olarak yazilabilir. §= :—i oldugundan bu

gosterim tek degildir. oo u, % = %1 ile temsil edecegiz.

a b)'£—> ax+by seklindedir. T e I’ olmak {izere;

I nn Q tzerindeki hareketi (C

d/'y  cx+dy
+b
y)  cEvd T Y T cxtdy ve
y
—X —ax — by
T(—x)_a'—_y+b_ y _ —ax—by ax+by
—y) ¢ X4yq —cx—dy —cx—dy cx+dy

oldugundan T (g) =T (:—;i) dir. Bu da I" modiiler grubunun Q iizerindeki hareketinin iyi

taniml1 oldugunu ifade eder.

X

Eger (x,y) =1vead — bc = 1ise +bz kesri de indirgenmis formdadir.

a
cx+d
Teorem 2.2.1.

(i) I' min Q tizerindeki hareketi transitiftir.

(ii) Q nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir.

Onerme 2.2.2. (G, Q) transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde; (G,Q) primitiftir

& Her a € Q igin, a € Q noktasmin sabitleyeni olan G,, G nin bir maksimal alt grubudur.
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Onerme 2.2.3. (G,Q) transitif olsun. Bu takdirde; (G, Q) imprimitiftir © 30 € Q ve
H < GoylekiG, £ H £ G dir.

G yerine I modiiler grubu, 2 yerine Q alarak islem yapacagiz. Burada oo un sabitleyeni
olan I, , I’ modiiler grubunun bir alt grubudur ve I, = ((é ll))) dir. Q iizerinde bir I’

invaryant denklik bagintisin1 asagidaki sekilde elde edebiliriz.

Biliyoruzki, Iy(n) = {(* Z

icin Io<Io(n)<TI' ve n>1 ise I, <Iy(n)<TI dir. Béylece I' , Q iizerinde

) elc=0 modn} kongruans alt grubu alindigindaVn e N

imprimitif olarak hareket eder. v ==, w = g ¢ Q olmak iizere, v = g() ve w = g'(0)

s k)

*

olan g,g'e I' vardir. Béylece, g = (Z

*) ve g' = (; :) formundadilar. v = w &

g'g'e H=Lin) < (—*s :)(; :)=(7‘yisx :) eH=I(n) © ry—sx =

0 modn dir. Boylece, E ~ § © ry — sx = 0 modn dir.

2.3. ' nin Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflari

(G,2) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde, G 2 X 2 iizerinde
g:(a,B) » (g(a),g(B)) ile hareket eder. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt
yoriingeleri denir ve (a,f) y1 igeren alt yoriinge O(e,f) ile gosterilir. O(e,B)alt
yoriingesinden bir G(a, ) alt yoriingesel grafin1 agsagidaki gibi elde edebiliriz:

* Koseleri £2 nin elemanlar1 ve

* (y,6) € O(a, B) ise y dan 8 ya yonlendirilmis bir kenar vardir denir ve y = § ile
gosterilir.

Acik olarak, O(B, @) da bir alt yoriingedir ve O(a, B) ile O(B, @) alt yoriingeleri ya
esittir ya da ayriktirlar. Eger bu alt yoriingeler ayrik iseler G(f, a) alt yoriingesel grafi
G(a, B) alt yoriingesel grafinin sadece ters yonlendirilmisidir ve bu durumda G(e, ) ile
G(B, @) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Eger O(a, B) ile O(S, @) alt yoriingeleri
esit iseler bu durumda G(a, ) = G(B, a) alt yoriingesel grafi ¢ift tarafli yonlendirilmis

kenarlardan olusur. Bu durumda bu alt yoriingesel grafa kendi eslesmistir denir.
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Teorem 2.3.1. g - § Gun de bir kenardir &

(@) x = ur modn, y = us modn, ry — sx = n veya

(b) x = —ur modn, y = —us modnvery —sx = —n

Sonu¢ 2.3.2. u* # —1modn ve uv = —1modn olsun. Bu takdirde; G,, ile G,n
eslesmistir.

Sonug 2.3.3. G, , kendi eslesmistir & u® = —1 modn dir.

Sonug 2.3.4. F nin kenarlar1 U da kesismezler.

2.3.1. Gy, ve F,, , Graflan

Bu béliimde F = G, ; Farey grafinin 6zelliklerini diger G,, ,, alt yoriingesel graflarina

nasil genisletebilecegimizi gorecegiz. g - g €Gun © Ty—sx=4n © ry—sx =
0 modn < g ~p % dir ve her bir G, , ¥(n) tane alt grafin ayrik birlesiminden olusur. Bu,

~, ' invaryant denklik bagintisina gore, her bir alt grafin kdseleri bir tek blok olusturur. I’

Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden I" bu bloklar1 transitif olarak permiite eder.

Bu da alt yoriingelerin her birinin birbirleriyle izomorf olduklar1 anlamina gelir. G, ,, nin,
X x 1

koseleri o u igeren [oo] = {; 5= 5} = {g:y = 0 modn} blogunda olan alt grafin1 F,

ile gosterelim. Dolayzst ile; Gy, ,,, F, 5, Nin ¥ (n) tane ayrik kopyasindan olusur.

Teorem 2.3.1.1. E - § E, », de bir kenardir &

(i) x = ur modn ve ry — sx = nveya

(i) x = —ur modn ve ry — sx = —n.

Lemma 2.3.1.2. (i) F,, nin tim v késeleri i¢in, F,,, = F_,,, ye T(v) = —v ile verilen
fonksiyon bir izomorfizmadir.

(if) Eger m | n ise F,, nin tim v késeleri igin, F, , den F, ., nin bir alt grafina T(v) =
"V /., ile verilen fonksiyon bir izomorfizmadir.

Ispat: (i) F,, nin koselerinin kiimesi [o0], = {g € Q:y = 0modn} ve F_,, nin
koselerinin kiimesi [o0]_, = g eQ:y=0 mod(—n)} = {ge@: y = 0 modn} oldugundan

[00], = [0]_p := [o0] dur. T(v) = —v fonksiyonunun [oo] uzerinde birebir 6rten oldugu

aciktir. Simdi T doniisiimiiniin yap1 koruyan oldugunu gésterelim.% - d—CneFu’n olsun.
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Teorem 2.3.1.1. (i) veya (ii) saglanir. Farzedelim ki teoremin (i) sikki saglansin. Bu
durumda, ¢ =uamodn ve ad-—bc=1 dir. Boylece, (—c)=u(—a)modn =
—(—u)(—a)modn ve (—a)d — (—b)c = —1 dir. Dolayist ile, Teorem 2.3.1.1 (ii) ye gore

= ;—Z - ;—fl €F_, ,, dir. Benzer sekilde Teorem 2.3.1.1. in (i1) sikkinin saglandig1 varsayilip

Teorem 2.3.1.1 (i) ye gore ;—Z - ;—; €F_y, » oldugu gosterilebilir. Boylece T birebir ve orten
ve yap1 koruyan bir doniisiimdiir yani T bir izomorfizmadir.

(if) F,, nin koselerinin kiimesi [oo], = {ge@:y = 0 modn} ve F,,, nin koselerinin
kiimesi [o0],, = {§ €Q:y = 0 modmj} dir. T: [00],, = [],, , T(¥) = ™"/, doniisiimiiniin

birebir oldugu agiktir. Simdi gosterelim ki T doniisiimii yapt koruyan bir doniisiimdiir:

r X r X - . .
- - — — —
V=SS W €F,, olsun. T(v) - T(w)eF,,, oldugunu gosterelim.

Farzedelim ki teorem 2.3.1.1 (i) saglansin. Bu durumda, x = ur modn ve ry —sx =1
dir. m | n oldugundan x = ur modm dir. Dolayisiyla x = ur modm ve ry —sx =1

oldugundan Teorem 2.3.1.1 (ii) geregi é—>yim F,m de bir kenardir. Benzer sekilde

teoremin (ii) sikkinin saglandig varsayilip # - yim F, m de bir kenar oldugu gosterilebilir.

Bu bize T nin bir E,,, den F, ,,, ye bir monomorfizma oldugunu sdyler. Ancak F, ,,, nin bir
alt grafina izomorftur.

Lemma 2.3.1.2 (ii) de m = 1 oldugu durumda asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 2.3.1.3. F,, nin tiim v koseleri icin F,, den F(= G;,; = F; ;) in bir alt grafina
f:v — —v ile verilen bir izomorfizma vardir.

Tanmm 2.3.1.4. ky, k, k3 ii¢c kose olmak iizere ky = k, > k3 = k; seklinde , yani
kenarlarin hepsi ayni yonde ise buna yonlendirilmis tiggen ; ki = k, « k3 = kq gibi
farkl1 yonde kenar varsa buna da ters yonlendirilmis iicgen denir. Kendi eslesmis bir alt
yoriingesel grafta bu iki kavram birbirine denktir.

Teorem 2.3.1.5. F, ,, yonlendirilmis bir iiggen igerir & u? + u + 1 = 0 (modn).

232 Gl,l Grafi

Bu durumda, u = n = 1. Boylece v = r/s ve w = x/y koselerinin komsu koseler

olmasi icin gerek ve yeter kosul y —sx = +1 . Ayrica, her m>1 ve m € Z i¢in, m
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agirlikl F,, Farey dizisi x/y 6yle ki |y| < m formundaki tiim rasyonel sayilarin, artan
bir sirasi ile verilir.

Lemma 2.3.2.1. r/s,x/y € Q indirgenmis formdaki rasyonel sayilar olmak iizere
asagidaki ii¢ kosul birbiriyle esdegerdir:

(1) /s ve x/y rasyonel sayilar1 F-Farey grafinda komsu koselerdir

(I ry—sx ==+1

(1)) r/s ve x/y rasyonel sayilar1 E,, m € N Farey dizisinde ardisik terimlerdir.
Buradan F nin basit bir sekilde insasin1 yapmak miimkiindiir. Herbir terim kendinden
onceki ve sonrak terimlerin toplaminin medyani(ortadegeri) olacak sekilde 2 valanslh (bir
kosede bulusan kenar sayisi) bir F,, agaci (icerisinde devre bulunmayan baglantili graf)
olur. Bu agaclarin biraraya gelmesiyle olusan g¢izgede F nin Q iizerine indirgenmis alt
grafidir. Sonug olarak oo ile etiketledigimiz koseyi tamsayilarla birlestirerek F-Farey

grafini elde ederiz.

S0 N

0 1111 121 2 1 32 34 1 54 35 2 5 374 5678 1

1 9876 594 7 3 8579 2 97 58 3 7 495 6789 1

Sekil 10. Farey Grafi

233 GI,Z Grafi

u=n=1 alindiginda, T,(n) otomatikman TI' grubuna doniisiir. Dolayisiyla Q ile

gosterdigimiz tek bir yoriingeye sahip oluruz. Bdylece elde edilen ¢izge klasik Farey grafi
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olur. Simdi de u = 1,n = 2 alalim. Bu durumda yoriingemiz bloklara pargalanir. Blok
sayist @(2) = |T:T(2)| = 3 oldugundan, bu bloklar1 [0], [1], [2] = [co] ile gosterecegiz.
Asagidaki Farey dizisi

; _{ .5 , 3 1,1 .35 }
2 — ) ) 2 ) ) 2) ) 21 :2 ) ,2 ) ,2 , O,
ve [j] = {x/y €Q|x = jy (modn)} oldugu gézdniine alindiginda, bloklar asagidaki gibi
olusur;
[0] = {£]x = 0(mod2)} = L8 = (., ~4,-2,0,2,4, -} =ift tamsay1l
= | X =0(mod2)j =20 = {-+,—4,-2,0,2,4, - } = cift tamsayilar
X — tek
[1]= {;| X = y(modZ)} =—=1{,-3,-10,1,3,-} = tek tamsayilar
Xly = _tek _ (05 3 _ 1135 \_jacrl
[co] = {;|y = O(modZ)} = { VTS T T35 } kesirli sayilar
o0 [o'a) o) o o o0
Nl % o - = .-_b-I_". -— ...-"'I-“ LETT ‘_I_=.Il.. - ':_u-‘-" = -,;I‘:.-_,_ -— :F.
e - ta, w - 5 . . y
\‘ .?J ‘ -\\ JJ‘ "‘._ Irll- \\ II||..*"
N EH v i v !
: A i y i Y i
3.5 2.3 1.1 o1 13 25 3
4 2 2 2

Sekil 11. G, , Grafi

Burada, G, , grafi D 5, E; 5, Fy , alt graflarinin birlesimidir. Bu alt graflarda sirasiyla
kenarlar1 kirik-¢izgi, noktali-gizgi ve diiz-¢izgi ile gosterilen ve [0],[1], [co] bloklarina
karsilik gelen gizgelerdir. G, , bir ormandir ve alt graflarda bu ormanin agaglaridir. Ustelik

kendisiyle eslesmistir ve F nin aksine yonsiiz bir graftir.

234 61‘3 Grafi

Gy11 Ve Gy, graflarinin aksine, G, 3 grafi ne kendisiyle eslesmistir ne de bir ormandir.

Bu yiizden bu 6zelliklere haiz genellestirilmis Farey graflar icerisindeki en basit durumu



37

temsil ettiginden, acik ifadesini bilmek énemlidir. Simdi bu kisimda bu grafin 6zelliklerini
daha acik ifade etmeye calisacagiz. Kisim 2.6. da yaptigimiz gibi;
S P O B Y O O PR 1,335,2,...}
3° 2 3 3’ 2’ 3773’2’3'73’2’3
9 (3) = | TH(3)| = 4 oldugundan, bu bloklar1 [0], [1],[2], [3] = g
[0] = {i x = 0(mod3)} ={0,2,3,2,6, }={Z| k € 2}

3
2
x = y(mod3)} = {15,427, }=[Z"| k € 7}

= 2y(mod3)} = {2,2,52,8,- |={*|k e 2}

[oo] = {§| y = 0(mod3)} = %—kesirli sayilar1 seklindedir.

Alt graflar tiggenler icerdiginden, G;3 bir orman degildir. [0], [1],[2], [ec] bloklarmna
karsilik gelen alt graflan sirasiyla C; 3 Dy 3, Ey 3, F; 3 ile gosterecek olursak bu graflardaki

temel tiggenler sekildeki gibidir:

0 3 3 0 . 1 4 5 1 cdl
- - = > — - =5 =
1 1 2 1 3171 "2 71 13
2 5 7 2 . 1 1 2 1 .
- - =5 — e e e
1 1 2 1 13 20 "3 73 70 13
o' #] [oa]
v .-""_*—_.“-.__ I/__..J ----- T -
,," S N
’, A .-/ \\ hY
AY I Y
.'f 1 X ,f A “,.&\ ._\ PR ~ \
/4 A" -/' & AY
} WA \ / 1 |
/ F v ; 1
i i i 1
2
2

0l
]
Lo |
L
ST
1
o

Sekil 12. G, 3 Grafi
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2.4. Modiiler Grubun Picard Grubundaki Normalliyeni

[P picard grubu;

P:= {(CCL Z):a,b,c,d € Z[i] ve ad — bc = 1}

seklinde idi. Ayrica

xz((i) ;) ”z(—o1 3) yz(—11 (1))

olmak tizere P = (x,u,y,r) dir. T modiiler grubu ise;

_¢(a Dby, o
r_{(c d).a,b,c,deZvead be = 1)

()

seklinde idi. Dolayisiyla I' = (u,y) seklindedir. P nin grup yapisi I' nin grup yapisina
olduke¢a benzerdir. Ayn1 zamanda [P nin esas kongriians alt gruplarinin yapisi da I" nin esas
kongriians alt gruplarinin yapisina benzerlik gosterir. Burada I', P de normal degildir. O
halde I" nin IP deki normalliyenini arastiralim. I nin [P deki normalliyeninin
Np(F) ={g €P:glg™" =T}

seklinde oldugunu hatirlayarak I' nin I deki normalliyeninin Np(I") oldugunu gosterelim.
Teorem 2.4.1. I' min P deki normalliyeni Np(I") dir.
N=(uy ru? =y =r?=(y)?=(0w?=1)

=(unru’=r:=>0uw?=1)(y,rny3 =r2=(0y)?*=1)

Np(I') := {(Ccl Z) U (Z,’; Z:i) ca,b,c,d,a',b’,c',d'" € Zvead — bc

=1,-add +b'c’'=1 }
seklindedir.
Q = QU {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her bir elemani, x,yeZ ve
(x,y) =1 olmak iizere, % indirgenmis kesri olarak yazilabilir. %z :—; oldugundan bu

gosterim tek degildir. oo u, % = %1 ile temsil edecegiz. Np(I') nin Q iizerindeki hareketi;

+b [ [ ix+bi i(ax+b +b
(a b):f_)uv (al bl)f _, @ix+biy _ i(ax+by) _ ax+by
c d/ vy cx+dy ci di

Y cix+diy  i(cx+dy)  cx+dy
Teorem 2.4.2. (Yazici, 2013) Np(I") nin Q iizerindeki hareketi transitiftir.

Biliyoruz ki I (n) = {(“C‘ Z

icin I, <IL(n)<T ve n>1 ise I, <Iy(n) <TI dir. Dolayisiyla I, < I[(n) <

seklindedir.

) el:c=0 (modn)} kongriians alt grubu alindiginda V n eN

X ~

Np(I') dir. Béylece Np(I'), Q iizerinde impirimitif olarak hareket eder. v = 2 w=7T¢ Q
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olmak tizere, v = g() ve w = g'() olan g, g'e Np(I') vardir. Burada iki durum séz

konusudur:

X *
1.Durum: Burada g = (: :) ve g’ = (y *) formundadir. v = w & g lg'e I(n)

And (—*s :) (; :) = (ry i sx :) e [ (n) & ry —sx = 0 modn dir. Boylece, g ~

© ry — sx = 0 (modn) dir.

x
y

2.Durum: Burada g = (z :) ve g' = ( . I) formundadir. v~w < g lg'e I(n)

* *\ (Xl * * * _ . .
= (—si ri) (yi *> = (sx —ry *) e (n) & sx—ry =0 (modn) dir. Boylece,

~ i(:) sx —ry = 0 (modn) dir.

w3

2.5.2.5. Np(I') nin Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar

Np(I'), Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden v € Q olmak iizere her bir alt
yoriingesi bir (oo, v) ¢ifti igerir. v € Q oldugundan v = ni, n >0, (u,n) = 1 bigimindedir.
Bu alt yoriingeyi O(u,n) ile ve buna karsilik gelen alt yoriingesel grafi da G(u,n) ile
gdsterecegiz. v = 00 = % = %1 oldugu durumda G;, = G_, trivial alt ydriingesel grafi
elde edilir. Biz trivial olmayan alt yoriingesel graflari incelemek istedigimiz i¢in v € Q

varsayalim.

Teorem25.1. - > = Gy n, de bir kenardir <
s y ’

(i) x = ur modn, y = us modn, ry — sx = n veya

(ii) x = —ur modn, y = —us modn ve ry — sx = —n veya
(iii) x = ur modn, y = us modn, ry — sx = —n veya

(iv) x = —ur modn,y = —usmodnvery —sx =n
olmasidir.

2.5.1. Gy p, Ve Fy,,, Graflan

Bu bolimde F = G, ; Farey grafinin 6zelliklerini diger G, ,, alt yoriingesel graflarina

nasil genisletebilecegimizi gorecegiz. Np(I"), Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden
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bloklart transitif olarak permiite eder. Dolayisiyla alt graflarin hepsi izomorftur. G, ,, nin,
koseleri oo u igeren [oo] = {5 € Q:y = 0 (modn)} blogunda olan alt grafim F,, ile
gosterelim. Buna gore Teorem 2.5.1. dan asagidaki teorem elde edilir.

X —

Teorem 25.1.1. = - F,, de bir kenardir &

<

(i) x = ur modn, ry — sx = nveya

(if) x = —ur modn, ry — sx = —n veya
(iii) x = ur modn, ry — sx = —n veya
(iv) x = —ur modn, ry —sx =n
olmasidir.

Buna gore ilk iki madde modiiler grubun altyoriingesel graflarindaki F, ,, i¢in verilen
kenar sartlaridir(Teorem 2.3.1.1). Ugiincii ve dordiincii maddedekiler F_, ,’nin kenar
sartlandir. Boylece F,, = F,, UF_,, oldugu goriiliir. Bu yiizden asagidaki iki sonug
Lemma 2.3.1.2°nin dogrudan bir genislemesi olarak yukaridaki teoremden elde edilir:
Sonug 2.5.1.2. u = (modn) ise E, , = Fy,, .

Sonug 2.5.1.3. (i) F,, nin tim v kdseleri igin, F,, - F_,, ye M(v) = —v ile verilen
fonksiyon bir izomorfizmadir.

(ii) Eger m | n ise F,, nin tim v koseleri i¢in, F, ,, den F, ,,, nin bir alt grafina M(v) =
"W/, ile verilen fonksiyon bir izomorfizmadir.

Bu sonucun ikinci maddesi yardimiyla Farey grafi ile kurulan 6zdesim sayesinde ve Farey
grafinin kenarlar1 birbiriyle kesismemesi nedeniyle asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 2.5.1.4. E, ,,’nin kenarlar1 U-iist yar1 diizlemde kesismezler.

Teorem 2.5.1.5. F, ,, bir iiggen igerir & u? F u + 1 = 0 (modn) dir.
Lemma 25.1.6. u % t1(modn) ise E, , ’nin v < % <w bi¢iminde komsu iki v

ve w_kdsesi yoktur.

Ispat: Sonug 2.5.1.2.°ten dnce yaptigimiz irdelemeyle (yani E,n = F,n U F_,, yorumu)
E, , yerine E,, ile calisabiliriz. Aksini varsayalim: v,w € F,,, dyle ki v < % < w olsun.
Lemma 2.3.1.2 (F, ,_izomorfizmas1) ile nv ve nm F’de komsu koseler olur. n_gift ise
(v < % <w = 00— % € F olur.) Bu durumda oo —>§ ile nv - nw kenarlan kesisir. (

Celiski, ¢linkii F’nin kenarlar1 H’da kesismez.) n_tek ise (Jones et al., 1991)’deki Lemma
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4.1 (Farey grafinin 6zellikleri)’ten nv ve nw bir F,, farey dizisinin ardisik terimleridir.

n - n-1 n+1
nv <o <nw oldugundan m = 1. Buradan nv = —~ ve nw = —=sonucu cikar.

% ve n_tek oldugundan % EQ.

[y

n— n+1
Boylece v = f ve w = % v > w € F,, oldugundan Teorem 2.3.1.1°den o+l

~ |

—unT_l (modn). Buradan u = 1(modn) olur.

(Akbas, 2001) Teorem 10’da G, i¢in orman kosullarimin kamitinin bir pargasinda
asagidaki lemmay1 kullanacagiz. Bu lemmadaki fonksiyona bir sonraki teoremin kanitinda

ulasacagiz. Burada biz kendi ispatimiz1 verecegiz:

Lemma 25.1.7. unkeR ven=#0 olsun. ¢:R — {ﬂ} >R zo

n

uz—(u?+ku+1)/n
nz—(u+k)

fonksiyonu (—OO, unLk) ve (uTJrk, 00) araliginda artandir. Ustelik 1 < k — x oldugundan

u+x u+1
eCo) <=
. o e e " . ﬂ .. d_(p il 1
Ispat. ¢@’nin tiirevini ele alalim; Vz € R\{ E } 6N - = o me? > 0.

Boylece ¢, ilgili araliklarla artandir. Farzedelim ki 1<k —x (p(uTer) ar=:
oldugundan (p(uTer) < uTH

Bir onceki teoremden Once eslesmis ve kendisiyle eslesen graflarin tanimim
hatirlayalim. G, X # @ kiimesi lizerinde transitif hareket eden bir grup olsun. G(v,w) ve
G(w,v) G_grubunun G(v,w) ve G(w,v) € XxX yoriingelerinin altyoriingesel graflari
olsun. G(w,v) aslinda G(v,w) ‘nin oklar ters yonlendirilmis halidir. Boylece bunlara
eslesmis graflar denir. G(v,w)= G(w,v) ise (yoriingeler ayniysa) G(w,v)= G(v,w)’dir.
Bu durumda graf ters_diiz yonlii kenar ¢iftlerinden miirekkeptir. Bu durumda G(v,w)’ya
kendisiyle eslesmis alt yoriingesel graf denir.
(Yazici-Giiler, 2018) Sonug 2’den G_u,n alt yoriingesel grafi kendisiyle eslesmis & u? =
+1(modn). Bu gergek F,,’da uygulanabilir. Simdi F,, nin orman sartini kanitlmaya
hazinz.
Teorem 2.5.1.8. F, , ormandir. < {iggen igermiyorsa yani u? + u + 1 = 0(modn)
Ispat. n < 2 igin F,n = F yn, dolayisiyla E, ,, = F, ,. Boylece (Akbas, 2001) Teorem 10

(F,n orman sart1) ile sonu¢ tamam. n > 2 olsun." =+ yo6nii apagik. Tersine bakalim: yani

u? + u + 1 = 0(modn) olsun. E,, nin devre icermedigini gostermemiz gerekiyor. Aksini
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varsayalim. F,,, bir A_devresi igersin. Ty(n), F,, nin kenarlari iizerinde transitif olarak

hareket ettiginden [YG, Teorem7] A’nin oo —>% ile baslatabiliriz. Ustelik Sonug 2.5.1.2.

’den 0< % < 1. Sonug 2.5.1.3. ile F’nin kenarlarinin H’da kesismedigi gergegi birlikte

F, »’nin [0,1]_aralig1 i¢indeki her kdsesinin oo_disinda bu araligin herhangi bir kose ile
komsu olmadigini gorebiliriz. Boylece A_devresi 0 < Re(z) < 1 seridinin i¢indedir.
1.Durum: E,, kendisiyle eslesmistir, yani u? = +1(modn) olsun. u? = 1(modn) ise
(Jones et al., 1991) Teorem 3.3 ile F,,, ve F_,, eslesmis graflardir. Yani ayn1 graflar
ancak oklar ters yonli.. Boylece F, , orman < F,, orman. Bu yiizden Lemma 5 F, ,,’nin
devre icermedigini soyler.

u? = —1(modn) olsun. Teorem 25.11 (F,’ nin devre sartlar1)’ ten - ve
%,Re(z) = %- dogrusunun sag ve sol yanindadir. u # +1(modn) Lemma 2.5.1.4 bu

durumun olamayacagini sdyler. %,n > 2 oldugundan F, ,,’nin bir kosesi de degildir. Biitiin

bunlar bdyle bir A_{oo} yolunun olamayacagini sdyler. Yani F, , devre igermiyor.

1. Durum F,, kendisiyle eslesmemis yani u® = £1(modn) dolayisiyla Lemma
2.5.1.6 uygulayabiliriz. Ustelik F,,,'nin 0 < Re(z) < 1 seridinde oo’a bagh yalnizca 4
kenar1 vardir. Bu 4 kenardan F,,’ye ait olanlar ikisi 1 = —u.u'(modn) olmak iizere
0 - % ve % — oo dur. F_,, ,’ye ait olanlar ise o — ? ve % — oo dur. Boylelikle

2. Durumu iki alt duruma bélecegiz. % ve u;”nin koseleri Re(z) = %— dogrusunun

aynit yaninda ve ayrit yaninda olma durumlari. Sonu¢ 2.5.1.2. ve Sonug¢ 2.5.1.3. ten
Fyyn=Fn=FE,, Buradan % < u;’ farzedebiliriz; eger dyle degilse % < n_Tw oldugu
kesindir, dolaysiyla F,_, , ile yolumua devam edebiliriz. 1.durumu kanitlamadan énce
F,  de bir yar1_sonsuz yol insa etmemiz gerekiyor. (u,n) = 1 oldugundan 3x,y € Z dyle
Ki ux + ny = 1. Buradan ux = 1(modn) dolayisiyla
u? — (ux)(u?® + 1) + 1 = 0(modn)

Bir k € Z* dyle ki k < n ve k = —x(u? + 1)(modn) segebiliriz. Béylece u? + ku + 1 =
O0(modn). E, ,, kendisiyle eslesmis olmadigindan ve iiggen igermedginden 1 < k < n “dir.

F!
(—u (u? + ku+1)/n

) olsun.
n u+k

Simdi ¢ =
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Acikca @ely(n) Syleki @ (o) = % Ve @ (unLk) = o0. Buradan ¢! (oo - E) =k 0

n n

kenari € F,,. Boylece u'=u+k. Simdi v, =% ve v = <p(vj_1), j =2 igin

tanimlayalim. Lemma 2.5.1.7 ile ¢, (—oo, uT+k) aralig1 lizerinde artan oyleki Vx <1<k
u u+tl - = e - .. .. .

icin (p( ) <1 By durumda [Z’T] araliginda F,,’nin koselerinin bir artan {vj}

dizisini elde etmis oluruz. co — ; € F, , ‘de bir kenar oldugundan F, ,’de v; - v, - v3 >

-+ sonsuz yolunu(semi-infinite path) elde etmis oluruz.

Su andan itibaren bir kenarin yonii belli degilse < notasyonunu kullanacagiz. Simdi

2. Durumun kanitina haziriz.
u urs 1 o . n-u n—-u/ . . [3)
—ve —, Re(z) = 5 dogrusunun ayni tarafinda ise — Ve — koseleri diger

tarafinda olacaklar. Boylece Lemma 18 ile elde ederiz ki A devresi u—' kosesini igerir, nn;u

u

n-ur . .. - - ur u+
ve — koselerini icermez. v, = ~<—

<—=—— oldugunu unutmayalim.

A v,'i igeren bir devre oldugundan {vj} dizisinin terimi olup A devresinde kose olan
sonlu ¢oklukta eleman vardir. Boylece i ile onlar i¢indeki en biiylik tamsay1 gosterilmek
tizere v; A © da bir kdsedir. Bu durumda A © da bir kdsesi v; olan bir kenar vardir ve diger

veEE, kisesi v>; big:imindedir. Sonug: 25.14’ten F,,’nin H’da kenarlari
kesigsmediginden Vj € N i¢in v; < v <= Eger v= unLk ise ¢(v) = co. Bu durumda
v; <= v kenart H'da ¢ (v;) <= ¢(v) kenartyla kesisir. Eger v < uTJ'k ise Lemma 2.5.1.7yi

uygulayalim. ¢ fonksiyonu (—oo, uni) araligr tlizerinde artan oldugundan yine v; <

vkenart H'da ¢(v;) < @(v) kenanyla kesisir ki ¢eliskidir. Bu yiizden boyle bir A

devresi yoktur.

Son kalan durumu kanitlayalim. E ve u—’ Re(z) = E dogrusunun farkli yanlarinda

u n-—-u ur n—-u

olsun. Bu durmda, ~ <3 L < — [Nazli B. Sonug¢l]’den u(n—u') = —uu' =

1(modn) oldugundan Gu,n ve Gn—u',n eslesmis altyoriingesel graflardir. Boylece F, pile

n-u'n V€ onunla

Fn—u',n eslesmistir. Boylece % < n_Tw farzedebiliriz, eger dyle degilse F
uyumlu bir ¢ doniisiimiiyle istenen saglanir.

A devresinin co — = kenarmi igerdigini biliyoruz. Lemma 2.5.1.6 ile A devresi "_Tw

kosesini de igerir. F;, ,, grafi liggen igermediginden % ve n_Tw koseleri komsu olamazlar. Bu
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durumda A devresinde %< v < @71 olacak sekilde bir §<—> v kenar vardir. Simdi A

devresinde n_Tw—> o —>%<—> vyoluna bakalim. Bu yolun ¢~! altndaki resmi

¢~ 1(A)devresindeki <p‘1("_T“) - % — 00 © @~ 1(v) yoludur. %< % ve

N |-

nin F, ,, de
bir kése olmadigini biliyoruz. Lemma 2.5.1.6 ile ¢ ~1(A) devresi Re(z) =% dogrusunun

sag tarafinda olmak zorundadir. Bdylece u? < <p‘1(%) < ¢ 1(v). Lemma 2.5.1.7°den

u’ - e n—us NPT . n-w
®, (;,+00) araligi lizerinde artandir. Bu da v < — esitsizliginde yani — =

o1 (%) < @@ 1(v) = v bir celiski ortaya ¢ikarir. Boylece bdyle bir A devresi
olamaz.
Teorem 2.5.1.9. u,n € Z* ve (u,n) = 1 olsun. E, ,, grafi igin

@ % kosesinin gidecegi en uzak kose, k,1 < k <nwveu?+ ku+ 1 = 0(modn)

1
+_
kosullarini saglayan yegane tamsay1 olmak iizere % kosesidir. % ‘nin gittigi bir en yakin

kose yoktur.

1

(b) uTJr’_‘ kosesinin gidecegi en uzak kose k,1 < k <nwve u? + ku + 1 = 0(modn)

u+—y 1

k=g oy g Ut
k kosesidir. Tk ‘nin gittigil bir en

kosullarin1 saglayan yegane tamsay1 olmak tizere

yakin kdse yoktur.

Ispat: (u,n) = 1 oldugu igin Bezout esitliginden 3x,y € Z dyle ki ux + yn = 1. Boylece
ux = 1(modn). Buradan ux(—u?—1) = —u? — 1(modn).k :== x(—u? — 1) olmak
lizere u? + ku + 1 = 0(modn) dir. Ote yandan 1 < k < n alabiliriz. Ciinkii k > n ise
k = ki(modn) olacak sekilde k; tanimlanirsa ku + 1 = kqu + 1(modn) dogrudur.
Buradan

u? + kju+1=u?+ku+1=0(modn) .

Simdi de k’min tekligini gosterelim. m € Z,1 <m <n ve u® +mu + 1 = 0(modn)
kosullarmi1 saglayan baska bir tamsayr olsun. Bdylece mu = —u? — 1 = ku(modn),
dolayisiyla (k — m)u = 0(modn). Boylece |k —m| <n oldugu bilindiginden k = m

bulunur.
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nx-uy
..U x = u _x X u  nx u u+

Simdi ——>-€F,, ve —<—alahm.A<;1kg:a—=—+———y= -

n g n oy y n ny ny

yazabiliriz. Bu

t

s yazabiliriz. Yani

u+

esitlik ve uy < nx esitsizliginden EE Q" olmak {izere g yerine —

t
U+ t oo - .. © g . o
L= Sun+ . Simdi de bu kenar {izerinde kenar sartina ait dért maddeyi uygulayacagiz:

n n

Durum(i). Buna gére su + t = u?(modn) ve u(sn) —n(su +t) = n elde edilir. ikinci
esitlikten t = —1. Buradan da su — 1 = u?(modn) Ote yandan u? + ku + 1 = 0(modn)
oldugundan su — 1 = —ku — 1(imodn) yani su = —ku(modn).(u,n) = 1 oldugundan

s = —k(modn) Diger bir ifadeyle z € NU {0} olmak iizere s = —k —nz. Boylece

1
t 1 u+

Z= Simdi E’nin alabilecegi en biyik degeri, f:NU{0} > R, f(z) = —1ztk

s nz+k n

fonksiyonu yardimiyla hesaplayalim. f’nin tiirevi alindiginda vz € N U {0} i¢in f'(z) =

L _ < 0. Dolayisiyla maksimum degerini z =0 ‘da alir, yani u—% = uktl Simdi
(nz+k)? ) yisty g o Y " kn

k = h , .. . A . - ; .
uk;:l € F, ,, oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in indirgenmis formda oldugunu gdstermemiz

gerekiyor. (ku + 1,k) = (ku +1 — ku, k) = (1,k) = 1. (Niven et el., 2001) Teorem 1.9.
Keyfi x € Zigin (a,b) = (a,b + ax) boylece (k,ku+1) = (k,ku+1—uk) ya da
aksini varsayalim: (ku + 1,k) = b > 1 olsun. b/k = 3t € Z 6yle kik = tb = b/ku + 1
yani b/utbh + 1 = b/1 geliski. Simdi de (ku + 1,n) = 1 oldugunu gosterelim. u? + ku +
1 = 0(modn) oldugundan = 3t € Z dyle ki u? + ku + 1 = tn. Boylece (ku + 1,n) =

1
= =
(ku+1—tn,n) = (—u?n) = 1. Sonu¢ (ku + 1, kn) = 1. Bdylece % € F,, olup %’nin

gidebilecegi en uzak kosedir. Ayrica

1

u+nz+k —

lim,_, % olmasi %késesinin gittiginden daha kiiclik sonsuz kosenin varligina

isaret eder. Dolayisiyla % kosesinin gittigi bir en yakin kose yoktur.

Durum(ii) Bu durumda su + t = —u?(modn) ve u(sn) —n(us +t) = —n ki buradan
t =1 olur.

Boylece su+ 1= —u?(modn) elde edilir. u? + ku + 1 = 0(modn) oldugu dikkate
alindiginda

su+1 = ku + 1(modn) yani su = ku(modn). (u,n) =1 oldugundan s = k(modn).
Bu yilizden z € N U {0} olmak tizere s = nz + k. Boylece § = ﬁ Bu noktadan ilerisi

Durum(i)’nin aynisidir.
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Durum(iii). Bu durumda su +t = u?(modn) ve u(sn) —n(us+t)=-n ki t=1
oldugunu verir. Buradan su + t = u?(modn), . u®> + ku + 1 = 0(modn) oldugundan

su+ 1= —ku—1(modn)’dir. Boylece su+1+ku+1=nz, zeNU({0}. Yani

nz—ku-2 . t u t, . . - o o ..
§ = ——— yerine yazilirsa e e— bulunur. S nin alabilecegi en biiyiik degeri yine

Durum(i)’de oldugu gibi , f:NU{0} >R, f(2) = % fonksiyonu yardimiyla

hesaplayalim. Tiirev alinirsa,

’ _ —u ..
f'(z) = ok <0 (Vze NU{0}igin)
iz iz
Dolayisiyla maksimum degerini z = 0 ‘da alir, yani — L Ancak — Y kenari %’ ye

u
uk+2

1
u%’"den daha yakindir. Clinkii %— > 0. Dolayisiyla %’nin gidebilecegi en uzak kose

u
Uut+————
nz—ku-2 _

1
uTJrk’dir. lim,_,q % oldugundan % kosesinin gittigi en yakin kdse yoktur.
Durum(iv). Bu durumda su + t = —u?(modn) ve u(sn) —n(us +t) =n ki buradan
t = —1 olur. Boylece su— 1= —u?(modn), . u?+ ku + 1 = 0(/modn) oldugundan

su — 1 = ku + 1(modn) diger bir ifadeyle —su + 1 = —ku — 1(modn).

y 9 —(nz—ku-2 .
z € NU {0} olmak tizere —su+ 1+ ku+ 1 = nz oldugundan s = —(nelky-2) yerine
yazilirsa
t ) g
—=—— dir.
s nz—ku-2
e t + .. uty u+§ ku+1 u+% u+£ us+t
(b)’nin ispat1 . - € Q" olmak iizere — < — ve —— = —= - —% = —— kenarin1 ele
s n n kn n n n

alalim. Bu kenar iizerinde kenar sartina ait dort maddeyi tek tek irdeleyecegiz.

Durum(i). Bu durumda us + t = u?k + u(modn) ve ns(ku + 1) — kn(su +t) =n ki

s =kt + 1 oldugunu verir. Boylece u + kut + t = u?k + u(modn) ve t(ku+1) =

u?k(modn) dir. Buradan —u?t = —u?k(modn). (u,n) = 1 oldugundan —t = k(modn).

z € NU {0} olmak iizere t =—nz —k esitliginden s =1—k(nz+ k) Boylece é =
nz+k

Ub—
.Yine E’nin alabilecegi en biiyiik degeri f: N U {0} - R, f(z) = —Xrztlt

n

nz+k
k(nz+k)-1
-1

fonksiyonu yardimiyla hesaplayalim. f'(z) = T

< 0 oldugundan f z = 0’da bir

k
Uut+——- 2_

. .. . K2_1 (k 1)u+k . . . ..

maksimuma sahiptir, yani e . Simdi bu ifade i¢in

((k? — Du+ k, (k? — Dn) = 1 yani indirgenmis formda oldugunu gdsterecegiz.
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((k? = Du+k, (k? — 1)) = a olsun. Agik¢a a/(k? — 1) oldugundan a/(k? — 1)u.

a/(k? — 1Du + k oldugundan a/k. a/(k? — 1) oldugundan a/k dikkate aliirsa a/—1 yani
a = +1 elde edilir. Simdi ((k? — 1)u + k,n) = b olsun. b/(k? — 1)u + k oldugundan
k(ku+1) —u = (k* = Du+ k = 0(modn) olur. u?+ku+1=0(modn) ve b/n
oldugundan u? + ku + 1 = 0(modb). Boylece k(ku+ 1) —u = 0(modb) ve —u? =
ku + 1(modb) kongriianslarindan k(—u?) —u = 0(modb) elde edilir. b t u farzedelim.
(u,n) = 1 ve b/n oldugundan (u, b) = 1°dir. Ustelik —ku — 1 = 0(modb)’dir. Boylece
u? = —ku — 1(modb) yani b/u? olur ki ¢eliskidir. O halde b/u ‘dur. (u,n) =1 ve b/n
oldugundan b = 1’dir. Bu yiizden

1
u+ k u+—ry
k2-1 _ k%
n

((k2 —Du+k, (k2 — 1)n) = 1 oldugundan kesri indirgenmis formdadir,

1
dolayisiyla F, ,, ‘de bir kosedir ve uTJr" kosesinin gidebilecegi en uzak kosedir.

nz+k 1

. Yitnzrio-1 _ Ytx - ey i .
lim, o, ————— = 2 oldugundan gidebilecegi bir en yakin kdse yoktur.

Uygulama

Teorem 2.5.1.1 deki 1. ve 2. maddeler F,,’deki kenar sartlaridir. 3. ve 4. maddedekiler
F_,, »’nin kenar sartlaridir. Dolayistyla:

Fin=FEnVUF .y,
Yani E,,’nin V-kise ve E-kenar kiimeleri F, , ve F_, ,’nin kise ve kenar kiimelerinin
birlesimidir. Yani
r

X = T x r X
;%;EFu,n C};%;EFu,nveya;—);EF_u,n

Agik¢a Fy, =F , UF 1, . u=1,n =2 oldugundan u® = —1(modn) kongriians1 goz
oniine alindiginda 1 = —1(mod2). Gi, kendisiyle eslesmis ve bu yiizden
yonlendirilmemistir. Boylece F;,’de yonlendirilmemistir. Burada u = v(modn)
kongriians1 goz Oniine alindiginda yine 1= —1(mod2) oldugundan F;, =F_,,.
Dolaysiyla F; , = F; .

Simdi Fy; teki durumu irdelemeden once Fy; e bakalim. u? Fu+ 1= 0 (modn)
kongriians1 gdz oniine alindigmda 12 F 1+ 1 = 0(mod3) oldugundan iiggen devre

mevcut oldugunu biliyoruz. co — % - uTH — oo Konfigiirasyonunda ilgili degerler yerine

yazilirsa
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1 1 2 1

0 3 3 0

licgeni elde edilir. F; 3~F_; 3 = F, 3 oldugundan simdi de F;, 3 teki liggenin agik ifadesini
elde edelim. % - % - % - % Konfigiirasyonuna kenar gartlar1 uygulandiginda un — xn =

+nveu—x=+1,yanix =u+ 1. Boylece co - % - uT_l — oo Konfigiirasyonundan

1 2 1 1

073730

elde edilir. Burada, ters yonlenmis iiggenler ortaya ¢iktigindan, F; 3 V€ F, 3 graflarinin
eslesmis graflar, yani G(f, @) ile G(a, ), olup-olmadigi sorusunu sormak dogaldir. Yanit
evettir, ¢iinkii uv = —1(modn) kongriians1 goz oniine alindiginda 1.2 = —1(mod3).

Ote yandan F; 3 kendiyle eslesmis graf degildir. Genel olarak iiggen devre sartt u? ¥ u +
1 = 0 (modn) kongriians: ile kendiyle eslesmis olma sart1 u? = —1 (/nodn) kongriiansi
birlikte ele alindiginda u = 0 (modn) sarti elde edilir ki (u,n) =1 oldugundan bu
miimkiin degildir. Sonug olarak ii¢ggen igeren bir grafin yonsiiz olmas1 F,, graflarinda
miimkiin degildir.

Simdi gorecegiz ki Fj 3 iin aksine F 3 yonsiizdiir. F, , nin kendisiyle eslesmis graf olmasi
icin gerek ve yeter kosulun u? = F¥1(modn) kongriiansinin saglanmasi oldugunu

biliyoruz. 1 = 1(mod3) oldugundan F; 3 kendisiyle eslesmistir.

1/3 2/3 1/3 2/3
F, 5 - grafi F_y 5 - grafi

Sekil 13. Fy 5 ve F_, 3 graflar
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1/3 2/3
F, 5 - grafi

Sekil 14. F, ; grafi

Simdi u? ¥ u + 1 = 0 (modn) ve u? = 1(modn) kongriians denklemleri birlikte
degerlendirildiginde +u + 2 = 0 (modn), yani u = 2 (modn) elde edilir. Boylece tiim
F,_,, formunda ii¢gen igeren graflarin yonsiiz oldugu sonucu ¢ikar. Ayrica F, ,, deki her

licgen Fu'n de bir iiggendir. Ancak tersi dogru degildir. Ornegin, 152,7 =F,UF,;,=

- g3 . 1 2 3 1 1 5 4 1
F, 7 U F5; oldugunu biliyoruz. Boylece A;: e G A,: - temel

tiggenleri elde edilir. Agikga A€ F, ; olmasina karsin A, & F, ; dir.

2/7 3/7
F, , - grafi

Sekil 15. F, , grafi
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(e8] (8] (o8] Co
2/7 3/7 1/3 2/3
F, ; grafi

Sekil 16. F, ; grafi

Son olarak devre igermeyen graflari, yani ormanlari inceleyelim. Fy, =F;,
oldugundan n = 2 den sonraki en elemanter orman n = 4 i¢in meydana gelir. F; , = F; 4, U

F3 4 oldugundan ilgili ormanlar ve ormanlardaki temel agaclar sekildeki gibidir.

[ea]
v
é - é‘- ~
I
,é'\‘(’ ﬁ\.f \]
5 3 1 5 9
28 16 4 16 28
Fy 4 grafi
Sekil 17. F, 4 grafi
(w0 CO
A 4
- -
~N7 TN N 4 \‘/"'\.--\
s 3 r > 2 . O 3 32
28 16 4 16 28 28 16 4 16 28
FM grafi

Sekil 18. Fy 4 grafi
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Burada ortaya ¢ikan 6nemli sorulardan biri, sag ve sol tarafa dogru yonlenmis temel
agaglarm birbirleriyle kesisip kesismedigidir. (u,n) = 1 ise 3k € Z o6yle ki u? + ku +
1 = 0 (modn) oldugunu gosterdik. Yine (u,n) =1 ve u?+ ku + 1 = 0 (modn) ise

1 u+—l
o(5)==Fveop (%) = — oldugunu biliyoruz.

% . AA_
0,25 0,50 0,75

1
F, 4 grafi
Sekil 19. F; , grafi
Teorem 5.5°ten de — g 52_4 oldugu biliniyor. Boylece F, 4 i¢in u? + ku + 1 =
k—-Vk?-4

0 (modn)’den 1+ 2.1+ 1 = 0 (mod4), yani k = 2. Buradan

= 1 olur. Sonug

1+1

olarak % - i = = % . F34 i¢in 324 2.1+ 1 =0 (mod4), yine k = 2. Buradan

. 1 3 3-1
limit 1 olur. Sonug olaraka—>z—>---—>T=E.



3. IRDELEME

Modiiler grubun Picard grubundaki normalliyeninin altydriingesel graflart ilk kez
(Gozitok-Guler, 2018)’de calisiimistir. (Akbas, 2001)’de sonlu tiretilmis Modiiler grubun
eliptik iiretecleri ile altyoriingesel graflarindaki devreler arasindaki iliski ortaya konduktan
sonra bunu diger sonlu iiretilmis gruplara uygulayan pek c¢ok c¢alisma yaymlanmistir.
Dolayisiyla (Goziitok-Guler, 2018)’de ¢alismanin odaginda igeresinde devre olan graflar
ele alinmis ve bunlarin eliptik iireteclerle olan baglantisina dair sonuglar elde edilmistir.

(Deger vd, 2011)’de Modiiler grubun altyoriingesel graflari igerisinde agag¢ olanlarin
da oldukca 6nemli oldugu gosterilmistir. Bu yaklasim daha sonra (Sarma et al., 2015)
calismalarinda desteklenmis ve bu agaglarin yeni bir tiir stirekli kesir gdsterimi oldugu
kanitlanmistir. Bu tez ¢alismasinda bu 6neme atfen normalliyenin devre igermeyen graflari
yani ormanlar1 ele alinmis ve bunlara dair sonuglar elde edilmistir.

Bu tezdeki sonuglar ve (Goziitok-Guler, 2018) ¢alismasi ile birlikte Modiiler grubun
Picard grubundaki normalliyeninin altyoriingesel graf karakterizasyonu tamamlanmigtir.
Buna gore, devre sartlar1 nedeniyle normalliyenin graflari igerdigi devre agisindan modiiler
gruba nazaran daha zengindir. Sonuglar itibariyle (Kader-Guler, 2013) ile benzerlik
gostermektedir. Ancak devre sartlarindaki artis, gidilebilecek en uzak kdse ve minimal
uzunluk acisindan modiiler grup ile karsilastirildiginda herhangi bir degisiklige yol
acmadig1 ispatlanmastir.

Bu tip calismalar literatiir acisindan &nemlidir. Ornegin bir baska normalliyen,
[o(n)’nin PSL,(R)’deki normalliyeninin altyoriingesel graf karakterizasyonu 118F018
kodlu Tiibitak projesi olarak desteklenmis, bu yonde yapilan bir ¢ok c¢alisma da son
yillarda yaymlanmistir. Ayrica siirekli kesirlerin, sirasiyla Pell denklemleri, Mobilis
dontisiimleri ve Genisletilmis modiiler grupla olan iligkisine dair tezler yazilmistir(Pekasil,
2006; Cinar, 2008; Sarica, 2019). Elde ettigimiz sonuglar, bu sahadaki arastirmalara da
katk1 saglamaktadir.



4. SONUCLAR

Bu tez calismasinda elde edilen temel sonuglar:

1. Modiiler grubun Picard grubundaki normalliyeninin altydriingesel graflarinin
orman olma (devre igermemesi) kosulu gerek ve yeter sart olarak elde edilmistir (Teorem
2.5.1.8). Buna gore F, , ormandir < graf iiggen igermiyorsa yani u? + u + 1 = 0(modn)
dir.

2. Normalliyeninin altyoriingesel graflarindaki herhangi bir agacin gidibilecegi en
uzak kose hesaplanmistir (Teorem 2.5.1.7). Buna gore,

u,n € Z* ve (u,n) = 1 olsun. F,,, grafi igin
@) %— kosesinin gidecegi en uzak kose, k, 1 < k < nwveu? + ku + 1 = 0(modn)

1
U+s
kosullarini saglayan yegane tamsayi olmak tizere Tk kosesidir. % ‘nin gittigi bir

en yakin kose yoktur.

1
(b) u%k kosesinin gidecegi en uzak kose k, 1 < k < nveu? + ku + 1 = 0(modn)

1
u+—y 1

k-7 , . Lg.oute
k kosesidir. Tk ‘nin

kosullarini saglayan yegane tamsay1 olmak iizere

gittigi bir en yakin kose yoktur.
3. Modiiler grubun Picard grubundaki normalliyeninin altyoriingesel graf

karakterizasyonu bu tez ile birlikte tamamlanmaistir.



5. ONERILER

Bu tez caligmasinin ana objesi Modiiler grubun Picard grubundaki normalliyeni idi.
Diger sonlu iiretilmis gruplarin da alt yoriingesel graflari ¢alisilabilir, ki literatiirde bu
yonde ¢alismalar vardir (Wilson 2009).

Yine siirekli kesirlerin matris cebiri ve yineleme bagmtilar1 ile olan iliskisi
kullanilarak buradaki sonuglar1 yeni gosterimlerle ¢esitlendirmek, sayilar teorisi agisindan
ilgiye deger sonuglar verebilir (Deger, 2017).

Ayrica rasyonel sayilarin simiflandirma ve sayilabilirlik algoritmalari iizerine yapilan
calismalar dikkate alindiginda alt yoriingesel graflarla bu hususlarin ele alinip
alinamayacagi problemi ¢alisilabilir (Nathanson, 2015).

Calismada grup hareketinin cereyan ettigi kiime olarak rasyonel sayilar kiimesinin
secilme nedeni cusp (parabolik doniigiimlerin sabit noktalari) kiimesi olmasidir. Eliptik ve
hiperbolik doniisiimlerin sabit nokta kiimelerinin de incelenmesi Mobiiis doniisiimlerinin
onemli problemlerinden biri olup, bu tezde calistigimiz grup, bu agidan da arastirma

konusu olabilir (Schoneberg, 1974; Shimura 1974; Kulkarni, 1991).
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