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Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Ali OLGUN
Eylal 2020, 57 sayfa

Bu calisma dort bélimden olusmaktadir. Birinci bélim giris icin ayrilmistir. ikinci
bélimde konuyla ilgili bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir. Uciincii bolimde
Jain-Baskakov operatoru tanitiimigtir. K-fonksiyoneli tanimlanmis. Jain-Baskakov
operatorinde sureklilik modulu yardimiyla yakinsaklik orani incelenmigtir. Dordtincu

bélimde J.P. King; Jain-Baskakov operatorinin yakinsakligini incelemistir.

Anahtar Kelimeler: Baskakov operatoéru, Yakinsaklik,
Korovkin teoremi, K-fonksiyoneli,

King-tipi operator.



ABSTRACT

APPROACH WITH MODIFIED JAIN-BASKAKOV
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is reserved for introduction.
In the second chapter, some fundamental definitions and theorems are given on the
subject. In the third chapter, Jain-Baskakov operator is introduced. K-functional is
defined. Convergence rate was investigated with the continuity module in Jain-
Baskakov operator. In the fourth part, J.P. King; Jain-Baskakov examined the

convergence of the operator.
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SIMGELER DiZziNi

Cla, b] [a, b] Araliginda surekli fonksiyonlar uzayi
B, (f,x) Baskakov operator

Dfi (f, %) Jain-Baskakov operatori

Dn[’; (f, x) King-Tipi Jain Baskakov operatort
w(f;8) Sireklilik moduli

L,(f,x) Lineer pozitif operatérler

£, L, uzayi Gzerinde tanimli norm

K(f;t) K - fonksiyoneli



BOLUM 1

1. GIRIiS

Yaklasimlar teorisi Matematik Analizinin dnemli calisma alanlarindan birisidir. Bu
alanda simdiye kadar birgok caligma yapilmigtir. Halen de galismalar yogun olarak
devam etmektedir. Bu ¢alismalarin ¢ogu lineer pozitif operator dizileri i¢in Korovkin
tipi teoremlere dayanmaktadir. Yaklasimlar teorisinde pozitif yaklasim metodlari
temel rol oynar. Oyle ki surekli fonksiyonlarin yaklagimi ile ilgili ele alinan bir ¢ok
problemin incelenmesinde dogal olarak bu yol ortaya cikar. Ozellikle nitelikli
Ozellikler gerektiren monotonluk, konvekslik ve sekil koruma gibi 6zellikler bunlardan
bazilandir. P.P. Korovkin 1953 yilinda ([0,1] uzayinda tanimli (L,),ey lineer
pozitif operator dizisinin f € €[0,1] uzayi Uzerinde tanimli bir f fonksiyonuna diizgiin
olarak yakinsamasi igin ( Yani L,(f) = f olmasi igin) gerekli olan ¢ok basit, ayni
zamanda c¢ok kuvvetli olan kriterleri kesfetmistir. €[0,1] uzayinda [0,1] aralig
Uzerinde bittn sirekli fonksiyonlarin 1, x ve x? ile ayni 6zelliklere sahip oldugunu
goérmistlr. Yani [0,1] araligi lizerinde L,(f) - f olmasiigin f € {1,x,x?} olmasi
yeterlidir. Daha sonra bu durum gelistirilerek yaklasimlar teorisinin temelini

olusturmustur.

Bu teori reel analiz, fonksiyonel analiz, harmonik analiz, 6l¢i teorisi, istatistik teorisi,

toplanabilme ve uygulamali matematik ile dogrudan baglantilidir.

Yaklasimlar teorisinin baslangicinda basit ancak ¢ok kullanigl olan

n

B, (f,x) = Z f (%) (Z) xk(1 = x)nk

k=0

Bernstein operatorti temel olusturmustur. Daha sonra bu operatdr kullanilarak
bircok degisik operator tanimlanmigtir. Bu operatorlerden biriside Baskakov
operatorudur. V.A. Baskakov 1957 yilinda

B,(f,x) = i<n+k— 1)xk (1+x)”‘kf(§) :x €[0,0) nEN

k
k=0



seklinde c¢ok iyi bilinen Baskakov operatdrinud tanimlamistir ve bu operatérin
yakinsaklik ozellikleri incelenmigtir [2]. Daha sonra bir ¢ok arastirmaci Baskakov
operatérinun degisik tiplerinin yakinsaklik dzelliklerini incelemiglerdir ( [1], [2], [5],
[6], [7]. [10], [11]).

Baskakov operatéri baz alinarak Baskakov-Kantorovich operatorii, Baskakov-
Durrmeyer operatori, Jain-Baskakov operatorleri tanimlanmis ve bu operatorlerin

cesitli 6zellikleri incelenmis ve halen incelemeler devam etmektedir.

1972’de Jain asagidaki lineer pozitif operator sinifini

—(nx+vp)
wp(v,nx) = nx(nx + vp)*~* = ) (1.1)
B €[0,1), f € C(R,) olmak lzere
PP = a0 f(3), (12)

v=0

seklinde tanimlamistir [1]. Bu ifade literatirde Poisson-tipi dagilim olarak
bilinmektedir. Bu operatorun gesitli genellemeleri ve iki degiskenli halinin yakinsaklik
Ozellikleri hakkinda yapilan g¢aligmalar mevcuttur ( [4], [9] ). Poisson-tipi dagilim
temel baz alinarak integrallenebilen fonksiyonlar icin ¢esitli calismalar yapilmistir.
Bu calismalardan birisinde (2015) yilinda Patel ve Mishra integrallenebilen
fonksiyonlar icin Jain-Baskakov tipi bir operatért asagidaki sekilde tanimladilar ve

operatorun yakinsaklik 6zelliklerini incelediler [11].

b or . MTON i
D) = T2 Y o) | Pramsc®f @+ e F@  13)
Burada
Prore(D) = /e VD) Col (1.4)

FW)I'(n/c) (1 + ct)n/ctv-1

olup, wg(v,nx) (1.1) de tanimlanan ifadedir.



Biz bu tezde Patel ve Mishra’nin bu c¢alismalarinda verdikleri bu operatorin
yakinsaklik oOzelliklerini genis bir sekilde irdeleyecegiz. Amacimiz bu tip
operatorlerin degisik sekillerinin tanimlanmasi ve yeni operatorlerin yakinsaklik
Ozelliklerinin  incelenmesinde kaynak olusturacak sekilde aciklamalarda

bulunmaktir.



BOLUM 2

2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Lineer Pozitif Operatorler ile ilgili Temel Kavramlar

Bu bdlumde lineer pozitif operatdrlerle ilgili yaklagimlar teorisine temel tegkil eden
operatorlerin  yaklagsim ozelliklerini ve vyaklagsim hizlarinin belirlenmesinde
faydalanilan tezde kullanilacak bazi tanimlar, temel kavramlar verilmis ve gerekli

aciklamalar yapilmistir.

Tanim 2.1.1. (Noktasal Siireklilik) :

AcR ve f:A— R bir fonksiyon ve a € A olsun. f fonksiyonu a noktasinda

sureklidir & Ve>0 icin en az bir §>0 vardir éyle ki |[x—a|<d=

If(x) — f(a)| < & dur.

Tanim 2.1.2. (Duzgiin Sureklilik) :

AcC R ve f:A—- R birfonksiyon olsun. f fonksiyonu A Uzerinde sureklidir & ve >
0 icin en az bir 6 > 0 vardir dyle ki |x — t| < § esitsizligini saglayan Vx,t € A icin

If(x) — f(t)| < & dur.

Tanim 2.1.3.:

[a, b] arahi§i Gzerinde tanimli ve araligin tim noktalarinda surekli olan fonksiyonlar

uzayi C|a, b] ile gosterilmektedir.



Tanim 2.1.4. (Operator) :

X ve Y iki vektor (lineer) uzay olsun. X de ki f fonksiyonunu Y deki bir g
fonksiyonuna esleyenve L: X — Y f — L(f) =g seklinde gosterilen déniisiime
operator denir. Bu durum L(f) =g, L(f(t);x) =g(x), L(f;x)=g(x) seklinde
de ifade edilir.

Tanim 2.1.5. (Lineer Operator) :

X veY lineer normlu fonksiyon uzaylari olsun. L: X — Y operatori, her f,g € X ve

her «,f € R icin

L(<f+ Bg) =xL(f)+ BL(9)

esitligini saglarsa, L operatérine X den Y ye bir lineer operat6r denir.

Tanim 2.1.6. (Lineer Pozitif operator) :
L:X - Y lineer operator ve
Xt={feX:f(O=0} Y ={geX:g(t) =0}

olmak Uzere, Llineer operatérii Xt kimesindeki her bir f fonksiyonunu Y*
kimesinde bir fonksiyona donusturtyorsa, L operatorine lineer pozitif operatér

denir.

Lineer ve pozitif operatorler asagidaki 6zellikleri saglar.

Lemma 2.1.1.

L:X =Y lineer pozitif operatdr olsun. Bu durumda, f,g € X olmak tzere her t

icin

f@®) =g@® = L(f();x) < L(g(®);x)

dir. Bu 6zellige L lineer pozitif operatorinin monotonluk 6zelligi denir.



Ayrica monoton operatorler,

IL(F(8); 01 < LAf@®];x)

egitsizligini saglar.

ispat:
f() < gt)=> g(t) — f(t) = 0 (pozitiflik 5zelligi)
=>L(g®) - f(£);x) 20
= L(g(t);x) — L(f(t); x) = 0 (lineer operatér 6zelligi)
L(f(£);x) < L(g(t); %)
olur. Simdi,

IL(f(8); 0| < LAf@]; x)

esitsizligi dogru oldugunu gosterelim. —|f(t)| < f(t) < |f(t)| ifadesi her f

fonksiyonu igin dogrudur. Béylece esitsizlige L operatérii uygulanirsa
L=lf@Lx) < L(f(©);x) < LUf(@®)]; %)
—L(f®);x) < L(F(©);x) < LUf @O x)
ifadesi elde edilir. Mutlak deger zelliginden,
IL(F (&) 0| < LUSf @) x)

dir.

Tanim 2.1.7. (Operator normu):
L:X — Y bir operatér olsun. D(L) c X, L nin tanim kiimesi olmak Uzere Vf € D(L)
icin
IL(f5 0y < MIfllx
esitsizligini saglayan M € R* varsa L ye D(L) de sinirli operator denir.
LIl x—y = inf{M:|IL(f;2)|ly < MIIfllx }

sayisina L operatdrunin normu denir.



2.2. Korovkin Teoremi

Yaklasimlar teorisinde énemli bir yere sahip olan Korovkin Teoremi 1953 yilinda

P.P. Korovkin tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.2.1. (Korovkin Teoremi) :

L,:Cla,b] = Cl[a, b] lineer pozitif operatérlerin bir dizisi olsun. a,(x) ,B,(x) ve
¥o.(x) , [a,b] arahi§i Uzerinde dlzglin olarak sifira yakinsayan diziler olmak Uzere,

Vx € [a, b] icin
Ly(L;x) =1+ ap(x)
Ly (t; %) = x + Bn(x)
Ly(t%5x) = x* + 1 (x) (2.1)

kosullari saglaniyorsa bu durumda L,(f;x),[a, b] arahd Uzerinde f(x) surekKili

fonksiyonuna dizgun olarak yakinsar. Yani
Iim | (f; %) = f@)lcfap) = lim max |y (f; %) = f(0)] = 0

dir.

2.3. Sireklilik Modulia Ve Ozellikleri

Yaklasimlar teorisinde operatorin yakinsakhgi kadar, yakinsama hizi da onemlidir.
Bu sebeple operatorin yakinsama hizini veren bir fonksiyon olan ve sureklilik

modull olarak bilinen ifade asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.3.1. Kabul edelim ki f,[a, b] araliginda taniml surekli bir fonksiyon olsun.
x,y € [a,b] icin |x —y| <6 esitsizligini saglayan & > 0 sayisiicin |f(x) — f(y)|

ifadesinin en kdcuk Ust sinirina

w(8) = Sup |f () = FW)I

x-y|sé



denirse, w(8) degerine f nin sureklilik modilu denir. Bazen bu gosterim yerine
wr(6) veya w(d; f) gosterimleri de kullanilabilmektedir. w(f;6) sureklilik modulu

negatif olmayan ve artan bir fonksiyondur.

Suareklilik modulu  fonksiyonu asagidaki onemli ozellikleri gercekleyen bir

fonksiyondur.

Lemma 2.3.1. w fonksiyonu monoton artandir. Yani, 0 < §; < §, i¢in
01 <68, =2 w(f;6,) < w(f;6,)
dir.

ispat: 0 < §; <48, olsun. Budurumda |x — y| < 8, kosulunu saglayan (x,y) sayi
ciftlerinin kiimesi [x — y| < §; kosulunu saglayan say: giftlerinin kimesinden daha
kapsamlidir. Kumelerdeki supremum kavrami g6z onune alinarak sureklilik

modulinun tanimindan dolayi

w(f;61) < w(f;67)

yazilabilir.

Lemma2.3.2. m>1 (m € N) olmak tzere,

w(f; mé) < mw(f;d)
dir.
Ispat:

w(f;mé) = sup [f(x)—fQ)l
fi‘fﬁ[i;ﬁ%

ifadesinde x = y + mh segilirse, m € Z* igin

w(f;mé) = xysg[gb] |f &y + mh) — f(¥)|
|mh|<mé



= Sup]lf(y+mh) - f+m-D)+fy+M—-2)h) =+ f(y+h) - fl

x€la,b

|n|<8
m
= sup f(y+kh) —f(y+ (k—1h)
yelap]|e=
|h|l<d "7

yazilabilir. Buradan da

m

w(f;mé) < sup |f(y + kh) — f(y + (k = Dh)|
relal

olur. Yukaridaki toplamin igcindeki ifade sureklilik moduli olmasi ile toplananlarin

sayisi m tane oldugundan
o (f;md) < mw(f;9)
esitsizligi elde edilir.

Sureklilik modualinin sagladigi 6nemli 6zelliklerden biriside asagidaki gibidir.

Lemma 2.3.3. 1 > 0 reel sayisi igin,
w(f;46) < (1 + 1) w(f, 1)

ifadesi dogrudur.

Ispat: m, 1 nin tam kismi olsun. O taktrde m<A<m+1 olur. w sureklilik

modulinin monotonluk 6zelligi ve Lemma (2.3.2.) den

w(f;20) <wo(f;(m+1)&)<A+mw(f;6) <A +Dw(f;d)
olur. Dolayist ile
w(f;46) < (1+ 1) o(f, 1)

olarak elde edilir.



Lemma 2.3.4. f fonksiyonu [a, b] araliginda sirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
lim (f,8) =0
dir.

ispat: f fonksiyonu siirekli oldugundan siireklilik tanimi nedeniyle her £ > 0 igin

bir n > 0 vardir 6yle ki |x —y| <n oldugunda
|f(x) — f(y)| < & dir. SUreklilik modilinde § < n alindiginda w(f,§) < & dir. Yani

lim w(f,86) =0
olur.
= 1 olsun.

Tanim 2.1. (Holder Esitsizligi): p,g >0, =+

Q|-

4
P
(a;) = (aq,a,,as3,...) , (b;) = (by, by, bs, ...) seklinde diziler olsun. Bu durumda

Sans (S} (S

esitsizligine Holder esitsizligi denir.

Tanim 2.2. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) (a;) = (a4,a;,4a3,...) ,
(b;) = (bq, by, bs, ...) seklinde diziler olsun. Holder esitsizligi tanimi geregince

p=2,q=2 alinirsa
esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi adi verilir.

10



Tanim 2.3. (Taylor Formulu): f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir aralikta
(n + 1) " inci mertebeden surekli tirevlere sahip olsun. Bu aralikta her x igin f(x)’in

Taylor formuld,

= £
Fe =YD gy
k=0

seklindedir ve K, (x) ifadesine kalan terim, fark veya hata denirse

X

) = o [ (o= P F 0D @t

olmak lizere

n

(k)
0= Tyt k0

k!
k=0

yazilabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor formall adi verilir.

Tamim 2.4. (Agirhkh uzay ). M;, f ye bagh bir sabit olmak tzere [0,0) arahgi
uzerinde tanimh  |f(x)| < Mf(1 + x™) kosulunu saglayan fonksiyonlardan olusan

kiimeye B,m[0,0) yada B,»(R*) agirlkl fonksiyon uzayi denir.

Bu uzayda lim % ile sinirh ve surekli fonksiyonlardan olusan alt uzay ise
X—00
C,m[0,0) ile gosterilir. Bu uzaydaki normise ||f|l,m» = sup 1’1(—;)” ile tanimlanir.

X€[0,00)
( Haciyev ve Hacisalihoglu 1995)

Yukaridaki tanim g6zénine alindiginda C,m[0,) := B,m[0,0) N C[0,00) dur.

Daha genel olarak ise p(x) monoton artan, surekli ve lim p(x) = gartini
X—00

saglayan agirlk fonksiyonu olmak Uzere Bp(]R+) ve CP(R+) p(x) agirlikh normlu

uzaylardir.

11



Tanim 2.5. (K- fonksiyoneli) : [0, ) araliginda tanimli tim reel degerli sinirl ve

surekli f fonksiyonlarinin olusturdugu kimeye Cy[0,0) agirlikli fonksiyon uzayi

denir. Bu uzaydaki norm ||f|| = sup |f(x)| seklinde tanimlanir. Yine bu uzayda
x€ [0,00)
6 >0 icin,
¥,(f,6) = _inf  {lf —gll+6llg"ll} (2.2)
x €Cp [0,00)

seklinde tanimlanan fonksiyona Peetre - K fonksiyoneli adi verilir. Burada
CI_% [0,00) = {g € CB[OIOO) : gllg” € CB[OIOO)}

olup,

wa(FNE) = P P |f(x +2h) — 2f (x + h) + f(x)]

0<h<V& x€[0,0)

f € Cg[0,00) nin ikinci dereceden sureklilik modilidir. Ustelik 3M > 0 sabiti icin
K, (f, 8) < M wy(f, V) (2.3)

esitsizligi saglanir.

Tanim 2.6. (Gamma Fonksiyonu):

I'(x) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,

[0e]

I'(x) = j t*le~tdt

0

genellestiriimis integrali yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonu,

1) T'(x+1) =xI'(x)
2) Tn+1)=nl=nn—-1!=nl'(n)

3 1(5) =V

esitliklerini saglar.

12



Tanim 2.7. (Beta Fonksiyonu):

Beta fonksiyonu

1

B(x,y) = f t*"1(1 —t)Y 1de
0

(Re(x) >0, Re(y)>0)

Genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Bu tanima es deger olarak
B(x,y) =2 f (sinB)?*~1 (cosB)?Y~1dO
0

ve

e ux—l
B(X,y) =1mdu
0

(Re(x) >0, Re(y)>0)
yazilabilir. Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi ise

_Iro)

N =165y

(x,y#0,—-1,-2,..)
seklindedir. Ayrica bu esitlikten kolaylikla gorulebilir ki

B(x,y) = B(y,x)

olup, bu esitlik Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi olarak adlandirilir.

13



BOLUM 3

3.JAIN-BASKAKOV OPERATORU

1972’de Jain [5] asagidaki lineer pozitif operator sinifini

v
[ﬁ](f, x) = Z a)ﬁ(v, nx) f (E) , (3.1)
v=0
tanimlayip yakinsaklik dzelliklerini incelemistir. Burada
—(nx+vp)
wp (v, nx) = nx(nx + vp)* ” ) (3.2)

olup, B €[0,1), f € C(R,) dir. Yukarida tanimlanan operatérde

=1

i nx(nx + vp)V-te~x+vh)

v!
v=0

dir. Bu esitligi gostermek igin

B(2) = 9(0) + Z%[;;v__ll ((@)'0@)|, 0] (f(Zz)>v
v=1

Lagrange formilinde @(z) = e™)? ve f(z) =ef? alinir ve gerekli islemler

yaplilirsa,

o 1 dv—l
et = 1‘*:Ezaildzu_l((eﬁZ)”<nx)e<”x”) ]z“e‘“ﬂz

1
+ —
_U ld — 1(nxe(nx vﬁ)z) .= 0] zVe Vhz

B 0] Zve—vﬁz

(nx) (nx + vﬁ)” 1

(zeF7)"

Zl nx(nx + yp)vLemx+vh)z
v! z

14



olur. Bu esitlikte z = 1 alinirsa

o

v—-1
gnx _ 1_{_Z:nx(nx+v,8) -

v!

v=1

olarak elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi e™™* ile ¢arpilirsa

o)

v—1
1=e ™ 4 Z nx (nx :'vﬁ) e—(nx+uﬁ)

v=1

o

-1
1 z nx(nx + vp)? - ()
v!

v=0
olur.

Jain’in tanimladi§i bu operatdér baz alinarak bazi calismalar yapilmistir. Bu
calismalardan biri de Patel ve Mishra tarafindan yapiimistir ve Jain-Baskakov

operatorinin Durmeyerr modifikasyanu olarak ifade edilebilen

(n—o)

c

DhL(f ) = > 05 [ Proac©F@de+ Q) (33)
v=0 0

seklindeki operator Uzerindedir [11].
Burada

I'(n/c+v—1) (ct)v?
F(W'(n/c) (1 + ct)n/etv-1

pn,v—l,c(t) =c

olup wg(v,nx) (3.2) ile tanimlanan ifadedir. Bu operatérde Ozel olarak ¢ =1
alinirsa [11] numaral kaynakta verilen Jain-Baskakov Durmeyerr operatori elde

edilir.

Bu kisimda c¢ parametresine bagh degistiriimis Jain-Baskakov operatorindn
yakinsaklik o6zelliklerinin incelenmesinde kolaylik saglamasi bakimindan basit

sonugclar ve dogrudan elde edilebilecek ifadeler verilecektir.

15



Lemma3.1. m=0,1,2,3,4icin PP(t™ x) ifadeleri agsagidaki sekilde elde edilir.

X

2 X

(8] __
R =G Y aa - e

x3 N 3x? _ (@p+1Dx
1-8)2 n@1-p* n2(1-p)"’

PPI(t3,x) =

x* 6x° (368* — 7283 + 3682 — 88 — 7)x?
A-pF na-pp n2(1— p)°

P4 x) =

(10585 — 14B* — 283 + 1282 + 8B + 1)x
" n3*(1—p)’

ispat: ispat icin asagidaki esitligi tanimlayalim.

® a + k k+r—1
S(r,a,B) = z (@tp k') Ce~@tB) 1 — 0172, .. (3.4)
k=0 '

Oyle ki bu esitlikte r = 0 icin
aS0,ap)=1

olur. Bu durumda
S(r,a,B) = Z BX(a + BK) S(r — 1, a + Bk, B)
k=0

esitligi saglanir. Esitligin dogrulugunu inceleyelim.
S(r,a,B) fonksiyonu
S(r,a,B) =aS(r—1,a,B) + pS(r,a + B, B)

esitligini saglar. Gergekten,

16



o (a+,8k)k+r—2

—(a+pk)
e
k!

Sr—1,a,B) =
k=0

® k+r—1
=N (g EEET oo = (@t proistra )

) k!
olur. Buradan
S(r,a,B) = (a+ Bk)S(r —1,a,B)
elde edilir. Bu ifade duzenlenirse,
Sr,a,B) =aS(r —1,a,B) + BkS(r — 1,a, B)

olur. Ayrica

(a+ﬁk)k+r 2

BKS(r —1,a,B) = ,Bkz o= (@B
> (d+ﬁk)k+r_2 _( "
=5 Z S— 4
k=0
i k+r—2
=p o+ Gy e~ (a+pBk)

(k—1)!

&

8 1

=

(Cl +ﬁ(k + 1))k+1+r—2

e—(a+[>’(k+1))
k!

B

=

8 |l

o

(a + B + k)1

k! e~(@B+BK) = BS(r a4+ B, B)

B

&
I
o

esitligi saglanir. Bu ifade yerine yazilirsa

S(r,a,B) =aS(r—1,a,B) + BS(r,a + B, B) ()

elde edilir. Buna gore
Strra+B,B)=(a+B)Sr—1,a+B,B)+BS(r,a+ 2B,B)
S(rya+2B,B) =(a+2B)S(r—1,a+2B,B) + BS(r,a + 36,8)

17



rekdrans bagintisi yazilabilir. Bu ifadeler () da yerlerine yazilirlarsa

S(rya,B) =aS(r—1,a,B)
+B{(a+B)Sr—1,a+B,B)+Blla+28)S(r—1La+2B,p)+ -1}
=aS(r—=1a,B)+L@+pL)Sr—-1,a+B,5)

+ B%(a+2B)S(r—1,a+2B,B) + -

- z B (a + BK) S(r— 1, a + Bk, B)
k=0
olur. Boylece
S(r,a,B) = Z Bk (a + Bk) S(r— 1, + Bk, B)
k=0

esitligi elde edilir.
Lemma 3.1’inispatiigin S(1,a,B) ,S(2,a,B) ,S(3,a,B) ,S(4,a, B) ifadelerini bulalim.

S(1,a,B) = aS0,a,B) + BS(L,a + B,B)
=1+ p[(a+p)SO,a+p,p) +pS(A, a +2B,5)]
=1+ B[1+ Bl(a+28)S(0,a + 28,8) + BS(1,a + 3B, B)]]
=1+ +B*[1+Bl(a+36)S0,a+3B,B)+BS(L,a+ 48,A]]

=1+B+p*+p3+-

Sy

seklinde bir geometrik seri ve dolayisiyla yakinsadigi deger elde edilir. Benzer

igslemler yardimi ile
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SQ2,a,B)=aS(,a,B) +BS2,a + B,B)

=“1iﬁ [(a+B)S(La+B,B)+BS2, a+2B,B)]
1 1
~ Y18 1-8
+B%[(a+2B)S(1,a + 2B, ) + BS(2,a + 35, 5)]
1 L Brat2p)
“1-p -B 1-p

+ B3[(a +30)S(1, @ + 3B,8) + BS(2,a + 4B, B)]

__a  B@+p) fat2p) FatIp)
T1=p T 1-p  1-p  1-p

Zﬁk(a+ k,B) _ iﬁki;oﬁk +mk§:0kﬁk+l

. W p?
S (1-p)? (1-p)3

olarak bulunur.

Benzer sekilde,

ﬁZ

SB3,a,B) = Z B¥(a + kB)S(2,a + kB, B) = Z B*(a +kpB) l(l 3)?

I ¥ BN
(1_3)2;0/3 (a+kﬁ)(a+kﬁ)+(1_ﬁ)3kz=0ﬁ (a+ kp)

— 1 N 2 nk k+1 2 nk+2 ’82 N k k+1
—(1_3)2;0((13 + 2akBrH+ k2B )+(1_ﬁ)3kz=0(aﬁ + kB

1 a’ 2ap? B3+ p) p? a
_(1—ﬁ)2l1—ﬁ+(1—ﬁ)2+ d-p) +(1—ﬁ)3l1—[3+(1—ﬁ)2

1
= Aoy =B+ 3B (1= ) + 2 + 26*]

B a? 3apB? +33+2'B4
_(1—ﬁ)3 A-p* @A-p)

19
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ve

S aB) =) FF(a+kp)SG a+kp,p)
k=0

- 2 2 3 4
=Y st [ D
k=0

aA-pF  a-p* " A-p)F

1 N . 3% N , B2
(1_ﬁ)3kzzoﬁ (a +kB) +(1_B)4kzzoﬁ (a +kB) +(1_ﬁ)5;ﬁ (a + kB)

1 [ee]
— z(a3ﬁk + 3a2kﬁk+1 + 3ak2ﬁk+2 +k3ﬁk+3)

-5 L
+ ﬁ)42(a23k + 2dkﬁk+1+k2ﬁk+2)
3 4
B(l + ﬁ[;s 2( ,Bk + kﬁk+1)
1 I al 3a2ﬁ2 +3aﬁ3(1+ﬁ)+ﬁ4(1+ﬂ+ﬁz)
TA-pPi-B AP a-p? (1-p)*

N 372 I a? 2ap? +ﬁ3(1+ﬁ)
- |1-8 A-p2 " G-p7

[33 + 2[34 a ﬁz

(1—ﬁ)5 Il B (1—ﬁ)zl

3 as 6a?p? 3ap? 65° + 58° + p*
T a-pE Ta-ps T a-py

esitlikleri elde edilir. Simdi bu esitlikleri kullanarak ispati tamamlayalim.

f() =1icin

o)

= nx(nx + vB)V-1
PTE'B](]‘IX) = Z wﬁ(v, nx) = Z ( 'B) e~ (nx+vB) — q

v!
v=0 v=0

oldugu aciktir.

20



Simdi (3.1) de tanimlanan P (t x) de f(t) =t alinirsa

(t x) = Z w0, nx)( ) Z nx(nx + vB)?-te~(nax+vh) (E)

v! n
v=1

o (nx+vﬁ)v 1 —(nx+vﬁ)
(v—1)!

olur. Burada v —» v + 1 yazilirsa

o (nx+vﬁ +ﬁ)ve—(nx+vﬁ+v)
= xz

V!

olur. (3.4) esitligi kullanilirsa

PPt x) = xS(1,nx + B, B) = X7 i[g y 1fﬁ

olarak elde edilir.

Simdi f(t) = t? alinirsa,

2 v—1,—(nx+vp)
(1:2 x) = Z wp (v, nx)< > - (nx +vg))_ 1(;! v

v=1

olur. Burada v = v + 1 yazilir ve gerekli duzenlemeler yapilirsa

x o (nx + vB + B)Ve—nx+vp+p)
__Z( B+PB) w+1)

V!

i(”x+vﬁ+ﬁ)v —(nx+vﬁ+ﬁ) +X e (nx+vﬁ+ﬁ)ve—(nx+vﬁ+ﬁ)
! n v!

elde edilir. Burada da ilk toplamda v = v + 1 yazilirsa

oo [00]

v! vl

xz(nx_i_vﬁ+2ﬁ)v+1e—(nx+vﬁ+2ﬁ) Z nx—i—vﬁ—i—ﬁ)” —(nx+vB+p)

elde edilir. Simdi (3.4) esitligi kullanilirsa

21



PP (2, %) = %[S(Z,nx +28,8) + S(1,nx + B, B)]

x [nx + 2B p? 1
ﬁﬁl—m2+ﬂ—ﬁﬁ+1—A

_{'"x+23—TlXﬁ—Z,B2+,82+1—zﬁ+ﬁZl
B 1 -5

f'nx(l—ﬁ)_i_ 1 l
nl(1-6)32  @A-p)3

x? x

“a-pr Taa-p?

olarak bulunur.

Simdi de f(t) = t3 alinirsa

had 3 2 v-1,-(nx+B) /,3

(8] /.3 _Z v _an(nx+ﬁ) e v

Pn (t ,X) = OG)B(U, TlX) <ﬁ> e ol ﬁ
v=

v=0

X - (nx + vB)v-1e~(nx+vp)
" n? (v—1)!

v=1

2

olur. Burada v = v + 1 yazilir ve gerekli duzenlemeler yapilirsa

(v +1)?

I O (nx + VB + B)Ve(nrHvB+A)
B FZ v!
v=0

x O (nx + vB + B)vexHvE+E)
=FZ( P W?+2v+1)
v=0

v!

I i (nx + v + B)vex+vh+h)
"~ n2 (v—1)!
v=1

+2

o (nx + VB + B)Ve~ BRI (nx + v + B)Ve(rHB+A)
_I_
(v—-1! v!

v=1 v=0

22



elde edilir. Burada birinci ve ikinci toplamda v —» v + 1 yazilirsa

)v+le—(nx+u/3+2ﬁ)

:%[Z(nx+vﬁ+2,8v! w+1)
v=0

i (nx + Uﬁ + zﬁ)v+!e—(nx+vﬁ+2ﬁ)
2y
v!
v=0

o (nx + v + B)Ue M HvBEA)
* Z v!
v=0

x hd (nx + Uﬁ + Zﬁ)v+1e—(nx+v[>’+2ﬁ)
" n? 2 (v—1)!
v=1

)v+1e—(nx+v[3+2ﬁ)

v!

= (nx +vB + 2P
+3

o (nx + VB + B)Ve(nxHB+A)
* Z v!
v=0

olur. Tekrar ilk toplamda v = v + lyazilirsa

)U+Ze—(nx+vﬁ+3,8)

x [ (nx +vB + 38
P,E'B](tg, x) = F [Z vl
v=0 '

)v+1e—(nx+v,8+2B)

= (nx+vB + 28
+3

V!

o (nx + v + B)le~nx+vB+p)
* Z v!
v=0

seklini alir. Simdi (3.4) esitligi kullanilirsa
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PI(£3, %) = % [S(3,nx + 3B, B) + 35 (2, nx + 28, B) + S(1,nx + B, B)]

_x (nx+3,8)2+3,82(nx+3,8)+,83+2,84+3(nx+2,8)
“n?| (1-p)3 1-p* (1-p)° (1-p)?

342 1
+G—BP+1—A
_x [nPx?(1=B)? +3nx(1—B) + 28 + 1
2 1-p)

x3 3x? 2B + Dx

T@=p7 n@-p7¢ nZ(1-p)
olarak elde edilir.

Simdi de f(t) = t* alinirsa

= v S nx(nx + B)PLe~ (B (y4
A = ) aptuno) () = Y ” ()
v=0 '

v=0

X - (nx + vB)V-1e~(nx+vp)

zﬁvzl w—1)!

olur. Burada v = v + 1 yazilir ve gerekli dizenlemeler yapilirsa

x O (nx + vp + B)lenx+vB+h)
CUGREESY = (W +1)?
v=0 '
ve—(nx+vﬁ+ﬁ)
A W3 +3v2+3v+1)

X (nx +vB +
)

v!
v=0

B i (nx + vp + B)ve”(x+vE+A)

" nd (v—-1)!

v=1

o (nx + v + B)Uenx+vB+h)

+3

TN
~ (v—-1)!
O (nx + VB + B)Ve(nrHvB+A)
+3
(v—21)!
v=1

ﬁ)ve—(nx+vﬁ+ﬁ)

v!

- nx +vp +
+z( B
v=0

24



elde edilir. Bu ifadedeki birinci, ikinci ve uglinct toplamda v - v + 1 yazilir ve

dizenlenirse

d (nx+v,6’+2,8)“+le_(nx+“3+2ﬁ)

” (v+1)?

x
Pn[m(tél, x) = 3 [

v=0

)v+1e—(nx+vﬂ+zﬁ)

' w+1)
U.

+32(nx+vﬁ+2ﬁ

)v+1e—(nx+uﬁ+2ﬁ)

- (nx +vf + 2B
+3

v!

o (nx + v + B)Ve~(nx+vB+H)
(v—1)!

v=0

e = Wr+2v+1)

x [i (nx +vB + Zﬁ)v+le—(nx+vﬁ+2[3)
v=0

)v+1e—(nx+uﬁ+2ﬁ)

' w+1)
U.

c (nx +vp + 2B
+3

)v+1e—(nx+vﬁ+2ﬁ)

- (nx +vp + 2B
+3

V!

o (nx + v + B)Ve~nx+vB+R)
(v—1)!

v=0
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x i (nx +uB + 23)v+1e—(nx+uﬁ+2ﬁ)
3 - D! Y

v=1

o (nx + UB + 23)v+1e—(nx+uﬁ+2ﬁ)
+2)
(v —1)!
v=1

)v+1e—(nx+vﬂ+zﬁ)

+z(nx+vﬁ+23

v!

© (nx+v,8 +25)v+1e—(nx+vﬁ+2ﬁ)

+3 (v —1)!

v=1

)v+1e—(nx+v[3+2ﬁ)

v!

- (nx+vB + 28
+3

)v+1e—(nx+uﬁ+2ﬁ)

v!

oo (nx +vp + 2B
+3

O (nx + VB + B)Ve~(MxHBHR)
* Z v!
v=0

v

x o (nx_i_vﬁ+2ﬁ)v+le—(nx+v,8+zﬁ)
" n3 z (v—1)!
v=1

i (TLX + Uﬁ + 2ﬁ)u+1e—(nx+v,8+2ﬁ)
+5 z
(v—21)!
v=1

)v+1e—(nx+vﬁ+2ﬁ)

v!

- (nx +vp + 2B
+7

o (nx + v + B)Venx+vB+h)
+
v!

v=0

haline gelir. Burada da birinci ve ikinci toplamda v — v + 1 yazilir ve duzenlenirse
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)U+Ze—(nx+vﬁ+3ﬂ)

x [ (nx +vB + 38
ZE[Z; v! @+D

)U+Ze—(nx+u/3+3ﬁ)

- (nx +vB + 38
+5

v!

i (nx + Uﬁ + zﬁ)v+1e—(nx+vﬂ+2ﬁ)
+7)

v!
v=0

O (nx + VB + B)Ve (M HvB+A)
)
v!

v=0

X d (nx+vﬁ+33)v+26—(nx+v[3+3ﬁ)
" n3 z (v—1)!
v=1

)U+Ze—(nx+uﬁ+3ﬁ)

v!

- (nx +vB + 3P
+6

)v+1e—(nx+v[3+2ﬁ)

= (nx +vB + 28
+7

v!

(0]

(nx + vp + p)ve x+vB+h)
3

v!

v=0

elde edilir. Birinci toplamda v —» v + 1 yazilirsa

)v+3€—(nx+v,8+4ﬁ)

X - (nx +vB +4p
_ﬁ[uz::o v!

d (nx+vﬁ +3ﬁ)v+ze—(nx+v,8+3ﬁ)
+6)
v=0

v!

)v+1e—(nx+vﬁ+2ﬁ)

v!

- (nx +vp + 2B
+7

o (nx + v + B)Venx+vB+p)
+
v!

v=0

olarak bulunur. Simdi tekrar (3.4) esitligi kullanilirsa
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= %[S(4,nx +4pB,8) +65(3,nx +3B,B8) + 75(2,nx + 2B,B) + S(1,nx + B, B)]

_x [(x +4B)°  6B*(nx +4B)*  (nx +4B)B3(118 +4)  6B°+8B° + B*
“wla-pt T a-ps T a-pe . a-pe

6(nx + 3B)* N 18(nx + 3B) S N 663 + 12p* N 7(nx + 2B)
1-p) 1-p* (1-p)° (1-p)?

782 1
Ta-p7 1-5
X x4 6x3 x2(36p* —72B% + 36B% — 8B —7)
“wla—pEtna=pps n?2(1—p)°

. x(105B5 — 148% — 253 + 1282 + 88 + 1)
1-p)

olarak elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Buna gore asagidaki Lemma verilebilir.

Lemma 3.2. n > 5c¢ > 0igin asagidaki ifadeler dogrudur.

DE.(Lx) =1,

B _ nx
Drelt ) = = 20a—p)

B 3 n? x? x(B* - 2B +2)
Dne(t%,%) = (n—2c)(n—3c) [(1-p)2 ¥ n(1-p)3

8 B n?x?(—(1— BInx + 3(B% - 28 + 2)) 1
Dne(t,2) = (1-=pB)*(n—2c)(n—3c)(n—4c) to (E)'

B oia N n3x3((1— Bnx + 6(B2 — 2B + 2)) 1
D,e(t%,%) = (1-=pB)*(n—2c)(n—3c)(n—4c)(n— 5¢) to (n)
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Ispat : ispati yaparken islem kolayligi agisindan asagidaki esitligi kullanacagiz.

. r . I'(n/c+v—-1 ct)V1
J.t]pn,v—l,c(t)dt:ftjc (n/ ) (ct)
0 0

rwrmn/c) (1+ct)n/ctv-1

Bunun i¢cin 6nce Gamma ve Beta fonksiyonlarinin

rre)

du = B(x,y) = Tt y)

| @
0

esitligini sagladigini géz onune alarak ifadeyi ispatlayalim.

[ j r - I'(n/c+v—1 ct)V-1
ft]pn,v—l,c(t)dtzftjc (n/ ) (ct) gt
0 0

rrn/c) (1+ ct)n/ctv-1

B CF(%+U - 1) foo (ct)i+v-1 "
- cJHir@)r (g) .

n

_cr(E+u—1) G +wr(z-j-1)
~orrr (%) r(E+v-1)

cr(g—j=1)rg+v)
T @W) T (%)

cruv(w+1).. (v+]—1)(——]—2)(——]—3)...F(%—j)
2 [ o M e [ e ey
cvw+1)..(v+j—-1)

e (n ; C) (n —CZC) (n — (]'C+ 1)c>

B covw+1)..(v+j—-1)
T m-o)n—-2¢)..(n— (G + o)

olarak elde edilir. Bu esitlik bize terim sayisini da vermektedir.
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Ornegin; j = 1icin,

footl (dt = v
pTL,U—l,C - (n _ C) (n _ ZC)
0
seklindedir. j = 2 igin,
5 B cv(v+1)
f EPnp-1(0dE = (n—c)(n—2c)(n—3c)
0

seklindedir. Ayni sekilde j =3,j = 4icin de benzer ifadeler bulunabilir. Simdi

Lemmanin ispatini yapalim. Bunun igin D,’f’c(l, x) operatoriinde f = 1 alinirsa,

B n-cwe y n-cw c
Dy, (1, x) :Tz wg (v, nx) f Pru-1,c(H)dt + e ™ = C ng(v,nx)n_c
v=1 0 v=1

=pPl(1,x) =1

elde edilir.

Simdi f = t alinirsa,

cv
(n—c)(n—-2c)

B n—=c¢ - n—=c -
Dy (t,x) = TZ wg (v, nx) f thny-1,c(D)dt = TZ wg (v, nx)
v=1 0 v=1

n v n (8] n X
= ) i — P t, =
n—ZCZwB(Unx)n n—2c " (&%) n—2c1-p
v=
B nx
(n—2c)(1-p)

olarak bulunur.
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Simdi de f = t? alinirsa,

n—«c¢
Dg,c(tz; x) = Tz wp (v, nx) f tzpn,v—l,c(t)dt
v=1 0

oo

_n-—c cv(v+1)
¢ ;wﬁ(v,nx) (n—c)(n—2c)(n—3c)

n2

oo UZ . o )
T 200~ 3c);“’ﬁ(“'"x)ﬁ+ (=20 (n = 3c)vzzl‘”ﬂ(”'”")£

n2

_ 8] 12 1o,
 (n—=2c)(n—-3c) <P” (t%,2) + nP” (t,x))

b n? x2 X X
= -20m-30 <(1 —p) n(1—p¢  n(i- ﬁ))

b x(B?—=2B +2)
= -20(-30 [(1 —A: T T na-py? ]

olarak elde edilir.

Simdi de f = t3 alinirsa,

n—c¢
DL =" 0pwn) [ Cpy s e
v=1 0

_n—cOo colv+ 1)+ 2)
T oc Uzzlwﬁ(v'nx)(n—c)(n—Zc)(n—3c)(n—4c)

3

n v3+ 302+ 2v
(n —2c)(n—3c)(n—4c) z wg (v, nx) n3

- n P %) + 2 Pl (e, ) + (81 (¢ 1)
T (n=20)(n—-3c)(n—4c)\'" n

n?x?(- (1—ﬁ)xn+3(ﬁ2—2ﬁ+2)) ( )
- (1 —B)*(n—2c)(n—3c)(n —4c) to n

olarak bulunur.
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Simdi de f = t* alinir ve benzer iglemler yapilirsa,

Df,c(t‘*,x) L wp(W,nx) | t*ppy_1,c(D)dt
_n-—c = cvlv+1Dw+2)(v+3)
o ;a)ﬁ(v,nx) (n—c)(n—2c)(n—3c)(n — 4c)(n — 5¢)

n4-

- (n—2c)(n—3c)(n—4c)(n—5c¢)

6 11 6
x [p,[‘” (4,0 + 2 PP 0 + S PP 0 + e x)]

_ 13x3((1 = B)an + 6(B* — 28 + 2)) 1
"(1-—5)5@1-2c)o1-3c)o1-4c)o1-5c)*'O<n>

olarak elde edilir. Simdi asagidaki Lemmayi verelim.

Lemma 3.3. n > 5c¢ > 0igin,

x(nB+2c(1-B))
(n-200(1-B) ’

,uf,n’c = Dﬁc(t —x,x) =

‘ug,n,c = Drﬁ:,c((t - x)z: x)
_ x2(n?B% +n(c +4cf — 5¢f%) + 6¢* — 12¢*f + 6¢%B?)
- (n—2c)(n—3c)(1—p)?

nx(B? — 2B + 2)
T 20m =300 =53’

uh o =DE ((t-x%%

(@ =pn®p2x*(2c(3 + 4B — 7B?) + B?n) + 6n’BZx* (B — 28 + 2) 1
= (n—20)(n— 30)(n — 40)(n — 50)(1 — B)° +0&>

esitlikleri saglanir.
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ispat: ispat Lemma 3.2. den yararlanilarak yapilacaktir. Bunun igin yardimci bir

ufn‘c(ti,x) =D ((t—x),x) i=1,24 operatérini kullanalim. Ayrica biliyoruz

ki Dﬁc operatoru lineerdir. Buna gore, gereken duzenlemeler yapilarak

,uf‘n,c = Dﬁ’c(t —x,x) = D,/f'c(t, x) — xD,/f’C(l, X)

= D8 (t,x) — x1

_nx —nx+nf +2cx — 2Pcx

n—=20)(1-p)
_x(np +2c(1-p))
- (n—-200(1-p)
olur.

uh . =DE ((t—x)% %) =D (t% %) — 2xD4 .(t, %) + x*DE (1, %)

n? x? x(B? -2 +2) _

nx
“m—2om-30|a-pr aa=pF | Fm-zoa-ptrt

xZ

~(n-20)(n-30)(1 - B)?

[n? + (6bnc —2n2)(1 —B) + (n — 2c)(n — 3c)(1 — B)?]

nx(B? — 28 + 2)
T = 20m =301 =5)°

_ x?(n*B? + n(c + 4cf — 5¢B?) + 6¢* — 12¢*B + 6¢*B?)
- (n—2c)(n—3c)(1 —p)?

nx(B? — 2B +2)
T = 20m =301 -5)°

olarak elde edilir. Ve son olarak operatorun lineerligini de kullanarak,
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Hone = De((t =%, 2)
= DB (% x) — 4xD C(t3 x) + 6x2Df,C(t2,x) — 4x3Df,C(t, x) + x4Df,C(1, x)

B 3x3((1 = Bxn + 6(B% — 28 + 2))
T (1=-PB)5(n—2c)(n—3c)(n— 4c)(n — 5¢c)

2x2(—(1 = B)nx + 3(B? — 28 + 2))
T T A= ) (= 20)(n — 30)(n — 4c)

5 n? x? x(B?—2B +2)
- 20m-30 [A-p2  n@-p)y

nx

“m—zoa-p ° !

(1 — B)n3B%x*(2c(3 + 4B — 7B%) + B?) + 6n3B%x%(B* — 2B + 2) 1
(n—2c)(n—3c)(n—4c)(n—5c)(1 - p)> ( )

olarak elde edilir. Simdi (3.3) ile tanimlanan D,f_c(f, x) operatorunun yakinsaklik

ozellikleri ile ilgili bazI Teorem ve sonuglar verilecektir.

Teorem 3.1. f € C5[0,0) ven > 3c > 0 icin,

Dic(f,) = fO| S @ (fo1lc(0) + Mo, (f. J (18,.0) + uznc(x)>

esitligi saglanir. Burada M pozitif bir sabittir.

Ispat: ispatta kolaylik olmasi bakimindan T)ff,c(f, x) yardimci operatérint asagidaki

gibi tanimlayalim.

(2¢ — 2¢B + np)x
(n—2c)(1-B)

DE(f,x)=DE .(f )~ f (x + ) + f(x)
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Simdi kabul edelim ki g € W2 = {g € C3[0,%); g',g" € Cz[0,0)} ve x,t € [0, )

olsun. Bu durumda g fonksiyonunun Taylor agilimi dikkate alinirsa;
900 = g@) + (€ =g’ @) + [ (¢ ~wg" wWdu
esitligi yazilabilir. Bu ifadeye Z) . operatoru uygulanirsa,
F (g0 =g+ g )Dh((t —x),x) + D <f(t u)g" (wdu, x>
elde edilir. T),’ic operatorinun lineerligi g6z 6nine alinarak ifade dizenlenirse,
C(g,x) gix) =g (x)D (E—x),x) + D f(t —u)g" (udu,x

seklinde yazilabilir. D C(g,x) in tanimindan dolayi

(2c — 2¢cp + nﬁ)x) P00

B _ — b _ —
Dn,c((t x),x) = Dn,c((t x),x) = f <x + (n—2c)(1-=p)

(2¢ — 2¢B +nP)x

= Dfic(t, x) — folc(l, xX) — Ix +

(n—2c)(1-p)
B nx (2¢c — 2cB + npB)x
_(n—ZC)(l—ﬁ)_x_lx+ (=201~ ) ‘xl
_nx—x(n—nf —2c+ 2cP) B (2¢ — 2¢f + nPB)x
(n—2c)(1-p) (n—2c)(1-p)
_ (2c—2cp +nP)x —(2c —2cf +nP)x _
B (n—2c)(1-B) -

olup, bu deger yerine yazildiktan sonra her iki tarafin mutlak degeri alinip,

< (t—x?lg"ll

j (t — wyg" (Wdu
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esitsizligi de kullanilarak,

t

f (t - w)g" (wdu

P

ﬁﬁ,c(gix) _g(x)| Sﬁ‘g’c ,» X

(2c—2cB+np)x
(n-2c0)(1-p)

x+

2c — 2¢cf +nB)x
< B _ 2 " f ( _ "
S Dace=00lg+ ) e Taa g Y9 W
esitsizligi yazilabilir. Bu ifade de #f,n,c degeri gbz onune alinarak
2
~B 3 |8 (2¢ — 2¢f +np)x ;

esitsizligi ve Dfic (f, x)in tanimi geregi

(n—o

(s

| D3| < > @51 [ Pro @I @1t + e O] < I
v=1 0

olur. Ayrica
fO-f)=f®)—g@®) - flx)+9x) + 9@ —g(x)

esitligi yazilabilir, bu esitligin her iki tarafina Dflc(f,x) operatéri uygulanip,

T)ﬁc(f, x) yardimci operatorinin tanimi da géz énine alinarak her iki tarafin mutlak

degderi alinirsa

[DE(F 0 — F@)| < | Dhe(f = 9.0) = (f = 90| + | Dhseg,0) - 9(x)

N (2¢ — 2¢B + np)x
T =200 -p)

N e

ifadesi yazilabilir. Bu egitsizligin sag tarafinin supremumu alinir , sureklilik

modulindn tanimi ve (3.5) ifadesi kullanilirsa
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D8 (f, ) - f@)| < 2IIf - gll +

2¢—2 2
WG+ <( c—2ch +np )") ]ng"n

n—200(1-p)

(2¢ — 2¢B + nPB)x
e (f' (n—20)(1-p) )

olarak elde edilir. Bu son ifadenin g € W? (izerinden infimumu alinir, K-

fonksiyonelinin
K,(f,6) = inf {lIf — gll +8llg"II}
geEWw

tanimini goéz énune alip,

(2c —2cp + nﬁ)x)z

— B
=it + (G250

olarak tanimlanirsa

B (Fx) — inf {IIf — : e=acfnp
[Dleri0) = FG| < inf Al = gll+ 8llg" I+ 0 (£ TZEE)

(2c —2cp + nﬁ)x)z N < (2c —2cp + nﬁ)x)
w—z20a-p ) | TV a—0a-p

<X, (f, uh G0+ (

ifadesi elde edilir. K-fonksiyoneli icin bilinen (2.3) esitsizligi de kullanilirsa

|D1€,c(f: x) — f(x)| < Mw, (f'\/ﬂf,n,c(x) + <(26 —2cB + nﬁ)x) )

(n—2c)(1-pB)

N < (2c—2cﬁ+nﬁ)x>
“Vom—20a-p

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.
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M; sadece f ye bagh bir sabit olmak lUzere R* kimesi lzerinde tanimli ve
|f (x)] < Mp(1 + x?) esitsizligini sadlayan tim f fonksiyonlarinin kiimesi B, (R*) ile

gosterilsin. Bu durumda

_ . . . .. flo
Cp,(R) = {f € B,,(R*) : f siirekli ve x — oo igin e yaklnsak}

PolXx

kimesi tanimlanabilir.

a pozitif bir sayl olmak Uzere [0,a] kapali araligi lzerinde f fonksiyonunun

alisiimig sureklilik modulu

we(f,6) = sup ~ sup ]If(t) = f(l (3.6)

|[t—x|<8 x,t€[0,a

seklinde tanimlanmaktadir. Ayrica bilinmektedir ki f € C, (R*) fonksiyonlarinin

wq (f, 6) sureklilik modulindn limiti sifira gider.

Simdi bu tanimlamalari g6z énine alarak (3.3) ile tanimlanan Df’c(f, x) operatori

icin asagidaki yakinsaklik teoremi verilebilir.

Teorem 3.2. a > 0 olmak lzere [0,a + 1] € R* sonlu alt arahdi lizerinde f nin

sureklilik modull wq41(f,8) ve f € C, (R*) olsun. Budurumda her n > 3c igin

D) - f||C[0 L S6ML+ af | () + 20011 <f, /,uf’n’c(x)>

ifadesi dogrudur.

ispat: x € [0,a] ve t >a+1 icin, t —x > 1 oldugundan |f(x)| < M¢(1 4 x%)
esitsizligi saglandigindan
If (&) = f()] < Me(1+¢2) + Me(1+ x%)

< Mp(2 4 t* +x%)

< Mp(2 4 3x% + 2(t —x)?)

< 6Mp(1 4 a®)(t —x)* (3.7)
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yazilabilir.
x €[0,a] ve t<a+1 icin, f in surekliik modulinin tanimi ve sureklilik

modilinin sagladigi 2 € Rt icin

w(f,A8) < (1 + Dw(f,d)

Ozelligi g6z onune alindiginda & > 0 igin

—x|6
|f(t) _f(X)l = wa+1(f1|t_x|) < Wat1 (f'lt (Sx' >

< (1 + 't;x'>wa+1(f, 5 (38

yazilabilir.

(3.7) ve (3.8) ifadelerinden asagidaki ifade yazilabilir.

F(8) = GOl < 6Mp(1+a®)(t =) + (1 + 't;x')waﬂ(f. ) (3.9)

Burada x € [0,a] ve t = 0dir. Bdylece (3.9) ifadesinin her iki tarafina D,flc(f, x)

operatoru uygulanirsa, operatorun lineerligi geregince

DL (f, %) — fF)| < DE(F(®) — )1, %)

5 < ch(lt—xl,x)>
< 6M;(1 4+ a®)D, ((t — %)%, %) + waia (f, 8) [ 1 +—

)

olur. Bu ifadenin sag tarafinin ikinci toplaminda sureklilik modulinin igindeki

Dﬁc(lt — x|, x) ifadesine Schwarz esitsizligi uygulanirsa

Dfic(lt—xl,x)=\/Dﬁc(1,x)\/1)ﬁc((t—x)2,x):\/Dfic((t—x)z,x)

olacagindan ifade
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|D1€.C(f» x) — f(x)|

< 6Mp(1 + az)l) (=225 + way1(f, 6) <1 + 6\/ [t - x)z,x)>

seklinde yazilabilir. Lemma 3.3. te tanimlanan umc(x) ifadesi gz Onine

alindiginda ifade

1
Dho(F,%) = F()| < 6Mp (1 + @D, () + waia (£, 8) (1 5 /uznc(»o)

sekline dondslr. Burada § = /Mch(x) olarak segilirse,

DI (%) = F(O)| < 6Mp (1 + @)t () + 2041 <f. /uf,n,c(x)>

elde edilir. Bu teoremin ispatini tamamlar.

Simdi de R* agirlikli yaklasim icin asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.3 EGer n > 3c, lim 8, =0 ve f € C, (R*) ise, o taktirde
n—-oo
: Bn _ —
lim [[Dren) -7 =

ifadesi dogrudur.

ispat : ispat icin Korovkin teoreminin sartlarinin sagladigini géstermek yeterlidir.

=0, r=0,1,2. (3.10)

lim ”Dﬁ’;(tr,x) —x"
n-oo ’ Po

ifadesini sagladigini gostermek yeterlidir. Once r = 0 igin bakalim. Bunun igin

Lemma 3.2 de verilen sonuglar kullanilirsa,

||Dﬁ 1,x) — || = en? [DEr (2 — 1] = 2P 11— 1] =0

X€E[0,00) = x€[0,00

elde edilir.
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Simdin > 2c i¢in r = 1 durumuna bakalim. Bu durumda

Dﬁn nx —x
w D0 -2 o
x€[0,00) 14 x2 ~ x€[0,00) 1+ x2

ot -

sup x
X€[0,00) 14+ xZ

< n 1
= ’(n—Zc)(l—ﬁn)_

n—n+np, +2c—2cf,
(n—2c)(1 - Bn)

n.Bn + 2C(1 - .Bn)
T (m=20)(1-Bn)

2 nfn
T~ m-20  -200- By

olarak elde edilir. lim 8, = 0 oldugundan n — oo igin limit alinirsa,
n—->0oo

o ot -] =0

olarak elde edilir. Benzer sekilde n > 3c igin esitligi gosterelim.

Brnri2 o\ _ o2
||D7[1J).ré(t2,X) — x? ”p0 — XE[S(;l,fo) |Dn,c(f -l,_?;)z x |

nz xz x(ﬁnz _ Zﬁn + 2) ,
p =200 =30 |08 "~ w@-4° | "

~ x€[0,w) 1+ x2

nZ

(m—20)(n—3c)(1— )%

2
sup X

xE[O,oo) 1 + xZ

INA

1

n(B,’ — 2B, +2)
n—20)(n—3c)(1 - B,)3

sup x
xE[O,oo) 1 + xZ

- n?—(m—-2c)(n—3c)(1 - B,)? n(ﬁnz — 2B, +2)
T (m=20)(n—3c)(1 - Br)? (n—2c)(n—3c)(1 — )3

olur. lim £, = 0 oldugundan n — oo limit aldiginda
n—-oo
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llm ”Dﬁ (t%,x) —x ” =0
Po

olur. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Simdi de asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4. lim 8, = 0 olsun. 2 > 0 ve her bir f € C, (R*) i¢in
n—>o0o

e PR -]
,lll_r)rolo xelo,0) (1 4 x2)142

ifadesi dogrudur.

sup |f(x)l

X€ERY 1452

Ispat : Herhangi x, > 0 sabiti igin, C, (R*) daki norm tanimi ||f]|,, =

ve mutlak degerin 6zellikleri kullanilirsa

sup | c(f,x) - f(x)| 22 |D”’ (f,x) — f(x)| - |z>ﬁ (f, x) — F(x)
x€[0,00) (1 + x2)1+4 = x<xo (1 + x2)1+4 xX2Xo (14 x2)1+4
oy (L
= ”Dﬁn(f) f” fClg))co ((1 _|_1;2)t1+/1 )| iiz;m %
DI (1 4 t2,x)
< oz =1, + 171 i’;ﬁol a +x2)1+f |
4 sup lf ()l

X2Xo (1 + x2)1+l

esitsizligi yazilabilir. Yukaridaki esitsizligin ilk terimi Teorem 3.3. ’den sifira gider.
Sabit bir x, > 0 i¢cin Lemma 3.2. gdéz 6nlne alindiginda fof;(l, X) ve Dﬁ’g(tz,x)
degerleri yerlerine yazilip, Tlll_l;rgo Bn = 0 oldugu g6z 6nune alinarak n — oo igin limite
gecilirse

ﬁn 2
sup D1+t x)

o XZXo (1 + x2)1+/‘1

llm

42



oldugu gorulur. Yeteri kadar buyuk bir x, > 0 degeri segilerek esitsizlikteki son

ifade istenildigi kadar kucultulebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi (3.3) ile tanimlanan D,ffg(f,x) operatoru igcin agsagidaki Voronovskaya tipi

teorem verilebilir.

Teorem 3.5. b>0 ve B,€(01) icin limpB,=1€R olsun. Bu durumda
n—-oo

x € (0,b) sabit noktasinda ikinci basamaktan tiirevienebilen her bir f € C[0, b] i¢in,

x(2 + xc)

rllilgon(zvﬁ’;(f x) — f(x)) =x(l+20)f () + ———

£ @)
esitligi saglanir.

ispat: x € (0,b) de ikinci basamaktan tiirevienebilen f fonksiyonununTaylor agilimi

£t —x)?
2!

+ (t — x)22,.(t)

2\ £
Fo= YT e fw 4 P -+
k=0

seklindedir. Bu ifadenin son terimindeki A,.(t) ,

limA,(t) =0
t-x
dir. Bu Taylor agilimina Dﬁ" operatoru uygulanir ve operatorun lineerligi kullanilirsa

144 _ 2
Dﬂn(f(t) x) _D (f(x) X)+D (f () (t — %) ; X)+D <f (x)(zt' X) ,x>
+ DI (A (0) (t — %)% ;%)

ifadesi elde edilir. Bu ifadede gerekli dizenlemeler yapilirsa

£

o= Dpe((t=0)%5%)

DER(f;%) = f(x) DER (L) + /(%) DER((t — %) ;%) +

+ DI (A, (t) (t — x)? ;%)

seklinde yazilabilir. Esitlikte Dﬁ’g(l; x) ifadesinin degeri yerine yazilirsa
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D32 = () + F/ () DR — )50 + 122 Dl (e~ 0% 1)

+ DI, (0) (6 — 0025 %)

elde edilir. f(x) esitligin diger tarafina atilir ve her iki tarafini n ile garpilirsa

! ”( ) nDER((t — x)? ;%)

n[DEn(fi2) — F()] = () nDER((t = %) %)+ —
+nDER (2, () (t — x)? ;%) (3.11)
ifadesi elde edilir. Esitlikteki son terimde Schwarz esitsizligi uygulanirsa

DI (A(t) (t — 2);2) < [nDn((t — 0)*; x)] [nDir 230 x)]
olur. Biliyoruz ki 2%(x; x) = 0 ve 2%(-; x) € Cg[0, ») oldugunda x € (0, b) icin
hmnDﬁ"(Az(t) ;x) = A2(x;x) =0
olur. Diger taraftan Lemma 3.3. den
lim n DAt = 2)*;%) = 0

elde edilir. Dolayisiyla

llm nD (A (@) (& — x)?;x)=0

olur. Eger (3.11) deki esitlikte n — oo limit alinir ve lemma 3.3. teki esitlikler

kullanilirsa,
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limn [DEL(f;0) = ()]

f”(x) ll—)@ [nDﬁz((t _ x)Z ;X)]

= F/Glim [nDf3((e =) 30] + 5

+ lim [nDTﬁ’};(Ax(t) (t — x)? ;x)]
n—->oo
olur. Bu ifadede ﬂf,n,c(x) =x(l+ 2c) ve uf,n‘c(x) = x(2 + xc) degerleri yerine
yazilirsa

x(2 + xc)

lim [fofé(f; x) —f(x)] =f)xl+20)+—

f"(x)
olarak elde edilir.

Dolayisiyla ispat tamamlanmig olur.
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BOLUM 4
4.1. KING TiPi YAKLASIM

2003 yilinda J.P. King operatorlerin yakinsaklik hizini artirmak igin, klasik Bernstein
polinomlarini degistirip yine e, ve e, test fonksiyonlari korunacak sekilde dizisel bir

yol 6nerdi [6]. Daha sonra bir ¢gok aragtirmaci bu teoriye bir ¢ok katkida bulundu.

Simdi (3.3) ile tanimlanan Df’c(f, x) operatoru igin King tipi bir yaklagim verilecek;

B €[0,1), x€[0,0) ve fe€C,(R*) olsun. Bu durumda King tipi lineer pozitif

operator asagidaki sekilde tanimlanabilir.

*B - (n—o) N F —nnry (x)
D) = S D ot ) J| Prasc@f@de + eOr©) 41y

(n—2c)(1-B)x
n

Burada r,(x) = dir ve wg (v, nx) Ve pny-1,(t) ifadeleri sirasiyla (1.1) ve

(1.4) de tanimlandigi gibidir. D,’fc(f, x) operatoru igin asagidaki Lemmalar verilebilir.

Lemma 4.1. D:fi(f,x) operatori  icin asagidaki  esitlikler saglanir.
DE(1,x) =1,
D (%) = x ,

B B n—2c 2 (B> -2 +2)
Dre(t 'x)_(n—3c)x T—30a-pr

n > 3c i¢in,

3 nx?((1— B (n—4c)x +3(? — 28 + 2))
= (=52 —30)(n—40) to

“B .3 1 ..
D, .(t°,x) (E) n > 4cicin,

D:P (t4,x) =

n?x3((1 - B)*(n— 6c)x + 6(B% — 23 + 2)) 1 N
(1-pB)?(n—3c)(n—4c)(n—5¢) +o (a) n > 5c¢ igin.

ispat : ispat icin D,*fc operatorunun lineerliginden ve Lemma 3.2. de elde edilen
ifadelerden faydalanacagiz. Agiktir ki D,*fc operatoru lineerdir. Yani, a, b sabitleri

icin D;‘fc(a + bt,x) = a + bx seklindedir. Buna gore;
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f() =1 ise

D:;,[i(]-: x) = (n : C) Z a)ﬁ(vf nrn(x)) foopn,v—l,c(t)dt
v=1 0
_n : C;wﬁ(u,nrn(x))nic =1
olur.
f(t) =tise
D () == 9 Z ap(011,0) | Py (O
n—cw v n(n—ZC)(l—ﬁ)x

b _ n _

T ;wﬁ(v,nx) m—-c)n—-2¢) (m—-201-B) x
olur.
f(t) =t?ise

. n—c
D5 (t2,x) = TZ wg (v, nrn(x))f t2. ppo_1c(D)dt
v=1 0

n-cw cv(v+1)
c le wp(v, 1 () (n—c)(n—2c)(n—3c)

2

n - v? n - v
= 290 =39 ; wg (v, nrn(x))ﬁ + 20030 ; wg (v, nrn(x))g

. ((n = 26)151 = ﬁ)x)z ) (

— n
~ (n=2¢)(n—30) (1-p)? n(l-p)3

_(n=20)x* (B*-2B+2)x
= Tm=30 Tm-300-5)7

olur.
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f() =t3ise

o)

. n—c
Dn{’;(t3,x) = Z a)ﬁ(v, nrn(x))f t3. Pry_1c()dt
0

c
v=1

o

n—c cvlv+ 1w+ 2)
¢ Z wp(v, 1 () (n—c)(n—2c)(n—3c)(n —4c)

v=1

3 o

n v3+ 302+ 2v
- (n—2c)(n—3c)(n—4c) UZ wﬁ(v, nrn(x)) n3

=1

o ((n — 2001 ﬁ)x)3 32 ((n — 200 - ﬁ)x>2 (82— 28 +2)
T (1=-PB)3n—2c)(n—3c)(n— 4c) 4 1-pB)*(n—2c)(n—3c)(n—4c)

_nx?((1 - B (n —4c)x + 3(B* — 2B + 2))
B (1-p£)2(n —3c)(n— 4c)

olur.

Son olarak f(t) = t* ise

. n—c
Dni(t“,x) = TZ wﬁ(v, nrn(x))f t*. pry_1c()dt
v=1 0

[0e]

n—c colv+ D+ 2)(v+3)
c Z wp(v, 1 () (n—c)(n—2c)(n—3c)(n—4c)(n— 5¢)

v=1

B n?x3((1 = B)%(n—6c)x + 6(B? — 2 + 2))
B (1-pB)2(n—3c)(n—4c)(n—5¢)

olarak elde edilir.
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Lemma 4.2. Eger ﬂZﬁ,c(ti»x) = D,"fc(t —x,x) i = 1,2,4. Seklinde tanimlarsak
,u:fl'c = D;:fc(t —x,x) =0,

BB < (B*—2B +2)
Home = Dnc((t =20)%2) = o—x® + L5 — Bz

n > 3c,

* * 1
”4.€1,c = Dn,p;((t - x)4; X)=o0 (E) ) n > 5c.

ifadeleri dogrudur.

Ispat : ispaticin Lemma 4.1. de elde edilenler kullanilir ve operatériin lineerliginden

yararlanilirsa

,u;[.i,c = D:f;(t —x,x) = D:fz(t, x) — xD:fC(l, X)=x—x1=0

wh =Dt - )% %) = DE (% %) — 2xD;5 (¢, x) + x*DE (1, %)

n—-2c ,  (B*-28+2)

“ =30 Tm-300-572

x —2x.x + x2

n—2c ,  (B*P=28+2)
(n—?)c_l)x +(n—3c)(1—ﬁ)2x

_m—=2c—n+3c\ , (BZ-2B+2)
(e ) aoa

¢, (pP-28+2)
_n—3cx +(n—3c)(1—ﬁ)2x

olur.
wih o =D h((t = 0% %)

1n,C

= Dy (t% x) — 4xDE. (63, %) + 6x2D, 5 (2, %) — 43D, 5 (6, %) + x* Dy (1, x)
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B n?x3((1 — B)*(n — 6¢c)x + 6(B% — 2B + 2))
B (1-pB)2(n—3c)(n—4c)(n - 5¢)

A nx?((1 = BH)(n—4c)x + 3(B% — 28 + 2))
x (1— B)2(n — 3¢)(n — 4¢)

,(n—2c , (B*-28+2) 5 . 1
+ 6x ((n—Bc)x +(n—3c)(1—ﬁ)2x>_4x X+x +0(H>

_n2x3((1 = B (n — 60)x + 6(B% — 2B + 2))
B (1-B)2(n—3c)(n—4c)(n - 5¢)

4nx®((1 = BH(n — 4c)x + 3(B? — 2B + 2))(n — 5¢)
B (1= B)%(n—3c)(n — 4c)(n — 5¢)

612 ((n—20)(1 - B —4c)(n—50))x? + (B2 — 28 + 2)(n — 4c)(n — 5¢))x
o ( (1-p)2(n—3c)(n—4c)(n—5¢c) )

1
—3x*+4o0 (—)
n

_ x*B((72n%c — 8n® +120c*)(1 — B)) + x*((240c? + 12nc)(1 — B)) + 108x*c*n(2 — B + B?)
h (1-pB)°(n—3c)(n—4c)(n—5c)

Teorem 4.1. lim S, = 0olmak uzere, n > 3cigin D,’;BC operatori (4.1) ile
n—co ’

tanimlanan operator olsun. B ¢ R* kompakt kimesi ve f € C, (R™) igin,
lim D (f, %) = £ (%)

Yakinsamas! x € B igin dizgundur.
ispat : ispati Lemma 4.1. ve Korovkin teoreminden yararlanarak yapahm.

Lemma 4.1. den,
D (1,x) =1,

Dt x) =x ,
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n—2c 2y (Bn® — 2Bn +2)
(n—30)" (n—3c)(1 B)?

*B"(tz x) = x n > 3c,

olduklarini biliyoruz. Buna gore,

lim D2 (1,x) = lim1 =1,
n—oo ’ n—oo

11m an;"(t x) =xliml =x,

n—-oo

2 no2e oy B —2t?)
11m D, (t%x) = llm (n — 3c) it (n—3c)(1— ﬁ)z
— 2 2 —2Bp +2
= x2lim = + x lim (P = 2P0 +2) = x21 + x0 = x?

n-oon — 3C n-oo (n — 3c¢)(1 — B)Z

dir. Bu sonuglar D " operatorinin Korovkin teoreminin sartlarini sagladigini

gosterir. Dolayisiyla,

lim D (f, %) = f(x)

yakinsamasi x € B i¢in dizgundur.

Teorem 4.2. f € Cg(R*), 0 < B < 1ven > 3 olmak lzere,

D5 (f, %) —f(x)| = G, (f\/E>

esitsizligi saglanir. Burada C; pozitif bir sabittir.

ispat: g € W2 ve x € [0,) olsun. g fonksiyonunun Taylor acilimindan
g =gx) +g'()(E —x) + f(t —u)g"(wdu te[0,0)

ifadesi yazilabilir. Bu esitligin her tarafina D;‘l’ﬁc operatoru uygulanir, operatorun

lineerligi ve Lemma 4.1. de elde edilen sonuglar kullanilirsa
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D;{gc(g. x) = D:f; gl +g'(x)(t—x)+ f(t —w)g (Wdu t € [0, )

t
= g()DE(,x) + g’ ODE(t —x,x) +DE f (t —uw)g" wdu
X
esitliginden,
t
Dyi(g9.2) — g(x) = D;f f (t —u)g" (u)du (4.2)
X

elde edilir.

Ayrica biliyoruz ki Cg[0,0) Uzerindeki norm tanimindan
t
[ - wg @] < @~ 0lg"1

X

yazilabilir. Boylece (4.2) ifadesinin her iki tarafin mutlak degeri alindiktan sonra

operator uygulanirsa
D*ﬁ _ :D*ﬁ _ 2 " — *f "
nc(g, %) — g(x) ne((E=2)%0)lg" COll = uyh gl
esitligi elde edilir. Ayrica

[D:E 0] < lifl

oldugundan
D20 — F@)| < DG - 9.0 = (F = )] + D (g, 0 — 9@
<2lf — gl + 55 Ng"l

yazilabilir. Bu esitsizligin sag tarafindan g € W2 ler igin infimum alindiktan sonra

K-fonksiyoneli i¢in bilinen (2.3) 6zelliginden yararlanilirsa
Tl,C(f’ 'x) f(x) — 1(’02 f’ MZ,n,C
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olarak elde edilir ve ispat tamamlanmis olur. Simdi D;‘lﬁc operatoru icin asagidaki

Voronovskaya tipi teorem verilebilir.

Teorem4.3.: b>0,p, € (0,1) ve lim nB,, = 0 olsun. budurumda x € (0, b) icin,
n—>oo

f € C[0,b] de ikinci basamaktan turevlenebilen f fonksiyonu icin

£

Limn (D3 (f,2) = £ () = x(2 + x0) —

ifadesi dogrudur.

Ispat : f fonksiyonunun Taylor agihimi

£ () —x)?

o + (t — x)22,.(t)

f@ =)+ f ) —x) +

olup,

limA,(t) =0
t-x

oldugu bilinmektedir. Simdi f nin Taylor agihminin her iki tarafina D . operatori

uygulanip operatorun lineerligi kullanilirsa

f”()

DI (F(6),%) = FO)DEM (1, x) + F1()DER((E - x), %) + D2 ((t — x)2,x)

+ D, Fr((t = )22, (8), %)
yazilabilir. Bu ifade dizenlenirse,

f”()

DI (F(0), %) = F(x) + —— ;" + DI (£ — 2)22,(8), x)

seklinde yazilabilir. Her iki taraf n ile ¢apilirsa

n (D0, — £0) = L, 4 D (e - 02,0,

olur. Burada son terimin n — oo giderken sifir oldugunu gosterilim.
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Son terime Holder esitsizligi uygulanirsa,

1 1
DR ((E = 00,0 < [P (¢ = 0%, 0 - [0 (20, 0]

olur.

Biliyoruz ki,
lim D2 (f(6), %) = f (%)
yakinsakligi var. Boylece Teorem 3.5. in ispati da g6z 6nune alinarak,
lim D/ (A2(0),2) = 22(6) = lim 2(2) = 0
yazilabilir.
lim nD/ (¢ — x)?A(8), %) = 0
olur. Diger taraftan Lemma 4.2. den de

*Bn — O,

limn
ATy e

limn P = x(2 + xc),

N—oo 2,n,c
Al_l)lgon Hanc = 0.
olarak elde edilirler. Boylece ifade
. “Bn f'&) g [ (x)
lim n (D (F(0),2) = f()) = === limmu i, = x(2 + x0) —

olur. [1] de Teorem 2.1 i kullanarak ispat tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA VE SONUG

Bu tezde bir ¢ parametresine bagli olarak degistiriimis Jain-Baskakov tipi bir
operator ve operatorun degigik formlarinin yakinsaklik ozellikleri incelenmig bazi
dogrudan sonuglar elde edilmigtir. Ayrica operatorun agirlikli uzaylarda yaklagim
Ozelliklerinden bahsedilmis, dizgln yakinsaklik ve noktasal yakinsaklik durumlari
incelenmigtir. Bu incelemeler yapilirken okuyucunun konuya hakimiyetinin
saglanabilmesi i¢in olabildigi kadar agilarak verilmistir. Bu sebepten dolay! sonug
olarak tezin bu konularda arastirma yapan kisiler i¢in bir kaynak olusturabileceqgi

dusunulmektedir.
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