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Bilimsel Etige Uygunluk Sayfasi

“Leavitt yol cebirlerinin endomorfizma halkalar1” isimli “Yiiksek Lisans” tezim
tarafimca intihal tespit programu ile incelenmistir. Buna gore tezimde bilimsel etik
ihlali ve intihal olarak nitelendirilebilecek herhangi bir durum olmadigini taahhiit

ederim.

Bu ¢aligmadaki tiim bilgilerin, akademik ve etik kurallara uygun bir bicimde elde
edildigini; ayn1 zamanda bu kural ve davranislarin gerektirdigi gibi, bu ¢alismanin
0zlinde olmayan tiim materyal ve sonuglar1 tam olarak aktardigimi ve referans

gosterdigimi beyan ederim. 22/09/2020
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OZET

Yiiksek Lisans

LEAVITT YOL CEBIRLERININ ENDOMORFIiZMA HALKALARI

Zehra CELIK COP

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisu
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Tufan OZDIN

E bir yonlendirilmis ¢izge ve K bir cisim olsun. Katsayilar1 K cisminden alinan E
yonlendirilmis ¢izgesinin Leavitt yol cebirleri 2005 yilinda G. Abrams ve A. Pino
tarafindan tanimlanistir. Bu tezde, ilk olarak, L := Li(F) ile gosterilen, Leavitt yol
cebirlerinin kendisi listiinde modiil yapis1 olusturdugu dikkate alinarak, 2015 yilinda G.
A. Pino, K. M. Rangaswany and M.S. Molina tarafindan verilen Leavitt yol cebirlerinin
endomorfizma halkalariin halka ve modiil teorisi 6zellikleri derlenmistir. Ayrica Leavitt
yol cebirlerinin endomorfizma halkasinin bagimli halka olmasi durumunda elde edilen

sonugclar verilmistir.

2020, 34 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Bagimli halka, Cizgeler, Endomorfizma halkalari, Leavitt yol

cebirleri.



ABSTRACT

Master Thesis

ENDOMORPHISM RINGS OF LEAVITT PATH ALGEBRAS

Zehra CELIK COP

Erzincan Binali Yildirim University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asist.Prof.Dr. Tufan OZDIN

Let E be a directed graph and K be a field. The Leavitt path algebras of E with
coefficients in K were introduced by G. Abrams and A. Pino in 2005. In this thesis,
firstly, for Leavitt path algebras denoted by L := L (E) considered as a right L-module,
rings and module theoretical properties of endomorphism ring of Leavitt path algebra
obtained by G. A. Pino, K. M. Rangaswany and M.S. Molina in 2015, have been
compiled. In addition, the results obtained when endomorphism ring of Leavitt path

algebras is dependent ring are given.
2020, 34 Pages

Keywords: Endomorphism ring, Dependent ring, (Directed) Graph, Leavitt path
algebra.
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Yiiksek Lisans Ogrenimi siiresince bana destegini hi¢cbir zaman esirgemeyen, tez
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1. GIRIS

Bir K cismi iizerinde tanimlanan sonlu boyutlu V vektor uzay i¢in B = {vy,..., v,} ve
B' ={vy,...,v),} ki taban ise n = m seklindeki boyut teoremi lineer cebirin temel
teoremlerinden biridir. Bu teorem bir K cismi i¢in ( her cisim kendi lizerinde bir vektor

uzay1 oldugundan ) K™ = K™ ise n = m olacak sekilde tekrardan ifade edilebilir.

Matematikte temel sorulardan biri boyut teoreminin genel halkalar i¢in dogru olup
olmadigidir. Yani R halkasi igin, bir sol R-modiil olarak R™ = R™ ise n = m nin
dogrulugu her zaman gegerli midir? Aslinda bir zR-modiil iki farkli tabana sahip ise bu
iki tabanin ayni sayida elemana esit olup olmadigi sorusunun temelidir. Eger bir halka bu
ozelligi tasiyorsa bu 6zellige IBN (Degismez Taban Sayist) 6zelligi denir. Tam sayilar
halkasi, cisimler, polinom halkalari, matris halkalar1 ve komutatif halkalar bu 6zelligi

saglar.

Fakat IBN (Degismez Taban Sayis1) 6zelligi her zaman gegerli degildir. Ornegin; S,
sonsuz ( sayilabilir ) boyutlu R-vektor uzay: Vden V' ye lineer doniistimler halkasi olsun.
( S={L:V - V|V,sonsuz boyutlu R — vektoruzay1} ) V nin bir tabam1 B =
{vi,...,v,...}ise B={v,v3,...,V3p1,... } U{Vp,Vs,...,Vyp,...} den ve V = VOV
saglanir. Buradan; S = Homg(V,V) = Homg(V,V®V) = Homgx(V,V)®Homg(V,V)
=S @ S =5?%oldugunda S, IBN (Degismez Taban Sayisi) dzelligine sahip degildir.

1962 yilinda W.G. Leavitt bu IBN (Degismez Taban Sayis1) 6zelligine sahip olmayan
modiilleri inceledi ve her m <n €N ¢ifti ve R, K-cebiri olmak iizere; modiil
izomorfizmasi olarak R™ = R™ olan ve IBN (Degismez Taban Sayisi) 6zelligine sahip
olmayan K-cebirlerinin varligin1 kanitlamigtir. Bu halkalar Lg(m,n) ile gosterilir.

(Leavitt, 1962 )

2005’te G. Abrams ve G. A. Pino Leavitt cebirlerinin genellemesi olarak, katsayilar1 K
cisminden olan bir satir sonlu E ¢izgesinin Lg(E) Leavitt yol cebirini tanimladilar ve

2008°de bunu keyfi ¢izgeye genislettiler.

G. Aranda Pino, K.M. Rangaswamy ve M. Siles Molina 2015’te Leavitt yol cebirlerinin

kendisi iistiinde bir sag modiil oldugunu dikkate alarak Leavitt yol cebirlerinin



endomorfizma halkalarinin von Neumann diizenli olmas1 gibi halka ve modiil teorideki

ozellikleri incelemistirler.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Giris ve kaynak 6zetlerinden sonraki boliimde halka
ve modiil teoride kullandigimiz temel tanim ve teoremleri verdik. Dordiincli boliimde
katsayilar1 K cisminden alman bir E ¢izgesinin Leavitt yol cebirinin tanimi ile 6rnekleri
verildi. Besinci boliimde ise Leavitt yol cebirlerinin endomorfizma halkalarinin halka ve
modiil teori 6zellikleri incelenerek, endomorfizma halkasmm bagimmli halka olmasi
durumunda Leavitt yol cebirinin ve E ¢izgesinin sagladig sartlar verilmistir. Tezin son

boliimiinde ise elde edilen sonuglara yer verilmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Leavitt (1962) calismasinda, “ Her n > m € N ve K cismi i¢in @2, R = @]-, R olacak
sekilde R = Lg(m,n) K-cebiri vardir.” Teoremini kanitlamis ve her i,j ve bir K cismi
icin {x1,X3,...,Xn, Y1, ¥2,..., Yo} eclemanlar1 tarafindan iretilen x;y; = 6;;1z ve

™ 1Y x; = 1p sartlarmi saglayan L(1,n) birimli Leavitt K-cebirini tanimlanmustir.

Ehrilch (1968) calismasinda, her birimli von Neumann diizenli R halkasmin bagimli halka

oldugunu ispatlamistir.
Henriksen (1973) calismasinda, bagimli halkalarin diizenli halka olmasini1 gostermistir.

Ehrilch (1976) calismasinda, bir R halkasini birimli von Neumann diizenli halka olmas1
icin gerek ve yeter kosulun R halkasmin diizenli ve sol morfik halka olmas1 gerektigini

ispatladi.

Cuntz (1977) galismasinda, n birim olmayan izometriler tarafindan iiretilen O,, ile
gosterilen C*-cebirlerini insa etti ve arastirdi. Giinlimiizde bu cebirler Cuntz cebirleri

olarak adlandirilir.

Cuntz vd. (1980) ¢alismalarinda, bir (sonlu) A matrisi ile O,, cebirlerinin genellesmesini

verdiler.

Kumjian vd. (1998) ¢alismalarinda bir yonlii E ¢izgesinin C*(E) ile gosterilen C*-cebiri

tanimlamastir.

Abrams vd. (2005) ¢aligmalarinda, Leavitt cebirlerinin bir genellemesi olarak, satir sonlu
cizgeler igin keyfi bir K cismi tizerindeki evrensel K-cebiri olan Lg(E) Leavitt yol

cebirini tanimladilar.

Abrams vd. (2008) calismalarinda, Li(E) Leavitt yol cebiri tanimini1 keyfi E yonlii

cizgesi i¢gin verdiler.

Pino vd. (2015) calismalarinda, Leavitt yol cebirlerinin endomorfizma halkalarinin halka

ve modil 6zelliklerini incelediler.



3. KURAMSAL TEMELLER

3.1. Halka ve Modiil Teori

Tanim 3.1.1. R bostan farkli bir kiime ve "+" ve "." R ilizerinde taniml1 iki ikili iglem

olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa, (R , +, . ) cebirsel yapisina halka denir.
i. (R, +) bir abelyan gruptur.
ii. R kiimesi, ikinci isleme gore birlesme 6zeligine sahiptir. Yani, her a,b,c € R
i¢in
a.(b.c) =(a.b).c

saglanir.

iii. R kiimesi tizerinde ikinci islemin birinci islem tizerine soldan ve sagdan dagilma
ozelligi vardwr. Yani, a,b,c € R

a.(b+c)=(a.b)+ (a.c)ve(a+b).c =(a.c)+ (b.c)
saglanir.

Bir R halkasi iizerinde "." islemi degismeli ise, yani her a,b € R i¢in a.b = b.a

saglaniyorsa R halkasina degismeli halka denir. Eger her a € R igin
lp.a=a.lg=a
olacak sekilde 1z € R varsa R halkas1 birimli halka olarak adlandirilir.

R bir halka ve H € R alt kiimesi, R halkasi tizerindeki ikili islemlere gore bir halka ise H
halkas1 R halkasinin alt halkasidir. (Atiyah ve Macdonald, 1969)

Tanim 3.1.2. R bir halkave @ # I € R olsun.

i. Hera,b€eligin,a—b€lve

ii. HeraelveherreRicin,ra €l (ar €1)

kosullar1 saglaniyorsa I ya R nin sol (sag) ideali denir. Bir ideal hem sag hemde sol ideale

sahipse iki yanli ideal olarak adlandirilir. (Atiyah ve Macdonald, 1969)



Tamim 3.1.3. R ve S iki halka, f: R — S bir fonksiyon olsun. Her a, b € R igin;

i fla+b)=f(a)+f(b)
ii.  f(a.b) = f(a).f(b)

kosullarini saglaniyorsa f ye bir halka homomorfizmasi denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tamim 3.1.4. R ve S iki halka olsun f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Kerf =
{r € R: f(r) = 0} kiimesine f nin ¢ekirdegi denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tanmim 3.1.5. R ve S iki halka olsun f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Imf =

{f (r):r € R} kiimesine f nin goriintii kiimesi denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tammm 3.1.6. Degismeli bir R halkasinin e? = e olacak sekilde e € R elemanina

idempotent eleman denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tanim 3.1.7. R bir halka olsun. Eger her X = {x; ...x,} € R sonlu alt kiimesi igin, X S
eRe olacak sekilde bir e € R idempotent elemani varsa, R halkasi yerel birimlere sahiptir
denir. Yani, her x; € X i¢in x;e = x; = ex; olacak sckilde bir e € R idempotenti varsa, e

elemanma X alt kiimesi igin yerel birim adi verilir. (Abrams, 2017)

Tamm 3.1.8. R bir halka ve e;, e, R nin iki idempotenti olsun. Eger e;e, = 0 = e, e, ise

e, Ve e, ye ortogonal idempotentler denir. (Islam, 2015)

Tamim 3.1.9. R halkasi zR =@.c; Re olacak sekilde E sifirdan farkli ortogonal

idempotentlerin kiimesini igeriyorsa yeterli idempotentlere sahiptir. (Abrams, 2017)

Tamm 3.1.10. M, R halkasinin kendisinden farkli bir ideali olsun. R nin, M yi kapsayan
M den baska higbir has ideali yoksa M ye bir maksimal ideal denir. (Abrams, 2017)

Tamm 3.1.11. R halkasmin sadece bir tane maksimal ideali varsa, R halkasina bir yerel
halka denir. (Callialp ve Tekir, 2009)

Tanim 3.1.12. (M, +) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. (m, r) + mr ile tanimli
M X R — M fonksiyonu her r,r;,m, € R ve m,my,m, € M igin asagidaki sartlari

saglarsa, M ye bir sol R-modiil denir.

i. Herr €R,hermy;,m, €M igin; r(my; + my) = rm; +rm,
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ii. Herr,r, € Rveherm e M igin; (r; + r,p)m =rym +r,m
iii. Herr,r, € Rveherm € M igin; (r;r5)m = ry(r,m)

iv. Herme M igin; 1ym =m
Sag R-modiil tanimi1 da benzer sekilde yapilabilir. (Callialp ve Tekir, 2009)

Tanmim 3.1.13. R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir alt grubu olsun. Eger her n €
N ver € Ricinnr € N oluyorsa N ye M nin alt modiilii denir. N < M seklinde gosterilir.
(Anderson ve Fuller, 1992)

Tamm 3.1.14. R bir halka, M ve N de R-modiil olsunlar. Bir f: M — N fonksiyonu, her

m,my € M i¢in,
fm+my) = f(m) + f(my),
her r € R ve her m € M igin,
fGrm) =rf(m)
kosullar1 saglaniyorsa, f ye bir modiil homomorfizmasi denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tammm 3.1.15. M bir R modiil olsun. Buna gére M den M ye tiim homomorfizmalarin
kiimesi toplama ve bileske islemleriyle bir halka belirtir. Bu halkaya endomorfizma
halkas1 denir. Bu kiime End (M) ile gosterilir. (Islam, 2018)

Tanmm 3.1.16. M ve N, R- modiilleri igin M@®N = {(x,y):x € M,y € N} kiimesine M
ile N nin dik toplami denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tamim 3.1.17. R bir halka ve (R, +) toplamsal gurubunun bir {R,,;: n € Z} alt grubu i¢in

asagidaki sartlar saglaniyorsa R halkasina Z-dereceli halka denir.

i. Herm,n€Zi¢in R,R, € Ryin

ii.  Abelyan grup olarak, R = ®,,czR,,
dir. (Abrams vd., 2017)

Tanim 3.1.18. Sifirdan farkli bir modiiliin, sifir veya kendinden baska hicbir alt modiilii
yoksa, bu modiile basit modiil denir. (Islam, 2015)



Tanim 3.1.19. M bir R-modiil olsun. Eger M basit modiillerin direkt toplamina izomorf

ise M ye yari-basit modiil denir. (Islam, 2015)

Tanmm 3.1.20. R bir halka olmak tizere, R halkasmin tiim maksimal ideallerinin
kesigimine R halkasinin Jacobson radikali denir. J(R) ile gosterilir. (Callialp ve Tekir,
2009)

Onerme 3.1.1. x € J(R) ancak ve ancak her y € R i¢in, 1 — xy R halkasinn bir tersinir
elemanidir. (Atiyah ve Macdonald, 1969)

Lemma 3.1.1. R birimli halka olsun. R halkasinin Jacobson radikali J(R) sifirdan farkli

idempotent eleman iceremez. (Dangerfield, 2011)

Tamm 3.1.21. R bir halka ve P bir R-modiil olsun. Her f: M — N epimorfizmasi ve
a:P — N homomorfizmas1 i¢in foy =a olacak bigimde bir y:P — M

homomorfizmasi varsa P ye projektif modiil denir. Yani,

J]'J

M—=N

diyagrami degismeli (yani f o y = a) olacak sekilde bir y homomorfizmasi varsa P ye

projektif modiil denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tamm 3.1.22. A bir R-modiil X < A olsun. Herhangi ¢: N — A/X homomorfizmasi,
w:N — A homomorfizmasina genisliyorsa N ye A-projektif modiil denir ve her A

modiilii icin A-projektif ise A ya yari-projektif modiil denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tamm 3.1.23. R bir halka ve I bir R-modiil olsun. Her a: K — L monomorfizmasi ve
B: K — I homomorfizmasi igin ¥ e @ = f§ olacak bigimde bir y: L — [ homomorfizmasi

varsa I ya injektif modiil denir. Diger bir deyisle,

K—L



Diyagrami degismeli (yani y o @ = f3) olacak sekilde bir y homomorfizmasi varsa [ ya

injektif modiil denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tanmim 3.1.24. A bir R-modiill X < A olsun. Herhangi ¢:X — N homomorfizmasi,
y: A — N homomorfizmasina genisliyorsa N ye A-injektif modiil denir. (Anderson ve
Fuller, 1992)

Tamm 3.1.25. Bir M modiilii M-injektif ise M ye quasi-injektif denir. A¢iktir ki, M
modiilii injektifise yari-injektiftir. Ancak tersi dogru degildir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tanim 3.1.26. R bir halka olsun. Buna gére R™ ve R™ serbest sol R modiillerinin izomorf

olmasi m = n olmasini1 gerektiriyorsa R ye IBN ( Degismez Taban Sayisi ) dzelligine
sahiptir denir. (Abrams vd., 2017)

Tamm 3.1.27. A bir halka, R birimli ve degismeli bir halka olmak tizere, A birimsel sag
R-modiil ve Va, b € A,Vr € R i¢in

(ab)r = a(br) = (ar)b
ise A halkasina bir R-cebir denir. (Matej, 2014)

Tamm 3.1.28. A ve B iki R-cebiri olmak {izere f : A — B doniisimii hem halka

homomorfizmasi hem de R-modiil homomorfizmasi sartlarini sagliyorsa f doniigiimii bir

R-cebir homomorfizmasidir. (Matej, 2014)

Tanim 3.1.29. R bir halka olsun. Her a € R i¢in a = aba olacak sekilde b € R varsa R

ye von Neumann diizenli halka denir. (Abrams ve Rangaswamy, 2010)
Tamm 3.1.30. M bir R modiil ve m € M olsun. {m} nin iirettigi alt modiil
(m) = Rm = {rm:r € R}

ye m ile iiretilmis alt modiil denir. Eger M = (m) olacak sekilde bir m € M bulunabilirse,

M ye devirli modiil denir. (Anderson ve Fuller, 1992)

Tanim 3.1.31. M bir R modiil olsun. Eger her s € S i¢in Ry, (s) = eM olacak sekilde
e? = e € Svarsa M ye Rickart modiil denir. (Rizvi vd., 2010)



Tanim 3.1.32. M bir modiil olsun. Eger f € Sicin M / fM = Kerf ise f ye morfik denir
ve eger M nin her homomorfizmasi morfik ise M ye morfik modiil ad1 verilir. (Nicholson
ve Campos, 2005)

Tamm 3.1.33. R bir halka olsun. a, b € R igin sifirdan farkli s, t € R vardir dyle ki sa +
tb = 0 ise R bagimli halka olarak adlandirilir. (Ehrlich, 1968)

Onerme 3.1.2. R bir halka ve x € R olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

i. e—x € R(x—x?) olacak selilde e? = e € Rx vardur.

ii. (1—e)—c(1—a)€J(R)olacak sekilde c € R ve e? = e € Rx vardr.
iii. R =Re+ R(1—x)olacak sekilde e? = e € Rx vardur.
iv. 1—e € R(1—x)olacak sekilde e? = e € Rx vardir. (Nicholson, 1977)

Tamim 3.1.34. R bir halka olsun. Eger R halkasinin her elemani1 Onerme 3.1.2. deki denk
sartlardan birini saglarsa R ye takas halkasi denir. (Nicholson, 1977)

Tamm 3.1.35. R bir halka olsun. Bir a € R elemani baz1 u € U(R) i¢in a = aua ise R
nin diizglin birimli oldugu séylenir. ur(R) = R ise R ye diizgiin birimli halka denir.
(Ehrlich, 1968)

Tammm 3.1.36. R bir halka olsun. R halkasinin birim elemanlarmin kiimesi U(R) ile
gosterilir. (Ehrlich, 1968)

Tamim 3.1.37. R bir halka olsun. Herhangi bir e € R i¢in R de kose halkas1 eRe dir. Yani
her a € eRe igin; a € ur(eRe) ise a € ur(R) dir. (Ehrlich, 1968)

Tamm 3.1.38. a, § € E yollari verisin, bazi y yolu i¢in & = By ise @’ nin ilk segmentinin
B oldugu soylenir. L (E) de sifir olmayan af3* ve y§* yollar1 verilsin, (af*)(yé*) # 0

ancak ve ancak y’ nin ilk segmenti § dur.

Tamm 3.1.39. R bir halka olsun. Her a, b € R elemanlari i¢in, Ra = ann(b) ve Rb =

ann(a) ise a ~ b denir.
Tanim 3.1.40. R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. Buna gére M nin sifirlayan;

ann(M) = {x € R:xm = 0, her m € M icin} seklinde tanimlanir. (Anderson ve Fuller,
1992)



3.2. Cizge Kavram

Tamm 3.2.1. Bir E ¢izgesi, bostan farkli E® kdseler kiimesi, E' kenarlar kiimesi olmak

tizere E = (E°, E1) sirah ikilisi ile gosterilir. (Bondy ve Murty, 1976)

Tanmm 3.2.2. Bir ¢izge sonlu sayida kose ve kenara sahipse sonlu ¢izge olarak

adlandirilir. Aksi takdirde sonsuz ¢izge denir. (Bondy ve Murty, 1976)

Tamim 3.2.3. Bir E ¢izgesinin her bir kenar1 bir yone sahipse bu ¢izgeye yonlendirilmis

cizge denir. (Bondy ve Murty, 1976)

Tamm 3.2.4. E = (E°, E1,r,s) yonlii ¢izge, E°, E? iki kiime ve bu kiimeler arasindaki
r,s : El — E° doniisiimlerinden meydana gelir. E® koseler kiimesi ve E! kenarlar
kiimesi olarak adlandirilir. Her e € E? i¢in s(e), e kenarinin kaynag1 ve r(e), e kenarmnin
degisimi olarak tanimlanir. Eger s(e) = u ve r(e) = v ise u, e kenarini yayiyor ve v, e
kenarmi aliyor demektir. Her v € E° i¢in s™1(v) , v tarafindan yayilan kenarlarin kiimesi
, 7~ 1(v) ise v tarafindan alinan kenarlarin kiimesidir. Eger v kdsesi hi¢ kenar yaymiyorsa,
yani s71(v) = @ ise v kosesine batak, hi¢ kenar almiyorsa, yani r~*(v) = @ ise v

kosesine kaynak denir. (Corrales ve Solanilla, 2015)

Tamm 3.2.5. v kosesi sonsuz sayida kenar yayiyor ise, v kdsesine sonsuz yayici denir.

Eger v kosesi sonlu sayida kenar yayiyor ise diizgiin kdse olarak adlandirilir. (Abrams
vd., 2017)

Tamm 3.2.6. E°, E! kiimeleri sonlu ise, E ¢izgesine sonlu ¢izge denir. Eger E ¢izgesi

sonsuz yayicl igermiyorsa E ¢izgesi sira sonlu ¢izge olarak adlandirilir. (Abrams vd.,

2017)
Ornek 3.1. Bir E; ¢izgesi alalim.

e
U@—— > @ V

Sekil 3.1. E, cizgesi

Burada E; ¢izgesi u, v koseleri ile e kenarindan olusur ve u kosesinden v kdsesine gider.
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Ornek 3.2. E,:

/

2

(B
1
O f
Sekil 3.2. E, cizgesi

Sekildeki E, cizgesinde koseler kiimesi EY = {v,v,,v,,v3} , kenarlar kiimesi E1 =
{f,eq, e, e3} seklindedir. Burada v, kosesi hi¢ kenar almadigindan yani r~1(v,) = @
oldugundan v; kosesi kaynaktwr. Ayrica v; kosesi hi¢c kenar yaymadigindan yani

s71(v3) = @ oldugundan v kosesi bir bataktir.

Tamm 3.2.7. E ¢izgesinde bir u yolu, her i =1,2,3,...,n—1 igin r(e;) = s(ej+1)
olacak sekilde ey, e,, ..., e, kenarlarindan olusan u = e, e,... e, seklinde ki dizisidir. Bu
p yolunun kaynagi ve degisimi s(u) = s(e;) ve r(u) = r(e,,) seklindedir. Ayrica u
yolunun igerdigi kenar sayisi ¢ yolunun uzunlugunu belirler ve |u| ile gosterilir. Bir

cizgedeki tiim yollarin kiimesi Path(E) ile gosterilir. (Corrales ve Solanilla, 2015)

Ornek 3.3. E; :

s €
e—>» 0 Uz

Sekil 3.3. E; cizgesi

Seklldekl E3 QldeSI lgln l’ll = 81828384 ve ‘u.z = 8182838586 bll’er y0|dUI'.
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Tanmm 3.2.8. E ¢izgesinde bir u yolunda s(u) = v = r(u) ise yani baslangi¢ ve bitis
koseleri ayni noktalar ise 4 yoluna v kosesini baz alan kapali yol denir. E ¢izgesinde v

kosesini baz alan tiim kapali yollarm kiimesi CP (v) ile gosterilir. Bir p kapali yolunda

her j > 1 i¢in s(e;) # v ise yani e; kenarlarinin baslangi¢ noktalar1 v degilse u yoluna v

kosesini baz alan kapali basit yol denir ve biitiin kapali basit yollarm kiimesi CSP(v) ile

gosterilir.

Bir u kapali yolunda her i # j igin s(e;) # s(e;) ise yani her kenar farkli bir kdse
tarafindan yayiliyorsa u yoluna dongii denir. Bir ¢izge hi¢ dongii icermiyorsa bu ¢izge
cevrimsiz ¢izge olarak adlandirilir. (Dangerfield, 2011)

Tanm 3.2.9. Bir u = eje,...e, yolu ve s(e) =s(e;) , i €{1,2,...,n} iken e # ¢;
olacak sekilde e € E! kenar1 varsa e kenar1 u yolu igin bir ¢ikis olur. (Abrams ve Pino,
2005)

Tanmim 3.2.10. E ¢izgesindeki her kapali basit yolun bir ¢ikisi varsa E ¢izgesi Kosul(L)’yi
karsilar denir. (Pino vd., 2015)

Tamm 3.2.11. Bir ¢izgedeki tiim koseler ya hicbir kapali basit yolun bazi1 degil ya da
birden fazla kapali basit yolun bazi ise bu ¢izge Kosul(K)’y1 karsilar. (Pino vd., 2015)

Ornek 3.4. E, :

Sekil 3.4. E, cizgesi
E, cizgesi i¢cin bazi dongii ornekleri verilebilir. u =e,, p = e,f; Ve q = f,e3 yollar1

birer dongiidiir. [ = e3f, f3 yolunu inceledigimizde ise E ¢izgesinde v, kdsesini baz alan

bir dongii ve f; kenar1 da [ yolu i¢in bir ¢ikistir.
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3.2.1. Cizge Ornekleri

Ornek 3.2.1. M,, gizgesini alalim.

- £1 . &3 . .
M,: o't P gua o

Sekil 3.2.1. n koseli sonlu satir ¢izgesi

Burada M2 = {v,,...,v,}, M} = {eq,...,e,_1} Ve her bir e; kenarther i = 1,...,n — 1

icin s(e;) = v;,r(e;) = v;,, sahiptir. Ayrica burada v, bir batak ve v, de kaynaktir.

Ornek 3.2.2. Bir ¢izge alalim.
o 3*'
Sekil 3.2.2. Tek ilmek ¢izgesi
Burada E* = {e}, E° = {u} ve s(e) =r(e) = u.

Ornek 3.2.3. n > 2 olsun, tek bir kosesi ve n tane ilmekten olusan n yaprakli giil R,

cizgesini alalim.

Sekil 3.2.3. n-yaprakl giil ¢cizgesi

Burada R = {v}, RL ={eq,...,e,Jveheri =1,...,ni¢in s(e;)) =r(e;) = v.
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4. MATERYAL VE YONTEM

4.1. Leavitt Yol Cebirleri

Tamm 4.1.1. E keyfi bir ¢izge olsun. E = (E®, E' U (EV)*,1',s") seklinde tanimlanan
cizgeye E ¢izgesinin genisletilmis ¢izgesi denir. Burada (E1)* = {e/: e; € E'} kiimesi ve
r’,s’ doniisiimleri, her e € E! icin; 1'(e*) = s(e), s'(e*) =r(e) ve r'(e) =r(e),
s'(e) = s(e) seklinde tanimlanir. E' kiimesi reel kenarlari, (E1)* kiimesi ise golge
kenarlarin kiimesidir. 4 = e;e; ...e, Yolu igin u* gélge yolu u* = e, ...e; seklindedir.

(Abrams ve Pino, 2005)

Tanim 4.1.2. E bir ¢izge ve K bir cisim olsun. Katsayilar1 K cismi iizerinde olan Leavitt
yol cebiri; E°, E* ve (E1)* kiimeleri tarafindan iiretilen ve asagidaki sartlar1 saglayan K-

cebiridir ve Lg(E) ile gosterilir.

(A1) Her v;,v; € E® igin; v;v; = 8;;v;

(A2) Her e € E? kenar1 i¢in; s(e)e = e = er(e) ver(e)e* = e* = e*s(e)
(CK1) Here;, e; € E* kenarlar1 igin; e e; = 8;;7(e))

(CK2) Her diizgiin v € E° kosesi i¢in; v = Yeept s(e)=v) €€

Burada E genisletilmis cizgesi iizerindeki (CK1) ve (CK2) sartlar1 Cuntz-Kriger
bagmtilar1 olarak adlandirilir. (Abrams ve Pino, 2008)

Ornek 4.1.1. M,, gizgesini alalim.

M, - o'l ST I S oln—1

Sekil 4.1.1. M,, ¢izgesi

Bu durumda M, (K) katsayilarin1 K cisminden alan nxn matris cebiri olmak iizere
M, (K) = Lx(M,) dir.

@: Lg(Myp) — My (K)
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doniisimii Lg(M,) nin iretecleri, @(v;) = Ey, @(e;) = Ej+1) Ve @(e]) = E41);
seklindedir.

Ornek 4.1.2. R,: Tek ilmek ¢izgesini alalim.

Sekil 4.1.2. Tek ilmek ¢izgesi

K[x, x~1] Laurent polinom olmak iizere,

@:Lg(Ry) — K[x,x7"]
doniisiimiinden @ (u) = 1, p(e) = x ve p(e*) = x~* olup L (R;) = K[x, x~1] dir.

Ornek 4.1.3. R, : n -yaprakli giil cizgesini alalim.

Sekil 4.1.3. n -yaprakh giil ¢izgesi

R,, n -yaprakh giil ¢izgesinin Leavitt yol cebiri L(1,n) Leavitt cebirine izomorftur.

L(1,n) Leavitt cebiri {x;,y;| i = 1,...,n} elemanlari ile liretilen ve

|) Her l,] € {1,...,7’1} i(;in, Xy = 511

i) XL yixi =1
sartlarin1 saglayan bir K-cebirdir.
@:Lg(Ry) — L(1,n)

doniigimii @ (v) = 1, p(e;) = y; ve p(e;) = x; seklinde tanimlanir.
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Lemma 4.1.1. E keyfi bir ¢izge olsun. k € K ve p,q € E* olmak tizere, Li(E)’deki her

eleman kpq* formundadir. Ayrica, her eleman asagidaki iki formdan biri seklinde ifade
edilebilir:

i) kv, k € K ve v; € E°,

i) keji...emmepy.. e,k €K, e;,...,ej, € E' vem,n 2 0,m +n = 1, bu yiizden p ve
q, ikisi de O boyutlu bir v; kosesi olur ya da p = e;y,...,€im,q = €j1,...,€, V€ D Ve

q’dan en az biri 0’dan biiyiik uzunluktadir.(Pino, 2005)

Lemma 4.1.2. E bir ¢izge olsun. E° koseler kiimesi sonlu ve n tane kose iceriyorsa,
Ly (E) birimli bir K-cebiridir ve birimi 1 = Y}, v; dir. Ayrica E® koseler kiimesi sonsuz

ise L (E) yerel birimlere sahiptir.(Dangerfield, 2011)
Lemma 4.1.3. E keyfi bir ¢izge ve p Ve q, E ¢izgesinde iki yol olsun.

i) Eger p ve q ayn1 uzunluga sahipse Li (E) de p*q = 8, 47 (p),
i) Eger p ve q farkli uzunluga sahipse Lk (E) de,
p5, eger g, p nin ilk alt yolu ise

p*q =1 q2, eger p,q nun ilk alt yolu ise
0, diger durumlarda

dir. (Dangerfield, 2011)
Lemma 4.1.4. Keyfi bir E ¢izgesinin Leavitt yol cebiri Lg (E),
vv € E° icin deg(v) = 0; Ve € E? i¢in deg(e) = 1; Ve € E' igin deg(e*) = —1

olmak tizere Z-dereceli bir cebirdir. Yani, her k; € K,p;,q; € E* ve n € N i¢in

Lg(E)n = {Z kipi g1 l(p;) —1(q;) =n

ve

Lx(E) = ®nez Lx(E)n

dir. (Dangerfield, 2011)
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Lemma 4.1.5. E keyfi bir ¢izge olsun;
Lg(E) = @,cpo Lk (E)v = @yepovLly (E)

dir. (Tomforde, 2007)
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5. ARASTIRMA BULGULARI

5.1. Leavitt Yol Cebirlerinin Endomorfizma Halkalar

Leavitt yol cebiri L = Lg(E) nin endomorfizma halkast A= End(L) hakkinda bazi
ozellikleri verecegiz. E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. End(L;) birimli
halkasi1 A seklinde tanimlansin. O zaman L, A’nin alt halkas1 olarak tanimlanabilir, somut

olarak asagidaki halkalar bir monomorfizmadir :
x e A,

burada A,: L — L x tarafindan sol ¢arpandir, yani her yeL i¢in bir homomorfizma sag L-
modiiliiniin A, (y) = xy dir. Ayrica ¢ bir monomorfizmadir ¢iinkii sifirdan farkli x € L

verildiginde u € L idempotenti vardir 6yle ki xu = x , dolayisiyla 0 # x = A, (u) dur.
Lemma 5.1.1. Herhangi bir f € A ve x € L i¢in; fA, = Ag(y) € L dur.

Ispat: Herhangi bir a € L igin; f1,(a) = f(xa) = f(x)a = sy (@) dur.

Sonug¢ 5.1.1. L, A nin bir sol idealidir.

Lemma 5.1.2. E bir ¢izge ve K bir cisim olsun. Asagidaki kosullar birbirine denktir;

i.  Leavitt yol cebiri L (E) bir devirli sol A-modiildiir.
ii.  Leavitt yol cebiri L (E) bir devirli sol L (E)-modiildiir.

iii.  E cizgesi sonlu sayida koseye sahiptir.

Ispat: (i) (ii) : Lx (E) bir devirli sol A-modiil ise buradan bazi x € L (E) i¢in Lg(E) =
Ax dir. Lg (E) den bir yerel birim u alalim 6yle ki ux = x olsun. O zaman Lk (E) = Ax =
Aux = Lg(E)x (glnkii Lg(E), A nin bir sol ideali ), béylece Lk (E) bir devirli sol Lk (E)-
modiil olur. Ayni mantik Lk (E") bir devirli sol Lg (E)-modiil ise 0 zaman L (E) bir devirli

sol A-modiil oldugunu ispatlamak i¢in de kullanilabilir.

(iiye(iii): Baz1 x € Lgx(E) i¢in Lg(E) = Lg(E)x oldugunu varsayalim. Daha sonra

E® = {uy,...,u,} burada u; koseleri vardir 6yle ki her i € {1,...,n} i¢in xu; # 0 dir.
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Tersine E® = {u,,...,u,} ise 0 zaman Leavitt yol cebiri birimlidir ve birim eleman1 u =

2, u; dir bu yiizden Lg (E) = Lg(E)u dur.

(Lozano ve Molina, 2002) ¢alismalarinda, iki halka R € Q verildigini hatirlayalim. Q da
p,q elemanlart ile p # 0 verilmisse r € R vardir dyleki pr # 0 ve qr € R olacak

sekilde R nin sag boliim cebiri oldugunu sdyleriz.

Lemma 5.1.3. 4, L nin bir sag boliim cebiridir. Ayrica, A nin sifir olmayan iki yanli ideali
licinI N L # 0 dir.

Ispat: f # 0 ile f, g € A oldugunu diisiinelim. Ozellikle, L deki baz1 u idempotenti i¢in
f(u) # 0 dir. O zaman fA,, # 0 oldugundan fA,(u) = f(u.u) = f(u) # 0 ve Lemma
5.1.1den, fA, = Ar) € L Ve gAy, = Agqy € L dir. f # 0 € [ olsun. Onceki argiimana
gore bir u € L idempotenti vardir 6yle ki fA,, € L dir. I bir ideal oldugundan, f4, € I
dir. Yani I n L = 0 dir.

Onerme 5.1.1. A nin Jacobson radikali sifirdir.

Ispat: J(A) # 0 oldugunu varsayalim. Lemma 5.1.3denJ(A)NL 0.0 #r € J(A) N
L olsun. Herhangi bir s € L alalim. J(A) bir ideal oldugundan, sr € J(A) dir. Boylece
q € A vardrr 6yleki sr + q — qrs = 0 dir. O zaman L, A nin bir sol ideali ise g = qsr —
sr € L dir. Sonug olarak, r Jacobson radikali J(L) ye aittir. Fakat bu bir ¢eliskiye yol
acar. O halde J(L) = 0 olur.

Lemma 5.1.4. L nin her sol ideali 4 nmn da bir sol idealidir.

Ispat: L nin her sol ideali I olsun. f € A ve y € I alalim. L yerel birimlere sahip

oldugundan, v € L idempotenti vardir dyleki vy =y dir. Lemma 5.1.1. den f4, =

fAvy = Arwy) = Arwyy = Arapdy € 1 dir.

Herhangi bir sol R-modiil A i¢in dogrudan ayrisma A = M@N = @, 4; ise R halkasmin
bir takas halkas1 oldugu sdylenir, burada R = M i¢in sol R-modiil ve I bir sonlu kiime, A;
de B; alt modiilii her zaman vardir 6yle ki A = M®(®i¢;B;) (Warfield, 1972).
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(Ara, 1997) de bir takas halkasinda birimli olmas1 gerekmeyen R halkasmin her x € R
elemaniiginr, s € R ve bir e € R idempotenti vardir 6ylekie = rx = s + x — sx oldugu

gosterildi.
Onerme 5.1.2. Asagidaki kosullar denktir:

i. A bir takas halkasidir.
ii. L bir takas halkasidir.
iii.  E Kosul(K) y1 karsilar.

Ispat: (i)=(ii): A bir takas halkas1 oldugunu varsayalim. L nin bir takas halkas1 oldugunu
gostermek i¢in; x € L olsun. Hipotezden A da f, g elemanlar: ile e idempotenti vardir
oylekie = fA, = g+ A, — gA, dir. L, A’nin bir sol ideali oldugundan e = fA, € L ve
g =el, + g, € L.Ayrica, u L de ux = x = xu kosulunu saglayan bir yerel birimi ise
0 zaman fA, = fAy, = fA, A, ve bdylece f yi fA, = Apy € L ile degistirebiliriz.
Dolayisiyla L, (ii) yi ispatlayan bir takas halkasidir.

(i)=(i): (Warfield, 1972) de bir R-modiiliin yalnizca endomorfizm halkasi bir takas

halkasi1 ise degisim 6zelligine sahip oldugunu kanitlamaktadir.
(i) (iii): Bu denklik (Aranda vd., 2011) de kurulmustur.
Sonug¢ 5.1.2. L, bir sol A-modiil gibi projektiftir.

Ispat: Ik énce L = @, cz0Lv yazalm. Simdi A nmin bir v idempotenti i¢in Lv = Av bir
direkt toplamidir ve dolayisiyla Lv projektiftir. Sonu¢ olarak L, bir projektif sol A-

modildiir.

Onerme 5.1.3. L, A nm saf bir sol alt modiiliidiir ve sonug olarak, A / L bir diiz A-

moduluadir.

Ispat: n degiskenli m denklem sistemi x4, ..., x, oldugunu varsayalim

n
Zfijx]':ai (l:].,,m)
j=1
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burada f;; € A,a; €L ,timj = 1,...,ni¢in x; = g; € A ¢Oziimiine sahiptir. u, L nin bir
yerel birimi olsun her i = 1,...,m i¢in aq;u = a;. O zaman her bir i =1,...,m i¢in

i=1fijgju = aju = a; dir. Lemmas.1.1. den, gju = g;d, = g € Lve bdylece her
Jj=1,...,n i¢in x; = g;u, L yukaridaki sistemin bir ¢6ziimiidiir. Bu L nin A da saf

oldugunu gosterir. A-modiil de A projektif oldugundan, A / L bir diiz A-modiiliidiir.
(Faith, 1976)

Onerme 5.1.4. E bir ¢izge ve K cisim olsun. Eger A von Neumann diizenli ise L (E) de

von Neumann diizenlidir.

Ispat: a € L olsun. Hipotezden, f € A vardir 6yle ki A, = A,fA,. Bir u € L idempotenti
segelimua = a = au yani 1, = A4 olur. Lemma5.1.1.den A, = Aaf Ayq = Aedfua) =

Aa)lf(u)a = Aaaf(u)la dir.

Lemma 5.1.5. M, R halkas: iizerinde bir sag modiil olsun. M nin endomorfizma halkas1
von Neumann diizenli ancak ve ancak M nin her endomorfizminin hem ¢ekirdegi hemde

gOriintiisii ise M nin direkt toplamidir. (Rangaswamy, 1967)

E bir ¢izge, L = L (E) ve p, E dep = y;1¥5...¥n ... seklinde sonsuz bir yol olsun. Burada
her i > 1 i¢in, y; yolu ile s(y;) = v; ve r(y;) = s(yiz1)- F = (®2,v;L) ve L = F®Y
olsun. {v; — vi41y{| i = 1,2,...} kiimesi tarafindan olusturulan F nin bir alt modiilii G =
Yic1(v; —vip1y)L olsun. F nin bir direkt toplammm G oldugunu varsayalim, F =

G®H diyebiliriz. Her bir k > 1 i¢in, v, = gj + hy olsun, burada g, € G ve h;, € H dur.

Teorem 5.1.1. E bir satir sonlu ¢izge ve bir L-modiil olarak disiiniilen L = Lk (E) nin

endomorfizma halkas1 A olsun. Asagidaki esitlikler esdegerdir:

i. A, von Neumann diizenlidir.
ii.  E bir gevrimsiz ¢izge ve her sonsuz yol bir batak iginde biter.
iii. L hem sag hemde sol self-injektif ve von Neumann diizenlidir.

iv. L, yari basit bir sag L-modiil.

Ispat: (i) = (ii): A von Neumann diizenli olsun. O halde Ly (E) de von Neumann
diizenlidir ve bu nedenle E bir ¢cevrimsiz ¢izgedir. Her sonsuz yol bir batak i¢inde bittigini

gostermek istiyoruz. p sonsuz yolu v; = s(p) ile bir batak ile bittigini varsayalim. E
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cevrimsiz ¢izge oldugundan p sonsuz sayida ¢atallanan kdsesi olacak ve boylece her i >
2 i¢in p = y1¥5...Vn- - Yazabiliriz. v; = s(y;) ve e; bir gatallanan kenari ile s(e;) = v;

boylece e;y; = 0 dir. Sag ideallerin azalan zinciri diisiiniildigiinde

Vil 2 V1YL 2...2 V1V2.. . VL 2 - . @)

Buradan her n igin;

Y1Y2 - Yul 2... 2 V1V2- - YnVn+1L dir. Aksi takdirde baz1 x € L icin; y1y3 ... Vn =
ViVe-- - Yn¥n+1X.0 # €ny1 = €nia¥Vn - ViViVz-- ¥ = ens1Vn---V1ViVoo o YaVn41X =
ey +1Yn+1X = 0 bir geliski elde edilir. Boylece (I) sonsuz idealler igin azalan zincirdir.

Uygulamak i¢in a = a* L {izerinde sol ideallerin sonsuz azalan zincirini aliriz:

L:2Lah> L4400 (In

=)
* & & ) i * aun
Y1+ 7V2V1 = = Yn-V1 =

%)

we B\ {vii=12,.. 34

0

L= ( D viL) @Y yazilir. BuradaY =
i=1

G=X2,(vi—v)HL {v;—yi:i=1.2,..} kimesinin olusturdugu alt modiil olsun.

Endomorfizma 6 tanimindan sag L-modiil 6(Y) = 0 ve her i = 1,2, ... i¢in v; — y; sol

carpimindan 6(v;a) = (v; —y;/)v;a . A bir von Neumann diizenli oldugundan G =

Im(0) L nin direkt carpimidir. (/1) azalan zincir oldugundan sonlu olmali bu da bir

celiskidir. Dolayisiyla E de her sonsuz yol bir batak i¢inde biter. Bu da (ii) yi kanitlar.

Sonuc 5.1.3. E satir sonlu bir gizge ve K bir cisimolsun. O zaman A = End (L (E) 1, (g))

von Neumann diizenli ancak ve ancak End(,, Lk (E)) de von Neumann diizenlidir.

Onerme 5.1.5. E sonlu bir ¢izge ise 0 zaman Y,czo v = 1.,(r) ile Lg (E) birimli. Ayrica

A da bir birim eleman u ve Lg(E) de bir e idempotent eleman E sonlu bir ¢izgesinde

oldugunu varsayalim. O zaman A, (e),Lg(E) de birim elemandir.

Ispat: u, A’ nin birim eleman1 oldugu icin A’nin 4, eleman1 vardir dyle ki A,u = ud, =

1,5 ve boylece eb = b = be. O halde
1LK(E) =Udp = Ul = Au(e)b = Au(e)lb

Ab/lu(e) = Abul’le = u/lb/’le = u/lbe = u/’{eb = u/’{el’{b = Au(e)lb dlr
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Onerme 5.1.6. E sonsuz bir ¢izge ise o zaman Lg(E) yerel birimler kiimesi ile bir
halkadir. Ayrica, A’ da bir yerel birim eleman u ve Li(E) de bir e idempotent eleman

sonsuz ¢izgesinde oldugunu varsayalim. O zaman A, (e), A’ nin yerel birim elemanidir.

Ispat: u, A’nin yerel birim eleman oldugundan A’nin A, elemani vardr dyle ki A,u =

Ap = uld, ve eb = b = be dir.
Ap = Udp = Udyp = Au(e)b = Au(e)/lb
Ab)lu(e) = AbU].e = uﬂbﬂe = u&be = U,Aeb = u&elb = Au(e)lb dir.

Onerme 5.1.7. E sonsuz bir ¢izge ise, o halde Lyx(E) ¢izgenin farkh koselerinin
toplamlarmdan olusan yerel birimler kiimesi ile bir halkadir. Ote yandan, Lx(E) c¢ok
miktarda idempotentlere sahiptir ve bu A iginde gegerlidir. E sonsuz ¢izgesinde A birim

diizenli halka ve a € L olsun. 4, , L de bir idempotent.

Ispat: Herhangi bir a € L icin, hipotezden u € A bir yerel birim ve A,u = 1, = ui,
vardir oyle ki A, = A,ud, dir. Boylece 1, = A,ud, = 1,4, bu da A, nin L de bir

idempotentidir.

Lemma 5.1.6. E herhangi bir ¢izge, K bir cisim ve A, bir sag L-modiil gibi diisiiniilerek
L = Lk (E) de bir endomorfizma halkasi olsun. Eger A bagimli ise L de bagimlidir.

Ispat: A’ nin bagimh oldugunu varsayalim. L’ nin bagimli oldugunu gostermek igin
a,b € L olsun. Hipotezden, ikisi de sifirdan farkli f,g € A elemanlar1 vardir dyle ki
fAq + gAp = 0. Eger u, ve u, L’ nin yerel birimleri ise u;a = a = au; ve u,b = b =

bu, , boylece
fAa = fAua = fAu,Aa = Aruyyda
ve
I = Ghu,b = A, Ao = Ag(uy) Ao
Simdi
0= flg + gl
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:f/lul/la + g/luz/lb
ve dolayisiyla L bagimmlidir.

Teorem 5.1.2. E bir ¢izge, K bir cisim ve A, bir sag L-modiil gibi diisiiniilerek L = Ly (E)
de bir endomorfizma halkast olsun. A’ nin bir von Neumann diizenli halka oldugunu

varsayalim. O zaman asagidaki kosullar denktir.

i. A bagimldir.
ii. Lg(E)deéB* ve ay® yollari igin, A§ = Af ve Aa = Ay ise a’ nin ilk segmenti
B dir.

Ispat: (i)=(ii) : A bagimh olsun. O zaman §8*, ay* € L (E) yollar1 i¢in ikisi de sifirdan
farkli u, v € A vardir 6yle ki u(§8*) + v(ay*) = 0. Varsayimdan, bazi f,g € Aigin § =
fB ve a = gy olsun. (68*)(ay™*) = 0 oldugunu varsayalim. O zaman

0 =u(6p") +v(ay”)
=u(8p*) ay” + v(ay")ay”
=v(ay")

bu da v = 0 onlamma gelir. Benzer sckilde, u = 0 da elde ederiz, ki bu ¢eliskidir.

Dolayistyla (§8*)(ay*) # 0 ve ayrica @’ nin ilk segmentinin 8 dir.

(i)=(i) : a, B € A olsun. A bir von Neumann diizenli halka oldugundan a, 8 € A i¢in
f,g € Asecelimoylekia = afavef = Bgf .Baz1y,§ € Lx(E) igin fa = yve g =
& olsun. Sonra (ii)’ den Aa = Afa = Ay ve AB = Agp = A ¢ esitliginden a, f” nin ilk
segmentidir. Yani bir u yolu vardir 6yle ki « = Su , dolayisiyla A bagimlidir.

Teorem 5.1.3. E herhangi bir ¢izge, K bir cisim ve L = Lg(E) Leavitt yol cebirinde e bir

idempotent olsun. Eger L bagimli ise, eLe de bagimlidir.

Ispat: L bagimli olsun. O halde her a, b € L igin her ikisi de sifirdan farkl s,t € L vardir
oyle ki sa + tb = 0. Simdi, L de e bir idempotent olsun. O halde
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0 =esa+etb
=esae + etbe
=seae + tebe
= eseae + etebe

=ese eae + ete ebe
—— N — ———
s al ¢t b

bazi sifirdan farkli a’, b’ € eLe ve s',t" € eLe. Dolayisiyla eLe bagimlidir.

Onerme 5.1.8. E bir (sonlu) ¢izge, K bir cisim ve A, bir sag L-modiil gibi diisiiniilerek

L = Lg(E) de bir endomorfizm halkasi olsun.

I.  Lg(E) de her x,y icin x~y ise o zaman A’da 4,~4,, dir.
ii.  Asagidaki kosullar tim a, 8 € A i¢in esdegerdir.

(@) a~p

(o) ua~pu?

(c) au~u~1p

Ispat: (i) : E herhangi bir ¢izge ve Ly (E) de her x, y icin x~y olsun. A4, = ann(4,) ve
Al, = ann(4,) oldugunu gostermeliyiz. f € Aolsun. L de baz1 e idempotenti igin
x = A,(e) ve y = 1,(e) yazilabilir. Hipotezden, x~y, Lx = ann(y) ve , Ly = ann(x)
0 zaman Lxy = 0 ve Lyx = 0 yani LA, (e)A,(e) = 0 ve LA,(e)A,(e) = 0. O zaman
Lemma5.1.1. den, fA, A, = Arndy = Ape)Axd, = 0 ve A1, € ann(4,) elde ediyoruz.
Tersine, ann(1,) € Lx = ann(d,) S LA, € AA,. Boylece AL, = ann(1,). Lemma
5.1.1.den, fA A, = ArpnyAx = ApeyAy A = 0 Ve A4, € ann(x) elde ediyoruz. Tersine,
ann(d,) € Ly = ann(4,) € LA, € AA,. Boylece A, = ann(4,). Bu da A,~4,

oldugunu gosterir.

(ii) (a) =(b) : a~ B olsun. O zaman Aa = ann(f) ve AB = ann(a) yazabiliriz. A’ da

bir u yerel birimi alalim. Agikga, u~! de A’ da bir yerel birim elemandir. Dolayisiyla

A(ua) = Aa = ann(B) = ann(Bu1)
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ve
A(Bu1) = AB = ann(a) = ann(ua).
(b) =(c) : Bu agiktir.

(c)=(@) : au~u~1p olsun. O zaman Aau = ann(u™1p ) ve A(u~'p) = ann(au)

yazabiliriz. A’da bir u yerel eleman alalim.

Aa = A(au) = ann(u™1p) = ann(p)
ve

AB = A(u™1B) = ann(au) = ann(a).

(Nicholson ve Campos, 2005)’ e gére bir M modiiliiniin @ endomorfizmasi, M / Ma =
Ker(a) ise morfik olarak adlandirilir. (Nicholson ve Campos, 2005)’ den esdeger olarak
B € End(M) vardir 6yle ki MpB = Ker(a) ve Ker(B) = Ma dir. Her endomorfizm

morfik ise M modiili bir morfik modiil olarak adlandirilir. R bir halka ise, R’deki a

elemani a: kR — gzR bir morfik endomorfizm R / Ra = ann(a) ise sol morfik denir.

Eger her eleman sol morfik ise halkanin kendisi de bir sol morfik halka olarak adlandirilir,

rR ise bir morfik modiildiir.
Sonug 5.1.4. E bir ¢izge ve K bir cisim olsun. A bagimli ise L (E) morfikdir.

Teorem 5.1.4. E herhangi bir ¢izge ve A da bir sag Lg(E) modiil olarak L = Li(E) de

endomorfizma halkasi olsun. Boylece

i. L morfik ve von Neumann diizenli ancak ve ancak yari basit ve her homojen

bilesen bir artinian halkadir, somut olarak L = @;csM, (K), burada her n; bir

tamsay1

ii. L morfik ve von Neumann diizenli ise A bagimlidir.
Ispat: (i) (Abrams vd .,2010,Teorem2.4) de verilmistir.

(i) A’nin bagimhi oldugunu gostermeliyiz. a,8 € A olsun. L’nin yerel birimleri

oldugundan u, v € L idempotentleri vardir dyle ki
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@y = Ay = Ay € L
ve
ﬁﬂ.v = Aﬁ(v) = /13/1,] eL

L morfik oldugundan, (al,) a € ann(p) ise B(ad,)a =0 ve (BA,)B € ann(a) ise
a(BA,)B = 0. Boylece, B(ad,)a + a(B4,)B = 0. Dolayisiyla A bagimli halkadir.

Bir M modiilii her « € End(M) igin M de bir direkt toplamsa Ker(a) ¢ek-direkt olarak
adlandirilir ve M de her @ € End (M) igin bir direkt toplam ise Im(a) gor-direkt olarak
adlandirilir (Nicholson ve Campos, 2005). Modiiller ile diizenli endomorfizma halkalar1
her iki 6zellige de sahiptirler. (Nicholson ve Campos, 2005)’ {in yazarlarinin belirtigi gibi,

bir morfik modiil ¢ek-direkt ancak ve ancak gor-direktir.

Teorem 5.1.5. E herhangi bir ¢izge ve A da bir sag Lg(E) modiil olarak L = Li(E) de

endomorfizm halkasi olsun.

i. L morfik ve ¢ek-direkt,
ii. L morfik ve gor-direkt,

iii.  Abagimhdir.
O zaman (i)=(ii) =(iii) vardur.
Ispat : (i))=(ii) : Onerme 5.1.9. ile yapulir.

(i)=(iii) : @ € A olsun. O zaman La, L’nin bir direkt toplamudir ¢linkii Ker(a) L de
bir direkt toplamdir. (Ware, 1971,Sonu¢ 3.2) den, A von Neumann diizenli ve bu
nedenle A bagimlidir.

Bir M modiil, M nin her endomorfizma ¢ekirdegi M nin bir direkt toplami ise Rickart
olarak adlandirilir. M nin her endomorfizm goériintiisii M nin direkt toplami ise M, d-

Rickart modiil olarak adlandirilir (Rizvi vd.,2011 ,2010).

Teorem 5.1.6. E herhangi bir ¢izge ve A da bir sag L (E) modiil olarak L = Li(E) de

endomorfizma halkas1 olsun.
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i. L morfik ve A von Neumann diizenli halkadir.
ii. L morfik ve bir Rickart modildiir.
iii. L morfik ve bir d-Rickart moduldiir.

iv. A bagimhdir.
0 zaman (i)=(ii) =(iii) =(iv) vardur.

Ispat : (i)=(ii) : L morfik ve A von Neumann diizenli olsun. (Rizvi vd., 2013, Teorem1.1)

den, her a € A i¢in Ker(), L’ de bir direkt toplamdir. Bu yiizden L bir Rickart modiildiir.
(i) =(iii) : ( Zhanga ve Leeb, 2016,0nerme7) den, L bir d-Rickart modiildir.

(iii) =(iv) : L morfik ve bir d-Rickart modiil olsun. O zaman L’nin her endomorfizm

goriintiisii bir L’nin direkt toplami. Boylece Teorem 5.1.5.” den A bagimlidir.
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6. SONUCLAR

Bu tezde keyfi bir K cismi ve herhangi bir yonlii E ¢izgesi lizerinde tanimlanan
L = Lg(E) Leavitt yol cebiri kendi lizerinde sag modiil oldugu dikkate alinarak,
endomorfizma halkasi ele alindi ve A = End(L;) olmak iizere, asagidaki sonuclar elde

edildi;

i. A vonNeumann diizenli halka olmak {izere, A nin bagimli halka olmasi i¢in gerek
yeter kosul L’de ki herhangi iki yol ilk segmenttir.
ii. A bagmli halka ise Lg(E) morfiktir.
iii. L morfik ve von Neumann diizenli halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L yar1
basit ve her homojen bilesen bir artinian halka olmasidir.
iv. L morfik ve A von Neumann diizenli halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A

bagimli halka olmasidir.
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