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OZET
G -SUREKLI FONKSIYONLAR VE OZELLIKLERI

Bu tez ¢alismasinda, G toplanabilme metodu géz 6niine alinarak Heine anlaminda
strekliligin bir genellemesi olan G siirekli fonksiyonlar ve onlarin temel ozellikleri
incelenmistir.

Genel olarak siirekli bir fonksiyonun G siirekli olmasi gerekmediginden G
stirekli fonksiyonlar kiimesinin siirekli ve lineer fonksiyonlar kiimesine esit olmasi i¢in
gerek ve yeter kosullar arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Siireklilik, Dizisel siireklilik, G-siireklilik, G-dizisel siireklilik

Damisman: Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim
Dali, Mersin.
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ABSTRACT
G- CONTINUOUS FUNCTIONS AND ITS PROPERTIES

In this thesis, G continuous functions and their basic properties, which is a
generalization of the continuity in the sense of Heine, is analyzed by considering the
summation method of G.

In general, since a continuous function does not have to be G-continuous, the
necessary and sufficient conditions have been explored so that the set of G continuous
functions is equal to the set of continuous and linear functions.

Keywords: Continuity, Sequential Continuity, G-continuity, G- Sequential Continuity

Advisor: Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Departments of Mathematics, Mersin
University, Mersin.
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KISITLAMALAR VE SIMGELER

Kisaltma / Simge Tanim
s = {x = (x3): Yk € N i¢in x;, € R}
Co = {x = (xg): Ilim x, = 0}
c ={x = (x): AL ER, Ilimxk=l < oo}
L=L(R) := f:1 = R lineer fonksiyon
G =G(R) := ( —slreKkli fonksiyonlar
C=C(R) = f:1 - R strekli fonksiyonlar
loo = {x = (x¢): Sl;plxkl < oo}
ce ={f:f:X >R, G —siirekli}
K, ={k:k € K,k <n}
6(K) llm |K |
Cst :={x=(xn):5|leRast—lirrlnx=l}
1
1<k<
Cnik = {
0, k>n
—G

={l€R:x=(x,) cUdizisi varve G(x) = }
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1. GIRiS
G bir toplanabilme metodu olmak tizere klasik stirekliligin bir genellemesi olarak

G-sireklilik kavrami uzun zamandir ¢alisilan bir konudur.

American Mathematical Montly dergisinde H. Robbins tarafindan yayimlanan ve

bu konuda bir problem igeren makale ile baslamistir:

f:R — R bir fonksiyon olmak ilizere lim %Z}é:l X =u kosulunu saglayan her reel
n—->oo

terimli dizi i¢in
o1
lim ~» f(x) = f @)

saglanirsa (u = u, tek noktada saglansa bile) f bir lineer fonksiyon olmalidir. Yani, a ve

b tespit edilmis iki reel say1 olmak tizere f(u) = au + b formundadir.

Dizisel siireklilik ]J. Connor tarafindan [1] calismasinda asagidaki bigimde

genellestirilmistir:

f fonksiyonuna x, noktasinda G — siireklidir denir: Eger,

G G
VX = Xo(n = ) icin f(xp) = f(X0)"
saglaniyor ise.

G —Sirekli fonksiyonlarin genel 6zellikleri Bolim 4.1’de ve genel anlamda hangi
ozelliklere sahip fonksiyonlarin G —siirekli olacagi Boliim 4.2’de ve sonraki boliimlerde
verilmistir. Ayrica, G regiller Toeplitz metodu icin G —siirekli fonksiyonlarin sinifi

tespit edilmis ve siirekli fonksiyonlar icerisinde yogun olup olmadiklar: incelenmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

XYCcR ve p(xy)=dxy) =|x—y| olmak iizere f:(X,d) — (Y,p) bir

fonksiyon ve x, € X keyfi noktasi verilsin.
f fonksiyonunun x4 noktasindaki (Cauchy anlaminda) siirekliligi asagidaki
bicimde tanimlanir:

Eger, “Ve > 0i¢in 36 = 8(g,%xp) > 0 bulunabilir éyle ki [x —x,| < 6 kosulunu
saglayan x € X ’ler i¢in |f(x) — f(xo)| < €" ise [ fonksiyonuna Cauchy anlaminda

sureklidir denir.

Ayrica, f nin x, noktasindaki (Heine anlaminda) siirekliligi asagidaki bicimde
verilmistir: Eger, “V(x,) € X dizisi i¢in f(x,) — f(X¢)” ise f fonksiyonuna x,
noktasinda Heine anlaminda siireklidir denir. Heine anlaminda sitireklilik dizisel

sureklilik olarak da bilinir.

Genel olarak metrik uzaylarda siireklilik ve dizisel siireklilik denktir. Fakat

topolojik uzaylar i¢in stireklilik dizisel siirekliligi vermesine ragmen tersi dogru degildir.

G bir toplanabilme metodu olmak tizere dizisel stireklilik J.Connor tarafindan [1]

de asagidaki bicimde genellestirilmistir:

f fonksiyonuna x, noktasinda G — siireklidir denir: Eger,

G G
Vit = % (0= 00) fgin £ (x3) > £ (x0)"
Saglaniyor ise.
Yukaridaki durum; f(G(xn)) = G(f(xn)) biciminde de ifade edilebilir.

G bir regiiler Toeplitz metodu G-stirekli fonksiyonlar ile ilgili bazi 6nemli
calismalar Mucuk [2], Hejduk [3], Hazarika [4], Iwinski [5], Buck [6] ve digerleri

tarafindan yapilmistir.

Eger, G bir regiiler Toeplitz metodu ise her G —siirekli fonksiyon stireklidir [5].
Fakat bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir. O halde, G = A = (a,) regiiler
Toeplitz metodu olmak tizere siirekli olan fonksiyonlarin G-siirekli olmasi icin gerek ve

yeter kosullar arastirilmistir.
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Connor [1], Iwinski [5] ve Buck [6] ¢alismalarinda her lineer fonksiyonun keyfi

G-Toeplitz metodu i¢in G-stirekli oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla:

Ccx):={f: f:X—> R, G—siirekli} kiimesi en azindan X —» R lineer tim

fonksiyonlari igerir, yani Cg(x) # @ dir.

IwinskKi, [5] calismasinda A = (apy) bir Toeplitz metodu olmak tizere A —siirekli
fonksiyonlarinin olusturdugu kiimenin tiim lineer fonksiyonlar1 kapsadigini ve bileske

islemine gore kapali oldugunu géstermistir.

Ayrica, aynm ¢alismada f fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun [

(birim matris) metoduna gore siirekli olmasi tizerinden vermistir.

Son yillarda 6zellikle Cakalli [7] [8], H.Cakalli-O.Mucuk [9] [10], S.Akduman,
C.0zel ve A. Kiigman [11], H.Cakalli ve M.Albayrak [12], calismalarinda asimptotik
yogunlugun farkh versiyonlar1 kullanarak bazi siireklilik tanimlar1 verilmis ve klasik

sureklilikten daha genel stireklilik kavram elde edilmeye ¢alisilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak baz1 temel tanim ve teoremler

verilecektir.
Reel Terimli Diziler ve Yakinsaklik

Bu bolimde reel degerli diziler icin yakinsaklik, simirlilik, stireklilik, yogunluk ve

istatistiksel yakinsaklik kavramlari verilecektir.

Tanim 3.1. x = (x,) reel degerli bir dizi ve [ € R olsun. Ve > 0 icin en az bir ny =
ny(€) € N bulunabilir éyle ki Vn = n, icin |x, — | < € saglanir ise (x,,) dizisi [ sayisina

yakinsaktir denir [13].

Tanim 3.2. X = (x,,) reel degerli bir dizi olsun. 3IM > 0 sayis1 vardir oyle ki |x,| < M ise

(xp) dizisine smirh dizi denir [13].
Tanim 3.3. Bir x = (x,,) dizisi verilsin. (n;) dogal sayilarin monoton artan bir dizisi

olmak iizere x = (xnk) dizisine x = (x,) dizisinin bir alt dizisi denir [13].

Tanim 3.4 (Cauchy anlaminda Siireklilik). A ve B kiimeleri R kiimesinin bostan farkl

alt kiimeleri olmak tlizere f: A — B bir fonksiyon ve a € A4 olsun. Ve > 0 i¢in
38 = 8(g,a) > 0 bulunabilir 6yle ki |x — a| < § esitsizligini saglayan her x € A i¢in

lf(x) = fla)l <e
ise, f fonksiyonuna a noktasinda siirekli denir [13].

Tanim 3.5 (Heine anlaminda Siireklilik). A ve B kiimeleri R kiimesinin bostan farkl
alt kiimeleri olmak tlizere f:A — B bir fonksiyon ve a € A olsun.x,, - a kosulunu

saglayan V(x,) € A dizisi icin oldugunda f(x,) — f(a) ise f fonksiyonuna a

noktasinda stireklidir denir [13].
Heine anlaminda stireklilik ayni zamanda dizisel siireklilik olarak da bilinir.

Tanim 3.6. f: X — Y bir fonksiyon, A c X, g: A - Y bir fonksiyon ve Vx € 4, g(x) = f(x)
kosulu saglaniyorsa, g fonksiyonuna f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanis1 ya da

daraltilmasi; f fonksiyonuna da g fonksiyonunun X kiimesine bir genislemesi denir [13].

Tanim 3.7. K c N ve K,, := {k < n:k € K} olmak lizere
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1
6(K) = lim—|K,|
nn

limiti var ve sonlu ise bu limite K kiimesinin yogunlugu(veya dogal yogunlugu) denir.

Burada |K},| ile K, kiimesinin eleman sayisi gosterilmektedir [14].

Tanmimi 3.8. x = (x;) reel degerli dizisi verilsin. Ve > 0 i¢in

1
lim EI{kSn:ka—ll >¢e} =0

n—->oo

ise x = (x;,) dizisi [ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st —limx = [ biciminde

gosterilir (Fast, [15]).

Uyar1 3.1. Cauchy anlamda yakinsak bir dizi icin { k: k < n,|x;, — | = ¢} kiimesi N
kiimesinin sonlu bir alt kiimesidir. Sonlu alt kiimelerin asimptotik yogunlugu sifir
oldugundan x = (x;) dizisi | sayisina istatistiksel yakinsak olacaktir. Bunun Kkarsiti

dogru degildir. Bunu gostermek icin asagidaki 6rnegi dikkate alabiliriz.

Ornek 3.1. x = (x;,) dizisi

— 2
xk:={k’k_n n €N

0, k #n?’
seklinde tanimlansin. Herhangi bir 0 < € < 1i¢in {k € N: |x; — 0] = ¢} = {1,4,9,16, ... }
olur buradan {1, 4,9, 16, ... } kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. Ancak bu dizi yakinsak
degildir.
Herhangi bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasini karakterize eden bir teorem

Fridy tarafindan asagidaki bicimde verilmistir:

Teorem 3.1. x = (x;) dizisinin bir [ sayisina istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve

yeter kosul 6({n;:k € N}) =1 ve lilgn Xn, = | olacak sekilde bir (n,) monoton artan
indis dizisinin mevcut olmasidir [16].
Sonu¢ olarak Cauchy anlamda yakinsaklik yerine istatistiksel yakinsaklik

kavraminin kullanilmasi yakinsak dizilerin kiimesini genisletmektedir. Yani ¢ = {x =

(x,):3l €R 3 limx = [} olmak lizere ¢ C cg; icermesi saglanir.
n
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Tanim 3.9. x = (x;) reel degerli bir dizi olsun. V& > 0 i¢in 3n = n(¢) € N sayis1 vardir
oyle ki Vk = n icin {k €N, |x; — x,| = €} kiimesi sifir yogunluga sahip ise x = (x;)

dizisine istatistiksel Cauchy dizisidir denir

Klasik yakinsaklikta oldugu gibi istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy

dizileri arasinda asagidaki bicimde bir iligki vardir.

Teorem 3.2. x = (x;) reel degerli bir dizi olsun. Asagida verilen ifadeler denktir:
i) x = (x;) istatistiksel yakinsaktir.

ii) x = (x;) istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii) x = (x;) dizisiigin §({ k: x; # v, }) = 0 olacak sekilde yakinsak bir y = (y;) dizisi

vardir.

Sonuc¢ 3.1. x = (x;) dizisi | sayisina istatistiksel yakinsak ise x = (x;) dizisinin [

sayisina klasik anlamda yakinsayan bir alt dizisi vardir [16].
Bundan boyle cg; ile istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi gosterilecektir.

Tanim 3.10. Bir x = (x;) dizisinin bir L sayisina p-istatistiksel yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul Ve > 0 icin u({k:|x; —L| = €}) = 0 olmasidir ve kisaca st, —
lilgn X, = L biciminde gosterilir [17].
Tanim 3.11. A = (a,,) sonsuz matrisi ve x = (x;) dizisi verilsin. Eger lim x,, =
n—-oo
oldugunda lim (Ax), = lise, A = (a,;) matrisine regiiler matris denir.
n—>oo

Keyfi bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi, Silverman-Toeplitz kosullari olarak

bilinen asagidaki teorem ile Maddox tarafindan karakterize edilmistir.

Teorem 3.3 (Silverman-Toeplitz): Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul
i) AM > 0 sayis1 vardir oyle ki; hern = 1,2,3, ... icin 2. |an| < M,
ii) lim a,, = 0,Vk =1,2,3, ...,

n—-o0o

(00
iii) lim Ape =1

kosullarinin saglanmasidir [18].



Merve Cetinkaya, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2020

Tanim 3.12. C; = (cp;) matrisi

1
_ -, 1<k<n
Cnk = )n
0, k=>n

biciminde tanimlanir ve Cesaro Matrisi olarak adlandirilir.

C; = (cpx) matrisinin Teorem 3.3 ile verilen Silverman-Toeplitz kosullarini

sagladig1 kolayca gosterilebilir.

Tanim 3.13. x = (x,) dizisi verilsin. Eger,

n

1
n-on
k=1

ise x = (x;,) dizisine [ sayisina Cesaro yakinsaktir denir. Cesaro yakinsak olan dizilerin

kiimesi ¢; sembolii ile gosterilir. Yani ¢; := { (xz): % hre1(xg — 1) = 0, n—> o0)}dir.

Tanim 3.14. (X, T) bir topolojik uzay, I bir indis kiimesi, A € X ve Vi € [ i¢cin 4; € X
acik kiime olsun. Eger A c U;j2,A; ise (4;);e; ailesine A kiimesinin bir agik ortisi

denir.

Sonlu bir aile, A i¢in bir agik ortii ise, yani A4, 4,, 43, ... 4,, € X agik alt kiimeleri

icin, A ©¢ UL, A; ise (4;)1<i<n ailesine A kiimesi i¢in bir sonlu agik ortiisii denir.

Bir ortiiniin herhangi bir alt ailesi de bir ortii ise buna ¢ogunlukla alt ortii adi

verilir [13].

Tanim 3.15. (X, T) bir topolojik uzay, A € X olsun. A kiimesinin her agik ortiisii sonlu

bir alt ortiiye sahip ise A kiimesine kompakt kiime denir [13].

Tanmm 3.16. (X,T) bir topolojik uzay ve x # y olacak sekilde V x,y € X i¢in biri x
noktasini digeri y noktasini iceren ayrik iki agik kiime bulunabiliyorsa bu topolojik

uzaya Hausdorff Uzay1 denir [13].

Lemma 3.1. [a,b] kapali araliginda tanimlanmis her sirekli fonksiyona polinom
fonksiyonlarla diizgiin yaklasilabilir. Yani eger f : [a,b] = R siirekli bir fonksiyonsa ve

€ > 0 verilsin. Bu durumda 6yle bir P polinomu vardir ki ||f — P||, < € saglanir [16].

1937 yilinda, Stone-Weierstrass Teoremi, [a, b] aralig1 yerine herhangi
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bir kompakt ve Hausdorff topolojik uzayi, polinomlardan olusan altcebir yerinede
bazi 6zel altcebirler alinarak genellestirmistir.

Teorem 3.4 (Stone-Weierstrass Teoremi). K kompakt bir Hausdorff uzay olsun. A <
C(K) noktalar1 ayiran ve X’ in hi¢bir noktasinda sifirlanmayan bir altcebirse, o zaman 4,

C(K)'da (diizgiin metrik i¢in) yogundur [18].
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. G-Siirekli Fonksiyonlar

Bu ¢alismada Heine anlamda dizisel stireklilik géz oniine alinarak dizilerin yakinsaklik
taniminin  degisiminin strekli fonksiyonlar iizerinde olusturdugu yapisal etki
arastirlmistir. Bu tip arastirmalar 1946 yilinda American Mathematisel Montly
dergisinde H. Robbins tarafindan yayimlanan bir soru ile baslamistir [19]. H. Robbins

tarafindan sorulan soru asagidaki bicimdedir:

f:R — R bir fonksiyon ve u € R olmak lizere lim %Zﬁzl X, = u kosulunu saglayan her
n—-oo

reel degerli x = (x,,) dizi i¢in
lim =57, f(a) = f W) (1)

saglayan (u = u, tek noktada saglansa bile) f fonksiyonu lineer midir? Yani her u i¢in

f(u) = au + b formunda midir? Burada a ve b tespit edilmis reel sayilardir.

Bir fonksiyonun klasik anlamda (Cauchy) siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul
fonksiyonun dizisel stirekli olmasidir. Yani, bir fonksiyonun stirekliligi diziler yardimiyla

karakterize edilebilir.

Robbins, klasik yakinsaklik yerine dizilerin Cesaro yakinsakligi alinirsa sadece
sturekli fonksiyonlarin lineer fonksiyonlar olacagini éngérmistiir. Daha sonra Robbins

tarafindan de ifade edilen siireklik “Cesaro siireklilik” olarak tanimlamistir [19].

Buck tarafindan 1948 yilinda bu problem kismen ¢éziilmustiir [6]. Bugline kadar
bircok arastirmaci tarafindan bu problem incelenmistir. Dizisel yakinsaklik, matris
toplanabilme metotlar1 yardimi ile ele alinarak Buck tarafindan incelenmistir. Bu
arastirmalarin hepsinde kullanilan metoda gore siirekli olan fonksiyonlar ya tam olarak

lineer ya da tam anlamiyla siirekli fonksiyonlardir.

Tanim 4.1.1. [ c R bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon, a ve b sabit sayilar ve u € R
olmak iizere f fonksiyonu f(u)= au+ b biciminde yazilabiliyorsa f fonksiyonuna

lineer fonksiyon denir.
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Tanim 4.1.2. G bir dizisel yakinsaklik metodu ve f:1— R bir fonksiyon olsun. u
noktasina G —yakinsak I-degerli her x = (x,,) dizisi icin f(x) = (f(xn)) dizisi de f(u)

noktasina G —yakinsak ise f fonksiyonuna u € I noktasinda G —siireklidir denir.

D c I olsun. Eger f fonksiyonu her u € D noktasinda G —siirekli ise f fonksiyonu

G —surekli ise I tanim kiimesinde G —stireklidir denir.

f:I = R fonksiyonunun [ kiimesindeki G —siirekliligi kisaca asagidaki bicimde

ifade edilebilir:

x = (x,) dizisi I-degerli, G-yakinsak her dizi icin
G(f() = f(GE)

saglanirsa f, I kiimesinde G —siireklidir denir.

f fonksiyonunun G —strekliligi ile bir [ alt araligi tzerindeki G —siirekliligini ayirt

etmek onemlidir.

Eger f fonksiyonu I alt araliginda G —stirekli ise f|; da G —siireklidir, fakat karsit1 dogru
degildir.

Bunu asagidaki 6rnekte gosterelim.

Ornek 4.1.1. G regiiler bir metot olsun. Bu durumda f: R - R fonksiyonu vardir éyle ki

her [a,b] c Rigin f|[q ) fonksiyonu G —siirekli fakat R lizerinde G —siirekli degildir.

Bunun i¢in ¢ = ¢ + span{2"} uzayin tamimlayalim. G(x + A(2")) = lim x,,,
n-ngp

(1 € R) reguler metodu ile f:u — u? fonksiyonu istenen 6zellige sahiptir.

Simdi literatiirde genel olarak incelenen bazi dizisel yakinsaklik yontemlerini

verelim:

Dizilerin yakinsaklik yodntemlerinden en o©nemlilerinden, biri matris ile
tanimlanan yoéntemdir. Gergel sayilarin sonsuz matrisi A = (apx)pk=1 olmak lizere x =
(x,) dizisinin Ax matris doniisim dizisi genel terimi her n € N icin yakinsak olmak

uzere,

10
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dir. Yani (Ax),,: = X r=1 ankXx) biciminde yeni bir dizidir.

x = (x,) reel degerli dizi olmak iizere Ax doniisiim dizisi géz oniinde bulundurulsun

Eger Ax her n € N ic¢in var ve lim Ax = 7113010 Yireq QX = L ise x = (x,) dizisine [
noktasina A — yakinsak (veya A-toplanabilir) denir.

Burada [ sayisina x dizisinin A-limiti denir.

Tamim 4.1.3. A = (a,;) matrisi regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart

i) AM > 0 sayisi vardir oyle ki; her n = 1,2,3, ... icin Y7, |aq| < M,

ii) AI_I)IC}O ay =0,Vk=123,..,

iii) rlll_{‘[(;lo Y1 Ak = 1 kosullarinin saglanmasidir.

Matris yontemleri icin regiilerlik kavrami, klasik regiilerlik kavramina denk
diismektedir.

Bir¢cok arastirmaci tarafindan regiiler A —toplanabilir matris ele alinarak G —stireklilik
kavramini calisiimistir. Bu durumda G —streklilik yerine A —siireklilik kavrami

kullanmaktadir.

Buck 06zel olarak Cesaro matrisini kullanmistir.[6] Teorem 4.3 de verilen regulerlik

kosullarini saglar.

Tanim 4.1.4. A = (a,) negatif olmayan sonsuz matrisi her k € N icin lima,, = 0,
n
SUP Mpeq Qnx < © Ve Yl ane » 0, (n = o) kosullarimi saglayacak bicimde verilsin.
n

Eger, her ne€N i¢cin Y aulxx—1I =0 ise x=(x,) dizisine [ sayisina

kuvvetli A —yakinsaktir denir. Burada [ ye x dizisinin kuvvetli A-limiti denir.

Matris tlzerine koyulan bir takim kosullar ile bu limit tektir ve kuvvetli

A —yakinsak regiiler metoda kuvvetli matris metodu denir.

I kiimesinde taniml lineer fonksiyonlarin uzaym £L(I), G —siirekli fonksiyonlarin

uzayini G(I) ve siirekli fonksiyonlar uzayini da C(I) ile gosterelim.

Simdi bu tli¢ kiime arasindaki iliskiyi inceleyelim:

11
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4.2. G = £ olmasi icin bir yeterli sart

Bu boliimde, I aralifinda G = £ olmasi icin bir yeter kosul verilecektir.

Onerme 4.2.1. Eger, G regiiler bir matris metodu ise her lineer f:1 - R fonksiyonu

G —sireklidir. Yani, £(I) < G(I) saglanir.

ispat: G regiiler bir metot olmak iizere £ uzayr G —siirekli fonksiyonlar uzaymn
mimkiin olan en kiicik alt uzayidir. Buck her Cesaro-siirekli fonksiyonun lineer
oldugunu ispatlamistir [6].0 halde eger G metodu Cesaro matris metodu ise G = L elde

edilir.

Diger durum igin f:I - R fonksiyon ve f(x) = ax + b olsun. Keyfi bir x, € I i¢in (x,)
5 Xg ise f(xy,) E>f(xo) , (n = 00) oldugunu gostermeliyiz.

f(x,) = a.x, +bve G(f(xn)) =G(a.x, +b) = a.G(x,) + b buradan

a.xo+b = f(60x)) = 6(f(x)) = f(G(xa) dir.

Antoni Ve Salat bu sonucu herhangi bir regiiler metot i¢cin ispatlamaya calisirken, bir
matris ile ifade edilemeyen metotlar i¢in dogru olamayacagini asagidaki lemma yardimi

ile ispatlamiglardir [20].

Lemma 4.2.1. a # 0,1 ve f:I = R bir fonksiyon ve u , v €I icin au+(1—a)v el

olmak tizere

flau+ (1 —a)v) = af (W) + (1 - a)f(v) (2)
saglasin. Bu durumda f fonksiyonu I kiimesinin yogun bir alt kiimesinde lineerdir.

ispat: Genelligi kaybetmeden « € (0,1) olarak alalim.
Eger,a > 1ise i alinir ve u yerine de au + (1 — a)v se¢imi yapilir.
Eger,a < 0O ise ﬁ alinir ve v yerine de au + (1 — a)v se¢imi yapilir.

I kiimesinde u, ve v, noktalari secilsin. a,b € R olmak lizere f(u)=au+ b bir
fonksiyon ve u =1u, u=v, olmak lzere D ={u€l:f(u) =au+ b} cI Kkiimesi

tanimlansin. Bu bicimde segilen D icin iddiamiz

12
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D kiimesi D kiimesinin bir araligidir. Aksi halde, u;,v; € D olacak sekilde J = (uy,v;)

arahig1 vardir ve bu aralik D kiimesinin higbir noktasini icermez.
Fakat (2) ile verilen esitlikten u;, v; € D icin au; + (1 — @)v; € D N J saglanir. Bu ise bir
celiskidir. O halde D bir araliktir ve benzer yontem ile D = I olacag1 da gosterilir.

Yukarida verilen Lemma 4.2.1 kullanilarak Antoni ve Salat teoreminin genel
yontemlere genellemesi elde edilir. (2) ile verilen esitlik ve G-metotlar: icin asagidaki

ozellik g6z onilinde bulundurulur.

(Ly) 0 ile 1 sayilarindan olusan G —yakinsak bir z = (z,,) dizisi vardir oyle ki a # 0,1

olmak tizere G(z) = a dur.

Teorem 4.2.1. G metodu (L;) ozelligini saglasin. O halde, her G —stirekli f:/ - R
fonksiyonu lineerdir. Yani, G(I) = L(I) dur.

ispat: Teoremin ilk kism1 Antoni ve Salat tarafindan verilmistir [20].

f:1 - R fonksiyonu, G —stirekli ve u,v € I olsun. G, (L) 6zelligini saglayan bir metot
olmak tizere terimleri 0 ve 1 sayilarindan olusan z = (z,,) dizisi vardir 6yle ki bu dizi
yardimiyla her n € N icin terimleri x,:= z,u + (1 — z,)v olan (x,) dizisi tanimlansin.

Eger, (z,) = lise (x,,) = u, (z,) = 0ise (x,,) = v dir.

G metodu regiiler ve lineer bir metot oldugundan x = (x,) €c; ve G(x) = au +

(1 — @)v saglanir. Ayrica z, = 1ise f(x,) = f(u), z, = 0ise f(x,) = f(v) dir. Buradan
fen) = zof (W) + (1 — z,)f (W),
olmak lizere

G(f(xp) =af+ 1 —a)f(v) saglanir. Dolayisiyla f fonksiyonunun

G —strekliliginden her u, v ve au + (1 — @)v € I olmak lizere

flau+ (1 —-—a)v) = f(G(x)) = G(f(x)) =af(u) + (1 — a)f(v) elde edilir.

Lemma 4.2.1 den [ kiimesinin yogun bir D alt kiimesi vardir 6yle ki a,b € R veu € D

olmak tizere f(u) = au + b saglanur.
Simdi u € I ve her n € N i¢in x,, — u kosulunu saglayan x,, € D dizisi g6z 6niine alinsin.

Boylece, u = G(x) dir ve G metodunun regiilerligi ve lineerliginden

13
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G(f(x)) = G((ax, + b)) =au+b
esitligi saglanir. Bu irdeleme f fonksiyonunun G —siirekli olmasi anlamina gelir ve
f(w) = G(f(x)) = au + b saglanr.

Herhangi bir f fonksiyonu sadece tek bir noktada G-siirekli olsa bile Teorem 4.2.1'in

dogru kalacag Antoni ve Salat tarafindan ispatlanmistir [20].
Uyar1 4.2.1. Teorem 4.2.1'in tersi dogru degildir.

(L) 0zelligine sahip olmayan regiiler bir G metodu icin de herhangi bir I araliginda
G(I) = L(I) esitligi saglanabilir. Bunu gormek i¢in bir G metodu insa edelim. z =

(1,0,—1,1,0,—1, ...) biciminde bir dizi icin c¢; = ¢ + span{z} olmak lizere x € c; ve

G(x) = lim x3,,, biciminde tanimlansin.
n

Aciktir ki G metodu (L) 6zelligine sahip degildir. Ciinkii G(x) = [ ise [ sayis1 x

dizisinin altdizisel limiti olmalidir.

f:1 - R fonksiyonu G —strekli bir fonksiyon ve lim y, = u, olmak iizere 1 € R i¢gin
n—oo

X =y + Az dizisi goz oniine alinsin buradan G(x) = u, dir. f fonksiyonu G —siirekli
oldugundan f(x) = (f(y1 + D), f(¥2), f(y3 = ), ...) E g,

ve G(f(x)) = f(up) dir. k € R igin

f V3n+2) = f(uo),

fans1 +4) = f(ug) +x,

f(Vane3 —A) = f(uy) — K olsun.

Eger A = 0 ise (y,) dizisi icin 7111—{?0 Yn = Ug dir. Bu ise f fonksiyonunun wu, da strekli

olmasi anlamina gelir. A € R olmak tizere u, + A ve uy — A elemanlar1 [ kiimesine

aittir y,, = u, oyle ki

flug + )+ f(ug = 1)
2

= f(uo)

Lemma 1 den f fonksiyonunun lineerligi devam eder.
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4.3. G —siirekliligin topolojik incelenmesi ve G = C olmasi i¢in gerekli bir kosul

Bu boéliimde G metodunun alt dizisel metot olmasi halinde, G ile C arasindaki iliski

incelenecektir.

Tanim 4.3.1. G regiiler bi toplanabilme metodu olmak iizere [ ye G —yakinsak her x =
(x,,) dizisinin lilgn Xp, = L kosulunu saglayan (xnk) alt dizisi varsa, G metoduna altdizisel
metot denir.

tanimlanir:

x = (x,) dizisii¢in G(x):= li}gn Xn, Varsa,x = (xp) dizisine I,y —yakinsaktir denir.
Bu bigimde tamimlanan [, , metodu altdizisel metottur. Altdizisel metoda baska bir
ornek ise Uyar1 4.2.1’ de verilmistir.

Diger bir 6rnek ise istatistiksel yakinsakliktir [1, sonug 2.4].

Tanim 4.3.2. U c R ve [ € R olsun. Eger, U kiimesinde G(x) = [ olacak sekilde bir x =
(x,) dizisi varsa [ ye U kiimesinin G —hull noktasi denir. Eger, U kiimesi tim G —hull

noktalarini igeriyor ise U kiimesine G —kapalidir denir.
—G
U kiimesinin G —hull noktalarinin kiilmesi U sembolii ile gosterilir.

— -G
Aciktir ki, G regiiler bir metot olmak tlzere herhangi UcC R icin UcUcU

—G
icermeleri saglanir. Ayrica eger U = U saglaniyor ise U kiimesi G —kapalidir.

—G — —G
Not edelim ki, G metoduna bagli olarakyaU = UyadaU c U saglanir.

Ornegin, G metodu olarak Cesaro toplanabilme metodu goéz oniine almirsa U =
—G
{0,1} kiimesiicin U = [0,1] dir.

Eger, G metodu olarak istatistiksel yakinsaklik metodu goéz oOniine alinirsa {0,1}

kiimesinin G —hull noktalarinin kiimesi {0,1} dir. Ayrica, U = {0,1} icin G(x) =
limxn+xn+1

n

amesi {0, (), (3. (). 1)

—G —G
biciminde segilirse U = {O, G), 1} ve U Kkimesinin G-hull noktalarinin
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. — —G
Onerme 4.3.1. G regliler bir metot ve U € R olsun. Bu durumda, U = U esitliginin

saglanmasi icin gerek ve yeter kosul G metodunun bir altdizisel metot olmasidir.

. —G
[spat: Kabul edelim ki G altdizisel metot ve [ € U olsun. Boylece U kiimesinde bir x =

(x,,) dizisi var ve G(x) = [ saglanir. G metodu altdizisel metot oldugundan (x,,) dizisinin

(xnk) alt dizisi vardir oyle ki h,{“ X = | dir. Buise | € U demektir. Boylece, G metodu
— —G
regiiler oldugundan U = U esitligi saglanir.

— -G
Simdi kabul edelim ki her U € R i¢cin U = U saglanir. x = (x,,) dizisi G —yakinsak ise
G(x) =l olacak bicimde [ € R vardir. O halde G regiilerdir.

— ¢
Her birn € Nigin !l € {x,:n = n} dir. Ayrica, kabulden dolayi,

{x,:n > n}G = {x,:n > n} dir. Buradan, [ € N,{x,:n =7} elde edilir. Bu ise (x,, ) alt
dizisinin var ve liI£n Xp, = [ oldugunu gosterir.

Lemma 4.3.1. f:R — R fonksiyonu G —siirekli ve U kiimesi ¢ —kapali bir kiime olsun.
0 halde f~1(U) < R kiimesi de G —kapaldir.

. —G
ispat: V:= f~1(U) olmak iizere L €V olsun. Bu durumda V-degerli x = (x,,) dizisi

vardir oyle ki G(x) = [ saglanir.

Ayrica, G(f(x)) = f(1) oldugunda f(x) fonksiyonu U-degerli ve U kiimesi G-kapahdir.
Buradan f (1) € U elde edilir. Fakat [ € V ve VG c V dir.

Lemma 4.3.1 ile asagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 4.3.2. G bir altdizisel metot olmak iizere her G —siirekli her fonksiyon

stureklidir. Yani G c C dir.

ispat: G siirekli bir fonksiyonun siirekli oldugunu géstermek icin herhangi bir kapal
kiimenin bu fonksiyon altindaki ters goriintiisiiniin de kapali oldugunu goéstermek

yeterlidir.

U c R kiimesi kapali olsun. G bir altdizisel metot oldugundan 6nerme 4.3.1 den, U
kiimesi G —kapalidir. Boylece f fonksiyonu G —siirekli oldugundan Lemma 4.3.1 den ve

f~1(U) fonksiyonu da G —kapaldir ve kapaldir.
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Teorem 4.3.1. G regiller bir metot olsun. Bu durumda, her siirekli fonksiyon G-

stireklidir, yani C = § ise G altdizisel metottur.

ispat: Kabul edelim ki, G bir altdizisel metot olmasin. Bu durumda f:R — R strekli

fakat G-siirekli olmayan bir fonksiyon olsun. G altdizisel metot olmadigindan Onerme

— -G
4.3.1’ den bir U c R kiimesi vardir 6yle ki U ¢ U saglanir.

—G —_ —
leU \U olsun. O zaman bir f siirekli fonksiyonu vardir 6yle ki f(1) =0 ve f|U =

1 saglanir. f fonksiyonunun G —stirekli olmadigi kabul edilsin.

le UG oldugundan x = (x,,) dizisi vardir oyle ki G(x) = [ dir. Simdi f(x,) =1 hern €
N icinve f(I) =0,

G(f(x)) =1+ 0= f(]) oldugundan iddia saglamis olur.

Regiiler altdizisel metotlar icin G —siirekli fonksiyonlarin yalniz lineer fonksiyonlar
oldugu gosterildi. Boylece Teorem 4.3.1'in tersinin dogru olmadig1 aciktir. Onceki iki

sonugtan kolayca gortiliir ki
G reguler metotlar icin, C € G olmasi icin gerek ve yeter kosul G = C olmasidir.

Bu ise G ailesinin hi¢bir zaman C ailesini icermedigini gosterir. Eger G nin C de
bulunmayan fonksiyonlar1 iceren bir G metodu varsa o zaman G —silirekli olmayan
stirekli fonksiyonlarin da olmasi gerekir. Ozel metotlar icin G = € oldugunda karakterize
etmek mimkiindir. Klasik matris metotlar i¢cin boyle bir sonu¢ Iwinski tarafindan

verilmistir [5]. $imdi bu boliimiin baginda verilen I,y metodunu hatirlatilsin;
Acik¢a C c G yi saglayan bir matris yontemidir, yani G = C dir.

Teorem 4.3.2(Iwinski). G regiiler bir metot olmak lizere asagidaki ifadeler denktir:
i) u — u? fonksiyonu G —siireklidir,

ii) Ccg,

iii) G = C,

) G = I, (k) N

Aslinda, u — u? fonksiyonunun baska bircok fonksiyon ile degistirilebilecegi [5, teorem

3] calismasinda gostermistir.
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Teorem 4.3.2 kuvvetli matris metotlar1 i¢in [,y metotdunun uygun bir A matrisi i¢in

kuvvetli A —toplanabilme metodu ile esdeger oldugunu hatirlatilsin.

Teorem 4.3.3. G kuvvetli matris metodu ise asagidaki ifadeler denktir:

i) u — u? fonksiyonu G —siireklidir,

ii) C c G dir,

iii) G = C dir,

V) G = Ign,y, (ni0) © N

Ispat: Teorem 4.3.2’ den sadece (i) = (iv) oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Simdi A
negatif olmayan bir matris olmak tizere ¢ kuvvetli A toplanabilme metodu olsun.Bu
durumda (i) kosulunun saglandig1 agiktir. B = (b,,) ile A matrisinin tim sifir olan
sutunlarinin silinmis halini gosterilsin. A Uzerindeki varsayimlara goére B bir sonsuz

matristir. O halde kuvvetli B —toplanabilme metodunun klasik yakinsama ile ¢akistigini

gostermek yeterli olacaktir.

[5, teorem 3] de verilen ispat takip edilirse; a; = sup b, k € Nve a = irlgfak olsun.
n

a = 0 oldugu kabul edilsin. (k,,) artan bir dizi olmak lzere Y.;_; @y, < oo saglanr.
Eger,

X, = {alz‘l’i/3’ k= km
“ 0, k#k,

biciminde segilirse, (x;) dizisi 0’ a kuvvetli B —yakinsaktir. Diger yandan, bir (n,,) dizisi
Akm

secilebilir 6yle ki her m i¢in b, k., = (T) saglanir. Simdi bir y = (y,) dizisi

asagidaki bicimde tanimlansin:

Vi: = {al;:ﬂ, k= km
““lo,  k#k,

Buradan kolayca Y.;°-; bnpi|yi| — o, (m = o) oldugu goriilir. Boylece, y dizisi 0 a
kuvvetli B —yakinsak degildir. O halde, her k icin y;, = x oldugunda u — u? fonksiyonu
0’ a G —yakinsak degildir. Bu ise (i) ile gelisir. Dolayisiyla @ > 0 vardir buradan her k €

N, icin (ny) vardi oyle ki bnkk > % var oyle ki ny — oo, Y17, by, < oo dir.
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Bundan dolayy, eger x dizisi [ ye kuvvetli B —yakinsak ise
12 = U < byl = U S T2y bpyr |5 = 1] = 0,k — o0
elde edilir.

Bu ise x dizisinin [ ye yakinsak oldugunu verir. Buradan B —toplanabilme metodunun

klasik yakinsama ile gelistigi gosterilmis olur.
4.4. G c Cicin yeterli bir kosul

Eger, G metodu reguler ise L lineer fonksiyonlar uzayinin, G strekli fonksiyonlar
uzayinin mimkiin olan en kiiciik alt uzay1 oldugu goriildii ve bu durumda en azindan
G = L dir. Bu esitligin saglandigi durumda su soru sorulabilir; G kiimesi daha ne kadar
genigletilebilir? G reguler matris metotlar: i¢in daima G c C dir, yani her G —stirekli
fonksiyon klasik anlamda stireklidir. Bu gosteriyor ki bir fonksiyon herhangi bir noktada

G —surekli ise o noktada sureklidir.

Bu boliimde Posner tarafindan verilen sonucu daha genis metot siniflarina
uygulanacaktir [21]. Fakat kars1 bir 6rnekle Posner’in sonucunun tiim metotlar icin

gecerli olmayacag1 da gosterilecektir.

G metodu icin asagidaki 6zellik tanimlansin:

(S) lim x,, = o olup V(ny) icin (xnk), G yakinsak olacak sekilde x = (x,,) dizisi yoktur.
Teorem 4.4.1. G regiiler metodu S 6zelligini saglasin. Bu durumda, u, € I noktasinda
G —stirekli her f:I - R fonksiyonu u, € I noktasinda stireklidir.

ispat: Kabul edilsin ki f fonksiyonu u, noktasinda G —siirekli fakat siirekli olmasin. Bu
durumda, I kiimesinde bir (x,,) dizisi vardir oyle ki (x,,) dizisi u, noktasina yakinsaktir
fakat f(x,) dizisi f (uy) noktasinda yakinsak degildir. O halde (x,,) dizisinin bir (xnk) alt
dizisi bulunabilir 6yle ki § > 0 i¢in |f(y,) — f(up)| = & saglanir. Yani; Vn € N igin
fOn) = f(ug) + 6 sagladigi kabul edilebilir. Eger, f(y) dizisi simirh bir dizi ise y

dizisinin bir w altdizisi vardir 6yle ki f(w,) = a = f(u,) + 6 dir. Buradan G(w) = u,

ve G(f(w)) = a # f(u,) saglanir.
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Bu ise f fonksiyonunun u, noktasinda G —siirekli olmasiyla ¢elisir. Bu yiizden f(y)
dizisi sinirh degildir ve y dizisinin bir w' altdizisi vardir éyle ki f(w") — oo dir. w'
dizisinin her alt dizisi de wu, noktasina yakinsakligindan, f(w') dizisinin
G —surekliliginden tiim altdiziler G —yakinsaktir. Bu ise ¢ metodunun S o6zelligi ile

celisir.

Sonuc 4.4.1. G regiiler bir metot olsun. Eger,

a) (Posner) G Kklasik matris metodu, ya da

b) G kuvvetli matris metodu, ya da

c¢) G bitiintiyle reguler, yani, x = (x,,) dizisi yakinsak degil fakat G —yakinsaktir, ya da
d) G altdizisel bir metot,

olsun. Her f:I - R fonksiyonu u, € I noktasinda G —siirekli ise f fonksiyonu bu

noktada sureklidir.

ispat: a) daki iddia S 6zelligine sahip her regiiler matris metodu i¢cin Buck'in teoreminde
izlenilen yolla ispatlanir. ¢) Agiktir. d) kosulu c¢) kosulunun 6zel bir durumudur. b) ise

¢) den elde edilir.

Reguler ve kuvvetli matris metotlar1 disinda neredeyse tiim yakinsaklik metotlar ve

u —istatistiksel yakinsaklik metotlar1 da S 6zelligine sahiptir [22].

Herhangi bir fonksiyonun bir noktada stirekli olmasi icin onun bu noktada istatistiksel

surekli olmasi gerektigi Schoenberg tarafindan ispat edilmistir [23, Lemma 5].

Onerme 4.4.2. G metodu pu —istatistiksel yakinsakllk metodu olsun. f:I - R
fonksiyonunun u, € I noktasinda G —siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu

noktada surekli olmasidir.

ispat: Ilk olarak f:I — R fonksiyonun u, noktasinda siirekli ise bu noktada G —siirekli
oldugu gosterilsin. Bunun icin , u, noktasina u —istatistiksel yakinsak (x,,) dizisi ve & >

0 Kkeyfi sayisi goz 6nlinde bulundurulsun.

f fonksiyonu u, noktasinda siirekli oldugundan en az bir 7 >0 vardir oyle ki
|v —ug| <n kosulunu saglayan her v icin |[f(v) — f(uy)| < & saglanir. Boylece,

u —istatistiksel yakinsaklik tanimindan,
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p{ne |f () — o)l > e}) < u({n: [x, —uol >n}) =0
elde edilir. Bu ise
p (e |f () — f(ue)| > €}) =0

demektir. Yani; buradan f(x,) dizisi f(u,) noktasina u —istatistiksel yakinsaktir ve f

fonksiyonu u, noktasinda G —stireklidir.

Ornek 4.4.1. Oyle G regiiler metodu vardir ki f:R — R fonksiyonu 0 noktasinda
G —sirekli fakat stirekli degildir.

ispat: Ilk olarak bir ¢; uzay1 ve bir G metodu tanimlansin. Y ile tiim y = (y,,) dizilerinin
kiimesi gosterilsin 6yle ki y, € {0} U {jf:j € N} olmak tizere her bir n icin (y,)

iraksaktir.

W ile Y kiimesinin lineer spanlar1 alinsin. ¢; = c + W ve G:c; = R olarak tanimlansin.

z € ¢ vew € W olmak lizere x = z + w olan bir dizi ve G(x)=lim z olsun.

lyi tanimlanmis bir G metodu kurulmalidir. ilk olarak her w € W dizisinin w # 0 ve

iraksak olacagi gosterilmelidir. Bunu gérmek igin,

a, € R ve y¥ € Y olmak tlizere w = ¥_, a,y” # 0 olsun. Ayrica, M = m;alxlavl ve m =
min{|Y ey ayl: H € {1,2,3, ..., N}, Ypen ay # 03;

buradam > 0 dur.

Y kiimesinin tanimindan pozitif tamsayili (J,,) dizisi vardir ve (J,,) yakinsak degildir éyle

ki v=12,..,Nven € Nigin y/ = 0yaday’ > (J,)/» dir.
simdin € Nicin w, = X%, (3,07 ay) /.

Burada sadece birka¢ tane terim sifirdan farkhidir. Eger w, # 0 ise baz1 j ler icin

wy # 0 i¢in Xv_;ja, # 0 dir. En genis j icin K = K(n) olsun. O zaman K > J, ve

boylece
Wl = |Zypokk @y = Xyoeji apyi| = mK* — MN(K — 1)K?

> (mK — MN)(K — D)X > (mJ,, — MN)(J,, — 1)/n"1
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Buradan n — oo i¢in, wy, dizisinin iraksak oldugu goriiliir.

Sonug olarak c¢; = ¢ + w oldugundan G metodunun iyi tanimlanmis oldugu gosterilmis

olur. A¢ikca G metodu lineer ve regiilerdir.

Simdi f fonksiyonu tanimlansin f:R — R olmak iizere

biciminde tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonunun 0 noktasinda siirekli degildir.

G —strekli olup olmadigi incelenecektir.

Bir x = z+ w € ¢; dizisi ve G(x) = limz = 0 alinsin. O halde her n i¢in f(x,) € {0} U
{//:j € N} ve her nigin w, = 0 ve z, € {(1/)):j € N} olmak iizere f(x,) # 0 dir. Sonug
olarak f(x) dizisi ya ¢ok az sayida sifirdan farkli terime sahiptir ya da sifir olmayan
terimleri sonsuza gider. Tki durumda da f(x) € c; ve G(f(x)) =0 saglanir. Bu da
gosterir ki f fonksiyonu 0 noktasinda G —stireklidir. Ancak f fonksiyonu hi¢bir u =
(1/j) noktasinda G —siirekli degildir.

4.5. ikilem

Bu bélimde G regliler metotlarn icin iki durum incelenecektir: Ya sadece lineer
fonksiyonlar R kiimesi lizerinde G —siireklidir ya da her siirekli fonksiyon R kiimesi

lizerinde G —siireklidir. Yani; G = Lyada G = C olur.

Su ana kadar her stirekli fonksiyonu G —siirekli yapan ve lineer olmayan regiiler bir

metot bilinmemektedir.

Aslinda, G metodu olarak matris metotlar1 dikkate alindiginda bu ikilemi elde etmek
Spigel ve Krupnik tarafindan ortaya ¢ikarilmistir [24, p.147]. Burada regiiler matris
metotlar1 icin bu ikilemin basarisiz oldugu gosterilecektir. Spigel ve Krupnik

varsayimina karsi 6rnek verilecektir.

Kuvvetli matris metotlari ile tanimlanmis her metot bu ikileme karsi érnekler olusturur.

Bir 6nceki sonug ve Teorem 4.3.2'den G = () metodu icin G = C saglanir.

Teorem 4.5.1. G kuvvetli matris metodu olsun. Her (n;) dizisi igcin G # I(, ) ise
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Lcgecce
dir.

ispat: Onerme 4.4.1 ve Teorem 4.4.1’ den £ c G € C daima saglanir. Negatif olmayan

A = (ay;) matrisi ve her u € R icin lineer olmayan u — |u| fonksiyonu
Yire1 Ank ||xk| — |u|| < Yr=1lxx —u| G —siireklidir. Boylece £ # g dir.
Sonug 4.5.1. G reguler matris metodu i¢in

LCGccC
dir. Bu boliimde asagidaki 6zellik gz 6niinde bulundurulacaktir.
(GC,) Her G —siirekli f:1 — R fonksiyonu siireklidir. Yani, G(I) c ¢(I) dur.

Onceki béliimiin sonunda da belirtildigi gibi bu durumu saglamayan regiiler bir metot

bilinmemektedir.

Teorem 4.5.2. G regiiler bir metot ve I = Ryada I = [a, b] olmak iizere (GC,) 6zelligini
saglasin. O halde, ya G(I) = L(I) saglanir ya da G(I) ktimesi C(I) kiimesi lizerinde

yogundur.

ispat: 11k olarak I = R ve G # £ oldugu kabul edilsin. C kiimesi iizerinde G kiimesinin
kapanisi H ile gosterilecektir. C = C(R) kiimesinin R kiimesi iizerinde diizgiin

yakinsadigi hatirlatilsin.

u — u? fonksiyonunun # kiimesine ait oldugu gosterilsin. Eger G # L ise f € G \ L dir.
Bir degiskenin otelenmesiyle f|[0,1] € £[0,1] olur. f fonksiyonu her n € N icin f,,(u) =
%Zﬁzlf(gu) biciminde tanimlansin. Agiktir ki, f, € G dir ve metot (GC;) 0zeligini
sagladigindan f fonksiyonu R kiimesi tizerinde siireklidir. $Simdi

%f;f(t)dt ise u#0

g(u) = {f(O) ise u=0

bigiminde tanimlansin. u # O ve t, T € [0,u] yada t, T € [u, 0] olmak lizere
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n k(u/n)

Ig(u)—fn(u)|=uiz f (f(t)—f(%u))dt

k=1 (k-1)(u/n)

= SUP{If(t) —f@l:lt =1 Slnil}

saglanir. Bu da gosterir ki C kiimesi lizerinde f,, = g dir ve g € H dir.

Oyleyse u — g(au) fonksiyonlar1 da herhangi bir a icin H kiimesine aittir. Bu

fonksiyonu  bulmak icin de islemler tekrarlanabilir ve h(u) =
1 ru ,

{Zfo gt)dt ise u#0
g(0) ise u=0

fonksiyonu H kiimesine aittir. Aciktir ki, h fonksiyonu R\ {0} tzerinde iki kez
tiirevlenebilir. Ek olarak (0,1) kiimesi tizerinde h"(u) # 0 dir. Eger, 0 olsaydi [0,1]

kiimesi lizerinde h(u) = au + b olurdu.

Oyleyse f:g(t)dt = au? + b dir ve buradan g(u) = 2au + b elde edilir.

Aym sekilde f:f(t)dt = 2au? + bu oldugundan f(u) = 4au + b olur. Bu ise f|[0,1] &
L[0,1] olmasi ile gelisir.

f = h olsun. Sonug olarak f € H fonksiyonunun varligi gosterildi oOyle ki R\ {0}
lizerinde baz1 u, € (0,1) icin f'(uy) # 0 ve f”(0) # 0 dir. Oyleyse, u € R icin

fw) =£f0O0)+f (0)u+ %]”’(O)u2 + r(u) ve |T]ilzl)| - 0, u — 0 yazilabilir. Eger,

u yerine (%) yazilir ve denklem n? ile carpilirsau € Rve n € N icin
1 ., !

Lo — s (2) - 1 0) -7 Ou) = e (9

elde edilir. Boylece, her bir f;,, fonksiyonu H kiimesine aittir

fa@) = n2f (2) = n2f(0) — nf'(O)u

olmasi i¢cin her M > 0 icin

r(u/n)
(u/n)?

|lul> > 0, n - oosaglanir.

u
sup |—n?r (—) | = sup
lulsm n o<lulsM
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Buradan goériiliir ki C kiimesi tizerinde f,(u) — %f”(O)u2 ve f'"(0) # 0 dir. Bu u - u?

fonksiyonu # kiimesine ait olmasi1 demektir. Simdi bu sonug¢ kullanilarak H = € oldugu
gosterilecektir. Bunun icin, C[a,b] kiimesi iizerinde ¥ |[a,b]:= {f|[a, b]:f€ H}

kiimesinin yogun oldugunu gostermek yeterlidir.

Once # o L ise H|[a, b] kiimesini [a, b] araligin1 noktalara ayirir ve sabit fonksiyonlar:
icerir. Stone-Weierstrass teoremine gore H|[a,b] kiimesi C[a,b] kiimesinin bir alt

cebiridir. Bununicin f, g € H ise f. g € H oldugunu gosterilmelidir.

2_f2__ 42
f.g= ((H‘g)z—fg) biciminde yazilirsa u - u? fonksiyonunun da # kiimesine ait

oldugu goriliir.

ispat icin I = [a, b] durumu kolaydir. Ayn1 zamanda herhangi bir [c,d] aralif1 icin
H|c,d] aittir. Boylece f? € H[a, b] yazlabilir. Yani f € H[a, b] dir. Teorem 4.4.3'den
gercek bir celiski elde edilmek icin C(I) kiimesinin hangi kosullar1 sagladiginda G(I)

kiimesinde kapali bir kiime olacag1 séylenmelidir.

Tanim 4.5.1. R lizerinde G —siirekli f fonksiyonu her [a, b] arahginda f|,; € Gla,b]

oluyor ise G —siirekliligin boundedly determinedi denir.
Lemma 4.5.1. G metodu (GC,) 6zelligine sahip regiiler bir metot olmak tizere

cc Nl kapall ve G:(cg Nlw;ll-llw) = R siirekli ise asagida verilenlerden birisi

saglanir:
a)l =[a,b]yada

b) I = R ve G —siireklilik boundedly determined ise G(I) kiimesi C(I) kiimesi lizerinde
kapalhdir.

ispat: a) f, € G[a, b] olmak iizere f,(u) - f(u) diizgiin yakinsak olsun. Simdi [a, b]
araligl tzerinde G —yakinsak bir x dizisi alinsin. G(x) = u € [a, b] ise her bir f,
fonksiyonu G —siireklidir ve ayni zamanda bu aralikta da siireklidir. Buradan her bir n

icin f,, € c; N 1, saglanir ve n = oo i¢in

Sl}iplfn(xk) —fE < lfa = fllo =0

elde edilir.
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Boylece, varsayimdan dolay1 f(x) € ¢z N Ly, ve fr(x) = f(x) dir.

G metodunun siirekliliginden ve f,, fonksiyonunun G —stirekliliginden

fn(u) = fn(G(x)) = G(fn(x)) - G(f(x))

saglanir. O halde o zaman f,,(u) — f(u) dir. Buradan G (f (x)) = f(u) yani f € Gla, b]

elde edilir.

b) (a) kosulundan dolay: f|[a, b] € G[a, b] ise f € G(R) dir.

Yukarida verilen teoremlerin bir sonucu olarak asagidaki ikilem elde edilir:

Teorem 4.5.3. G regiiler ve (GC;) ozelligine sahip bir metot olsun. c¢; N [, kapali ve
G: (cg Nlg; |l ll) = R siirekli ise asagida verilenlerden birisi saglanir:

a)l = [a,b]

b) I = R ve G —siireKliligin boundedly determined1 ya G(I) = L(I) ya da G(I) = C(I)
dir.

Ispat: G regiiler klasik ya da kuvvetli matris metodu ise c; N [, kapaldir ve
G:(cg Nlw; |l llo) = R stireklidir.

Klasik matris metotlar i¢in (a) ifadesinin ispati Silverman-Toeplitz teoreminden agiktir

[18].

A regiler matrisi siirekli lineer uzayda A:l, -1, ve c; NI, =A71(c) olarak
tanimlansin. O halde x € ¢; Nl icin G(x) = lim Ax ve lim: ¢ — R siireklidir. Kuvvetli

matris metotlari icin iddia benzer sekilde ispatlanabilir [17, 6nerme 4 ve teorem 8].
Sonug 4.5.2. G regiiler klasik ya da kuvvetli matris metodu olmak {izere

a)l =a,b],

b) I = Rve G —siireklilik boundedly determined,

ise ya G(I) = L(I) yada G(I) = C(I) dur.

Teorem 4.4.2 ve Sonug 4.5.2 den klasik ya da kuvvetli matris metotlar: icin G metotlari

regulerdir.
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G — siireklilik genel boundedly determined degildir. Matris toplanabilirligi icin Ornek

1'de somut bir 6rnek verilir [25, Bélim 26].
4.6. G —surekliligin tek bir noktadaki global sonuglari

G —streklilik i¢in ilk boltimde Buck [6] verilen ¢alismasinda bir fonksiyon tek noktada

Cesaro stirekli ise lineer bir fonksiyon oldugunu géstermistir.

Antoni ve Salat [26, Teorem 1, 2] Spigel ve Krupnik [24, Teorem 1 ve 2] calismalarinda
matris metotlari i¢in bu yonde genel sonuglari ele almislardir. Antoni'nin ¢alismasindaki
Teorem 4.2.1 esnetilmis ve genellestirilmistir. G metotlar1 lizerindeki kosullar (L;)

ozelligi altinda bo6liim 4.2 de ele alinmigtir.

ilk basta verilen terimleri 0 ile 1 olan diziler G metotlar icin asagidaki ozelligi

sagliyor ise bu dizilere ayrik diziler denir.

(Ly): Terimleri 0 ve 1 olan G —yakinsak z ve z’' dizileri vardir dyle ki G(z) = a ve

G(z") = B olmak tizere @, B # 0 ve @ + B # 1 dir.

Teorem 4.6.1: G regiiler metodu (L,) ozelligine sahip olmak iizere her f:R - R

fonksiyonu bir noktada G —siirekli ise lineerdir.

ispat: Genelligi kaybetmeden f fonksiyonunun 0 noktasinda G —siirekli ve f(0) = 0
oldugu varsayilsin. (L,) 6zelliginden z ve z' iki dizi olmak tizere z, = 1 — z,, + z,, olarak

tanimlansin. Buradan gorilir ki z"" = (z;,) dizisi G —yakinsaktir.

y:G(z))=1—(a+pB)+#0 olmak lizere z, dizisi, z, dizisi ve z, dizisi ikili

gruplandirildiginda ayrik dizilerdir. Herhangi iki u ve v reel sayilar1 alinsin.

Xn = =2p(v/20)u — 2y (v /2B)v + 27 (u + v) /2)

olmak tizere
Gx)=—-0/2u—-G/2v+y(u+v)/2) =0
oldugundan x dizisi G —yakinsaktir.

f fonksiyonunun G —siirekliliginden G(f(x)) = f(0) # 0

fGn) = znf (=(v/200uw) + 2o f (v/2B)v + 2, f ((u + v)/2).

Burada gordik ki
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0—G(f(x))—af(——u)+/3f(——v)+ f(u+v) (3)

dir. Eger v = 0 yadau = 0 ise (3) esitliginde, af (—%u) = —yf (%) ve Bf (—%v) =

-vf (g) olur. Bulunanlar (3) de yerine koyulup y yerine yazilir ise her u ve v i¢in f (E) +

(4

f (E) =f (u;v) elde edilir. Eger u = v ise f( ) f(u) , yani (f(u) + f(v)) f (u+v)

dir. R kiimesinin yogun bir alt kiimesi oldugu gésterilmelidir ve her a, b € R oOyle ki her

u € D icin f(u) = au + b olmahdir. Simdi keyfi bir u € R sayis1 ve bir x,, € D dizisi

secilsin. x,, dizisi 2u noktasina yakinsaktir. O halde f(u) = %(f(xn) + fQ2u — xn)) =

%(axn +b+ fQRu — xn))dir.

Buradan (2u — x,,),, dizisi 0 noktasina G —yakinsaktr. (f (2u — xn))n dizisi icinde sonug

aynidir. Dolayisiyla,
fQw = G((%axn+b+f(2u—xn)) ) =%(a2u+b+0) — au+§_
n

Buradan f fonksiyonunun lineer oldugu gosterilmis. Burada f(0) = 0 oldugu kabul
edildiginden b = 0 olur. Borsik ve Salad [27] calismalarinda Teorem 9' da verilen
sonuctan asagidaki ifade verilebilir. Tek noktada G —siirekli her fonksiyon icin G metodu
lineer hemen hemen yakinsak bir metot olmalidir. Daha da genel olarak Spigel ve
Krupnik [24] calismalarinda verdigi sonucun bir uzantis1 olarak asagidaki sonug

verilebilir.

Hatirlama: Eger hemen hemen yakinsak bir dizinin G limiti ayni ise G metoduna kuvvetli

reguler bir metot denir

Sonug 4.6.1. G kuvvetli regiiler bir metot olmak iizere herhangi bir noktada G —strekli

fonskiyon lineerdir.

ispat: Teorem 4.3.1' da verilen z = (1,0,0,1,0,0,1,0,0...) ve z' = (0,1,0,0,1,0,0,1,0...)
dizileri kullanibilir bu iki dizi de hemen hemen yakinsak, yani G —yakinsaktir degeri g

olur.

Teorem 4.2.1' e gore yalmzca (L;) 6zelligine sahip G metotlar: icin Teorem 4.3.1' un

dogru olup olmadigi sorulabilir. Antoni ve Salat ¢alismalarinda gosterdigi gibi durum
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boyle degildir [20]. (L) Ozelligine sahip regiiler matris metodu 6rnegi tretilebilir ve

lineer olmayan stirekli f: R — R fonksiyonu tek noktada G —siireklidir.

Lemma 4.6.1. f:R —» R fonksiyon icin her u, siireksizlik noktasinda lim |f(x)| = o
X—00

olsun. O halde her u, noktasi ve her 1 # 0 icin x ve x’ dizileri her n icin x,, dizisi u,

noktasina, x;, dizisi de u, noktasina yakinsaktir ve her n i¢in f (x,) — f (x;,) = A dir.

ispat: f fonksiyonu wu, noktasinda siireksiz olsun ve U={u<ug: f:
fonksiyonu u noktasinda sturekli} kimesi ele alinsin. Her u €U noktasinin
komsulugunda f fonksiyonu sinirh ve siireklidir. Oyleyse U kiimesi acik bir kiimedir. u,
noktasinin her komsulugu U kiimesi ile kesisir ¢linkii € > 0 icin M > 0 vardir oyle ki
{u € [ug — &, upl: |f(w)] < M} sonsuzdur. Dolayisiyla yigilma noktasina sahiptir. Bu
nokta varsayimdan dolay1 U kiimesine aittir. Bu nedenle maksimum agik araliklar
bulunabilir n — oo icin b, dizisi uy noktasina yakinsaktir tim n ler i¢in b, = uy , I, =
(an, by) c U dir. O halde bir (a,, b,) araligi tzerinde f fonksiyonu siireklidir ve

maksimali alindiginda lirlr)l |f(x)| = o olur. Ortalama deger teoreminden x ve xj
x—by

dizilerini insa etmek kolaydir. Bununla birlikte Antoni'nin lemmasinin genisletilmesi

ispatlanabilir.

Teorem 4.6.2. G metodu (L,) 6zelligine sahip regiiler bir metot olsun. Her f:R = R

fonksiyonu R lizerinde tek noktada G —sitireklidir.

ispat: Kabul edilsin ki f fonksiyonu u, € R olmak iizere u, noktasinda G —siirekli olsun.
ilk olarak her x = (x,,) dizisi (u,) dizisine yakinsaktir ve f(x,) dizisi de ayn1 degere G —
yakinsaktir. (L,) 6zelliginden 0 ve 1 elemanlarindan olusan bir z dizisi var ve G(z) =
a # 0,1 dir. y ve y’ dizileri ile y,, = 7,50 + (1 — z,)x;, Ve Y = Zp X, + (1 — z,)t,, burada

So = (v — (1 — ug)/a) ve ty = ((vo — auy) /(1 — @)) dur.

O zaman (z,x, — Z,Ugy), dizisi null-sequence ve G metodunun lineerliginden G(y) =
asy + (1 — a)v, ve G(y') = v, olur yani buradan y ve y’ dizileri G —yakinsaktir. O halde
f fonksiyonu u, noktasinda G —stireklidir buradan w ve w' dizilerinin w,, = z, f(so) +
1-z)f(x) ve wy=2z,f(x,)+ 1 —2z,)f(ty) oldugu goriiliir. Bu diziler f(v,)

dizisine G —yakinsaktir. Teorem 4.2.1' den ispatlanabilir.
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0 zaman w, +w,, = f(x,) + z,(so) + (1 — z,) f(to) =: f(x) + . de 2f(v,) dizisine
G —yakinsaktir. Buradan y" = (y,/) dizisi af(sy) + (1 —a)f(ty;) a G —yakinsaktir.

Buradan goriiliir ki f(x) fonksiyonu G —yakinsaktir.

G(f(x)) = 2f (vo) — af (o) — (1 — ) f (to) (4)
bu deger ayni1 x dizileri i¢in uy noktasina yakinsaktir.

Simdi Lemma 4.6.1 de belirtilen varsayimlarin saglandig1 gosterilebilir. Yani her u,

noktasi f fonksiyonunun siireksizlik noktasidir. Dolayisiyla lim |f(x)| = oo vardir. Diger
X—Ug

bir ifade ile x ve x' dizileri u, noktasina yakinsaktir ve f(x,) — f(x;) =41 # 0 dir. G
metodunun lineerligi ve regulerligi (4) esitligi ile celisir. Bu nedenle f fonksiyonu
herhangi bir siireksizlige sahip olamaz. Antoni [ 26, Teorem 1] ¢alismasinda tek nokta
da G —strekliligin lineerligi sagladigl baska bir durum i¢in kullanmistir. Diger yandan
Spigel ve Krupnik [24, Teorem 23] ¢alismalarinda regiiler matris metotlar: i¢in daha
kuvvetli kosullar altinda bu sonucu elde etmistir ve ispat dikkatlice incelendiginde genel
regiiler metotlar daha zayif kosullar altinda da gecerlidir. Durum su sekilde ifade
edilebilir;

(L3) 0 ve 1 elemanlarindan olusan G —yakinsak z ve z' dizileri vardir oéyle ki a €

(0,1) , B # 0,1 olmak lizere G(z) = a ve G(z') = B p,q # 0 tamsayilar olacak sekilde
a \P B \4

(%) = (&) ar

Teorem 4.6.3. (Spigel ve Krupnik) : G metodu (L;) 6zelligine sahip reguler bir metot

olsun. Her f:R — R tek noktada G —siirekli fonksiyon lineerdir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1. Sonuglar

Bu tez ¢alismasinda, 4. Bolimiin “4.1 G-siirekli fonksiyonlar” alt boliimiinde G-
stirekli fonksiyonlarin temel 6zellikleri verilmis, ayrica siirekli olup G-siirekli olmayan

bir fonksiyon 6rnegi verilmistir.

“4,2. G = L olmasi i¢in bir yeterli sart” alt béliimiinde bir I c R araliginda tanimh

lineer bir fonksiyonun G-stirekli olmasi i¢in bir yeter kosullar verilmistir.

" 4.3. G-suirekliligin topolojik incelenmesi ve G = C olmasi icin gerekli bir kosul”
alt bolimiinde siirekli bir fonksiyonun G-stirekli olmasi i¢in baz1 topolojik kosullar
incelenmis ve esitligin saglanabilmesi durumunda G-metodunun bir alt dizisel metod

olmasi gerektigi gosterilmistir.

“4.4. G L icin yeterli bir kosul” ve “4.5 Ikilem” alt boliimlerinde ise £, G ve C

fonksiyon siniflar1 arasindaki iligki farkli kosullar altinda incelenmistir.

“4.6. G-surekliligin tek bir noktadaki global sonuclar1” alt boliimiinde G-strekli

fonksiyonun yapisi hakkinda bir takim bilgiler verilmistir.
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5.2. Oneriler

G bir toplanabilme metodu olmak tlizere bir kiimenin G-hull tanimi kullanilarak

asagidaki fonksiyon tanimlanabilir.

¢¢ :P(R) > P(R), ¢;(4)= A% (burada A® ile A nin G-hull kiimesi

gosterilmektedir.) biciminde tanimlanan fonksiyonu g6z 6niine alinsin.

Yukarida tanimlanan ¢, fonksiyonunun iyi tanimli oldugu aciktir. Dolayisiyla ¢

fonksiyonuna bagli olarak asagidaki problemler arastirilabilir:

i) A c R keyfi bir kiime olmak lizere A ¢ A% midir?
ii) de(Ps(A) = P (A) esitligi saglanir mi?
iii) P (AU B) = ¢;(A) U ¢p;(B) esitligi saglanir mi?
V) ¢g(®) = 0 mi?
Bu sonuglara bagh olarak verilen bir f fonksiyonunu G-siirekli yapacak bir topoloji

uretilebilir mi?

32



Merve Cetinkaya, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2020

KAYNAKLAR

[1]. ]. Connor, The statistical and strong p-Cesaro convergence of sequences, Analysis 8
(1988), 47-63.

[2]. O. Mucuk, T. Sahan, On G-Sequential Continuity, Filomat, 28:6,(2014),1181-1189

[3]. J.Hejduk, A. Loranty, R. Wiertelak, On J-Continuous Functions, Tatra Mt. Math.
Publ.65, (2016), 49-59.

[4]. B. Hazarika, Lacunary Statistically Slowly Oscillating Continuity in Abstract Spaces,
Proc. Natl. Acad. Sci., India, Sect. A Phys.Sci., (2017)

[5]. T. B Iwinski, Some remarks on Toeplitz methods and continuity, Comment. Math.
Prace Mat. 16 (1972), 37-43.

[6]. R. C. Buck, Solution of problem 4216, Amer. Math. Monthly 55 (1948), 36.
[7]. H. Cakalli, Computers and Mathematics with Applications 61 (2011) 960-965.

[8]. H. Cakalli ve O. Mucuk, Revista De La Union Mathematica Argetina Vol. 54, No.2,
(2013),101-109.

[9]. H. Cakalli ve On G-continuity, Computers and Mathematics with Applications 61
(2011) 313-318.

[10]. H. Cakall1 ve O. Mucuk, Lacunary Statistically Upward and Downward Half Quasi-
Cauchy Sequences, Journal of Mathematical Analysis, Volume 7 Issue 2 (2016), 12-23.

[11]. S. Akduman, C. Ozel ve A. Kiligman, Some Remarks On [-Ward Continutiy, Dokuz
Eyliil University, Facuty of Sience Department of Mathematics, 35160

[12]. H. Cakall1 ve M. Albayrak, New Type Continuities via Abel Convergence, Hindawi
The Scientific Word Journal, Volume, 2014, Article ID 398379, 6.

[13]. Kizmaz, H. (1993) Fonksiyonel Analize Giris. Trabzon: Karadeniz Teknik
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi

[14]. Niven I. And Zuckerman H.S., An Introduction to the Theory of Numbers, John
Wiley-Sons, Inc, New York, (1960).

[15]. H. Fast, H., Sur la convergence statistique Collg.Math.2 (1951), 241-244.
[16].]. A. Fridy, On statistical convergence, Analysis, 5, (1985) 301-313
[17].].S Connor, Two valued measures and summability, Analysis 10 (1990), 373-385.

[18]. . J. Maddox, Elements of functional analysis, Cambridge University Press,
Cambridge, 1970.

[19]. H.Robbins, Problem 4216, Amer. Math. Monthly 53 (1946), 470-471.

33



Merve Cetinkaya, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2020

[20]. ]. Antoni and T. Salat, On the A-continuity of real functions, Acta Math. Univ.
Comenian. 39 (1980), 159-164.

[21]. E.C. Posner, Summability-preserving functions, Proc. Amer. Math. Soc. 12
(1961), 73-76.

[22]. G.G. Lorentz, A contribution to the theory of divergent sequences, ActaMath.

80 (1948), 167-190.

[23]. L.J. Schoenberg, The integrability of certain functions and related summability
methods, Amer. Math. Monthly 66 (1959), 361-375.

[24]. E. Spigel and N. Krupnik, On the A-continuity of real functions, J. Anal. 2

(1994), 145-155.

[25]. K. Zeller and W. Beekmann, (1970), Theorie der Limitierungsverfahren, 2nd ed.,
Springer, Berlin.

[26].]. Antoni, On the A-continuity of real function II, Math. Slovaca 36 (1986),283-288.
[27].]. Bors“ik and T. Sal"at, On F-continuity of real functions, Tatra Mt. Math.

Publ. 2 (1993), 37-42.

34



Merve Cetinkaya, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2020

OZGECMIisS

Ad1 ve Soyadi

Dogum Tarihi

E-mail

Ogrenim Durumu

:Merve CETINKAYA

:15/07/1995

:mercetkay@gmail.com

Derece Boliim/Program Universite Yil
Lisans MATEMATIK MERSIN UNIVERSITESI | 2017
Yiiksek Lisans MATEMATIK MERSIN UNIVERSITESI | 2020

35





