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OZET

BAS KUANTUM SAYISI TAM SAYI OLMAYAN BESSEL TiPLi
ORBITALLERIN ATOMIK SISTEMLERIN ELEKTRONIK YAPI
HESAPLAMALARINA UYGULANABILIRLIGI

Meral COSKUN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisanstistii Egitim Enstitusi
Fizik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Murat ERTURK
14/08/2020, 89

Bu c¢alismada, Hartree-Fock-Roothaan (HFR) yontemi kullanilarak —atomik
elektronik yap1 hesaplamalari icin yeni B fonksiyonlar1 kullanilmigtir. Oncelikle literatiirde
kullanilan Bessel fonksiyonlari, farkli hiperbolik kosiniis fonksiyonlar ile birlestirilerek
kullanilmistir. Bu 1iyilestirilmis B fonksiyonlar1 i¢in bas kuantum sayis1 tam say1 degerli
olarak atomik enerji hesaplamalar1 yapilmustir. Ikinci boliimde ise bas kuantum sayis1 tam
say1 degerli olmayan B orbitalleri kullanilarak atomik temel durum enerji hesaplamalari
yapilmistir.

Birinci boliim c¢alismalar1 analitik olarak elde edilen atomik matris elemanlar ile
atom numarasi 2 ile 18 arasi olan atomlar i¢in yapilmistir. Bdylece oldukga iyilestirilmis
temel durum enerji degerleri elde edilmistir. Farkli Hiperbolik kosinis tir( fonksiyonlar
genellestirilmis B tipli orbitaller ile literatiirde ilk olarak bu ¢alismada kullanilmistir.

Ikinci boliim hesaplamalar ise sayisal ve analitik matris elemanlarmin beraber
kullanimi ile yapilabilmistir. Bas kuantum sayisi tam say1 olmayan B tipli orbitallerin
kullanilmasinda hesaplama giigliiklerinin olmasina karsin, hesaplamalar 2 elektronlu
atomik sistemler i¢in yapilabilmistir.

Minimal baz ¢ercevesinde olusturulan yeni baz fonksiyonlarinin performansi sayisal

Hartree-Fock ve literatirdeki benzer baz fonksiyonlart sonuglari ile karsilagtirilmistir.

Anahtar sozcukler: Bessel Tipli Fonksiyon, Hartree-Fock-Roothaan Ydntemi,

Atom Orbitallerinin Lineer Kombinasyonu, Atomik Orbital.
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ABSTRACT

THE APPLICABILITY OF BESSEL TYPE ORBITALS WITH NON-INTEGER
PRINCIPAL QUANTUM
NUMBERS TO THE CALCULATION OF ELECTRONIC STRUCTURE OF
ATOMIC SYSTEMS

Meral COSKUN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate Education Institute
Master of Science Thesis in Physics
Advisor: Assoc. Prof. Dr. Murat ERTURK
14/08/2020, 89

In this study, new B functions are used for atomic electronic structure calculations
using Hartree-Fock-Roothaan (HFR) method. Firstly, the B functions used in the literature
were used in combination with different hyperbolic cosine functions. Atomic energy
calculations have been performed for these improved B functions as the principal quantum
number with integer values. In the second part, atomic ground state energy calculations
have been performed using B type orbitals with non-integer principal quantum numbers.

Using the analytically atomic matrix elements, the first part studies were carried out
for atoms with atomic number between 2 and 18. Thus, considerably improved ground
state energy values were obtained. In the literature, different hyperbolic cosine type
functions with generalized B type orbitals were used for the first time in the first part of
this study.

The second part of these calculations was performed using both numerical and
analytical matrix elements. Although there are computational difficulties in using B-type
orbitals whose principal quantum number is not an integer, the atomic calculations were
performed for 2-electron atomic systems.

The performances of new basis functions were compared to numerical Hartree-Fock

results and previous results presented by similar basis functions in literature.

Keywords: Bessel Type Function, Hartree-Fock-Roothaan Method, LCAO
Approach, Atomic Orbital.
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BOLUM 1
GIRIS

Tek elektronlu atomlar (Hidrojen ve Hidrojen benzeri) icin, zamandan bagimsiz
Schrodinger denkleminin tam ¢oziimii yapilabilirken ¢ok elektronlu sistemlerde elektronlar
ve elektronlar ile cekirdek arasi etkilesmelerden dolay1r Schrédinger denkleminin tam
¢Oziimii yapilamaz ve yaklasik yontemler kullanilir. Bu yontemlerden en sik kullanilani
Hartree yaklagimidir (6z uyumlu alan yaklasimi-SCF).

Hartree yaklasiminda (1928a, 1928b), sistemin dalga fonksiyonu, bagimsiz
elektronlar modeli ile olusturulur. Herhangi bir elektronun, g¢ekirdek ile geriye kalan
elektronlarin olusturdugu kiiresel simetrik, etkin bir potansiyelde hareket ettigi (merkezi
alan yaklagimi); herhangi bir elektronun, ¢ekirdege ¢ok yakin ve gekirdekten ¢ok uzaktaki
durumlarina gore, geriye kalan elektronlarin, ¢ekirdegin, bu elektron iizerindeki ¢ekim
etkisini perdeledigi varsayilir (perdelenme alan yaklasimi).

Hartree yaklasiminda, Pauli ilkesi’nin gerektirdigi, elektronlara (fermiyonlara) ait
dalga fonksiyonunun, elektronlarin yer degistirmesine gore anti-simetrik 6zellikte olmasi
durumu dikkate alinmamistir. Fock (1930) ve Slater (1930a) anti-simetrik spin-orbitalleri
kullanarak anti-simetrik dalga fonksiyonu 6zelligini ve Pauli ilkesi’ni Hartree yaklasimina
dahil etmistir. Bu yonteme Hartree-Fock (HF) yontemi ad1 verilir.

Roothaan (1951) ise, Hartree-Fock orbitallerini, baz fonksiyonlarinin lineer
kombinasyonu seklinde ifade etmeyi Onermistir (Hartree Fock Roothaan yontemi-HFR).
Bu yontemin en biiylik avantaji, sonsuz sayida degisken ile hesaplama yapmak yerine,
siuirli sayida parametre ile ¢oziim yapilabilmesine olanak saglamasidir. HFR yonteminde
baz fonksiyonu secimi hem hesaplama dogrulugu hem de zamani agisindan ¢ok onemlidir.
Secilen baz fonksiyonu c¢ekirdege yaklastikca (r—0) zirve kosulunu (Kato cusp
condition) (Kato, 1957), ¢ekirdekten uzaklastik¢a (r — o) iistel azalmay1 (Agmon, 1982)
saglamalidir.

Literatiirde iizerine pek cok c¢alisma yapilmis, detayli olarak incelenmis ve siklikla
karsilasilan baz fonksiyonlar1 Slater tipli (Nnr“_le_gr) (STO) ve Gauss tipli (Nnr”’le’grz)

orbitallerdir (GTO). Daha az rastlanan baz fonksiyonlar1 ise Bessel tipli orbitaller (BTO)
ve Psi-Alfa fonksiyonudur ().

STO ile yapilan hesaplamalarin uzun siirmesi, GTO’nun zirve kosulunu ve {istel

azalma davranisini iyi bir sekilde temsil etmemesi, literatiirde yer alacak farkli baz

1



fonksiyonlart arayigini dogurmustur. Bundan dolay1 BTO ve gy(“*) gibi fonksiyonlar da

incelenmis ve BTO’larin bir¢ok avantajinin olmasi, STO ve GTO’dan sonra literatiirde
onemli bir yere sahip olmasina sebep olmustur; ancak yeterli sayida ¢alisma yapilmamustir.

Bessel fonksiyonlar1 ilk kez 1738’te Daniel Bernoulli tarafindan agir zincirlerin
salmimlart {izerinde ¢alisirken tanimlanmis ve 1817°de Friedrich Wilhelm Bessel
tarafindan, karsilikli kiitle ¢ekim etkisi altinda hareket eden ii¢ cismin hareketinin
belirlenmesi (Kepler problemi) calismasinda genellestirilmistir.

1764’te gerilmis zar lizerine ¢alisan Euler, 1770’te ters kare yasasina gore Giines’in
kitle cekim etkisinden etkilenen bir gezegenin eliptik hareketine calisan Lagrange,
1882°de kati dairesel silindirde simetrik 1s1 hareketine calisan Fourier ve 1823’de kati
dairesel kiire ve silindirde simetrik olmayan 1s1 hareketi iizerine ¢alisan Poisson tarafindan
Bessel fonksiyonlar1 gelistirilmistir. Ayrica 1878 yilinda Lord Rayleigh, Bessel
fonksiyonlarimin Laplace fonksiyonlariin 6zel bir durumu oldugunu gostermistir.

Uygulamalar1 kiiresel ve silindirik koordinatlar ile iligkili olan:

1. Elektrik alanlari, titresimler, 1s1 iletimi, optik kirinim ve silindirik veya kiiresel

simetri igeren diger problemler,

2. Ince bir duvarda gecici 1s1 iletimi,

3. Sonlu uzunluktaki dairesel bir silindirde sabit 1s1 akis,

4. Silindirik bir iletken i¢indeki akim dagiliminin hesaplanmasi,

5. lletken bir silindirin dinamigi
gibi birgok matematiksel fizik probleminin ¢6ziimiinde Bessel fonksiyonlari kullanilir.

Bessel fonksiyonlarinin atom orbitali olarak kullanilmasi ise ilk kez Shavitt (1963)
tarafindan Onerilmistir. Bu fonksiyonlar Fourier doniisiimii yapmada ve hesaplamada
kolaylik saglamakta, analitik ifade vermektedir. Ozellikle ikinci tiir degistirilmis Bessel
fonksiyonlariin elektronun davranisini temsil etmede fiziksel olarak anlamli olmasi,
Bessel fonksiyonlari igerisinde, atom orbitali olarak, en 1yi aday olmasini saglamaktadir.

Bu calismada da Bessel fonksiyonlarinin 6zellikleri dikkate alinarak, genellestirilmis
Bessel tipli orbitaller (GBTO) ile degistirilmis (modified) hiperbolik kosiniis tipli
fonksiyonlar (MHC) birlikte kullanilip 6n ¢alisma yapilmis ve daha sonra bas kuantum
sayis1 tam say1 olmayan BTO kullanilarak hem perdelenme sabitleri hem de bas kuantum
sayilar1 optimize edilerek, elde edilen temel durum enerji degerleri literatirdeki benzer

baz fonksiyonlar1 ve sayisal Hartree-Fock (SHF) degerleri ile karsilagtirilmistir.



BOLUM 2
ONCEKI CALISMALAR

HFR yonteminde baz fonksiyonu se¢imi hesaplama sonuglarini etkiledigi i¢in ¢ok
onemlidir. Atom orbitalleri, secilen baz fonksiyonlar1 kiimesinden olustugu i¢in hesaplama
zamanini ve etkinligini belirleyen, secilen baz fonksiyonudur. Ayrica baz fonksiyonu
elektronun davranisini iyi bir sekilde temsil etmeli yani fiziksel olarak anlamli olmalidir;
cekirdegin yakiinda zirve kosulunu (Kato cusp condition) ve c¢ekirdekten uzakta {istel
olarak azalma davranisini saglamalidir. Tek elektronlu sistemler igin yapilan ¢oziimler ve
elde edilen baz fonksiyonlar1t HFR yonteminin temelini olusturmaktadir.

Elektronun ¢ekirdegin yakinindaki ve uzagindaki davranislari, matematiksel olarak

dalga fonksiyonunun asimptotik 6zellikleri ile ilgilidir ve elektron-gekirdek “cusp” kosulu

ortalama kiiresel elektron yogunlugunu ifade eden p(r) ile

co-_1 (dp(r)]r_o 2.1)

2Zp(0)( dr

seklinde ifade edilir (Koga ve digerleri, 1995a). C degeri sayisal olarak elde edilmis
Hartree-Fock orbitali i¢in tam olarak 1’e esittir. Elektronun cekirdege yakin oldugu yani

r’nin kiiclik degerlerinde, ortalama kiiresel elektron yogunlugu asagidaki gibi olmalidir:
p(r)~e™ (2.2)

Elektronun ¢ekirdekten uzak oldugu yani r’nin biiyiik degerlerinde, ortalama kiiresel

elektron yogunlugu ise asagida gosterildigi gibidir (Morrell ve digerleri, 1975):
p(r)~e (2.3)

(2.3) denklemindeki I iyonizasyon potansiyeli olup izole olan atom ya da molekulden
bir elektronu uzaklagtirmak icin gereken enerji miktaridir.

Literattirde farkli atomik ve molekiiler sistemler ve dzellikleri igin HFR ve yogunluk
fonksiyoneli (DFT) gibi kuantum kimyasal hesaplamalarda en ¢ok tercih edilen baz

fonksiyonlari, 6zellikleri ile karsilagtirmali olarak bu boliimde verilecektir.
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2.1. Hidrojen Benzeri Fonksiyonlar

Cok elektronlu atomlar i¢in segilen baz fonksiyonlarinin baslangi¢ noktast Hidrojen
benzeri atomlara ait dalga fonksiyonudur. Bu fonksiyonlar ile ¢ok elektronlu problem tek
elektronlu ¢oziime indirgenirken, elektronlarin birbirinden bagimsiz orbitallerde bulundugu
ve Pauli Disarlama ilkesi’ne uydugu kabul edilen durum saglanmis olur. Elektronlar arasi
korelasyon etkileri ise daha sonra dikkate alinacak sekilde ¢ozlime baslanir.

Schrédinger’in Hidrojen atomu ig¢in 6nerdigi, zamandan bagimsiz gorelilikli olmayan

durum icin dalga fonksiyonunun matematiksel ifadesi,

(2.1 =N, (2 )(%} L2 (%]ev (6.9) 211)

seklindedir. Burada N,, normalizasyon katsayis1, L%'}'(x) asosiye (birlestirilmig) Laguerre

n+l

fonksiyonlar1, Y, (0,4) Kkuresel harmonikler ve Z ¢ekirdegin yiikiidiir. Dalga

fonksiyonundaki r, elektronun c¢ekirdege uzakligi; n bas kuantum sayisi, | agisal

momentum kuantum sayisi, m ise manyetik kuantum sayisidir. Kiiresel harmonikler,

21+1)(1 —|m|
A (1+|m)!

Y_(6,4)=i"" {( )!} R (cosp)e™ (2.1.1a)

seklinde tanimlanir. Pl‘m‘(cos @) asosiye (birlestirilmis) Legendre fonksiyonlari olup

matematiksel ifadesi asagidaki sekildedir:

gt (x2—1)
le(X)=(1—X2) ¢ (;jth ( 2I||> (leb)

Birlestirilmis Laguerre Polinomlar1 ise asagida verilen matematiksel ifade ile

tanimlanir:

UL = [(nJrl)!]Zxk
L ()= 2, () (n—1-1-k)!(2l +1+k)!k! (2110

k=0



Schrédinger dalga fonksiyonu (2.1.1) sistemi fiziksel olarak iyi bir sekilde temsil etse
de Laguerre Polinomlar1 igermesinden dolay1 hesaplama istenilen hizda olmamaktadir.
Ayrica (2.1.1) ile verilen fonksiyonlar kiimesi, ortonormal iken tam degildir. Yani
Hidrojen benzeri atomlarda, enerjinin pozitif degerleri, E >0, igin elektronu temsil etmez.
Bu sebeplerle literatiirde daha hizli ve etkin baz fonksiyonlar1 sec¢imi ig¢in farkli

fonksiyonlar 6nerilmistir.

2.2. Slater Tipli Orbitaller (STO)

Slater (1929, 1930b), Hidrojen benzeri fonksiyonlar, molekler integrallerin yani ¢ok
merkezli matris elemanlarinin hesaplanmasinda igerdigi zorluklar nedeniyle Laguerre
polinomunun en iist dereceli terimini dikkate alarak Slater tipli olarak adlandirilan

orbitalleri (STO) elde etmistir. STO’lar normalize edilmis olarak

(2§)n+1/2
(2n)!

Zom (&37.0,0) = r''e's,, (6,4) (2.2.1)

seklinde ifade edilir. Burada r elektronun g¢ekirdekten uzakligi, ¢ perdelenme sabiti ve

S (0, ¢) ise reel kiiresel harmoniklerdir. Reel kiiresel harmoniklerin matematiksel ifadesi,

S, (6,9) :%[Y,m (0.0)+Y, 1y (0.9)] (22.2)
S.m(0,¢)=%[Y.m(9,¢)—Y.m(0,¢)] (2.2.3)

seklindedir. Buradaki kompleks kiiresel harmonikler olan Y, (6,¢) fonksiyonu asagidaki

gibi tanimlanir:

=2 R (cOSO)E™, Y, (6.6)=Y,,(6.9) (2.2.4)

Yin (6.4) N

Normallestirilmis asosiye Legendre fonksiyonlar1 olan P,m(x)’nin matematiksel

ifadesi ise asagidaki gibidir:



A (=) e d
P'““(X)Zz'll!{ZIZ 1E:+||mm 1= )‘ ‘ (;jx'*"‘(x ) (223)

Reel kiiresel harmonikler olan S, (6,¢), birlestirilmis Legendre fonksiyonlar:

cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir:

cosim{g, m=0icin
| |¢ ¢ (2.2.6)

S (0,¢) =——=—==P,,(cos 6){

x(1+5,,) " sin|m|¢, m<0 igin

Hidrojen benzeri fonksiyonlar ile STO yakindan iligkilidir. Eger ¢ =Z/n olarak
alinirsa, Hidrojen atomu 1s orbitali i¢in y;y, ile y,,, Ozdestir. Bunun yaninda STO ile

Hidrojen benzeri fonksiyonlar arasinda farklar da vardir. STO ortogonal degildir; ¢iinki

farkli bas kuantum sayismna (n) ve ayn1 |, m, sayilarina sahip orbitaller ortogonal degildir.
Ayrica Hidrojen benzeri orbitallerin radyal kisminda bulunan (n-1-1) sayida digim

noktas1 STO’da yoktur; ancak Zener (1930) enerji 6z degerlerinin hesaplanmasinda bu
diigiim noktalarinin ¢gok 6nemli olmadigini géstermistir.

Optimize edilen parametre sayisini azaltip hesaplama kolaylig1 saglamasi agisindan
STO’larin bir baska sekilde kullanimi da tek {iislii Slater fonksiyonlar1 (single exponent
Slater functions-SESF) olarak onerilmistir (Garcia de la Vega ve Miguel, 1993). Bu
yontemde ayni | ve m, farkli n kuantum sayilarina sahip atom orbitalleri (1s, 2s, 2p, ...),
her bir atom orbitali i¢in ayn1 perdelenme sabiti ve farkli lineer kombinasyon katsayilari ile
lineer kombinasyon seklinde ifade edilir. Bu atom orbitallerine ait radyal kisim asagidaki

gibi ifade edilir:

Ky . Kas .
R, (r)= e’ﬁsri a’r e Zzlbfrj‘l oo
szp = (2.2.7)
R (r)=re > afr™+...
i=1

STO’lar ile ilgili en kapsamli ¢calisma ise Clementi ve Roetti (1974) tarafindan, atom
numarasi1 2’den 54’e kadar olan atomlar i¢in yapilmistir.

STO’lar elektronun davranisini fiziksel olarak iyi bir sekilde temsil etse de 6zellikle



iki elektron integrallerinin hesaplanmasi uzun siirmektedir. Bu sebeple STO yerine siklikla

Gauss tipli orbitaller (GTO) kullanilmaktadir.

2.3. Gauss Tipli Orbitaller (GTO)
Uc ya da dort merkezli Coloumb integrallerini iceren analitik ifadelerin STO ile
hesaplanmas1 zor oldugundan buna alternatif olarak Boys (1950) tarafindan Gauss tipli

orbitaller (GTO) onerilmistir. GTO, S, (6,¢) reel kiresel harmonikler olmak uzere

asagidaki gibi ifade edilir:

é,(2n+1)/4
[@n-D1]” @x)"

Qn(gir.0,9) =2 I e <"S,,(0.9) (23.1)

GTO’daki (2.3.1) ¢ift faktdriyel esitligi ise asagidaki gibi hesaplanir:
@n-YN=(2n-1)(2n-3)---1 (2.3.1a)

STO ile GTO’nun {stel fonksiyon kisimlarindaki fark kolaylikla goriilebilir.

GTO’nun iistel kismu I’ ’ye bagli oldugu icin, Gauss grafiginde ¢ekirdegin bulundugu
yerde diiz bir tanjant oldugu ve cekirdekten uzaklastikca Gauss fonksiyonunun hizli bir
sekilde sifira yaklastigi goriiliir. Elektronun davranigini temsil etmede bunlar istenen
fiziksel durumlar degildir. Hidrojen atomu elektronunun davranisinin temsiline benzer bir

davranig beklenir; ancak GTO bunu saglamada yetersizdir; ¢iinkii ¢cekirdege yaklastikca

(r ->0) zirve kosulunu (Kato cusp condition), ¢ekirdekten uzaklastikca (r —>o0) Cstel

azalmay1 saglamada yetersizdir. GTO, her ne kadar hesaplama avantaji saglasa da
elektronun davranigini iy1 bir sekilde temsil edemedigi i¢in fiziksel olarak anlamli degildir.

Zirve problemini ¢ézmek i¢cin, GTO’nun lineer kombinasyonundan faydalanilir.
Boylece STO, GTO’nun lineer kombinasyonu seklinde ifade edilebilir. Boyle bir yaklagik

genisletmede STO agagidaki matematiksel ifade ile gosterilir:

Zon (1,0,0) = 2,60, 1 (1,0,4) (2.3.2)



2.4. Psi-Alfa Fonksiyonu (“ ) (PAF)

Guseinov (2002) tarafindan onerilen Psi-Alfa fonksiyonu (PAF) tam-ortonormal
fonksiyondur. Gergel ya da kompleks kiiresel harmonikler ile ve a*=a <2 degerleri igin

tanimli olan w(a ), genellestirilmis Laguerre polinomlart (GLP) igerir. Buradaa*, 0z-
stirtinme kuantum sayisidir.

Daha sonra yapilan c¢alismalarla Psi-Alfa fonksiyonu GLP ve degistirilmis

genellestirilmis  Laguerre  polinomlar1  (DGLP) ile ifade edilmistir.  Ayrica

@ =10,-1-2,-3,.. olarak kullanilan a* degeri de tam (a*=a <2) ve tam olmayan

(o*# o <3) degerler alabilecek sekilde genellestirilmistir (Guseinov, 2012).

v (£51,0,0) =R (£,1)S, (6,9) 2.4.1)

(2.4.1) fonksiyonundaki radyal kisim:

RE (£,r)=(20)2 & 2£.(x) (2.4.12)

degistirilmis Laguerre Polinomlari:

1

genellestirilmis Laguerre Polinomlari:

. I'(q,*+1)
LP9) (x) = . F(-[n-1-1]; p, *+L x 2.4.1c
n—I—l( ) (n—l—l)!F(p,*+l)l 1( [ ] pl ) ( )
seklindedir. x=2¢T, p*=21+2-a*,q,*=n+l+1-a*ve,F(n,7,x) ile ifade edilen
Kummer bitigik (Confluent) hipergeometrik fonksiyon, F(X) Gamma Fonksiyonu’dur.

Radyal kisim yukaridaki bilgilere gore yeniden diizenlenirse, Psi-Alfa fonksiyonu

asagidaki matematiksel ifade olarak elde edilmis olur:
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() [ - (o2 gcr (n-1-1)! : | (g, *+1)
Vim (§37.0,:9)=(2¢) e LG)“*r(qn*ﬂJ Oy @42

x 4R (=[n=1-1]; p *+L,2¢T)S,,(6,0)

STO, GTO ve z//(ax) ile temsil edilmis Hidrojen atomuna ait (1s orbitali) grafikler

Sekil 1’de incelendiginde, zirve kosulunun ve iistel azalma davranisinin hem STO hem de

1//(0;) ile HTO’ya benzer sekilde temsil edildigi; ancak GTO’nun yetersiz kaldig1 goriiliir.

PAF(r

Sekil 1. Hidrojen atomu (1s orbitali) icin HTO, STO, GTO ve PAF’a ait zirve kosulu ve
asimptotik davranig grafigi

2.5. Bessel Tipli Orbitaller (BTO)
Uygulamalar1 kiiresel ve silindirik koordinatlar ile iliskili olan birgok matematiksel

fizik probleminin ¢6ziimiinde, degiskenlere ayirma siireci sonucunda asagidaki diferansiyel

denklem elde edilir:

2
zzz—g+zj—u+(zz—v2)u:0 (2.5.1)
z z

Bu denkleme Bessel diferansiyel denklemi, ¢oziimlerine ise Bessel fonksiyonlar1 ya

da Silindirik fonksiyonlar denir. Bu denklemdeki VvV Bessel fonksiyonunun mertebesidir ve

gercek degerler alir.



2.5.1. Bessel Fonksiyonlar:
Birinci Tiir Bessel Fonksiyonlari
Bessel diferansiyel denklemi (2.5.1) ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem

oldugundan,
u(z) =Cu,(z) +C,u,(z) (2.5.1.1)

seklinde yazilabilir. Burada u,(z) ve u,(z), (2.5.1) denkleminin lineer bagimsiz

cozimleridir. z ve v herhangi kompleks degerler alabilir. v tam say1 oldugunda n ile, z

gercek say1 oldugunda ise X ile gosterirsek Bessel operatori:

2 d2 d 2 2

seklinde karsimiza ¢ikar. Bessel diferansiyel denkleminde, Bessel operatoriinii yerine

yazdigimizda V u =0 elde edilir.

Bessel diferansiyel denkleminin tekil noktasi (z=0) sifir oldugu i¢in Frobenius

yontemi ile genellestirilmis kuvvet serisi seklinde ¢6ziim elde edilir. Bu kuvvet serisi,

u,=> a,z™" (2.5.1.3)

m=0

seklindedir ve a, # 0. Katsay1 olan a’yi ve « degerini hesaplamak i¢in kuvvet serisinin

birinci ve ikinci tiirevi alinip diferansiyel denklemin ¢oziimii yapilirsa, ¢éziimiin birinci

kismi olan u,(z), v indeksli birinci tir Bessel fonksiyonu ya da birinci tir silindirik

fonksiyon olarak elde edilir ve J  (z) ile gosterilir.

1(2)= (Ej iw (2.5.1.4)

2) mil(v+m+1)

Coziimiin ikinci kismi olan u,(z), -v indeksli birinci tiir Bessel fonksiyonudur ve

J_, (z) olarak gosterimi asagidaki gibidir:
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J_,(2) =(Ej_v i C0"(2/2)™ (2.5.1.5)

2) &=Smil(=v+m+1l)

Birinci tiir Bessel fonksiyonu analitik fonksiyondur (tiirevlenebilir). Esitlikten de
goriilebilecegi gibi sadece Z=0 noktasinda tanimsizdir ve v tam sayi olmayan degerler
alir. Eger v degerlerini tam say1 olarak alip n ile gosterir, Gamma fonksiyonunu da
I'(n)=(n-1)! seklinde yerine yazarsak, birinci tiir Bessel fonksiyonu asagidaki

matematiksel ifade halini alir;

1@=S (G 2516
" _%ZZm*”m!(ner)! (2.5.1.6)

ikinci Tiir Bessel Fonksiyonlar1 (Neumann Fonksiyonlari)

Bessel diferansiyel denkleminin bir baska ¢oziimiinden Y, (z) ile gosterilen ikinci tur

Bessel fonksiyonlari elde edilir.

J, (z)cosvr—J_ (z)

Y, (2)= :
sinvr

(2.5.1.7)

Bu fonksiyon literatiirde siklikla Neumann fonksiyonu olarak da adlandirilir ve

bazen N, (z) ile gosterilir. Bu fonksiyona v ’tincii dereceden ikinci tur Bessel fonksiyonu

ya da ikinci tir silindirik fonksiyon denir. Kuvvet serisi olarak,

Yn(Z)zg‘]n(z)(ln%_’_C)—inlw(ij”+ .

— m! 2
( 1)m( /2)n+2m . . (2.5.1.8)
1 00 — Z n+m m
2 I I PRPI
T mi(m+n)t Sk Gk

seklinde gosterilir. C, Euler sabitidir ve degeri de yaklasik olarak 0,577215665 dir.
Sifirincr dereceden birinci tlir ve ikinci tiir Bessel fonksiyonuna ait Z’ye bagh
grafikler Sekil 2’de incelendiginde, her ikisinin de Hidrojen atomuna benzer bir grafik

vermedigi goriliir. Zirve kosulu ve uygun {istel azalma saglanmamaktadir.
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Sekil 2. Birinci tiir J,(z) ve ikinci tir Bessel fonksiyonuna Y,(z) ait z "ye bagh grafik

Uciincii Tiir Bessel Fonksiyonlar1 (Hankel Fonksiyonlarr)

Bessel diferansiyel denklemi igin ¢6ziimun lineer bir kombinasyonu,
H(z)=3,(2)+iY,(2), HZX(2)=13J,(2)-iY,(2) (2.5.1.9)

seklindedir. Bunlara ticiincii tiir silindirik fonksiyonlar denir. Ayrica birinci esitlik, birinci
tiir Hankel fonksiyonlar1 ve ikinci esitlik de ikinci tiir Hankel fonksiyonlar1 adin1 alir.
Gergek sayilarla ifade edilen Bessel fonksiyonlar: duragan dalga goriintiisii verirken,
Hankel fonksiyonlar1 sanal say1 (i) kismi ile yayilan bir dalga goriintiisii verir; ¢linkii bu
kisim kosinilis ve siniis fonksiyonlar: ile iligki kurmayr saglar. Bu sebeple Hankel
fonksiyonlari, ozellikle bagli olmayan durumlarin incelendigi dalga fonksiyonlar1 ile

calisirken 6nemli bir rol oynar (Korenev, 2002).

2.5.2. Degistirilmis Bessel Fonksiyonlar:
Bessel diferansiyel denkleminde (2.5.1), z=ix yazlip denklem diizenlenirse

asagidaki esitlik elde edilir:
z —+z—Z—(22+v2)u:0 (2.5.2.1)

Bu diferansiyel denklem, v’lncli mertebeden degistirilmis Bessel diferansiyel
denklemidir ve elde edilen ¢oziimler degistirilmis Bessel fonksiyonlaridir. Birinci tiir ve

ikinci tiir olmak tizere iki ¢esit degistirilmis Bessel fonksiyonu vardir.
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Birinci Tiir Degistirilmis Bessel Fonksiyonlar:
Degistirilmis Bessel diferansiyel denkleminden elde edilen ¢oziim, (2.5.1.4) esitligi

olan birinci tiir Bessel fonksiyonlarinda, Z yerine iX yazilmasiyla elde edilen J, (ix) *dir.
Herhangi bir ¢ift deger i¢in J,(ix) gergek degerler alirken, tek degerler icin sanal degerler

alir. Bu durumdan kurtulmak i¢in degistirilmis Bessel fonksiyonlart:

I, (x)=e"""2] (ix) (2.5.2.2)

seklinde yazilir. Bu fonksiyona birinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu 1,(x) denir.

Kuvvet serisi seklinde gosterimi agsagidaki gibidir (Korenev, 2002):

B ) (X/ 2)2m+v
1, (X)= mZ‘) G meD) (2.5.2.3)

Ikinci Tiir Degistirilmis Bessel Fonksiyonlar1 (Macdonald Fonksiyonlarr)
Degistirilmis Bessel diferansiyel denkleminden (2.5.2.1) elde edilen bir diger ¢oziim
asagidaki gibidir:

K. (x)= %ﬂiemi’ZH@ (iX) (25.2.4)

Bu fonksiyona ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu K, (x) ya da Macdonald

fonksiyonu adi verilir ve v ’niin tim degerleri i¢in gecerlidir. Tam sayili degerler i¢in,

v =n olmak lizere, kuvvet serisi olarak asagidaki gibi gosterilir (Korenev, 2002):

n-1 -n+2m . _1 |
K, (X) = (=D)"1,(x)In g N % L @ %
( /z)m”_+02m | (2.5.2.5)
11l (X m+n q m 1
e EZW{ZCEZE}

Sifirnc1 dereceden 1,(z) ile K,(z)’ye ait Z’ye bagh grafikler Sekil 3’te

incelendiginde, K,(z) ‘nin, Hidrojen atomuna benzer bir davranis gosterdigi gorulUr.
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1

Sekil 3. Birinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu 1, (Z) ve ikinci tiir degistirilmis Bessel
fonksiyonuna K, (z) ait z ’ye bagh grafik

Bessel fonksiyonlarinin Fourier doniisiimii yapmada kolaylik saglamasi, analitik
ifade vermesi, hesaplama kolaylig1 saglamasi atom orbitali olarak kullanilmasina olanak

vermektedir. Ozellikle ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonunun elektronun davranisini

temsil etmede (Sekil 3) fiziksel olarak anlamli olmasi, K, (Z) ‘nin elektronik hesaplamalar
icin en iyi aday olmasini saglamaktadir.
Ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu K, (&) niin (ar)" ile garpimmm, r —0

durumunda tekil noktasi yoktur, yani fiziksel olarak anlamlidir ve sonludur (v >0 igin).

Bu ¢arpim sonucu elde edilen fonksiyon indirgenmis (reduced) Bessel fonksiyonudur

(RBF) ve IZV (ar) ile gosterilir (Filter ve Steinborn, 1978).
K, (ar)=(217z)" (ar) K, (aF) (2.5.2.6)

RBF, STO ile de iliskilidir, herhangi bir gergek v degeri igin r — oo durumunda
iistel olarak azalma gdsterir. Ayrica r — 0 durumunda da (v <Qigin) r?" de oldugu gibi

azalma gosterir (Filter ve Steinborn, 1978).
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Sekil 4. Indirgenmis Bessel fonksiyonu k, (z) ’ye ait grafik

BTO’larin yapist STO’lara gére daha karmasik oldugu halde Fourier doniisiimii
yapmada kolaylik saglar. Fourier doniisiimii, ¢ok merkezli integrallerin hesaplanmasinda
kullanilan en 6nemli yontemlerden biridir. Bessel fonksiyonlariin Fourier doniistimiinden

elde edilen matematiksel ifade asagidaki gibidir (Weniger ve Steinborn, 1983):

(.)=(2/7)" LAMYT (-ip) (2.5.2.7)
[az + p2]

Bessel fonksiyonundaki (2.5.2.7) ile verilen ylm(?) diizensiz kiresel harmoniklerdir

ve diizenli kiresel harmonikler olan Y," (6, ¢) ile iliskisi asagidaki gibidir:
Y (F)=r'Y\"(0,9) (2.5.2.8)

Hidrojen benzeri fonksiyonlar, BTO’larin Fourier doniisiimiiniin  lineer

kombinasyonu olarak asagidaki gibi ifade edilebilir (Weniger ve Steinborn, 1983):

ex n (—2)t1“(n+a+t+1)|;

&7 L@ (2x) =
x (ZX)_Zo:t!(n—t)!l“(a+2t+1)“t‘”2(X) (2.529)
e L (2x)=(2n+a +1)§t(l(—s)_tr)'(; (Jraa:z tt :12)),@ a(X) (25.2.10)

Yukarida verilen (2.5.2.9) ve (2.5.2.10) esitliklerindeki LE]‘Z)(ZX) birlestirilmis

Laguerre Polinomu’dur ve (2.1.1c) ile ifade edilir.
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STO’lar da, BTO’larin lineer kombinasyonu seklinde gosterilebilir. Bu durum biiyiik
bir avantajdir; clinkii cok merkezli integrallerin BTO ile hesaplanmasi, STO ile
hesaplanmasindan daha kolaydir. STO’lar BTO’lar ile asagidaki gibi ifade edilir (Filter ve
Steinborn, 1978):

. (D) (N =) (1 p)t
aa(ar)= 2, EZp)—N+(I)!(2|31—2I(—2pp))!!Bp"(af)’

p=min p

1 (2.5.2.11)
—(N —I), eger N —I ¢ift sayiise
min p = i
E(N —1+1), eger N —ltek sayiise

Psi-alfa fonksiyonun Bessel fonksiyonunun lineer kombinasyonu seklinde gosterimi

ise asagidaki gibidir (Weniger, 2011):

wn (7,?):{}/k+3(n+l +k+1)!} r((2n+kwL1)F(1/2)(| +1)!

2k+l(n_|_1)! |+2+k/2)F(I+[k+5]/2) (2.5.2.12)

ndi(—n+1+1) (n+l1+k+2) (1+2
% ( : )v( )V( )v B‘in+1,| (7/’ I—»’)
= v.(l+2+k/2)v(l+[k+5]/2)v

Bessel fonksiyonlarinin atom orbitali olarak kullanilmasi ilk kez Shavitt (1963)
tarafindan Onerilmistir. Hesaplamalar Steinborn ve digerleri (1999) tarafindan atom
numarasi 2’den (Helyum’dan), 36’ya (Kripton’a) kadar olan atomlar i¢in tek perdelenme
sabitli (single zeta-SZ) BTO ve ¢ift perdelenme sabitli (double zeta-DZ) BTO olarak
yapilmustir. Sonuglarin SZ-STO’ya goére daha iyi, DZ-STO’ya gore daha kotii oldugu
goriilmiistiir. Bessel fonksiyonlar1 ile yapilan tiim ¢alismalarda indirgenmis Bessel
fonksiyonu ile ikinci tiir Bessel fonksiyonu arasindaki iliskiden yararlanilmistir. Steinborn

ve digerlerinin yaptiklar1 ¢alismada kullandiklart BTO asagidaki gibidir:
By (a;1,60,8) =N, r'K, . (ar)S" (6, 9) (2.5.2.13)

Bessel fonksiyonlari atom orbitali olarak kullanilirken, bas kuantum sayist n igin
geleneksel degerler alinmaz, bunun yerine Bessel fonksiyonlari i¢in tanimli bas kuantum

sayist olan g icin n=q+| esitligi kullanilir. Bunun sebebi Steinborn ve digerlerinin
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(1999) yapmis olduklar1 ¢alismada BTO’lar1 STO’larin lineer kombinasyonu seklinde
yazmalar1 ve bunun sonucu olarak da STO’lara uygun en iyi degerlerin, kuantum sayisinin

n=q+I| oldugu durumda elde edilmis olmasidir.

Bessel fonksiyonu (2.5.2.13)’e ait normalizasyon sabiti,

I+q . 1+1 1 —1\1
N |=2 It ar(20+2q+1)(1+2q-1)! (25.2.13)
“ (1+q)! (21+4g-1)1(21+1)!
matematiksel ifadesiyle, normalize reel kiiresel harmonikler olan S (6, ¢) ise
(20 +2)(1=[m])" n
s™(0,4) = ~1)" P (cos o) f 2.5.2.13b
0D oD 0 () ( )

seklinde ifade edilir. Burada 6 sembolii ile gosterilen kroneker deltadir. Ayrica m=>0
oldugu durumda f,, (¢)=cos|m|¢ ve m<0 durumunda f_(¢)=sin|m|¢ dir. P,‘””(cos&)

ise (2.1.1b) ile gosterilen birlestirilmis Laguerre fonksiyonlaridir.

Indirgenmis Bessel fonksiyonunun (RBF) matematiksel ifadesi ise asagidaki gibidir:

1(q- i q-i-1
Rq_uz(ar):earqz(q 1+i)Y(ar)

= (q-1-i)2 (2.5.2.13c)

Ustel tipli fonksiyonlarm (UTF) etkisini arttirmak igin hiperbolik kosiniis tipli
fonksiyonlar (HCF) ile kullanilmalari1 da onerilmistir (Koga, 1998). Bu fonksiyonlarin
avantaji, uistel tipli orbitali, ¢ift perdelenme sabiti (double zeta) yaklasimina benzetmesidir.
Bu sayede elde edilen sonuglar, HCF’lerin atom orbitallerinde kullanilmasiin daha iyi
degerler verdigini gostermistir.

BTO’larin da farkli HCF’ler ile kullanilmasi (Sahin ve digerleri, 2017; Erturk ve
Oztiirk, 2018) calisilmis ve elde edilen sonuglarin standart BTO ile yapilan ¢alismalardan
daha iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir.

Sahin ve digerleri (2017), BTO’lar ile asagida verilen degistirilmis (modified)
hiperbolik kosinus tipli fonksiyonlar1 (MHC) kullanmistir:
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e <" cosh(fr) = %(e(“ﬁ)r + e’(H’)r) (2.5.2.14)

e " cosh(Br+y)= %(e‘ye‘(“ﬂ)r +ere " ) (2.5.2.15)

Her iki esitlikten de goriildiigii gibi tistel fonksiyon iki farkli parametreye sahip
olacak sekilde ayrilabilmektedir. Bu sayede tekli zeta yaklagimi (single zeta) kullanilarak,
cift perdelenme sabiti (double zeta) yaklasimina yakin sonuglar elde edilebilmektedir.
Hesaplama acisinda tekli zeta yaklasimi, optimizasyon gerektiren parametre sayisinin az
olmasi sebebiyle avantajli olmaktadir. HFR yaklasiminda parametre sayisi arttirildikca
daha iyi yani daha diisiik enerji degerleri elde edildiginden, (2.5.2.14) fonksiyonuna keyfi
degerler alabilen bir y parametresi de eklenerek (2.5.2.15) fonksiyonu elde edilmis, bu

sayede (2.5.2.14) fonksiyonunda iyilestirme yapilmistir.
Ertiirk ve Oztiirk (2018) ise BTO ile asagida verilen MHCyi kullanmistir:

pe " +qe”

cosh . (fr) = s

(2.5.2.16)

Yukarida (2.5.2.16)’da verilen HCF ile tstel kisma eklenen S parametresiyle
birlikte katsay1 olarak iki farkli parametre ( p ve q) de kullanilmistir.

UTF’lerin etkisinin arttirilmasi i¢in bir baska oneri de genellestirilmis iistel tipli
fonksiyonlarin (GUTF) kullanilmas1 olmustur (Koga ve Kanayama, 1997a). BTO’lar da

genellestirilmis Bessel tipli orbitaller (GBTO) olarak kullanilmis ve u parametresi ile

genellestirilen GBTO, N normalizasyon sabiti olmak {izere, asagida verilen

nlgu

matematiksel ifade olarak literatiirde yer almistir (Ertiirk ve Sahin, 2020):

n—1(n—1+i)!<é'r“)n_i_l

. _ pl q—gr# .
B (€317, 42) = Noyg €0 2 (n—1-i)ti2

(2.5.2.17)

Bu tez ¢alismasinda oOncelikli olarak genellestirilmis ve MHC’ler ile birlestirilmis
Bessel fonksiyonlar1 ile 6n calisma yapilip ardindan literatiirde yer almayan, tam say1

olmayan bas kuantum sayisina sahip BTO ile ¢calisilmistir.
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BOLUM 3
MATERYAL VE YONTEM

3.1. Cok Elektronlu Atomlar

Cok elektronlu sistemler ile calisilirken, Schrodinger denkleminin tam ¢Oziimiine
yakin degerler elde edilebilecek yaklasim yontemleri kullanilir. Sistem icin olusturulan
deneme fonksiyonu, varyasyonel ya da pertiirbativ yaklasimlarda kullanilarak, sistemin
durumu ve enerjisi belirlenmeye calisilir. Bu yontemlerden siklikla kullanilanit Hartree-
Fock (HF) ya da kendi kendine uyumlu alan (self consistent field-SCF) yontemidir.

Ozdes pargaciklardan olusan ¢ok elektronlu sistemlerin elektronik yapi
hesaplamalari, Hartree tarafindan Onerilen perdelenmis alan yaklasiminda bagimsiz
elektronlar modeli ile baslamistir. Bu modelde, ¢ok elektronlu sisteme ait her bir elektron
kendi dalga fonksiyonu ile tanimlanir ve elektronlar arasi etkilesmeler ihmal edilir. Ayrica
her bir elektronun, cekirdegin ve geriye kalan diger elektronlarin olusturdugu etkin ve

kiiresel simetrik bir potansiyelde hareket ettigi varsayilir.

Bagimsiz Elektronlar Modeli
Gok elektronlu sistemler igin Schrodinger denklemi, birbirinden bagimsiz,

etkilesmeyen tek elektronlu (Hidrojen benzeri) sistemler ile ifade edilebilir.
Birbirinden bagimsiz iki elektron i¢in Hamilton operatorii, H ¥ =EWY ile gosterilen

Schrodinger denkleminin ¢oziimidir. iki elektronlu sistem icin Hamilton operatorii,
H,(1,2)=h(1)+h(2) (3.1.1)

seklinde yazilabilir. Ozdeger denklemi olan I:|O‘P =EWY icin ¢ozlim, degigkenlerine ayirma
yontemi ile kolaylikla elde edilebilir. Coziim igin, ¢ elektrona ait dalga fonksiyonu olmak

tizere, iki elektronlu sistem bagimsiz elektronlar modeli ile asagidaki gibi yazilabilir:

O(r,5)=¢(r)s () (3.1.2)

Co6zim icin Schrodinger denkleminde ¥ yerine (3.1.2) esitligi yazilip Hamilton
operatori igin de (3.1.1) esitligi kullanilirsa, E igin elde edilen denklem,
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h(D)é(n) , h(2)é(r) _
4(r) #,(1,) (3.1.3)

seklinde olur. Sol taraftaki iki terim birbirinden tamamen bagimsizdir ve bu toplam, bir
sabit degere esittir. Bu sebeple esitligin sol tarafindaki her bir terim, bir sabite esit

olmalidir. Her bir sabit sirasiyla ¢ ve ¢, olarak belirlenirse, (3.1.2) esitligi Schrodinger

denklemini saglamalidir. Bu durumda,

h@Qd(n)=ah(n),  h(2)4(r)=5a(r) (3.1.3a)
olur ve toplam enerji ifadesi asagidaki gibi elde edilir:

E=¢+¢, (3.1.4)

N elektronu olan bir atom i¢in bu esitlik asagidaki gibi genellestirilebilir:

N
E=g+e++ey=D.6 (3.1.5)

i=1

3.1.1. Merkezcil Alan Yaklasimi
N sayida elektrondan olusan bir atom i¢in sadece elektriksel etkilesmelerin (elektron-

elektron ve elektron-gekirdek) dikkate alindigi Hamilton operatorti,

~

H=

N h2 , N e2
> (—Z—mevri -V (r)j+ > = (3.1.1.1)

i i<j=1 [

seklindedir ve h Planck sabiti olmak lzere 7 =h/2xz olarak ifade edilir. V ile ifade edilen
Laplace operatoriidiir. Hamilton operatorii, elektronik yapi hesaplamalarinda kullanilan

h:me=|e|:4m90:1 olan, atomik birimler cinsinden dizenlenip Schrédinger

denkleminde (HY¥ = EW ) yerine yazilirsa:
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N

{il_%vﬁ -V (r)j_'_ Z l:l\P(ql,qza---’QN): E\P(quqzv--’qN) (3.1.1.2)

i<j=11tjj

esitligi elde edilir. Burada g, semboli i. elektronun uzay (r; ) ve spin koordinatlaridir.

Sisteme ait dalga fonksiyonu belirlendikten sonra (3.1.1.2)’de verilen Scrodinger
0zdeger denkleminde V(r) potansiyelinin belirlenmesi gerekir. Cok elektronlu bir sistemde
elektronlar Coloumb Potansiyeli’nde degil merkezcil bir potansiyelde hareket eder. Bunun
anlami her bir elektronun, diger elektronlarin ¢ekirdegin ¢ekim etkisini azalttigi yani
perdeledigi bir elektrik alaninda hareket ettigidir. Dolayisiyla elektronlar ortalama bir
alanda hareket eder. Bu ortalama alan icin V(r) potansiyeli, merkezcil alan yaklagimi ile
herhangi bir elektron igin, elektronun ¢ekirdegin ¢ok yakininda ve ¢ekirdegin ¢ok uzaginda

bulunusuna gore bulunulmaya ¢aligilir.

Perdelenme Alan Yaklasim
N tane elektrondan olusan bir atom i¢in, secilen bir elektron, ¢ekirdekten uzakligina

gore, geriye kalan (N-1) sayida elektron tarafindan perdelenir; yani ¢ekirdegin ¢ekim etkisi
bu elektronlar tarafindan azaltilir. Elektronlar arasi etkilesme terimi ijl/ r; Karesel
simetrik bir bilesen igerir. Bu sebeple bir elektronun etkin potansiyel enerjisi, kiiresel
simetrik bir potansiyel ile saglanir. Yani perdelenme alan yaklasimi, kiiresel simetrik
atomlar icin gegcerlidir.

Secilen i. elektronun j. elektrona gore cekirdekten ¢ok daha uzak oldugu durumda
1/r; 01/ olur. Bu durumda i. elektron, (N-1) sayida elektronun da perdelemesiyle,
yaklasik olarak asagidaki potansiyelde hareket eder:

N-1 _
B SE L i r—> oo (3.1.1.3)

Secilen i. elektron gekirdegin ok yakiinda oldugunda 1/1; [11/r; olur. Bu durumda

elektronun hareket ettigi potansiyel asagidaki gibi olur:

Z = Z
LNV 2 r—0 3.1.14
: <,Z=;‘ rj> : — ( )
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(3.1.1.4)’teki esitlikte bulunan ( ) semboli, geriye kalan (N-1) elektronun ortalama

uzakligini ifade eder. C sabiti ise ylizeydeki elektronlarla olan toplam etkilesmedir.
Cekirdegin ¢ekim etkisi ve diger elektronlarin itmesinin toplami olan etkilesim
potansiyelinin, ara uzakliklar i¢in hesaplanmasi oldukc¢a zordur. Etkilesim potansiyeli,
elektronlarin yiik dagilimina baglidir ve perdelenmis bir potansiyeldir.
Hamilton operatorii olan (3.1.1.2)’ye geri doniip bu Hamilton operatoriinii

pertiirbativ ve pertiirbativ olmayan kisim olarak asagidaki gibi ayirabiliriz:

H=H_,+H, (3.1.1.5)

Burada (3.1.1.5) ifadesindeki I-Alc Hamilton operatorii, merkezcil alan yaklagimina

karsilik gelir. Bu operatoriin igerdigi terimler sirastyla elektronlarin kinetik enerjisi,

cekirdegin ¢ekim etkisinden ve elektronlar arasi etkilesmeden olusan ortalama (kiiresel)

potansiyel enerjidir. I-AlC Hamilton operatorii asagidaki gibi ifade edilir:
N N 1
H :Z(——Vz +V (K )j >h,  h=-2VI4+V(r) (3.1.1.5)

Hamilton operatori (3.1.1.2) deki I-AIl Hamilton operatdrii ise pertlirbativ kisimdir ve

asagidaki sekilde ifade edilir:

Z ——Z( J (3.1.1.5b)

i<j R f ij i

Boylelikle (3.1.1.1) Hamilton operatoriine Ziv(ri eklenip ¢ikartilarak Z A/,

elektronlar arasi etkilesmenin degeri azaltilmis olur.

Sadece I—AIC Hamilton operatorii dikkate alindiginda, uzay koordinatlarini iceren N

elektronlu merkezcil alan dalga fonksiyonu ¥, (rl, ... rN) icin Schrodinger denklemi:

n N
Y= ;{—%Vﬁ +V (ﬁ)}f’c =EY, (3.1.1.6)

22



seklindedir. Bu esitlik, r; gibi bir terim igermediginden, N tane elektrondan olusan tek

elektronlu denkleme indirgenebilir yani bagimsiz elektronlardan olusan bir sistem olarak

yazilabilir. Bu durumda dalga fonksiyonu agagidaki matematiksel ifade ile gosterilir:
Y. =u(r)u(r,)...u(ry) (3.1.1.7)

Her bir elektrona ait orbitaller olan u(r,)u(r,)...u(ry ), asagida verilen Schrédinger

denkleminin ¢ozimudur:

[—%vf +V(r)}u(r): Eu(r) (3118)

Her bir elektron i¢in enerji degeri ¢ olarak alinip bagimsiz elektronlar modeline

uygun olarak, (3.1.1.6) esitliginde (3.1.1.7) esitligi yazildiginda degiskenlere ayirma
yontemi ile elde edilen ¢6ziim, merkezcil alan yaklasiminda toplam enerji degerinin, her

bir elektronun enerji degerleri toplami1 oldugunu gosterir.

N
Ec=g+6++ey =) & (3.1.1.9)
=

Merkezcil alana sahip atomlar igin dalga fonksiyonu radyal Rm(r) ve kuresel

kisimlarmn Y, (6,¢) carpimindan olusur ve U dalga fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir:
U(r)=Ry(r)Y, (6.¢) (3.1.1.10)

Radyal kisim ise asagidaki esitligi saglamalidir:

1(d?> 2d I(I+1
_E(W'FF&_%JRN(r)+v(r)Rnl(r):EnIRnI(r) (3'1'1'11)

Radyal kismin bulunabilmesi igin etkilesim potansiyeli olan V(r)’nin hesaplanmasi
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gerekir. Cok elektronlu problem, tek elektronlu probleme indirgenirken etkilesme

potansiyeli V (r) , ok elektronlu sistemde perdelenme etkisinden dolayr V (r,& ) seklinde,

perdelenme sabiti olan ¢ ’ya da bagli olacaktir.

3.1.2. Pauli ilkesi

Kuantum mekaniginde pargaciklarin Kkiitlelerinin, elektrik yiiklerinin ve spin
bliyiikliiklerinin ayni olmasi sebebiyle (6zdes pargaciklar) pargaciklar birbirlerinden ayirt
edilemez. Parcaciklarin ayirt edilemezligi, c¢Oziimlemelerin yapilabilmesi ic¢in bazi
kisitlamalar getirilmesine sebep olmustur. Bunlardan biri de spindir.

Buraya kadar olan kisimda, merkezcil alan yaklagimina elektronlarin spinleri dahil

edilmemistir. Spinin de dahil edilmesi, Unim (r) uzay orbitallerinin spin fonksiyonu z,

ile carpilmasiyla gergeklestirilir. Bu durumda spin orbitaller asagidaki sekilde ifade edilir:
UnIm,mS (q) = unIm, (r);(l/z,mS 3 RnI (r)YImI (0’ ¢);(]j2,mS (3121)

N tane 6zdes parcaciktan olusan bir sistemin dalga fonksiyonu, parcaciklarin uzay
koordinatlar1 ve spinlerinden olusur. Sitemdeki herhangi bir parcacik i¢in bu koordinatlar

X, ¥y, 2, My, seklindedir. Bu dort degisken  olarak tanimlanirsa sistemin dalga fonksiyonu
¥(q)="¥(q,d,,..q,) seklinde ifade edilir.
Boyle bir sistem i¢in tanimlanan ve 1 ile 2 numarali pargacigin yerini degistiren bir

If’12 (yer degistirme operatorii) operatorii dalga fonksiyonuna uygulandiginda,

PoW(th G -vrs Oy ) = A (G Gy Gy ) (3.1.2.2)

yer degistirme operatoriiniin 6zdegerleri ( A ) asagidaki 6zdeger denklemi ile elde edilir:

P2W(0, s O ) = A2 (01 Uyo - O ) (3.1.2.3)

Bu 6zdeger denklemi ¢oziildiigiinde asagida verilen sonug ile

=1, A1=#1 (3.1.2.33)
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Ozdegerler +1 ve -1 olarak elde edilir. Bu durumda yer degistirme operatdrii, etki ettigi
dalga fonksiyonunun negatif ya da pozitif degerli olmasina sebep olur. islemden sonra elde
edilen dalga fonksiyonu “+” degerli ise yer degistirme islemine gore dalga fonksiyonu

simetrik, eger “-” degerli ise anti-simetriktir.

I312 Y(q,,0,,.-,0y) = ¥.(0,,9,,...,dy) , simetrik dalga fonksiyonu (3.1.2.4)

If’lz‘P(ql, 0., 0y) =—¥,(0,,0,,...,qy ) , anti-simetrik dalga fonksiyonu (3.1.2.5)

Wolfgang Pauli (1925), gorelilikli kuantum alan teorisinde yarim tam say1 degerli
spine sahip pargaciklarin dalga fonksiyonunun anti-simetrik, tam sayili spin degerlerine
sahip parcgaciklarinkinin ise simetrik oldugunu gostermistir. Yarim tam say1 degerli spine
sahip parcaciklara fermiyon (elektron, proton, ...), tam sayili spin degerlerine sahip
parcaciklara ise bozon (gluon, foton, ...) ad1 verilir.

Bu durumda, herhangi iki elektronun yer degistirmesi sonucunda, sisteme ait dalga
fonksiyonu anti-simetrik olmalidir. Buna Pauli ilkesi denir.

N elektronlu bir sistem igin iki elektronun ayni uzay-spin koordinatina sahip

oldugunu varsayarsak (g, =0, ),

Y(9,,9,,0;,...0y) =—¥(0,, G, G5, ..., Oy) (3.1.2.6)
2¥Y =0 (3.1.2.6a)
¥(0y, 0, 030 Oy ) =0 (3.1.2.6b)

elde edilir. Bu sonug, iki elektronun ayni yeri isgal edemeyecegini sdyler. Buna da o6zel
olarak Pauli Disarlama Ilkesi denir.
Simetrik ve anti-simetrik dalga fonksiyonlari olasilik yogunlugu dikkate alinarak

asagida verildigi gibi incelendiginde,

A 2 2

By (oo o) =Py (o i ) = (s ) (3.1.2.7)

yer degistirmeden Once ve sonra olasiligin ayn1 oldugu goriiliir. Bu 6zellik parcaciklarin
ayirt edilemezligi ilkesi olarak adlandirilir. Yani Pauli Ilkesi pargaciklarin ayirt

edilemezliginin 6zel bir durumudur.
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3.1.3. Determinant Dalga Fonksiyonu

Cok elektronlu sisteme ait dalga fonksiyonun sahip olmasi gereken oOzellikleri
belirttikten sonra, bu sistemin bu o6zelliklere sahip, tek elektronlu spin orbitallerden
olusturulmas1 gerekir. Yani dalga fonksiyonu bagimsiz elektronlardan olusmali,
secilmezlik ilkesi geregi Pauli ve Pauli Disarlama ilkesi’nin 6zelliklerini tasimalidir.
Oysaki (3.1.1.7) ile gosterilen dalga fonksiyonu anti-simetrik degildir ve anti-
simetriklestirilmesi gerekir.

Anti-simetriklestirme islemi ile serbest elektronlardan olusan ¢ok elektronlu atoma

ait dalga fonksiyonu elde edilir ve matematiksel ifadesi asagidaki sekildedir:

U (0, G- Oy) =ﬁg(—l)'° Pu, (d)u, (az)---u, (v ) (3.13.1)

Burada P, elektronlarin koordinatlara gore yer degistirme sayisidir. Tim yer
degistirmeler, P sayida yer degistirmenin toplaminin 1/ JNT olan (N tane yer degistirme
oldugu i¢in) normalizasyon katsayisi ile ¢arpilmasiyla dalga fonksiyonu elde edilir. Bu
gosterim N katli determinant agilimidir ve sistemin dalga fonksiyonunu ifade eder.

Slater (1929), bu determinantin ¢ok elektronlu atomlar ig¢in anti-simetrik dalga
fonksiyonu 6zelligi tasidigini gostermistir.

Bagimsiz elektronlar modeli ile olusturulan bir atomun dalga fonksiyonu igin, her bir

elektronun 4 kuantum sayisi olan (n,l,m,m,) sayilari, «,f,...,0 sembolleri ile

gosterilirse, N tane elektrondan olusan sisteme ait dalga fonksiyonu, N x N determinant

olarak asagidaki matematiksel ifade ile gosterilir:

U, (a) up(a,) - u,(d,)
U, (a,) uz(a,) .. u,(a,)

1 .
UGy, Gpo---r Oy ) = — , Slater determinant1  (3.1.3.2)

u, (ay) ug(ay)--u,(a,)

Slater determinanti, oOzelliklerinden biri olarak birbiri ile etkilesmeyen 06zdes

parcaciklarin (fermiyonlarin) dalga fonksiyonlarinin anti-simetrik o6zellikte oldugunu
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(Pauli Ilkesi), ikinci olarak da iki elektronun ayni yeri isgal edemeyecegini yani ayni 4
kuantum sayisina ya da aym koordinatlara sahip olamayacagini (Pauli Disarlama ilkesi)

gosterir. Eger iki elektronun koordinatlari () yer degistirirse (determinantin iki satirt yer

degistirmis olur) dalga fonksiyonunun isareti degisir. Bu da dalga fonksiyonunun anti-
simetrik dalga 6zelliginde oldugunu gosterir. Eger iki elektron ayni 4 kuantum sayisina
sahipse iki siitun, ayn1 koordinatlara sahipse iki satir ayn1 olacagindan determinantin degeri
sifira esit olur. Bu durum da iki elektronun ayni yeri isgal edemeyecegini (Pauli Disarlama
[lkesi) matematiksel olarak ifade eder.

Bu calismada kullanilan dalga fonksiyonlart da determinant dalga fonksiyonlaridir ve

Slater determinantinin 6zelliklerini tagimaktadir.

3.2. Hartree — Fock Denklemleri
Determinant dalga fonksiyonu (3.1.3.2) kullanilarak, en kiigiik etki ilkesine gore tek

elektronlu dalga fonksiyonlar1 elde edilir. Toplam enerjinin minimumlugunun saglanmasi

icin 5E(unlm|ms (q)):O sarti kullanilarak u,,. (q) tek elektronlu dalga fonksiyonu igin

Lagrange denklemleri bulunur. Bu denklemlere Hartree-Fock denklemleri denir.
Sadece elektriksel etkilesmelerin dikkate alindigi asagida matematiksel ifadesi

verilen Hamilton operatériinii ele alirsak,

H :i[—%vﬁ —%j+ irl (3.2.1)

i i<j=1 fij

iki elektron arasindaki uzaklik olan r; = ‘ri - rj‘ teriminden dolay1 ¢ok elektronlu sistemler

icin Scrodinger denkleminin tam ¢o6ziimii yapilamaz. Bu iki elektronlu etkilesme
potansiyeli operatorii, HF yaklasim yontemleri uygulanirken yaklasik olarak alinan, tek

elektronlu potansiyel ile yer degistirir. Bu durumda Hamilton operatord,

H etkin _ _Z{%Vlz _‘_%_Vietkin (r )} (3.2.2)

seklini alir. Bu Hamiltoniyen i¢in 6zfonksiyonlar, tek elektronlu dalga fonksiyonlarinin

carpimindan olusan Slater determinantlaridir.
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Tek elektronlu dalga fonksiyonlari asagida gosterildigi gibi ortonormal olmalidir.
<ui ‘u > ju q)dg=4; (3.2.3)

Bu islemler sonucunda spinden bagimsiz HF enerji degerleri ifadesi, kapali kabuklu

sistemler i¢in asagidaki matematiksel ifade olarak elde edilir:

E= 221 h +ikz°_l(zagk K ) (3.2.4)

Esitlikte n,, kapali kabuklara ait dolu olan orbital sayisi; h, tek elektronlu

integraldir. J,, ve K, ise sirastyla Coloumb ve degis-tokus (exchange) integralleridir.

Tek elektron integrali h.,

g 1 2 Z
h = J'u hu () dv,, h__EV v (3.2.5)

seklinde hesaplamirken, iki elektron integralleri olan J;; ve K, atom orbitallari spinden

bagimsiz olduklarindan r uzay koordinatlarina gore,

i x x 1
Jie :”Ui (rl)uk(rz)r_ui(ﬁ)uk(rz)dvldvz (3.2.6)

12

i " x 1
Kk _H i (Fi)uk(l?z)r_uk(ri)ui (%) dvidv, 3.2.7)

12

integralleri ile hesaplanir. Bu denklemlerde dv=r°drsin@déd¢ seklinde ifade edilen,
kiresel koordinatlarda hacim elemanidir.

HF enerji degerlerini veren (3.2.4) ifadesine (3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7) integralleri
yerlestirilip varyasyon ilkesi olan OE =0 uygulandiginda, atom orbitalleri i¢in HF
denklemleri bulunur. Bagimli degiskenleri elemek icin Lagrange’in belirsiz ¢arpanlar
yonteminden faydalanilarak A; =2¢, segilir. Bu durumda HF denklemleri asagidaki
matematiksel ifade olarak bulunur:
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Fu; =D u.gg (3.2.8)

Bu denklemi, 6zdeger problemi olarak ¢6zebilmek i¢in birimsel (uniter) doniisiimler
olan Q'Q=QQ" =1 ifadesinden faydalanilir. Bu déniisiimler sonrasi toplam enerji ve

orbital enerji degerlerinin degismedigi asagidaki esitliklerden goriiliir.
F=F ve £=Q%Q (3.2.9)

Bu durumda HF denklemeleri u, atom orbitallerine bagli olarak,

seklinde elde edilir. Bu denklemlerde F , Fock operatorudir ve asagidaki gibi tanimlanir:

1, Z 2
- IvZ e G =Y (23w —Ry) (3.2.11)

T
Il
o>
+
o>
o>

Fock operatori tek elektron ve iki elektron operatérlerini icerir. Burada Columb ve

degis — tokus (exchange) operatdrleri sirasiyla asagidaki ifadelerle tanimlanir:

jkk(ﬁ)w(ﬁ):(jmd\/Zjui(q) (3.2.12)
Kkk(ﬁ)(”(ﬁ):[jwdszuk(ﬁ) (3.2.13)

HF denklemleri, (3.2.10) ile verilen u, atom orbitalleri igin iterasyon yontemi ile

say1sal olarak ¢oziilebilir. Ayrica esitligin iki tarafi da U ile carpilip integrali alinirsa,
* A n P I’
& = [uFudg=h+> (234 -Ki) (3.2.14)
k
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esitligi elde edilir. Bu integralin 2 kat1 alinip (3.2.4) integraline benzetilmeye calisilirsa,

asagidaki enerji degeri ifadesi elde edilir:
n n . .
E=2&+> (235 —Ki) (3.2.15)
i-1 ik

Buradan da acik¢a goriildiigii gibi enerji ifadesi sadece orbital enerjilerinin

toplamindan olugsmamaktadir.
Spinden bagimsiz HF enerji degerleri ifadesi, f; terimi i numarali orbitalin kesirli

doluluk orani olmak {izere, acik kabuklu sistemler i¢in asagidaki matematiksel ifade

seklinde postulat olarak onerilmistir (Guseinov, 1998):

E=2) i+ (2A1) ~BiK) (32.16)

ij Kl

Bu calismada enerji degerlerinin hesaplanmasinda (3.2.16) ile belirtilen denklem
kullanilmigtir.  4-indisli A} ve B) Kkatsayilarnm (ciftlenim-izdiisiim katsayilarr)

hesaplanmasinin detayli olarak incelenmesi i¢in yiiksek lisans tez ¢alismasi (Ertiirk, 2003)

incelenebilir.

3.3. Hartree-Fock-Roothaan Denklemleri

HF denklemlerinin sayisal olarak ¢oziilmesi, atom ve molekiillerin 6zelliklerinin
hesaplanmasinda kullanilamaz; ¢iinkii sayisal ifadeler dalga fonksiyonlarinin fiziksel
ozellikleri ile ilgili bilgi tagimaz.

Atomlarin Ozelliklerini sayisal verilerden yararlanarak c¢ozmek yerine, HF
denklemlerinin, analitik fonksiyonlar yardimiyla ¢oziilmesi gerektigi Roothaan (1951)
tarafindan Onerilmistir. Dalga fonksiyonunun analitik ifadesini elde etmek i¢in kuantum
kimyasinda en sik kullanilan ydntem, atom orbitallerinin lineer kombinasyonu (Lineer
Combinations of Atomic Orbitals) olarak adlandirilan LCAO (Roothaan, 1951)

yontemidir. Bu yontemde atoma (ya da molekiile) ait orbitaller (u;), lineer kombinasyon

ile se¢ilen baz fonksiyonlarina bir katsay1 ile beraber acilir.
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M
Ui =Y Cuiky (3.3.1)
q

LCAO yonteminde y literaturde bilinen tam fonksiyonlardan segilir ve baz
fonksiyonu adin alir, u; de atom orbitalleridir. C;; lineer kombinasyon katsayis1 ve M baz

fonksiyonlarinin sayisidir. g ise hesaplanan atomik orbitale karsilik gelen n,I,m kuantum

sayilarini igerir.

Tek elektronlu fonksiyon icin lineer kombinasyon ile matris 6zdeger denklemi,
hC, =SCs (3.3.2)

seklindedir. Burada & terimi, i numarali orbitalin enerji degerini ve S Ortme matrisini

gosterir. Ortme matrisinin integral ifadesi asagidaki sekildedir:
Spa =] 23 (F)zq (F) AV (3.3.3)

LCAO yonteminde atom orbitaline karsilik gelen baz fonksiyonlari sayisi, atom
orbitali sayisi kadarsa minimal baz kiimesi, her bir atom orbitali i¢in iki baz fonksiyonu
kullanilmigsa ¢ift perdelenme sabiti (double zeta), ikiden fazla baz fonksiyonu
kullanilmigsa genisletilmis (extended) baz kiimesi adin1 alir.

Kullanilan baz fonksiyonu sayisi arttikga parametre sayisit da artacagi i¢in toplam
enerji degeri diiser. Atomlar igin hesaplanacak sinir enerji degerine Hartree limiti denir.
Elde edilen enerji degerleri Hartree limitinden daha diisiik olamaz ve bu degerler, sayisal
Hartree-Fock (SHF) degerleri olarak literatiirde yer alir (Springborg, 2000).

LCAO yoOnteminde baz fonksiyonu secimi ¢ok énemlidir; ¢unki baz fonksiyonunun
sahip oldugu 6zellikler hesaplamanin duyarliligini ve zamanini belirler. Bu yontem ile elde
edilen denklemlere de Hartree-Fock-Roothaan (HFR) denklemleri adi verilir. Kapali
kabuklu atomlar i¢in HFR denklemleri, (3.2.10) denkleminde (3.3.1) esitligi kullanilarak
asagidaki sekilde elde edilir:

;(qu ~£Spq)Cqi =0 (3.3.4)
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Bu tez calismasinda, HFR yontemi ile hem GBTO ile farklit MHC’lerin hem de tam
say1 olmayan bas kuantum sayili Bessel fonksiyonlarinin atom orbitali olarak kullanilmasi

incelenmistir.

3.4. Bessel Fonksiyonlarimin Atom Orbitali Olarak Kullanilmasi

Atoma ve molekile ait dalga fonksiyonu radyal Rn,(r) ve kuresel S,m(9,¢)

kisimdan (kiiresel harmonikler) olusur. Elektronik yap1 hesaplamalarinda esas sorun radyal
kismin belirlenmesidir, bu sebeple iyilestirmeler radyal kisimda yapilir. Elde edilen baz
fonksiyonlarin radyal kisimlarina ait integral ¢oziimleri asagida detayli olarak verilmis
olup kiiresel kisimlara ait integral ¢6ziimleri tiim baz fonksiyonlar1 i¢in aynidir.

Integrallemeler kiiresel koordinatlar iizerinden yapilir. Kiiresel hacim eleman: olan
dv=r’drsinddéd¢ kullanilir. integrallemelerde r’ye bagh olan radyal kisim igin r?dr,
klresel harmonikler icin ise sin@d&d¢ kullanilir.

Kiiresel harmoniklerin integrallemesi yapilirken, analitik ifadelerin elde edilmesinde

kolaylik saglamasi agisindan kiiresel harmoniklerin ortonormallik 6zelliginden yararlanilir.
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[ 51 (6.0) 8, (6,9)sin0d0dg = 5,5 (3.4.1)

"~ mm’

Oty

Analitik ifade olan (3.4.1)’deki ¢ ifadesi, kroneker deltadir.
Agilara bagli kiiresel kismn integrallemesi reel S, (6,¢) ya da kompleks Y, (6,¢)

kiiresel harmonikler ile yapilir. Bu iki kiiresel harmonik i¢in de gegerli olan tek bir forml

Guseinov (1970) tarafindan asagidaki sekilde onerilmistir:

S5 (095, (0.0)= 3 3 (22

L=‘I7I ‘ M=-L

] CH(Im,I'm") AN Siy (0.4)  (342)

Burada L uzerinden olan toplamdaki (') isareti, toplamin ¢ift olarak yapilacagini
belirtir. Denklemdeki C™! (Im,1'm") ifadesi genellestirilmis Gaunt katsayilar1 ve A). ise

katsayidir. Kiiresel harmonik integrallerinin ve Gaunt katsayilarinin hesaplamasina dair

detayl1 bilgi i¢in doktora tezi incelenebilir (Ertiirk, 2011).
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Radyal dalga fonksiyonuna ait analitik ifadeler elde edildikten sonra kiresel
harmoniklerden elde edilen analitik ifadeler ile birlestirilir.

Tez calismamizda 6n calisma olarak, Steinborn ve digerlerinin (1999) Bessel
fonksiyonlar1 ile yaptiklart calismanin yaninda Koga ve Kanayama’nin (1997a)
genellestirilmis tstel tipli fonksiyon ve Koga’nin (1998) iistel fonksiyonlarin HCF’ler ile
kullanilmasi ¢aligmalar1 dikkate alinarak 3 farkli baz fonksiyonu olusturulup etkinlikleri

incelenmis, daha sonra bas kuantum sayisi tam say1 olmayan BTO’lar ile ¢alisilmistir.

3.4.1. Genellestirilmis Bessel Tipli Orbitallerin Hiperbolik Kosiniis Tipli
Fonksiyonlar ile Kullanilmasi

Bessel tipli orbitallerin (BTO) matematiksel ifadesi asagidaki gibidir:
B, (£37.6,0) = No 'Ky 12 (S 1S (6.9) (34.11)

ve esitlikteki N, normalizasyon katsayis, Kq_ﬂz(g r) indirgenmis (reduced) Bessel

fonksiyonu (RBF), S;" (6, ¢) ise kiiresel harmoniklerdir. RBF agagidaki sekilde tanimlidir:

e e ™
ke (ST) =€ 20 (q-1-i)ti2’

(3.4.1.2)

Bessel fonksiyonlari atom orbitali olarak kullanilirken, bag kuantum sayist n igin
geleneksel degerler alinmaz, bunun yerine Bessel fonksiyonlari i¢in tanimli bag kuantum
sayist olan ¢ icin n=q+| esitligi kullanilir. Bunun sebebi Steinborn ve digerlerinin
(1999) yapmis olduklari ¢alismada BTO’lari STO’larin lineer kombinasyonu seklinde
yazmalar1 ve bunun sonucu olarak da STO’lara uygun en iy1 degerlerin, kuantum sayisinin
n=q+! oldugu durumda elde edilmis olmasidir. s kabuklar1 i¢in n=q iken p, d, f
kabuklari igin q=n—-1 degerlerini alir.

LCAO yonteminde baz fonksiyonlari, dalga fonksiyonunun radyal kismini
iyilestirmek i¢in kullanilir. Yaptigimiz 6n ¢aligma BTO’larin radyal kism1 ¢ parametresi
ile genellestirilip (Genellestirilmis Bessel tipli orbital-GBTO) 3 farkli degistirilmis
(modified) hiperbolik kosiniis tipli fonksiyon (MHC) ile birlestirilmistir. Gosterimlerde bas

kuantum sayisi i¢in geleneksel n indislemesi kullanilmistir; ancak bu n—1 degerindedir.
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GBTO igin literatiirdeki (Ertiirk ve Sahin, 2020) ifade asagidaki gibidir:

. 8 PRTAS n—1+i)(<r” n-i-1
By, (51,6,9) =N,y r'e~ ;( (n—1)_(i)mgi

X)) (3.4.1.3)

GBTO’nun radyal kismini iyilestirmek i¢in radyal dalga fonksiyonu ile beraber

_rH ru

kullanilan birinci MHC (MHC,), x4 parametresi ile genellestirilmis HCF’ye (%)

S parametresi eklenerek,

v Bt
MHC, :cosh(ﬂr”):% (3.4.1.4)

ikinci MHC (MHC,), genellestirilmis HCF’ye f# ve y parametreleri eklenerek,

=prt a-y préar
MHC, = cosh ( Br* +7) = = ;e 2 (3.4.15)

uctinc MHC (MHC,), genellestirilmis HCF’ye iistel S parametresi ve katsayi olarak p

ve q parametreleri eklenerek,

_pe’" +ge

MHC, = cosh,, ( Ar*) >

(3.4.1.6)

sekillerinde elde edilmistir. Radyal kisimda HCF kullanilmasi, iki tane iistel ifade
olmasindan dolay1 ¢ift perdelenme sabiti etkisi olusturmaktadir. Bu sayede tekli zeta
yaklasimi (single zeta) kullanilarak, ¢ift perdelenme sabiti (double zeta) yaklasimina yakin
sonuglar elde edilebilmektedir. Hesaplama acisinda tekli zeta yaklagimi, optimizasyon
gerektiren parametre sayisinin az olmasi sebebiyle avantajli olmaktadir. Bu durum da daha
diisiik enerji degerlerinin elde edilmesini saglamaktadir.

Elde edilen her (i¢ yeni baz fonksiyonu igin sirasiyla, normalizasyon katsayisi, ortme
integrali, gekirdek-elektron etkilesme integrali, kinetik enerji integrali ve elektronlar arasi

etkilesme integrali hesaplanmstir.
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Elde Edilen Birinci Baz Fonksiyonu ve Integral Coziimleri
GBTO (3.4.1.3) ile MHC, (3.4.1.4)’tn birlikte kullanilmasiyla elde edilen baz

fonksiyonunu GBTOMHC, olarak adlandirilirsa, elde edilen baz fonksiyonu,

GBTOMHC, = "B, (£,7*) = N,,.r*'K, 4, (1) cosh( Br*) S" (6, 4) (3.4.1.7)

seklindedir. K, (") (3.4.1.2) ve cosh(Br*)(3.4.1.4) yerine yazilarak, GBTOMHC,

asagidaki gibi elde edilir:

(-1 <¢>{

1Bm ’—*,u — ﬂl -
n,I(é/ r ) nIﬂCr 55 n :]_—|)|I|2I 2

js;“ 0.4) (3.4.18)

Normalizasyon katsayisini hesaplamak icin asagida verilen integral c¢oziilerek

analitik ifade elde edilir.

j By, (£, 1) "By (£, 7 )dv=1 (3.4.1.9)

(n=1+i)1™ (n-14 j)ig™

Gosterimi  kolaylastirmak igin = (n 1 )'I 19 (n 1 J)l J I olmak Uzere,
normalizasyon sabiti asagidaki gibi elde edilir:
4u
an,ug“ B [ i+j+2—2n—2|—§ ]
(2¢ +2p) u
SAS 3-(i+j-2(n+1-u) i+jr2-2n-21-3
2.2, AF( b +2(2¢)" ,, (3.4.1.10)
it je2-2n-21-2
+(2¢ -2p) “

Tek elektronlu operatorlere ait integrallerin analitik ifadesini elde etmek igin, F(x)
ifadesi Gamma fonksiyonu olmak tizere, asagida belirtilen yardimci integral kullanilir.
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jr“e“’dr:l n%“ r(n”J (3.4.1.11)
2 pgtmamp

GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait 6rtme integrali S, ... (£,¢", 4, T) nin analitik

ifadesi agagida verilen integralin ¢oziimii ile elde edilir:

nlmnlm é/ é/ /,l, TlB R Bm (é/ r )dV (34112)

= [(n—1+i)1g" ™ (n'=1+ j)1g ™
= n 1'wud! nl,ué’z Z ( ) ( ) x

&5 6| (n—1-itir2 (n-1—j)rji2’

F[—2+n+l—i— j+n'+|'+§jix
M) au
73+(72+n+lfifj+n'+l')y

(C+B+S'+ ) w +
_3+(—2+n+|—i—j+n'+|'),u

(C+p+<—p") w +

3+(—2+n+l—i— j+n'+ ) (3.4.1.13)

(C—B+C+ ) 7 +
BH(=2+n+l—i—j+n'+1")u

(C-B+s-p)

Ortme integralinde ve daha sonra hesaplanacak olan tiim integrallerde,

normalizasyon sabitleri olan N, . ve N, .. ifadeleri, integral ¢6ziiminden elde edilen

(3.4.1.10) analitik ifadesine uygun olarak, indislemeler diizenlenerek yerine yazilir.

Bundan sonraki integraller icin de N . N . carpimi N ile gosterilecektir.
GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait cekirdek-elektron etkilesmesi integrali olan

anm'n.l.m. ({ N7 f’) ’nin analitik ifadesi asagida verilen integralin ¢oziimii ile elde edilir:

Vaimaim (656" 44T) =TlB*;,".j,. (¢ rﬂ)[—%}sgj, (&.7#)dv (3.4.1.14)

0

(3.4.1.14) integralinde Z ile belirtilen atom numarasidir.

36



n-1n'-1 (n_l+i)!é’n—l—i (n-_1+j)!é/-n'—1—j _Z
e = (n—1—i)tir2"  (n=1—j)rjr2l 4u

X

F(—2+n+l —i— j+n'+|'+£jx
)7,
2+(=2+n+H—i—j+n"+")u
(C+pB+C+p") 7 +
2+(=2+n+l—i—j+n'+1)
(c+p+<&—=pB") Z + (3.4.1.15)
2+(=2+n+l—i—j+n+1)
(&—-p+<'+B") 7z +
2+(—2+n+H—i—j+n+1)

(C-B+s=pY

GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait T, .. (£,¢" 4 F) kinetik enerji integralinin

analitik ifadesi agsagida verilen integral ¢oziilerek elde edilir:

Tomerm ($5 € 40.T) leB’T{.' (¢ F”)(—%J(Vz)lBgﬁ. (¢.7*)dv (3.4.1.16)

I(1+1
Bu integral c¢ozimiinde 6ncelikle szizg(ﬁg}—y olan Laplace
r’ or r r

operatorunln, sag tarafindaki fonksiyona etki etmesi gerekir. Bu islem yapildiktan sonra

kinetik enerji icin elde edilen analitik ifade asagidaki gibidir:
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|
N
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o
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o

GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait elektronlar arasi etkilesme integrali olan

L
nhn'g 1 nplon'y 1

(6.6 000) = Nr Gy S 3 ]

L(¢-B+¢=-8)" «  u

(n=1+i)1"™ (n=14 j)rgm ™

(n-1-i)tit2"  (n'-1-j)jr2’

Tl 2+n+l-i—j+n+I'+= |=({+B+L+ ) u y
u)u

{w (ne1=i-2) + p(n+1-i-1)-1(1+1)} +
L+(=L+n+l-i—j+n'+1")u

F(—1+n+l—i—j+n'+|'+1j(§+ﬂ)(§+ﬁ+§'+ﬂ')“ X
7

{,u(—Zn—ZI+2i+1)—1}+1“(n+|—i—j+n'+|'+1]y(§+ﬂ)2 x
U

Ll 1)1
(C+B+¢+BY) P +T[ =2+n+l—i—j+n+1'+=|=x
Iy

L+(=2+n+l-i—j+n'+1")u

(C-B+<+ B « x
{ L(1+2) + 2 (n+1-i-1) +,u(n+|—i—1)}—

L+(=Ln+l=i—j+n'+1")u

F(—1+n+l—i—j+n'+|'+£j(ﬂ—§)(§—ﬁ+§'+ﬂ')/‘ X
u

{u(-2n-21+2i+1)-1} +l“(n+|—i—j+n'+|'+£j(ﬂ—§)2 x
Y7

1 (n+l=i—j+n'+1")u 111
(¢-B+C+BY) u u+T 2+4n+l—i—j+n+l'+— |= x
1)

(Coprcpy T e (o) (et im1) 1 (141)

L+(=L+n+l-i-j+n'+1")u

(1+n+| |—j+n+l+—j(§+ﬂ)(§+[;’+§ B 4 x

{u(-2n-21+2i+1)- }+F(n+| i—j+n+l +;j(§+ﬁ)

L(n+l-i-jen+Yu 1)1
(C+B+¢-B) u ,u+1"(—2+n+|—i—j+n'+|'+—j—><
1)
L+(=2+n+l=i—j+n'+1")u
(c-p+¢-B)" w {u(nel=i-1) s u(n+l-i-1)-1(1+1)}
L+(~L+n+l-i-j+n'+1")u

—F(—1+n+l—i—j+n'+l'+£j( ON¢-p+<-p) & x
u

{,u(—Zn—ZI+2i+1)—1}+1“(n+|—i—j+n'+|'+ij(ﬁ—§)2 x
I

Le(n+l=i-j+n'+1")u

() ’niin analitik ifadesi asagidaki integral ¢6ziimiinden elde edilir:
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k
erfllln 1';;noln' 1 2 J-leml BrT}l(é/lr#) k<+1

(3.4.1.18)
B, (ézr;‘) i (¢ f';‘)dvldvz
Bu integralin ¢6zimu icin;
k o k o
rziﬂ icin r<r, ve ﬁ icin >, (3.4.1.19)

kosullar1 dikkate alinmalidir. Bu sebeple integral iki bolgeye ayrilarak, asagida belirtilen
Ozel integrallerden (Koga ve Kanayama, 1997a) yararlanilarak ¢6ziim yapilir:

e [ ] oo

r v+v'+1
_1 H

Ot—— 8

[ 1 }Fl(l,v+v+l,#+v+€+1' < j (3.4.1.20)

(é/+é,)v+v+1/,u v+/l+1 2 L L 144—4'
F. 1 1v+v'+l u+v'+i+1 £
viHr412 ! u U FeYe

Bu ifadelerdeki I'(x), Gamma fonksiyonu; ,F (a,b,c;d) Gauss hiperbolik

fonksiyonudur. Elde edilen analitik ifade gosterimini kolaylastirmak iginse kullanilan

kisaltmalar asagidaki gibidir:

a=pu(n+l+n'+1=i-j-2)+2, f=pu(n,+L,+n'"+1'—i-j-2)+2
C=Ctp+T Py =GB+ =Fy ¢ =G -F+ B,

G, =G -BHC =Py C =G+ f+ By O =G+ b+ = Fh
Cy =GPt 0t O =B+ = F

I ;B:1,a+ﬂ+1,ﬂ+a+k+1; (34.1.21)
a+k+1 u U

C= 1 ;D:1,a+ﬂ+1,ﬂ+’8+k+l
p+k+1 U U
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Elektronlar arasi etkilesme integrali (3.4.1.18)’nin ¢6ziimii (3.4.1.20) ile verilen

yardimci integralden yararlanilarak elde edilir. Kullanilan (3.4.1.21)’deki kisaltmalar ile iki

elektron integralinin analitik ifadesi asagidaki ifade olarak elde edilir:

k

()=

”11#41N”1 1ﬂ>1N”22ﬂ§2N”2 L) )

(3.4.1.22)

' Fynglon'y 1Y 16 1"Ymm'
n1-1ni1nz-1“zz-l( 1+i).!4%”11ii (nlll-1+j).!¢1.”vlljj (n, —1+a)!¢2"21aa (n2 ,“b)!gznzlb)x
=0 j=0 a0 b=0 \ (n -1-i)ti12 (nlflfj)!j!Z (n,~1-a)ta12 (nz—l—b)!b!Z
g -
A F| B; C.E|D; A F
“( ¢+¢')+ “( ¢+¢)+ [ j
A L i Loy
+C,F| D +A,F +C,F
g+d G+¢" §+
+AF, 4 j+c F(D . j ,F| B; o j
{+¢", {+d", g
+C,F| D S j+A F(B oy j+c F| D; L j
Gte S tey Stey
+A,F | B; +C,F| D; +A,F | B;
Gte ¢ +§ §x+§'z
F((Z+ﬂ+l)
! (/:wu)w +C,F | D; 41' +AF | B; g I]+CZF1[D; ¢ ]
u(c+e) Gte g, +¢ g, +¢
+A,F | B; d +C,F| D; * +A,F|B; d ]
¢+ g+ g +e
+C,F| D; j+A F[B +C,F | D; ¢ j
g +¢’ g, +e g+
+AF | B—— ¢ j+c F( ¢ j+A2F1(B; ¢ j
g, +d g, +¢ g, +¢
+C,F | D; * j+A F[B g ]+C2F1[D; ) j
g, +¢ g, +¢' ¢, +¢
+A,F | B; ‘ j CZF[ < j
i g, +¢, g, +¢,
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Elde Edilen ikinci Baz Fonksiyonu ve Integral Céziimleri
GBTO (3.4.1.3) ile MHC, (3.4.1.5)’in birlikte kullanilmasiyla elde edilen baz

fonksiyonunu GBTOMHC, olarak adlandirilirsa, elde edilen baz fonksiyonu asagidaki
gibidir:

GBTOMHC, =
(3.4.1.23)

(- 1*')(0”) " [eﬁ”’eue/}r”ey

ZBm ,F r,ul -¢r# Sm 0’
n,I (é’ ) n|,u§ ~ n 1 I |||2| 2 } | ( ¢)

Normalizasyon katsayisinin analitik ifadesi i¢in (3.4.1.9) integralinde, (3.4.1.23) baz

(n=1+4i)1&" (n—1+ j)1g™!

(n—1i)iZ (no1_j)j12 yazilirsa asagidaki ifade elde

fonksiyonu kullanilip A=

edilir:

N, — au __(3.4.1.24)
nlug (24/ b 2ﬂ)i+j+2—2n—2l—% e—Zy
n-1n-1 (i H — 1
AF(B (|+ J 2(I’I+| 1)/1)) +2(24,)|+J+2—2n—2|—%
i=0 j=0 H s
+(2§ _ Zﬂ)i+j+2—2n—2I—; ezy

GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait 6rtme integrali S, .. (£.¢" 4, F) "nin analitik
ifadesi icin, (3.4.1.12) integralinde, (3.4.1.23) baz fonksiyonu olarak kullanildiginda,
asagidaki ifade elde edilir:

Snlm,n'l'm' (g’,é".u, f) =N 5" 5mm

n-1n-1 (n—l+i)!(;’r”)n7ifl (n‘—1+ j)!(glrﬂ)n-fj,l
=0 =0 (n—l—i)!i!2i (n'—l—j)!j!Zj
F(—2+n+l—i— j+n'+|‘+§j4i><
M) e
B+(—2+n+l—i—j+n'+1")u (34125)
(C+B+<+BY) w e’ +
3+(=2+n+l—i— j+n'+1")u
(C+B+S—BY) 4 e’ +
B(—24n+l—i—j+n'+1")u
(S—B+S+B") 4 e’ 7 +
3+ —2+n+l—i— j+n'+)u '
(&-B+C—B) z e
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GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait V. .m(<.¢ 1 F)  ekirdek-elektron

etkilesmesinin  analitik ifadesi icin, (3.4.1.14) integralinde, (3.4.1.23) ifadesi baz

fonksiyonu olarak kullanilirsa, asagidaki ifade elde edilir:

anm,n'l'm‘ (C:’ ¢hH, f) = NT 5II‘5mm' (_Z)X

| (n=1wi)(cre) T (L )Y (e
(n—1—i)!i!2‘ (n'—l—j)!j!2j
F(—2+n+l —i— j+n'+|'+£jix
u)ap (3.4.1.26)
2+(=2+n+l=i—j+n"+")u '
(C+B+C+B") w“ e’ +
2+(=2+n+l—i—j+n"+1")u
(C+B+S—B") u e’ +
2+(—2+n+|—i—j+n'+l')/1 .
(éf—ﬂ—i—éf'—l—ﬂ')_ Jz e’ 7 +
2+(72+n+lfifj+n'+l ')y

(C=B+5=BY) Z e

o1

=

n-1in

I
o
—
Il
o

GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait T, ,.m (&, ¢ 1, F) Kinetik enerji integralinin

analitik ifadesi igin, (3.4.1.18) integralinde, (3.4.1.26) baz fonksiyonu olarak kullanilirsa,
asagidaki ifade elde edilir:
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X
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GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait iki elektron integralinin analitik ifadesi (3.4.1.20)

integral ¢6ziimii, (3.4.1.21) kisaltmalar1 kullanilarak asagidaki gibi elde edilir:
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Elde Edilen Uglincii Baz Fonksiyonu ve Integral Coziimleri
GBTO (3.4.1.3) ile MHC, (3.4.1.6)’nin birlikte kullanilmasiyla elde edilen baz

fonksiyonunu GBTOMHC, olarak adlandirilirsa, baz fonksiyonu asagidaki ifade olacak
sekilde elde edilir:

GBTOMHC, =

(3.4.1.29)

som [ - wu e S (N=140)Y( ST e 4 e i
B (€)= Ny e Za (n—l—(i)!i!Z)‘ : 2 — 5.0

Normalizasyon katsayisinin analitik ifadesi i¢in (3.4.1.9) integralinde, (3.4.1.29) baz

-1 H ] n-1-i -1 H 1 n-1-j
fonksiyonu kullantlip A= ((n 1+|'))|§T . ((n 1+ J.))Ig_ = yazilirsa asagidaki ifade elde
n—1—i)ti! n-1—j)!j!

edilir:
. 4u (3.4.1.30)
nlug [, i+jeo-2n-21-3 |
Sl (¢+5) “
n-1n-1 (i _ 2+i+j-21-2n-= . 3
Ar(?) (|+j 2(n+| l)lu)jz +i+ ] n pr +q2 (g_ﬂ)|+1+272n72|7;
i=0 j=0 H - 3
i+j+2-2n-21-=
|+2pad o

GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait S, ,,m (£, ¢ 4, F) Ortme integralinin analitik

ifadesi icin, (3.4.1.12) integralinde, (3.4.1.29) baz fonksiyonu olarak kullanilirsa, asagidaki
ifade elde edilir:

Snlm,n'l‘m'(giglyﬂ-r) NT5II'5mm'X
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—1n

|
[EEY

_(n_1+i)!(gr")”"" (n1+ (e )

o (n-1-i)rir2 (n—1-j)rjr2’

F(—2+n+l —i—j+n'+|'+ijix
M) Au (34131)

B+(—2+n+l—i—j+n"+1") u
PP (S+B+¢ '+ p") “ +

B(=2+n+l—i— j+n"+1") u

Pa'(&+pB+<—B") 7 +

X
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o

J

3+(—2+n+l—i—j+n'+1")u

pa(d—B+<+ ) “ +

B+(—2+n+l—i—j+n"+1")u

aq'(¢—-p+<'-pBY) “
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GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait V., .im (<1 F)  ekirdek-elektron

etkilesmesinin analitik ifadesi icin, (3.4.1.14) integralinde, (3.4.1.29) ifadesi baz

fonksiyonu olarak kullanilirsa, asagidaki ifade elde edilir:

Vaimarm (£5¢" 7)) = Ny 6y S (-2) %

n-1n-1 (n—1+i)!(é’r”)f_i_l(n'—1+j)!(é"ru)“"j‘l ]
i=0 j=0 (n—1-i)ti2' (n'_]__j)!j!zi

xl“(—2+n+|—i—j+n'+l'+£jix

u)adu
72+(—2+n+l—i—j+n'+l')y
pp'(+B+S+B) “ +

2+(=2+nH == j+n"+)u

pa‘(S+B+L-p") “ +

(3.4.1.32)

_2+(—2+n+|—i—j+n'+l')y
P'A(§-B+S+A) “ +
2+(—2+n+H =i j+n"+1")u

qq'(¢-p+¢=B") H

GBTOMHC, baz fonksiyonuna ait T, ..m (&< 1 F) Kinetik enerji integralinin

analitik ifadesi igin, (3.4.1.18) integralinde, (3.4.1.29) baz fonksiyonu olarak kullanilirsa,
asagidaki ifade elde edilir:
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({—ﬂ+§'+ﬂ') # y+pq'l"(—2+n+|—i—j+n'+|'+—j—><
oy
Le(2en4l-i-j4n 4 )u
(C+p+¢-p)
Le(=1en+l-i-j+n'+1)

pq'l"( 1+n+l-i- J+n+l+—j(§+ﬂ)(§+ﬂ+§ ﬂ)%x

u

{u(-2n-21+2i+1)-1}+ pg' F(n+| = 1+n+|+;j(§+ﬂ)

71+(n+l—i—j+n'+l')/4 1)1
(C+p+¢-BY) P p+0Q' T =2+n+l=i-j+n+1'+— | = x
oy

L+(-2+n+-i-j+n"+1")u

((-B+¢=p) 2
qq'l“( T+n+l-i- J+n+l+—)(ﬂ OC-p+¢-BY) "

{u(=2n-21+2i+1)-1} +qq' F(n+| i- J+n+l+—j(ﬂ ) x

Li(n+l=i-j+n'+1)u

(C-p+¢-p) v
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GBTOMHC, baz fonksiyonunun iki elektron integralinin analitik ifadesi (3.4.1.20)

integral ¢6ziimii ve (3.4.1.21)’deki kisaltmalar kullanilarak elde edilir:

k ( )_.NWMQNWNMMHN%b%éNWﬂNfzg S x
iy nolon's 1y H)= 16 1'“mm’

nlz—ln'1 1n21n'21((n1 _l+i)!é,1”1*17i (n'1—1+ j)!g,lﬂ'lflfj (n2 _l+a)!§zﬂzflfa (n'2—1+b)!§'znv21b)
X
io (n,-1-Di2 (n-1-rjr2’ (o -1-a)tarz®  (n,-1-b)1b12"

. ¢ ¢
A, F | B; C,F| D;
plplpzpz{ ? 1( §+§'j+ ? 1( :+§'j}
+pp, pzq'z{AzFl[B; 3 j+C2Fl(D; ¢ x j}
c+dy g+d&y
1 1 é’ C‘y j}
+P P10, P A F | B; +C._F | D;
P 2{ 2 1[ C+ClyJ 2 1( Cic,
1 ] g é’lz
A,F | B; C,F | D;
+p1p1q2q2{ “[ ¢+4'zj+ “( 4+é'zj}

1 1 Cx é’l
A F | B; C,F | D;
+p1Q1pzp2{ 2 1( §x+§'J+ 2 1( §X+§,J}
¢y

+PaY pquZ{AZFl B;Q’ gxé,, j+C2F1

: M

j=0 b=0

+p1q'1quI2{A2F1 B; °x . J+C2F1

§X+§y
a+f+1 +P0'1 0,0, AR | B Sx
F( ) R PO RNV L +C
R N A
f (e )M gy ppt {A F(B. : j“? Rl D= ]}
1P1P,P2yAR v 0 PAR Z, v 0

+0,p% 0.9°

. . % ¢
+0,d; PP 2{A2F1(B’ 3 é,,j“LCzFl(D’ 3 +§,j} (3.4.1.34)
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3.4.2. Bas Kuantum Sayis1 Tam Say1 Olmayan Bessel Tipli Orbitaller

Koga ve Kanayama (1997a) calismalarinda, genellestirilmis iistel tipli fonksiyonlar
(GUTF) ile beraber tam say1 olmayan bas kuantum sayis1 kullanmistir. Perdelenme
sabitleri ve bas kuantum sayilar1 optimize edilerek atomlara ve iyonlarina ait enerji
degerleri hesaplanmustir.

Bu tez caligsmasinda, literatiirde yer almayan, bas kuantum sayisi tam say1 olmayan
(noninteger) BTO’larin (NBTO) atomik sistemlerin elektronik yap1 hesaplamalarina

uygulanabilirligi incelenmistir.

Analitik ifadelerin Elde Edilmesi
Ik olarak Molu ve digerlerinin (2017), ¢oklu devre kablosuz iletisim sistemlerinin
performansini degerlendirmek i¢in kullandiklari ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu,

atom orbitali olarak kullanilip incelenmistir. NBTO asagidaki gibi ifade edilir:

B, (é/’ r 9’¢) =N, (er)l kAv ({r)S,m (91¢) (3.4.2.1)
(3.4.2.1)’deki indirgenmis Bessel fonksiyonu (RBF),

G (en=( 2] (eryen 84210

ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu,

n

Kv(g“r):e‘“i /I(v,n,i)(gr)” (3.4.2.1b)

n=0 i=0

ikinci tir degistirilmis Bessel fonksiyonunun katsayilar1 olan lamda ﬁ,(v, n, i),

(-1) \/;F(Zv)l”(;+n—ij(n,i)

2V_ir(1—v)l“(1+n+v)n!
2 2

A(v,n,i)= (3.4.2.1c)
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Lah sayilar1 olan L(n, i) (n,i>0, L(O, 0) =1ve L(n,l) =n! kosullar1 dikkate alinarak),

L(n,i) =(In__11]rl'—|' (3.4.2.1d)

seklinde tanimlidir. Bag kuantum sayisi, tam say1 olmadigi i¢in v ile gosterilmistir. Her bir

ifade yerine yazildiginda NBTO i¢in elde edilen baz fonksiyonu asagidaki sekildedir:

B(T)=

e UNETEI (G Ld) @42
Y \/geg”gho 2V'F($V)Fé+n+vjn! cr)”sre.9

Elde ettigimiz analitik ifadelerde, toplamda tist simir degeri olan sonsuz yerine, k
say1st kullanilmistir. Bu sekilde birer arttirilan k degerleri ile sonsuz seri kesilerek en diisiik
enerji degerleri elde edilmeye calisilmistir.

Elde edilen tiim analitik ifadelerde gdsterimi kolaylastirmak icin asagidaki

kisaltmalar kullanilmistir:

_ () . ()
A= FE;_VV) A= FE;_VV j
o (—1)i1"[;+n—vj L(n,i)S" X(_l)jr[;+s_vj L(s, )¢ |
ZHF(;””)”! zv_jr@“”j“ (3.4.2.3)
(' r(Gen—r e @) (' r(Grs s )
o 2V'_ir[1+”+v'jn' ) 2”"1F[1+S+V‘Jsl
2 ) > !
c_ (-1 r(;ﬂl_"j L(n,i)¢” ><(—1)j F[;+S—V') L(s, (<)’
2"‘i1“(;+n+v)n! 2”"1F[;+s+v')s!

Normalizasyon katsayisinin analitik ifadesi, (3.4.1.9) integralinde (3.4.2.2) baz

fonksiyonu kullanildiginda, asagida verilen matematiksel ifade olarak elde edilir:
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(3.4.2.4)
—3-i-j-2lI

F(3+i+j+2|))

Gosterimi kolaylagtirmak i¢inde N, - =N ve N° ... = N" olarak kullanilmistir.

Ortme integrali S, 1. (¢.¢ ", F) nin analitik ifadesi, (3.4.1.12) integralinde (3.4.2.2)

baz fonksiyonu kullanildiginda, asagidaki ifade olarak elde edilir:

Svlm,v'l'm' (g’g., I?) = 0,0 NN "AAX
I i o , 34.25
2¢'(¢) _ Z(C(§+§‘) F(3+|+J+I+I)) ( )

Cekirdek-elektron etkilesmesi V., .. (£,¢"F)’nin analitik ifadesi, (3.4.1.14)

integralinde (3.4.2.2) baz fonksiyonu kullanildiginda, asagidaki ifade elde edilir:

Vvlm,v'l'm'(g é" f)=5 '5 'NN I( Z)
'S Zk: S (C (&+<) 2I_"_i_jl“(2+i+j+l+l'))

n=0 i=0 s=0 j=0

(3.4.2.6)

Kinetik enerji integrali T,,, .. (¢,¢ " F) nin analitik ifadesi, (3.4.1.18) integralinde

(3.4.2.2) baz fonksiyonu kullanildiginda, asagidaki ifade olarak elde edilir:

Tvlm,v'l'm'(é,lg" ) 5” 5mm NN'AA! (é/')llgl X
C(C+&) T (i j+141)
iZiZ i1+ (C+¢) T (24 i+ 4141

n=0 i=0 =0 j=0 e (( 4)3“ ir (3+i+j+l+|')

(3.4.2.7)

Iki elektron integralinin analitik ifadesi gdsterimini kolaylastirmak icin asagida

verilen kisaltmalar kullanilmistir:

a=i+j+L+1'+2, {=5+3", f=x+y+L,+1',+2, {'=4,+4, (3.4.2.8)
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iki elektron integrali R* ‘nin analitik ifadesi, (3.4.1.18) integralinde

vl 111Vl a1
(3.4.2.2) baz fonksiyonu kullanilarak ve (3.4.1.20) yardimci integralinden faydalanilarak
(3.4.2.8)’deki kisaltmalarla asagidaki ifade olarak elde edilir:

R‘Iz(lllv'll'1;1/2I2v'zl'2 = é‘ll'é‘mm'Nvl Nv'1 sz Nv'z 4(4/1)|1 (éﬂl)ll1 (4/2 )IZ (4 '2 )'2 X
I(2v,) T(2vy) T(2v,) T(2v})

[T

i e v e Da+ f+1)
(6)(¢%) (62) (¢7) T

Xk n k s k a k b|[ 1 g
SIINIIIDY Fl(l,a+/3+1,a+k+2,—§+§lj (34.2.9)

2
1=0 i=0 s=0 0 a0 x=0 b0 y=0| | @ +K+1

1
W ATE
| p+k+l

¢
Fl1 1LA+k+2,——
[ a+p+1+k+ §+§'j_

NBTO’ya ait analitik ifadelerin elde edilmesi igin (3.4.2.2) ile gosterilen baz

fonksiyonu disinda, asagida verilen Kummer bitisik (confluent) hipergeometrik ,F

fonksiyonu igeren, ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu,
K,(z)=2""T(v)z"e" lFl(%—v;l— 2, sz +2"7 0 (-v)z'e™ 1Fl(%+v;1+ 2v; 22] (3.4.2.10)

ve ayrica birinci tir J, (iz) ve ikinci tir Y, (iz) Bessel fonksiyonu igeren, ikinci tir

degistirilmis Bessel fonksiyonu olan

iz)" cos(nzv v _ iz)" .

K,(2)=2 (iz) 8 () _ 2 csc(m/)Jv(lz)—”( V) Y, (iz) (3.4.2.11)
2 z (|z)

ifadeleri de incelenmistir. Esitliklerden de goriildiigii gibi her iki ifadenin de iki toplam

igermesi, ayrica (3.4.2.11) ifadesinde de iki farkli Bessel fonksiyonu bulunmasi, hesaplama

zamani agisindan uzun vakit alacaktir. Bu sebeple bu matematiksel ifadelerin atom orbitali

olarak kullanilmas1 uygun olmayacaktir.
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Sayisal Hesaplama

1ny‘, (é’ F) icin (3.4.2.2)’deki matematiksel ifade ile yapilan hesaplamalarin uzun
zaman almasi, Ozellikle iki elektron integralinde 8 tane toplam olmasi hesaplamay1
zorlastirmakta, net sonuglarin elde edilememesine sebep olmaktadir. Bu sebeple bas
kuantum sayis1 tam say1 olmayan ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu i¢in literatiirde
yer alan ve hipergeometrik fonksiyon iceren matematiksel ifade ile elde edilen baz
fonksiyonu igin sayisal hesaplama yapilmistir.

Tricomi birlesik (confluent) hipergeometrik fonksiyon igeren ikinci tiir degistirilmis

Bessel fonksiyonu igin, U (v +%,2v +1, Zgrj hipergeometrikU fonksiyonu olmak uzere,

K, (¢r)=+z(2¢r) e U (V—%—%,ZV +1, zgr) (3.4.2.12)

seklinde ifade edilir. Bu ifadede (3.4.2.1) ve (3.4.2.1a) iliskileri kullanilarak elde edilen
NBTO asagidaki sekildedir:

B:]| (C:I_;) — 21/2+v (é’r)v e_frU (V +%, 2v +1, 24’[’} Slm (0,¢) (34213)
Sayisal hesaplama i¢in, baz fonksiyonuna ait 6rtme integralinin ifadesi,

I B (¢'F) B (ST) v =3,8,, 2 (&) o2
o (3.4.2.14)
x j p2rrevHizg iy (v '+%,2v +1,2¢" r]U (v +%,2v +1, Zgrjdr

0

sayisal hesaplama igin baz fonksiyonuna ait cekirdek-elektron etkilesmesi integralinin
ifadesi,

_J B,in| (é,r»)dv — 5”‘5mmI21+v+v' (g.)Zv#I' §2v+l (—Z)
) (3.4.2.15)
XJ‘rzv+2v'+l+l'+1e—r(§+é')u (v'+%,2v '+1, zg'rJU (V +%, 2v+1, 2§I‘Jdr

0
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sayisal hesaplama i¢in baz fonksiyonuna ait kinetik enerji integralinin ifadesi,

J‘B:'T: (g'r)(_%jszrl (¢T)dv =6,.0,, 27" (g.)zv'w (-1)

xerV'“‘e-?'fu [v'+%,2v'+l, 2§'rj
0

1
x 2—3/2§v+lrv+l—2 > err

NG
CArPBK [v—2,¢r]-4¢r (1+v)BK [v-1,¢T]
+(—41+ 417+ 25%r% — 4y + 81+ 4v% ) BK [v, ]
—(4r1¢ +4vrd)BK[v+1,¢r]+ £’ BK [v +2,¢ 1]
+(2"25 )
{—;rBK [v-1¢r]+2(1+v)BK[v,¢r]-<rBK v +1,§r]}
N

(1 =1) U2 g2pr-2gery (v+%,2v+1, zgr)

(3.4.2.16)

seklindedir. Kinetik enerji integral ifadesindeki BK  ikinci tiir degistirilmis Bessel
fonksiyonudur.
Baz fonksiyonuna ait iki elektron integralinin sayisal hesaplama i¢in matematiksel

ifadesi, P(é’l, ¢',¢,,¢ '2) integral disina ¢ikan sabitler olmak izere,

P(gl,gul’gz’g.z):2vl+v'1+1/2+v'z (é/l)|1+2"1 (é»- ) I+2vy (gz)erZVz (é»- ) I+2v7 (3.4.2.17)

asagida verilen adimlarla elde edilir:

R‘k1|1V11V2|2‘22 (41’§1’§2’4 ) 1 mm’

o k

0 1 1 r
[ [ty r1‘““)u(v1+—,2v1+1,2§1r1)u (V +viHl2g, E) o1 ¥
) ) 2 r (3.4.2.18)

ot L v 1 1
r2I2+2v2+I2+2vz+Ze r1(§2+§2)U (vz +E’2v2 +],,2§2 I’Z)U (V'2+5,2V '2+1,2§'2 rz)drldrz
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. I .. .. .
ara islemlerde X = r—l doniisiimii yapilarak ve gosterimi kolaylastirmak i¢in asagida verilen
2

kisaltmalar kullanilarak,

U =u (Vl +%,2v1 +1, 2§1Xr2ju (v'1+%,2v'1+1, 24“'1 szj

1 L (3.4.2.19)
U,=U (VZ +§,2v2 +1, ZQ’ZI‘ZJU (V'2+§,2V'2+1, 24", I‘Zj
asagidaki sayisal ¢oziime ulasilir:
k =
vk 1 Lvalov's 1y
r I1+2vl+l'1+2v'1+I2+2v2+I'2+2v'2+4e—r2(§2+§'2)u <
]‘) 2 2
1
L+2v,+% +2v' +k+2 —(sz)(é“ﬁ?'l)
o [ xrErTTe u,dx |dr, 4200
o (3.4.2.20)

é]l‘amm'P(gl’glligziglz) . . . . ,
r L+2vy 'y 20 +Ho+2v, 2+2v2+4e—r2(§2+§ Z)U

012 720

+ \
.([ ojzX|1+2V1+|1+2V'1—k+le_(xr2)(§1+§1)Uldx dl,.2
1

3.5. Programlama ve Parametrelerin Elde Edilmesi

Yeni denklemler HFR i¢in dogrusal olmayan cebirsel denklemlerdir ve bu
denklemler 6z uyumlu alan yontemi (SCF) ile ¢ozulir. Cok elektronlu atomlara ait terim
enerjilerini LCAO yontemi ile baz fonksiyonlari kullanarak hesaplamak, yani (3.3.4)
denklemini ¢ozmek i¢in en iyileme (iterasyon) yontemine dayanan program yapilir. Bu
programla atomun elektronik yapisini incelemek ve temel durumdaki enerji degerini
hesaplamak icin oncelikle analitik ifadeler ile genel bir akis semasi1 olusturulur. Hesaplanan
tiim atomik integraller bilgisayarin hafizasinda kaydedilir. Daha sonra en iyileme yontemi
ile matris elemanlar1 olusturulur.

HFR denklemlerinin ¢éziimii i¢in programa asagidaki verilerin tanitilmasi gerekir:

¢ Dolu atom orbitallerinin sayis1

e Kullanilan baz fonksiyonlarinin sayist (bu ¢alismada kullanilmig olan

GBTOMHC,,GBTOMHC,,GBTOMHC,, NBTO baz fonksiyonlart igin)
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e Atom ¢ekirdeginin yUku (Z)
e Atomun ya da iyonun elektron dizilisindeki kuantum sayilar1 ve her bir kabuga ait
perdelenme sabitleri (baz fonksiyonunda istenen ustel parametre)

Programda iki elektronlu integrallere ait,
(ij| kY= (ij [Ik) = ( ji|kI) = (ji[Ik) = (kI |ij) = (KI| ji) = (Ik]|ij) = (I ji)

simetri Ozelligi dikkate alinarak, a baz kiimesindeki fonksiyon sayisini gostermek iizere,
a* tane hesaplanmasi gereken iki elektron integral sayis1 a*/8’e indirilmis olur.

Program calistirildiginda atom orbitallerinin dogrusal toplam katsayilari (qu) ve

orbital enerjileri (&) bulunduktan sonra toplam enerji degerleri (E) hesaplanur.
Hesaplanan enerji degerleri Hartree atomik birimindedir. Coloumb alaninda hareket eden
elektronlar sistemine ait potansiyel enerjinin ortalama degerinin (V), kinetik enerjinin
ortalama degerine (T) orami -2 olmalidir. Buna virial teoremi denir ve bu program ile

virial katsayilarinin degerleri de elde edilmektedir.
Kullanilan baz fonksiyonuna ait parametre sayis1 arttikca daha diisiik enerji degerleri
elde edilmektedir; ancak bu durum hesaplama zamanini arttirmaktadir. En iyileme yontemi

ile baz fonksiyonunda belirlenmesi gereken u,v,¢,f,7,p ve q gibi parametreler icin

enerjinin minimumlugu sart1 dikkate alinir. Toplam enerji formiilii (3.2.16), enerji degerini

minimum verecek sekilde asagidaki diklik sart1 dikkate alinarak aranir.
c'sC =1 (3.5.1)
Bu durumda lineer kombinasyon katsayilar1 yerine,
C=5" (3.5.2)

seklinde Ortme matrisinin -1/2. kuvvetinden yararlanarak, (3.5.1) sarti dikkate alinir.
Boylece toplam enerji ifadesi, sadece enerjiyi minimum verecek parametreler olan baz

fonksiyonundaki parametreler ile ifade edilmis olur.
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BOLUM 4
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bessel fonksiyonlarinin atom orbitali olarak kullanilmasina yonelik hesaplamalar ilk
kez Steinborn ve digerleri (1999) tarafindan atom numarasi 2’den (Helyum’dan), 36’ya
(Kripton’a) kadar olan atomlar igin, tek perdelenme sabitli (single zeta-SZ) Bessel tipli
orbital (BTO) ve cift perdelenme sabitli (double zeta-DZ) BTO ile yapilmistir. Sonuglarin
SZ-Slater tipli orbital (STO)’e gbére daha iyi, DZ-STO’ya gore daha kotii oldugu
goriilmiistiir. Bu hesaplamalar atomlarin iyonlar1 i¢in yapilmamis olsa da literatiirdeki en
kapsamli ¢aligmadir.

Sahin ve digerleri (2017) tarafindan, BTO’larin iki farkli degistirilmis hiperbolik
kosinis fonksiyonu (MHC) ile kullanilmasi ile Helyum (He)’dan Kalsiyum (Ca)’a kadar
olan atomlar i¢in hesaplamalar yapilmis; ancak iyonlari ile ¢aligtimamustir.

Ertiirk ve Oztiirk (2018) tarafindan He’den Argon (Ar)’a kadar olan atomlar ve
iyonlar1 i¢in BTO’ lar ile birlestirilmis MHC kullanarak hesaplamalar yapilmistir.

Son olarak Ertlirk ve Sahin (2020) tarafindan He’den Ca’ya kadar olan atomlar ve
iyonlari i¢in genellestirilmis Bessel tipli orbital (GBTO) ile hesaplamalar yapilmistir.

Yapilan bu tez calismasinda on ¢alisma olarak, literatiirde yer almayan GBTO ile
birlestirilmis ii¢ farklt MHC kullanilarak baz fonksiyonlari1 elde edilmis ve He’den Ar’a
kadar olan atomlar ve iyonlari i¢in hesaplamalar yapilmistir. Ardindan yine literatiirde yer
almayan bas kuantum sayisi tam sayr olmayan BTO ile baz fonksiyonlar1 elde edilip

elektronik yap1 hesaplamalarina uygulanmastir.

4.1. Genellestirilmis Bessel Tipli Orbitaller ile Hiperbolik Kosiniis Tipli
Fonksiyonlarin Birlikte Kullanilmasinin Sonugclar:

Bu bolimde, tekli zeta kiimelerini olusturan yeni baz fonksiyonlarinin etkinligi,
literatiirde bilinen farkli baz fonksiyonlari ile yapilan ¢calismalardan elde edilen sonuglar ile
karsilastirilmistir. Guseinov (1998) tarafindan 6nerilen yeni HFR yontemi kullanilarak bazi
atom ve iyonlarmin kapali ve agik kabuklu sistemleri ig¢in temel durum enerjileri
methematicha 11.0 programi ile hesaplanmistir. Yeni HFR yontemi ile kapali ve acik
kabuklu sistemler icin hesaplamalar ayni anda yapilabilmistir. Taban durum enerjilerini
minimum olarak elde edebilmek i¢in tiim parametreler, yapilan program ile optimize

edilmistir. Hesaplamalar i¢in mathematicha 11.0 programi igerisinde yer alan, iterasyon
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yontemleri olan Newton, PrincipalAxes, QuasiNewton, ConjugateGrandient yontemleri
kullaniimugtir.

Temel durum enerjilerine ait parametrelerin elde edilmesi sirasinda optimizasyon igin
kullanilan baslangi¢ parametreleri Steinborn ve digerlerinin (1999) ¢alismalarindan alinmis
olsa da en diisiik enerji degerlerini elde etmek i¢in farkli bir yol izlenmistir. Sahin ve
digerleri (2017) tarafindan BTO’lar ile yapilan ¢aligmada, parametreler literatiirden farkli
olarak yerleri degistirilerek kullanmistir. Elektronlarin, atom igerisinde nerede olduklar
bilinmediginden perdelenme sabitlerinin hangi orbital i¢in hangi degerde olacagi 6nemli
olmamaktadir. Burada 6nemli olan, uygun parametrelerle en diisiik temel enerji degerlerini
elde etmektir. Bu sebeple baslangic parametreleri i¢in Steinborn ve digerlerinin (1999)
calismasindaki parametreler, orbitallere yerlestirilirken keyfi olarak, enerjiyli minimum
verecek sekilde yerlestirilerek optimizasyon yapilmistir. Yapilan bu tez ¢alismasinda da
ayn1 yontem uygulanarak en diisiik enerji degerleri elde edilecek sekilde parametreler
optimize edilmistir.

Yapilan hesaplamalar sonucunda, Helyum atomundan (He) Argon atomuna (Ar)
kadar olan notral atomlar ve iyonlar1 igin elde edilen sonuglarin literatirdeki sonuclar ile
uyum igerisinde oldugu goriilmiis ve bu sonuglar tablo ve grafiklerle karsilastirmali olarak

bolum igerisinde sunulmustur.

4.1.1. Elde Edilen Birinci Baz Fonksiyonuna Ait Sonuclar
Calisilan ilk baz fonksiyonu, GBTO ile (3.4.1.4) esitligi ile verilen MHC, ’in birlikte

Kullanilmasiyla elde edilmis olup matematiksel ifadesi asagidaki gibidir:

GBTOMHC, =N, r*'K, 4, (£, r*)cosh(Br*) S/ (6,¢) (4.1.1.1)

Parametrelerin optimizasyonundan oOnce, elde edilen integrallerin dogrulugu,
Steinborn ve digerlerinin (1999) yapmis oldugu c¢alismadaki SZ-BTO parametreleri
kullanilarak, x# degerine 1 ve S degerine 0 verilerek kontrol edilmistir. Bu degerlerin
verilmesi ile baz fonksiyonumuz BTO’ya doniistiigiinden, Steinborn ve digerlerinin (1999)
elde ettigi sonuglar ile yaptigimiz programdan elde ettigimiz sonuglarin ayni olmasi
gerekmektedir. Yaptigimiz kontrollerde sonuglarin tutarli oldugu goriilmiis ve arkasindan

perdelenme sabitleri (¢ ) igin Steinborn ve digerlerinin (1999) calismasinda yer alan

parametreler, enerjiyi minimum olarak verecek sekilde yerleri degistirilerek, baslangi¢
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parametresi olarak kullanilmistir. £ degerleri i¢in de ¢ > £ kosulu dikkate alinmig, S ’ya
keyfi degerler verilerek optimizasyon yapilip toplam enerji degerleri elde edilmistir ve

hesaplamalar en az 10~ hassasiyet ile yapilmustir.

Tablo 1
Tekli zeta yaklasiminda Helyum’dan Argon’a kadar olan nétral atomlar icin BTO, GBTO,
Atom EGBTOMHcl AEBTO—GBTOMHCl AEGBTO—GBTOMHC1 AEBTOHC—GBTOMHCl AEBTOMHC—GBTOMHC1
He 2.861517322 0.0138611 0.000443904 0.000084122  -0.000155308
Be 14.56790222 0.03280102  0.02554229 0.00127107 -0.00417557
B 2451752408 0.0511642 0.0417828 0.0000511 -0.00956241
C 37.66874094 0.0897228 0.073197 0.00118128 -0.0161492
N 54.36813121 0.155163 0.123536 0.00504504 -0.0264422
O 74.74391324 0.274552 0.211169 0.0161542 -0.0550635
F 99.29567055 0.440832 0.324834 0.0329278 -0.0978568
Ne 128.3693403 0.66195 0.465801 0.0568645 -0.155088
Mg 199.4661975 0.832726 0.526045 0.0205058 -0.131314
Ar 526.7062884 1.60399 1.10378 0.0123774 -0.0348591

BTOHC, BTOMHC temel durum enerji degerleri (E) ile GBTOMHC, temel durum enerji
degerleri (Hartree atomik birimlerinde) arasindaki farklar ( AE )

Tiim tablolardaki farklari bulmak i¢in BTO enerji degerleri Steinborn ve digerlerinin
(1999), GBTO degerleri Ertiirk ve Sahin (2020)’in, BTOHC ve BTOMHC degerleri Sahin
ve digerlerinin (2017) ¢alismalarindan alinmaistir.

Atomlara ait GBTOMHC, ile elde edilen degerler Tablo 1’de incelendiginde atom

numarasi arttikca enerji degerleri arasindaki farklarin da arttigi goriilmektedir; ¢linkii atom
numaras1 arttikca elektron sayis1 da artmaktadir. Yaptigimiz hesaplamalarda kullanilan
HFR yonteminde elektronlar arasi korelasyon iliskileri dikkate alinmadigindan elektron
sayisinin artmast bu korelasyon iliskilerinin etkisinin daha fazla olmasmna ve dahil
edilmemesi de farklarin artmasina sebep olmaktadir.

Elde edilen sonuglarin BTO ve GBTO degerlerinden daha iyi oldugu ve mili Hartree
diizeyinde iyilesmeler oldugu goriilmektedir; ¢iinkii radyal kisimdaki iyilestirmeler aslinda
bu dalga fonksiyonlar1 iizerinde yapilmistir. Bu sebeple sonuglar daha diisiik enerji

degerleri vermistir; ancak GBTOMHC, ile elde edilen sonuglarin BTOMHC den daha 1yi

olmadig1 yani elde edilen enerji degerlerinin BTOMHC’den daha yiiksek oldugu
goriilmektedir. Bunun sebebi, BTOMHC’ deki MHC’de parametre sayisinin ( 3,y ) daha

fazla olmasidir; c¢linkii LCAO yonteminde parametre sayist arttikca enerji degeri

diismektedir.
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Tablo 2

Argon atomuna ait GBTOMHC, orbital parametreleri

Orbital # 4 yij

1s 0.984384049  17.12894492  0.000000897
2s 0.984384049  9.542098519  7.668919379
3s 0.984384049  30.97360560 22.76432367
2p 0.984384049  8.150074592  2.120296061
3p 0.984384049  2.415431041 0.467418854

Tablo 2’den goriildiigii gibi Argon atomu i¢in enerjinin minimum olarak elde edildigi
degerdeki parametreler i¢in perdelenme etkisi en fazla 3s orbitalinde gorulmektedir.
Optimizasyona uygun olarak ¢ parametreleri S parametrelerinden biiyiiktiir. Ayrica f
parametrelerinin de pozitif degerler almasi istenilen bir durumdur; ¢iinkii bu parametre
kosiniis hiperbolik fonksiyonunun iistel kisminda oldugundan negatif degerler almasi
durumunda kosiniis hiperbolik fonksiyonu sonsuza gider ve enerji degerleri hatali sonuglar
VErIr.

Notral atomlar icin GBTOMHC, ile SHF degerleri arasindaki farklari hesaplamak

icin SHF degerleri, Koga ve digerlerinin (1995b) ¢alismasindan alinip asagidaki grafik elde

edilmistir.

L
om

o GBTOMHC;-SHF

n NN
R

~N

Sekil 5. Helyum’dan Argon’a kadar olan nétral atomlar icin GBTOMHC, ile hesaplanan
temel durum enerji degerleri ile SHF degerleri arasindaki farklar
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Sekil 5°deki grafikten goriildiigii gibi GBTOMHC, ile elde edilen sonuglarda, Neon

atomuna ( Ne )(Z=10) kadar olan atomlarda SHF degerleri ile olan fark artarken, Neon’dan
sonra farkin artis miktar1 azalarak SHF degerlerine biraz daha yaklagmistir. Bunun sebebi
Ne’nin 1s°2s*2p®, Magnezyum (Mg)un 1s?2s°2p°3s® ve Ar’m 1s*2s°2p°3s’3p°
elektron konfigiirasyonlarina (dizilimine) sahip olmasidir. Bu atomlarda elektronlar, s ve p
kabuklarint doldurmuslardir, yani kapali kabuklu atomlardir. Kabuklar dolduktan sonra
orbitallere yerlesen elektron sayisi azaldigindan dahil edilmeyen elektron etkilesmeleri de
azalmakta ve daha iyi enerji degerleri elde edilmektedir. SHF degerleri ile olan farklarin
mili Hartree diizeyinde oldugu da goriilmektedir. Bu durum, Hartree limitine yaklagsmada
iyi bir gelisme elde edildigini gostermektedir.

Yapilan hesaplamalarda, Argon atomu i¢in elde edilen en diisiik enerji degerinin SHF

GBTOMHC, — SHF
SHF

degerine gore hata orani da x100 matematiksel iglemi ile %0,0211125

olarak bulunmustur.
Iyonlara (anyon ve katyon) ait farklar1 hesaplamak i¢in BTO degerleri, Steinborn ve
digerleri (1999) bu hesaplamalar1 yapmadig1 icin, Ertiirk ve Oztiirk’{in (2018) yapmis

oldugu calismadan alinmistir.

Tablo 3
Tekli zeta yaklagiminda Helyum’dan Argon’a kadar olan atomlarin anyonlar1 i¢in BTO,
GBTO temel durum enerji degerleri (E) ile GBTOMHC, temel durum enerji degerleri

(Hartree atomik birimlerinde) arasindaki farklar (AE)

Anyon _EGBTOMHCl AE BTO-GBTOMHC,; AEGBTO—GBTOMHCl
Li~ 7.425130777  0.0159642 0.00371913
B~ 2449476925 0.0616511 0.0441872

c 37.66554203  0.118197 0.0869795

N~ 54.22844272  0.223221 0.163499

0~ 74.62898094  0.374808 0.266444

F~ 99.21414310  0.581016 0.330004

Na™  161.7009240 0.740519 0.457691

cr 459.4534355  1.14397 1.00289

Tablo 3 incelendiginde notral atomlarda oldugu gibi anyonlarda da atom numarasi
arttikca enerji degerleri arasindaki farklarin arttig1 ve elde edilen degerlerin BTO ve GBTO

degerlerinden daha iyi oldugu goriilmektedir. Anyonlar yani eksi yiiklii atomlar elektron
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aldiklar1 i¢in nétral atomlara gore daha agirdir ve bu sebeple temel durum enerji degerleri

notral atomlara gore daha ytksektir.

o
|
n

b + GBTOMHC;-SHF

(8 ) =
a
h

-

Sekil 6. Helyum’dan Argon’a kadar olan atomlarin anyonlar1 icin GBTOMHC, ile
hesaplanan temel durum enerji degerleri ile SHF degerleri arasindaki farklar

Sekil 6’daki grafik incelendiginde, GBTOMHC, degerleri ile SHF degerleri

arasindaki farkin yine mili Hartree diizeyinde oldugu ve Sodyum anyonuna ( Na™) (Z=11)

kadar olan anyonlarda farkin arttigi; ancak Na  ile beraber fark artisinin azalip SHF

degerlerine biraz daha yaklastig1 goriilmektedir.

Tablo 4
Tekli zeta yaklasiminda Helyum’dan Argon’a kadar olan atomlarin katyonlar1 i¢in BTO,
GBTO temel durum enerji degerleri (E) ile GBTOMHC, temel durum enerji degerleri

(Hartree atomik birimlerinde) arasindaki farklar ( AE)

Katyon _EGBTOMHCl AE BTO-GBTOMHC; AEGBTO—GBTOMHCl
Li* 7.236178894  0.013522644 0.000239314
B¥ 24.22506679  0.05835015 0.05510171
c* 37.21397055  0.02215629 0.0161459
N* 53.86057520  0.12419717 0.11079

o+ 74.33443777  0.19527432 0.166347

F* 98.76964287  0.3243714 0.262113
Ne® 1277205122 0.5030112 0.38578
Na® 1615304991 0.7370058 0.536565
Al* 2415156665  0.8102005 0.736684
K* 598.8995567  1.3618048 1.2155
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Tablo 4 incelendiginde atom numarasi arttikca enerji degerleri arasindaki farklarin
artigt ve elde edilen degerlerin BTO ve GBTO degerlerinden daha iyi oldugu

gorulmektedir.

e GBTOMHC,-SHF

Q
o
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-]
n

—

Sekil 7. Helyum’dan Argon’a kadar olan atomlarin katyonlari i¢in GBTOMHC, ile

hesaplanan temel durum enerjileri ile SHF degerleri arasindaki farklar

Sekil 7°deki grafik incelendiginde, GBTOMHC, degerleri ile SHF degerleri

arasindaki farklar mili Hartree diizeyinde olup fark artisinda, Azot (N *)(Z=7) ve Potasyum
katyonunda (K™ )(Z=19) azalma oldugu goriilmektedir. Katyonlar elektron vermis atomlar
olduklarindan daha hafiftirler, bu sebeple SHF degerlerine yaklasmada en 1y1 sonuglar

katyonlar icin elde edilmektedir.

4.1.2. Elde Edilen ikinci ve Uciincii Baz Fonksiyonuna Ait Sonuclar

Baz fonksiyonunda yapilan iyilestirme ile elde edilen diger iki baz fonksiyonundan
elde edilen sonuglar birbirine ¢ok yakin oldugu igin birlikte incelenip karsilagtiriimigtir.

GBTO ile matematiksel ifadesi (3.4.1.5) ile verilen MHC, nin birlikte
kullanilmastyla elde edilen ikinci baz fonksiyonunun matematiksel ifadesi asagidaki

gibidir:

GBTOMHC, =N, r*'K, 1, (£, r*)cosh( Br* + ) S (6,¢) (4.1.2.1)
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GBTO ile matematiksel ifadesi (3.4.1.6) ile verilen MHC,’iin birlikte

kullanilmasiyla elde edilen {igiincii baz fonksiyonunun matematiksel ifadesi asagidaki
gibidir:

GBTOMHC, = N,,.r*'k,_,, (£, r*)cosh , (Br*)S" (6. 4) (4.1.2.2)

Parametrelerin optimizasyonundan 0Once elde edilen integrallerin dogrulugu,
GBTOMHC, baz kiimesinde x degerine 1, f ve y degerlerine 0 verilerek; GBTOMHC,
baz kiimesinde ise g, p ve g degerlerine 1, £ degerine 0 verilerek kontrol edilmistir. Bu
degerlerin verilmesi ile baz fonksiyonlarimiz BTO’ya doniismiistiir. Yaptigimiz
kontrollerde sonuglarin Steinborn ve digerlerinin (1999) elde ettigi sonuglar ile tutarl
oldugu gorillmistiir. Perdelenme sabitleri (¢ ) igcin GBTOMHC, ile elde ettigimiz
parametreler baslangi¢ parametresi olarak kullanilmistir. £ degerleri i¢cin de £ > £ kosulu

dikkate alinmig; p,q ve S ’ya keyfi degerler verilerek optimizasyon yapilip toplam enerji

degerleri elde edilmistir ve hesaplamalar en az 10~ hassasiyet ile yapilmistir.

Tablo 5
Tekli zeta yaklasiminda Helyum’dan Argon’a kadar olan noétral atomlar icin BTO, GBTO,
BTOHC, BTOMHC temel durum enerji degerleri (E) ile GBTOMHC, temel durum enerji

degerleri (Hartree atomik birimlerinde) arasindaki farklar (AE)

AE AE

Atom EGBTOMHC2 AEBTO—GBTOMHCZ AEGBTO—GBTOMHC2 BTOHC-GBTOMHC, BTOMHC-GBTOMHC,

He 2.861675398 0.0140191 0.00060198  0.000242198  0.0450028
Be 1457210112 0.0369999 0.0297412 0.00546997 0.00002333
B 2452714219 0.0607823 0.0514009 0.00966921 0.0000557

C 37.68539095 0.106373 0.089847 0.0178313 0.00050084
N 54.39597949 0.183011 0.151384 0.0328933 0.00140603
@) 74.80188305 0.332522 0.269139 0.074124 0.00290628
F 99.39849614 0.543658 0.42766 0.135753 0.00496877
Ne 128.5319405 0.82455 0.628401 0.219465 0.00751237
Mg 199.5992585 0.965787 0.659106 0.153567 0.00174692
Ar 526.7477207 1.64543 1.14521 0.0538097 0.00657317

Notral atomlara ait GBTOMHC, ile elde edilen degerler Tablo 5’te incelendiginde

atom numarasi arttik¢a enerji degerleri arasindaki farklarin da arttig1 goriilmektedir; ¢ilinkii
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atom numarasi arttik¢a elektron sayisinin da artmasiyla dikkate alinmayan elektronlar arasi
korelasyon iliskilerinin ve gorelilik etkilerinin 6nemi de artmaktadir.

Elde edilen sonuglarin BTO, GBTO, BTOHC ve BTOMHC degerlerinden daha iyi
oldugu ve mili Hartree diizeyinde iyilesmeler oldugu goriilmektedir; c¢ilinkii radyal

kisimdaki 1yilestirmeler aslinda bu dalga fonksiyonlar: tizerinde yapilmistir. GBTOMHC,

de y parametresi ile iyilestirildigi icin GBTOMHC,, BTOMHC den iyi sonug vermistir.

Tablo 6

Argon atomuna ait GBTOMHC, orbital parametreleri
Orbital # 4 y/j 4
1s 1.020877736  22.04249133 5.110221366  0.614304467
2s 1.020877736  23.71498385 17.51919540 -0.760976355
3s 1.020877736  7.164174120 4.787047295 0.007124106

2p 1.020877736  8.824391582 2.773442086 -0.095777639
3p 1.020877736  1.811495769 0.497642905 -1.336882983

Tablo 6’dan goriildiigii gibi Argon atomu i¢in enerjinin minimum olarak elde edildigi
degerdeki parametreler i¢in perdelenme etkisi en fazla 2s orbitalinde gorulmektedir.

Optimizasyona uygun olarak ¢ degerleri # degerlerinden biiyiik ve pozitiftir.

Tablo 7
Tekli zeta yaklasiminda Helyum’dan Argon’a kadar olan nétral atomlar i¢in BTO, GBTO,
BTOHC, BTOMHC temel durum enerji degerleri (E) ile GBTOMHC, temel durum enerji

degerleri (Hartree atomik birimlerinde) arasindaki farklar (AE)

AE AE AE AE

Atom EGBTOMHC3 BTO-GBTOMHC, GBTO-GBTOMHC, BTOHC-GBTOMHC, BTOMHC-GBTOMHC,

He 2.861675398 0.0140191 0.00060198  0.000242198  0.0450028
Be 1457210112 0.0369999 0.0297412 0.00546997 0.00002333
B 2452714219 0.0607823 0.0514009 0.00966921 0.0000557
C 37.68539095 0.106373 0.089847 0.0178313 0.00050084
N 54.39597949 0.183011 0.151384 0.0328933 0.00140603

@) 74.80188305 0.332522 0.269139 0.074124 0.00290628
F 99.40330646 0.548468 0.43247 0.140564 0.00977909
Ne 128.5390662 0.831676 0.635526 0.22659 0.0146381

Mg 199.5992585 0.965787 0.659106 0.153567 0.00174692

Ar 526.7902387 1.6879434 1.1877304 0.09632798 0.04909147

Tablo 7°de verilen nétral atomlara ait GBTOMHC, ile elde edilen degerler

incelendiginde atom numaras1 arttikca enerji degerleri arasindaki farklarin da arttig

goriilmektedir; ¢iinkli atom numaras1 arttikga elektron sayisinin da artmasiyla birlikte
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dikkate alinmayan elektronlar arasi korelasyon iliskilerinin ve gorelilik etkilerinin de

Onemi artmaktadir.

Elde edilen sonuglarin BTO, GBTO, BTOHC ve BTOMHC degerlerinden daha iyi
oldugu ve mili Hartree diizeyinde iyilesmeler oldugu goriilmektedir. GBTOMHC, de p ve
q parametreleri ile iyilestirildigi igin GBTOMHC,, BTOMHC den de iyi sonug vermistir.

GBTOMHC, ve GBTOMHC, baz fonksiyonlarindan elde edilen sonuglarin birgok
notral atom i¢in ayni oldugu; ancak elde sonuglarin F,Ne, Ar atomlar1 i¢gin GBTOMHC,

ile yapilan hesaplamalarla mili Hartree diizeyinde daha iyi oldugu Tablo 5 ve 7
karsilastirildiginda gériilmektedir. Iyilestirme yapilarak elde edilen her baz fonksiyonu, bir
oncekinden daha iyi sonuglar vermekte, mili Hartree diizeyinde iyilesmeler olmaktadir.

En iyi sonuclar GBTOMHC, baz fonksiyonu ile elde edilmis olsa da hesaplama

zamani diger iki baz fonksiyonuna gore daha uzun siirmektedir.

Tablo 8

Argon atomuna ait GBTOMHC, orbital parametreleri
Orbital # s yij p q
1s 0.983549166  16.34002165 1.940084610 12.13008098 2.629065972
2s 0.983549166  10.56773245 4.230979585 -8.617828526 5.439809699
3s 0.983549166  8.128343767 5.678494345 1.048538725 1.360517960
2p 0.983549166  8.193268680 2.241104929 1.661288587 1.543557049
3p 0.983549166 1.797312515 0.485031781 -15.46177913 -0.859349171

Tablo 8’den goriildiigii gibi Argon atomu igin enerjinin minimum olarak elde edildigi
degerdeki parametreler igin perdelenme etkisi en fazla i¢ kabukta yani 1s orbitalinde

gorulmektedir. Optimizasyona uygun olarak ¢ degerleri S degerlerinden blylk ve
pozitiftir. Optimize edilen p ve g parametreleri, enerjiyi minimum olarak verecek sekilde

keyfi degerleri almstir.
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Sekil 8. Helyum’dan Argon’a kadar olan nétral atomlar i¢in GBTOMHC, ve GBTOMHC,
ile hesaplanan temel durum enerjileri (E) ile SHF degerleri arasindaki farklar

Sekil 8’de goriildiigi gibi GBTOMHC, ve GBTOMHC,ile yapilan hesaplamalarda
atom numarast ile beraber fark da artmisti. GBTOMHC, ile yapilan hesaplamalarda Flor
atomunda (F )(Z=9) fark artisinda azalma goriilmiistiir. Elde edilen farklarin mili Hartree
diizeyinde olmasi da gelisme kaydedildigini gostermektedir.

Argon atomu icin GBTOMHC, ve GBTOMHC, ile elde edilen en diisiik enerji

GBTOMHC, — SHF <100 GBTOMHC, - SHF

ve x100 matematiksel
SHF SHF

degerleri ile

islemlerinden elde edilen hata oranlart GBTOMHC, baz fonksiyonundan elde edilen

sonucla beraber asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 9
Argon atomuna ait GBTOMHC,, GBTOMHC, ve GBTOMHC, baz fonksiyonlari ile

hesaplanan enerji degerlerinin (E) SHF enerji degerlerine goére hata ylizdeleri (Hartree
atomik biriminde)
Ar GBTOMHC, GBTOMHC, GBTOMHC,

Hata ylizdesi  0.0211125 0.0132507 0.00517824

Tablo 9’dan da goriildiigii gibi, enerji degerlerinin hesaplanmasinda, iyilestirilen baz

fonksiyonlar ile hata orani gittikge azalmis ve en iyi degerler GBTOMHC, baz fonksiyonu

ile elde edilmistir.
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Tablo 10
Tekli zeta yaklasiminda Helyum’dan Argon’a kadar olan atomlarin anyonlar i¢in BTO,
GBTO temel durum enerji degerleri (E) ille GBTOMHC, temel durum enerji degerleri

(Hartree atomik birimlerinde) arasindaki farklar (AE)

Anyon _EGBTOMHCZ AE BTO-GBTOMHC, AEGBTO—GBTOMHC2
Li~ 7.425978251  0.0168117 0.0045666

B~ 2451435240 0.0812342 0.0637704

¢ 37.70121012 0.153865 0.122648

N~ 54.30994115 0.304719 0.244997

0~ 7477224066  0.518068 0.409704

F~ 99.43540567  0.802278 0.551266

Na~ 161.8390234 0.878619 0.595791

cl~ 459.5053404  1.19588 1.05479

Tablo 10 incelendiginde GBTOMHC, baz fonksiyonu ile yapilan hesaplamalarda

notral atomlarda oldugu gibi anyonlarda da atom numarasi1 arttikca enerji degerleri

arasindaki farklarin arttig1 ve elde edilen degerlerin BTO ve GBTO degerlerinden daha iyi

oldugu, Cl~ anyonunda Hartree, diger anyonlarda ise mili Hartree diizeyinde iyilesmeler
oldugu goriilmektedir. Anyonlar elektron aldiklari i¢in nétral atomlara gore daha agirdir ve

bu sebeple temel durum enerji degerleri nétral atomlara gére daha yiiksektir.

Tablo 11
Tekli zeta yaklagiminda Helyum’dan Argon’a kadar olan atomlarin anyonlar1 i¢in BTO,
GBTO temel durum enerji degerleri (E) ille GBTOMHC, temel durum enerji degerleri

(Hartree atomik birimlerinde) arasindaki farklar (AE)

Anyon ~Eesaromrc, AE g16_ceromrc, AEGBTO—GBTOMHC:;
Li~ 7.426302192  0.0171356 0.00489054

B~ 2451435240 0.0812342 0.0637704

c 37.70121012  0.153865 0.122648

N~ 54.30994115 0.304719 0.244997

0~ 74.78178666  0.527614 0.41925

F~ 99.43620346  0.803076 0.552064

Na~ 161.8390234  0.878619 0.595791

cl~ 459.5527322  1.2432691 1.1021863

Tablo 11 incelendiginde GBTOMHC, baz fonksiyonu ile yapilan hesaplamalarda

anyonlarin atom numarasi arttik¢a enerji degerleri arasindaki farklarin arttig1, degerlerin

BTO ve GBTO degerlerinden daha iyi oldugu ve mili Hartree diizeyinde iyilesmeler
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oldugu ve Cl™ anyonunda ise bu iyilesmenin Hartree diizeyine ¢iktig1 goriilmektedir.
GBTOMHC, ve GBTOMHC, baz fonksiyonlar1 ile yapilan hesaplamalar

karsilastirildiginda, birgok anyon icin enerji degerlerinin ayni oldugu; ancak

Li",O,F",CI” anyonlar1 ile yapilan hesaplamalarda GBTOMHC, ile elde edilen

degerlerin mili Hartree diizeyinde daha iyi sonuglar verdigi Tablo 10 ve 11

karsilastirildiginda goriilmektedir.
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Sekil 9. Helyum’dan Argon’a kadar olan anyonlar icin GBTOMHC, ve GBTOMHC,ile
hesaplanan temel durum enerjileri ile SHF degerleri arasindaki farklar

Anyonlar i¢in Sekil 9’da goriildiigli gibi SHF degerlerine en yakin sonuglar
GBTOMHC, baz fonksiyonu ile yapilan hesaplamalardan elde edilmistir. GBTOMHC, ile
yapilan hesaplamalarda Na~ iyonunda enerji farki artisi azalmig, Klor iyonunda (CI_)

(Z=17) fark tekrar artmisti. GBTOMHC, ile yapilan hesaplamalarda ise Oksijen (O")

(Z=8) ve Na anyonlarindaki fark artisinda azalma goriiliirken diger anyonlarda fark
artmistir. Atom numarasi arttikca, elektronlar arasi gorelilik etkilerinin artmasindan dolay1,

SHF degerlerinden uzaklasilmistir.
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Tablo 12
Tekli zeta yaklasiminda Helyum’dan Argon’a kadar olan atomlarin katyonlar1 i¢in BTO,
GBTO temel durum enerji degerleri (E) ille GBTOMHC, temel durum enerji degerleri

(Hartree atomik birimlerinde) arasindaki farklar (AE)

Katyon _EGBTOMHCz AE BTO-GBTOMHC, AE GBTO-GBTOMHC,
Li* 7.236412535 0.013756285 0.000472955
B* 2423557567  0.06885903 0.0656106
c* 37.28943690 0.09762264 0.0916122
N* 53.88416770 0.14778967 0.134383

o+ 7436747114  0.22830769 0.199381

F* 98.82477411  0.37950264 0.317244
Ne*  127.8085353 0.5910343 0.473803
Na*  161.6647162 0.8712229 0.670782
Al* 2416560781 0.9506121 0.877096
K* 598.9360840  1.3983321 1.2520311

Tablo 12 incelendiginde GBTOMHC, baz fonksiyonu ile yapilan hesaplamalarda

katyonlarin atom numarasi arttik¢a enerji degerleri arasindaki farklarin arttigi, elde edilen
degerlerin BTO ve GBTO degerlerinden daha iyi oldugu ve mili Hartree diizeyinde

iyilesmeler oldugu goriilmektedir. Ayrica enerji degerleri arasindaki farklarin stirekli

arttig1, Potasyum (K™) katyonunda ise farkin 1 Hartree’yi gectigi goriilmektedir.

Tablo 13
Tekli zeta yaklasiminda Helyum’dan Argon’a kadar olan atomlarin katyonlar1 i¢in BTO,
GBTO temel durum enerji degerleri (E) ile GBTOMHC, temel durum enerji degerleri

(Hartree atomik birimlerinde) arasindaki farklar ( AE)

Katyon - EGBTOMHC3 AE BTO-GBTOMHC3 AE GBTO—GBTOMHCg
Li*  7.236412535  0.013756285 0.000472955
Bt 2423557567  0.06885903 0.0656106
c* 37.29192213  0.10010787 0.0940975
N* 53.88416770  0.14778967 0.134383

o+ 74.36747114  0.22830769 0.199381

F* 08.82477411  0.37950264 0.317244
Ne*  127.8085353  0.5910343 0.473803
Na*  161.6647162  0.8712229 0.670782
Al* 2416566109  0.9511449 0.877629

K* 598.9849261  1.4471742 1.3008732

Tablo 13 incelendiginde GBTOMHC, baz fonksiyonu ile yapilan hesaplamalarda



katyonlarin atom numarasi arttik¢a enerji degerleri arasindaki farklarin arttigi, elde edilen
degerlerin BTO ve GBTO degerlerinden daha iyi oldugu ve mili Hartree diizeyinde

tyilesmeler oldugu goriilmektedir. Ayrica enerji degerleri arasindaki farklarin stirekli
arttig1, Potasyum ( K™) katyonunda ise farkin 1 Hartree’yi gectigi goriilmektedir.
GBTOMHC, ve GBTOMHC,baz fonksiyonlar1 ile yapilan hesaplamalar
karsilastirildiginda, bir¢ok katyon igin enerji degerlerinin aynmi oldugu; ancak C*, Al", K™
katyonlari ile yapilan hesaplamalarda GBTOMHC, ile elde edilen degerlerin mili Hartree

diizeyinde daha iyi sonuglar verdigi Tablo 12 ve 13’ten goériilmektedir.
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Sekil 10. Helyum’dan Argon’a kadar olan katyonlar i¢cin GBTOMHC, ve GBTOMHC, ile

hesaplanan temel durum enerjileri ile SHF degerleri arasindaki farklar

Katyonlar i¢in de Sekil 10°da goriildiigii gibi SHF degerlerine en yakin sonuglar yine
GBTOMHC, baz fonksiyonu ile yapilan hesaplamalardan elde edilmistir. GBTOMHC, ile

yapilan hesaplamalarda enerji farki siirekli artmis, GBTOMHC, ile yapilan hesaplamalarda

ise sadece Karbon katyonunda (C*)(Z=6) fark artisinda azalma goriilmistiir. SHF
degerleri ile olan farklarin mili Hartree diizeyinde olmasi iyi bir gelisme saglandigini
gostermektedir. SHF degerlerine en yakin sonuglar katyonlarda elde edilmektedir; ¢linkii
katyonlar elektron vermis atomlar olduklarindan nétral atomlardan daha hafiftir. Bu durum
da daha diisiik enerji degerlerinin elde edilmesini, iyilestirmelerin daha iyi sonug vermesini

saglamaktadir.
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Yeni olusturulan baz fonksiyonlarindan en iyi degerleri veren GBTOMHC, ile
yapilan hesaplamalardan elde edilen, Argon atomu obitallerine ait parametrelerle orbital
momentlerin beklenen degerleri de hesaplanmistir. Orbital momentlerin beklenen degerleri

<rk>_ ile, k=-3,-2,-1,12 ve i=1s,2s,3s,2p,3p olmak izere, gosterilir.

Beklenen degerler, dv=r?drsin@d@d¢ kiiresel koordinatlarda hacim eleman1 olmak

tizere, asagidaki sekilde hesaplanir:

‘Y= ¥ (r,0,¢)r* ¥ (r,0,¢)dv (4.1.2.3)
(rF)=[¥ (r.o.0)r ¥ (r.0.9)

Orbital momentlerin beklenen degerleri <rk>_ farkli tistel degerler ile hesaplanmasi

Hellmann-Feynman teorisinde; bagli sistemlerde atomik yapilar iizerindeki sikistirma
etkilerinin, reaksiyon dinamiklerinin 6zelliklerinin ve polarizabilitesinin belirlenmesinde;
Breit-Pauli Yaklasimi’nda ve kuantum kimyasinin, molekiiler kimyanin daha farkli
alanlarinda da kullanilir. Elde edilen baz fonksiyonunun bu alanlarda da

kullanilabilirliginin incelenmesi i¢in I 'nin beklenen degerleri de hesaplanmustir.

Tablo 14
GBTOMHC, baz fonksiyonu ile temel durum enerjisi hesaplanan Ar atomuna ait

orbitallere gore r ’nin beklenen degerleri ve STO’nun genisletilmis baz seti ile elde edilmis
enerji degerlerinden (Bohr atomik birimlerinde) farklari (AE)

Atom Orbital 1s 25 3s 2p 3p
<r> 0.0861018 0.412488 1.41236 0.375457 1.66312
(0.0000022) (-0.000208)  (0.009812) (-0.000127)  (-0.000166)
<r2> 0.00995908 0.201265 2.29287 0.174176 3.30779
Ar (0.00000092)  (-0.000039)  (0.057557) (0.174342) (0.003005)
<r-1> 17.5528 3.55194 0.965621 3.4439 0.819534
(0.00000092)  (0.003377) (-0.003636)  (0.000166) (-0.00546)
<r72> 621.258 52.0631 5.41115 16.4437 1.547
(-0.132517) (-0.083663)  (0.003364) (0.081895) (-0.07337)
<r-3> 123.106 9.93739

(1.27468) (-0.962715)

Tablo 14’te GBTOMHC, baz fonksiyonu kullanilarak elde edilen hesaplama

degerleri altinda, parantez i¢erisinde STO’nun genisletilmis baz seti ile elde edilmis enerji
degerlerinden farki verilmistir. STO’ya ait degerler Bunge ve digerlerinin (1993) yapmis
oldugu calismadan alinmistir.

Elde edilen degerlerden 12 tanesi degerlere yaklasmada iyi sonu¢ vermis olmakla
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beraber 10 tanesi STO’ya ait degerlerden daha diisiik sonuglar vermistir.
GBTO ile MHC’nin birlikte kullanilmasiyla elde edilen baz fonksiyonlar1 ile yapilan
calismalar gostermistir ki GBTOMHC,ve GBTOMHC, literatiirde daha once Onerilmis

olan baz fonksiyonlarindan daha etkilidir. Bu fonksiyonlar atom ve molekiillerin elektronik
yap1 hesaplamalarinda kullanisli olacaktir. Ayrica gorelilik etkilerinin dikkate alindig

caligmalarda, agir atomlarla bu fonksiyonlarla ¢alismak da avantajlidir.

4.2. Bas Kuantum Sayis1 Tam Say1 Olmayan Bessel Tipli Orbitallerin Elektronik
Yap1 Hesaplamalarinda Kullamilmasinin Sonuglari

Literatirde yer almayan NBTO igin yapilan hesaplamalar, Mathematicha 11.0
programi ile hem analitik (ANBTO) hem de sayisal (SNBTO) olarak yapilmistir.
Kullanilan programin sayisal hesaplamalarda hassas olusu yapilan hesaplamalar igin
avantaj saglamistir.

Analitik hesaplamalar yapilirken, kullanmis oldugumuz bilgisayarin izin verdigi
dlciide sonsuz seri kesilmistir. Ust smir degeri (K) birer arttirilarak en fazla 13 degerine
kadar ¢ikarilabilmis, ayrica bilgisayarin islem kapasitesinden dolayi, hesaplamalar sadece
Helyum atomu (He)(Z=2) ve izoelektronikleri olan Hidrojen anyonu (H™)(Z=1) ve
Lityum katyonu ( Li*)(Z=3) igin yapilabilmistir.

He, H™ ve Li* iki elektrona sahiptir. Bu iki elektron, 1s® elektron dizilimi ile s

orbitaline yerlesmistir ve her bir sisteme ait bas kuantum sayis1 1°dir. Yapilan bu ¢alismada
v ile gosterilen tam say1r olmayan bas kuantum sayis1 optimize edilmis ve 1’den farklh
degerler elde edilmistir.

Elde edilen analitik ve sayisal sonuglar birbiri ile; sayisal sonuglar ise literatiirde yer
alan kesir indisli Slater tipli orbitaller (KISTO), Bessel tipli orbitaller (BTO) ve sayisal
Hartree-Fock degerleri (SHF) ile karsilastirilmis, literatiir ile uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Yapilan hesaplamalar ile elde edilen temel durum enerjileri ile literatiirdeki benzer
calismalardan elde edilen sonuglar arasindaki farklari bulmak icin He atomu BTO degeri
Steinborn ve digerlerinin (1999); H~ ve Li" degerleri Ertiirk ve Oztiirk’iin (2018);
KISTO Helyum degeri Ertiirk’iin (doktora tezi, 2011); KiSTO iyon degerleri Koga ve
Kanayama’nin (1997b); SHF degerleri ise Koga (1995b)’nin yapmis oldugu ¢alismalardan

alinmistir.
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Tablo 15

Tekli zeta yaklasiminda, NBTO i¢in sayisal hesaplamalardan (SNBTO) elde edilen,
Helyum atomuna ve izoelektroniklerine (Hidrojen anyonu, Lityum katyonu) ait temel
durum enerjileri (E) ile BTO, KISTO ve SHF degerleri arasindaki farklar (AE ) (Hartree
atomik birimlerinde)

Sistem  — ESNBTO AEBTO—SNBTO AEKISTO—SNBTO AESNBTOfSHF

He 2.858512695 0.010856445 0.010856445  0.003167301
H- 0.482920416 0.010264166 0.0040461761 0.0050093184

Li* 7.233651344 0.010995094 0.004356605  0.002763857

Tablo 15 incelendiginde SNBTO ile elde edilen degerlerin BTO ve KISTO’dan mili
Hartree diizeyinde daha iyi oldugu goriilmektedir. SHF degerlerine yaklagmada gelisme

saglanmis ve mili Hartree diizeyinde farklara ulagilmistir.

Tablo 16

Tekli zeta yaklasiminda, NBTO icin sayisal hesaplamalardan (SNBTO) elde edilen
Helyum atomu ve izoelektroniklerine (Hidrojen anyonu, Lityum katyonu) ait temel durum
enerjileri (E), virial oranlar1 (V.0.), tam say1 olmayan bas kuantum sayilar1 (v) ve
perdelenme sabitleri (¢ ) degerleri (Hartree atomik birimlerinde)

Sistem -E, -V O.qur0 14 ¢

He 2.858512695 2.000000020 0.357684112 1.521872843
H- 0.482920416 2.000000012  0.223120529  0.551941494
Li 7.233651344 1.999999966  0.404606280 2.512686148

Elde edilen degerler Tablo 16 iizerinde incelendiginde, virial oranlarinin virial

teoremine uygun olarak -2 ve -2’ye yakin oldugu, perdelenme sabitleri (¢ ) ile tam say1

olmayan bas kuantum sayilarinin (v ) standart BTO’ya gore daha kiiglik degerler aldig:

gorulmektedir.
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Tablo 17

Tekli zeta yaklasiminda, NBTO igin analitik hesaplamadan (ANBTO) elde edilen, iist sinir
degeri k’ya gore, Helyum atomuna ait temel durum enerjileri (E), tam say1 olmayan bag
kuantum sayilar1 () ve perdelenme sabitleri (£ ) degerleri (Hartree atomik birimlerinde)

Atom k - Eip v ¢
2 2.982471047 0.551150432 1.907424263
3 2.910202969 0.484907786  1.736736701
4 2.848827844  0.501322478  1.696504077
5 2.849285225  0.499240977  1.687458989
6 2.847656504  0.499995417 1.687467171

He 7 2.847696797 0.499972822 1.687426815
8 2.847657232  0.499998040  1.687484979
9 2.847657403  0.499999026  1.687495032
10 2.847656336  0.499999879  1.687498978
11 2.847656287 0.499999964 1.687499741
12 2.847656255 0.499999994  1.687499953
13 2.847656251 0.499999999 1.687499988

Tablo 17°de, verilen iist sinir degeri k’ya gore elde edilen veriler incelendiginde, k
degeri arttik¢a temel durum enerji degerlerinin de arttig1 ve k’nin 2 ve 3 degerleri igin elde
edilen temel durum enerjilerinin SHF degerlerinden diisiik oldugu goriilmektedir. He igin
SNBTO ile elde edilen degere, ANBTO ile yapabildigimiz hesaplamalarla ulagilamamaistir.
Perdelenme sabiti (£ ) standart BTO degerine ¢ok yakin olup tam sayi olmayan bas

kuantum sayist v, He’nin bas kuantum sayisinin neredeyse yarist kadar olacak sekilde

deger almistir.
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Sekil 11. Helyum atomu i¢in ANBTO ile hesaplanan temel durum enerji degerlerinin,

SNBTO ile hesaplanan temel durum enerji degerinden farklar
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Sekil 11 incelendiginde, ANBTO ile iist sinir degeri 4’e kadar olan hesaplama
degerlerinin SNBTO degerlerinden daha diisiik oldugu ve farkin giderek azaldigi, 4’ten
13’e kadar olan hesaplama sonuglarinda ise farklarin mili Hartree diizeyinde olup

neredeyse ayni kaldig1 goriilmektedir.

Tablo 18

Tekli zeta yaklasiminda, NBTO igin analitik hesaplamadan (ANBTO) elde edilen, iist sinir
degeri k’ya gore, Hidrojen anyonuna ait temel durum enerjileri (E), tam say1 olmayan bas
kuantum sayilar1 (v) ve perdelenme sabitleri (£ ) degerleri (Hartree atomik birimlerinde)

Anyon k -E v ¢
2 0.529559149 0.361867043  0.779008895
3 0.561159136  1.240588994 0.720528755
4 0561159136  1.238277504  0.717543900
5 0.560954581  1.238637778 0.717072342
. 6 0560924715 1.239542601 0.717018501
H 7 0560913946  1.239850597 0.717025781
8 0.560912223  1.239768828 0.717026839
9 0.560913698  1.239540233 0.717018559
10 0.560915900  1.239290001 0.717006157
11 0.560917954  1.239066627  0.716993553
12 0.560919632  1.238883255 0.716982859
13 0.560920937  1.238755667  0.716972708

Tablo 18’de, verilen st sinir degeri k’ya gore elde edilen veriler incelendiginde, k

degeri arttikga temel durum enerji degerlerinin diistiigii ve SHF degerinden diisiik enerji

degerlerinin elde edildigi goriilmektedir. H™ i¢in SNBTO ile elde edilen degere, ANBTO

ile yapabildigimiz hesaplamalarla ulagilamamistir. Hem perdelenme sabitlerinin (£ ) hem

de tam say1 olmayan bas kuantum sayilarinin (v), standart BTO degerlerine yakin oldugu

da gorulmektedir.
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& AE-=ANBTO-SNBTO

Sekil 12. Hidrojen anyonu i¢in ANBTO ile hesaplanan temel durum enerji degerlerinin,
SNBTO ile hesaplanan temel durum enerji degerinden farklari

Sekil 12 incelendiginde, ANBTO ile elde edilen hesaplama degerlerinin SNBTO
degerlerinden daha diisiik oldugu ve farkin {ist sinir degeri arttikca arttig1, 3’ten 13°e kadar

olan hesaplama sonuclarinda ise farklarin hemen hemen sabit kaldig1 goriilmektedir.

Tablo 19

Tekli zeta yaklasiminda, NBTO i¢in analitik hesaplamadan (ANBTO) elde edilen, {ist sinir
degeri k’ya gore, Lityum katyonuna ait temel durum enerjileri (E), tam say1 olmayan bas
kuantum sayilar1 (v) ve perdelenme sabitleri (& ) degerleri (Hartree atomik birimlerinde)

Katyon k -E v ¢

top
2 7.787104614  0.525659333 2.907427514
3  7.434195672  0.495806695 2.760223829
4  7.263105619  0.500552284  2.714794980
5 7.231849526  0.499927533  2.693554667
6 7.224300536  0.500008079  2.688992526
7
8
9

Li” 7.222973286  0.499999089  2.687803890

7.222711837  0.500000096  2.687563770
7.222666184  0.499999990 2.687512350
10 7.222657954  0.500000001 2.687502330
11 7.222656542  0.500000000 2.687500448
12 7.222656299  0.500000000 2.687500099
13 7.222656258  0.500000000 2.687499993

Tablo 19°da, verilen st sinir degeri k’ya gore elde edilen veriler incelendiginde, k
degeri arttikca temel durum enerji degerlerinin de arttigi ve k'nin 2, 3 ve 4 olan

degerlerinden elde edilen temel durum enerjilerinin SHF degerinden diisiik oldugu
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goriilmektedir. SNBTO ile elde edilen degere k=5 degerinde, mili Hartree diizeyinde
yaklagilmig, sonraki degerlerde SNBTO ve SHF degerinden uzaklasilmistir. Perdelenme

sabitinin (£ ), standart BTO degeri ile neredeyse ayni oldugu ve tam say1 olmayan bas

kuantum sayis1 v ’niin, Li*’nin bas kuantum sayisinin neredeyse yarist degerinde oldugu

goriilmiistiir.
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Sekil 13. Lityum katyonu i¢in ANBTO ile hesaplanan temel durum enerji degerlerinin,
SNBTO ile hesaplanan temel durum enerji degerinden farklar

Sekil 13 incelendiginde, ANBTO ile SNBTO degerleri arasindaki farklarin tist sinir
degeri olan k degerinin artmasiyla azaldigi ve k=5 degerinde birbirine ¢ok yakin oldugu ve
bu degerden sonra ise farklarin neredeyse ayni goriilmektedir.

NBTO i¢in yapilan hesaplamalarda, sayisal ve analitik sonuglarin farkli oldugu ve

ayni degerlerin elde edilmesi i¢in iist sinir degeri k’nin daha da arttinlmasi1 gerektigi

gorilmektedir. Bu durum ile ilgili olarak, mathematicha 11.0 programinda K, (4’ r) ‘nin

literatiirdeki sayisal degeri, keyfi parametreler verilerek elde edilmis ve kullanmis

oldugumuz analitik ifadedeki (3.4.2.1b)’de belirtilen K, (é’ r) icin ayn1 parametrelerle

hangi iist sinirda ayni1 sonucun elde edildigi incelenmistir.
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Sekil 14. Analitik ifadedeki K, (£ r) degerlerinin iist sinir k’ya gore degisimi

Sekil 14 incelendiginde, analitik ifademizdeki Kv(é’ r) ’ye ait degerlerin, k’nin 7

oldugu duruma kadar hizli ve diizensiz bir sekilde degismekte oldugu ve kullanilan keyfi

parametreler (v=2,69;¢ =1,72) i¢in literatiirdeki sayisal degere (0,789192), iist siur
degeri k’nin 10 oldugu durumda ulasildig: gérillmektedir. Bu duruma sebep olan K, (<)

ifadesinde bulunan ve (3.4.2.1c) ile gosterilen lamda katsayilaridir.
NBTO igin sayisal hesaplamadaki értme integrali S ,..(£,¢" 1) nin degeri de

analitik hesaplamada ayn1 sonucun elde edildigi {ist sinir degeri i¢in incelenmistir.
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Sekil 15. Analitik S . (é’ N r) degerlerinin iist sinir k’ya gore degisimi
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Sekil 15 incelendiginde, Ortme integralinin degerlerinin, k’nin 7 oldugu duruma
kadar hizli ve diizensiz bir sekilde degismekte oldugu ve kullanilan parametreler
(0,=2,691, =Lm =1¢ =1720", =369, =Lm’, =1¢", =184) icin hesaplanan sayisal
degere (0,997019) k’nin 7 oldugu durumda ulasildigr goriillmektedir.

Sekil 14 ve 15’teki grafikler, analitik ifadede kullanilan K, ({r) hesaplamalari igin

yigilmanin hizli olmadigini ve istenen degerlere biiyiik {ist sinir degerlerinde ulasildigini
gostermektedir. Bu durum, sayisal ve analitik sonuglar arasinda farklarin olusmasina sebep
olmaktadir.

NBTO i¢in sayisal yontem ile elde edilen degerler, literatiirde daha once ¢alisiimis
olan BTO ve KISTO degerlerinden daha iyidir. Analitik hesaplamanin uzun zaman almasi
ve elimizdeki bilgisayarin iglem kapasitesinin diisiik olmasi, kullandigimiz program ile
yapilan hesaplamalarda sorun yaratmis ve Onerilen atomlar ile iyonlar1 i¢in hesaplamalarin

tamamlanamamasina sebep olmustur.
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BOLUMS5
SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada baz1 agik ve kapali kabuklu atomlarin ve iyonlarinin temel durumlari
icin HFR denklemlerinin ¢oziimi, iki ayr1 ¢alisma olarak incelenmistir. Yapilan 6n
calismada GBTO ile farkli MHC’ler birlikte kullanilarak ii¢ ayri baz fonksiyonu elde
edilmistir. ilk asama olan iyilestirilmis radyal dalga fonksiyonu ¢alismalar1 farkli MHC'ler
ile asamal1 olarak yapilmistir. Literatirde B fonksiyonu olarak bilinen radyal dalga
fonksiyonlart MHC'ler ile daha fazla optimizasyon parametresine sahip olmustur. Bu
durum varyasyonel olarak daha iyi enerji degeri ve elektron yogunluk hesabi yapmaya
olanak vermektedir. Bunun yami sira eklenen parametreler i¢in atomik 0Ozellik
hesaplamalarinda, hesaplama zamani1 goreceli olarak fazla artmamaktadir. Minimal baz
olarak adlandirilan durum ile hesaplamalar yapildigi igin hesaplama gigligi d
elektronlara sahip olan atomlara kadar sorunsuz olarak yapilabilmistir. Olusturulan yeni
gelistirilmis B fonksiyonlar: literatlirdeki standart kullanimina gore oldukg¢a iyi sonuglar
vermektedir. Calisma kapsamu rahatlikla d elektronlar1 ve 6tesini iceren agir atomlara da
uygulanabilir.

Tez calismasinda incelenen tam say1 degerli olmayan bas kuantum sayist kullanimi
MHC'ler ile yapilan hesaplamalar 1s13inda daha verimli olacagi planlanmistir. Oncelikle
standart B fonksiyonu icin tam say1 degerli olmayan bas kuantum sayist kullanilmaya
calistimistir. Bu sirada ortaya ¢ikan sayisal integrasyon hesaplama problemi nedeniyle
sadece 2 elektronlu atomik sistemler i¢in inceleme yapmaya elvermistir.

Elektronik yap1 hesaplamalari, hem atomik hem molekiiller sistemlere uygulanan ve
elektronlarin davranislar1 hakkinda bilgiler veren temel hesaplamalardir. Bu hesaplamalar
gercek hayatin bircok alaninda (ilag tasarimi, malzeme tretimi, canlilarda kimyasal
stireclerin anlagilmasi, bilesik olusturma v.b.) kullanilmaktadir. Atomlara ve iyonlarina ait
temel durum enerji degerleri ve elektron yogunluguna baglh 6zellikler literatlirde yer alan
SHF degerleri ile Kkarsilastirilarak etkinlikleri  belirlenmektedir. Elektronik yap1
hesaplamalarinda amag; uygulanan yontem ve secilen baz fonksiyonu (elektronun
davranigin1 1yi bir sekilde temsil eden ve hesaplama kolayligi saglayan) ile yapilan
hesaplamalarla SHF degerlerini elde etmektir. Elde edilen baz fonksiyonlarinin kalitesine
gore molekiillerin hesaplanmasina da bu asamada karar verilir. Literatirde B fonksiyonu

icin, Slater benzeri, bas kuantum sayis1 tam say1 olmayan fonksiyon kullanilmamaistir.
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Bu tez calismasindaki amag¢ da literatiirde yer almayan ve hem atomik hem
molekiiler sistemlere ait elektronik yapi hesaplamalarinda kullanilabilecek yeni minimal

baz fonksiyonlar elde ederek, literatiirdeki ¢alismalara katki saglamaktir.

5.1. Genellestirilmis Bessel Tipli Orbitaller ile Degistirilmis Hiperbolik Kosiniis
Tipli Fonksiyonlarin Birlikte Kullanilmasi

Yapilan 6n c¢alismada GBTO ile ii¢ farkli MHC’nin birlikte kullanilmasi ile
literatiirde yer almayan ii¢ farkli minimal baz kiimesi elde edilmistir. Hesaplamalar atom

numarast 2’den 18’e¢ kadar olan ndtral atomlar ve iyonlar1 i¢in yapilmig, birinci baz

fonksiyonu (GBTOMHC,) ile elde edilen sonuglar literatiirde yer alan BTO, GBTO,
BTOHC, BTOMHC ve SHF degerleri ile karsilastirilirken ikinci (GBTOMHC,) ve

licincii (GBTOMHC,) baz fonksiyonuna ait sonuglar BTO, GBTO ve SHF degerleri ile

karsilagtiritlmistir. Dolayisiyla bu ¢alismalar ile optimizasyona ait hem teknik bilgi hem de
tecriibe edinilmistir. Bu c¢alismalar sirasinda parametrelerin baslangic degerleri oldukga
hassas belirlenmelidir. Hesaplama guclikleri ancak segilen bu baslangig degerleri ile
azaltilabilir.

Yapilan hesaplamalar sonucunda elde edilen enerji degerlerinin SHF degerlerine
oldukga yakin oldugu ve literatirde minimal baz kiimeleri ile yapilmis hesaplamalar i¢inde

en iyi degerlerin GBTOMHC, ile elde edildigi goriilmistiir. HCF’lerin toplam seklinde iki
tistel kisim igermesinden dolayi ¢ift perdelenme sabiti etkisi yapmasi ve BTO'daki (stel

fonksiyonunda yeni eklenen mii (y) parametresi ile genellestirilmesi bu duruma sebep

olmustur.

Atom numarasi artttkca SHF degerlerinden uzaklasilmis ve katyon durumlar igin
(daha hafif olduklarindan) enerji degerlerinin en iyi sonuglar verdigi goriilmistiir. Bu
durum literaturdeki benzer hesaplamalarin hepsinde goriilmekle birlikte agir atomlara
gidildikge elektron etkilesmelerinin 6neminin artmasindan dolay1 bu fark da artmaktadir.
Ayrica bir orbitalde elektron sayisi arttik¢a tek elektronlu orbitalin baz fonksiyonlar ile
temsili kotiilesmektedir.

Elde edilen baz fonksiyonlar: ile yapilan hesaplamalara dair genel degerlendirme
asagidaki gibi verilebilir:

a) Yapilan hesaplamalarda standart ve genellestilmis olmak {iizere iki ayr1 Bessel

tipli orbital kullaniliyor olmasi hem fiziksel olarak anlamlidir hem de hesaplama
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kolaylig1 saglamaktadir.
b) Bessel Fonksiyonlari ile analitik ifadeler kolaylikla elde edilmektedir.

c) GBTOMHC, ile elde edilen sonuclar, bas kuantum sayisi tam oldugunda,

minimal baz cercevesinde literatiirdeki en iyi degerlere sahiptir.

d) GBTOMHC, igin hesaplanmis olan orbital momentlerin beklenen degerleri, bu

degerlerin kullanildig1 ¢esitli calismalarda (Breit-Pauli yaklagimi, Hellmann
Feynman teorisi gibi ) kullanilabilir. Ayrica bir¢cok atomik elektronik 6zellik
orbital momentlerinin hassas hesaplanmasin1 gerektirmektedir. Dolayisiyla
sadece enerji degerleri degil elektron dagilimini da iyi belirlemek igin

gelistirilmis GBTOMHC, gibi baz fonksiyonlar1 kullanilabilir.
e) Bu baz fonksiyonlari ile yapilan hesaplamalar elektron sayist az olan test

molekiilleri (H,,H;,H,0vb.) igin kullanilabilir.

Yapilan bu c¢alisma ile agir atomlar igin istenilen hassasiyette SHF degerlerine
ulasilamamus; ancak ¢ok yakin degerler elde edilmistir. Istenilen mili Hartree diizeyinde
sayisal degerler enerji ve elektron yogunlugu hesaplamalarinda diisiik elektronlu sistemler
icin elde edilebilmektedir. SHF degerlerine daha yakin sonuglar elde edebilmek igin bu baz
fonksiyonlari, bas kuantum sayisi tam say1 olmayan degerler alacak sekilde ya da baz

fonksiyonunu genellestirmek igin eklenen u parametresi Ustel kisimlarda farkli olacak

sekilde optimize edilebilir. Bu yenilikler, enerjinin minimumluguna katki saglayarak SHF
degerlerine daha fazla yaklasilmasini saglayacaktir. Bunlar disinda GBTO ile MHC’lerin
birlikte kullanilmasindan elde edilen sonuglarin daha net ve agiklayict olmasi ig¢in bu

hesaplamalar, daha fazla nétral atoma ve iyonlarina genisletilmelidir.

5.2. Bas Kuantum Sayis1i Tam Sayr Olmayan Bessel Tipli Orbitallerin
Kullanilmasi

Elektronik yap1 hesaplamalarinda bas kuantum sayisinin tam sayr olmamasi
matematiksel olarak bir sorun olusturmamakta, bu durumda da dalga fonksiyonu surekli,
normalize edilebilir olmaktadir. Literatiirde bas kuantum sayisinin tam sayi olmadig:
STO’ya (KISTO) ait bircok ¢alisma yer almakta olup BTO’ya ait boyle bir ¢alisma
bulunmamaktadir.

NBTO’nun elektronik yap1 hesaplamalarina uygulanabilirliginin incelenmesi i¢in

yapilan bu caligmada, hesaplamalar hem sayisal (SNBTO) hem de analitik (ANBTO)
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olarak yapilmistir. Kullandigimiz program ve bilgisayar ile hesaplama gii¢liigii yagsanmasi,
hesaplamalarin yeterli olarak yapilamamasina sebep olmus, sadece Helyum atomu,
Hidrojen anyonu ve Lityum katyonu incelenebilmistir. Elde edilen sonuclar literatlirde yer
alan BTO, KISTO ve SHF degerleri ile karsilastirilmistir. Enerji degerlerinin BTO ve
KISTO degerlerinden daha iyi oldugu ve SHF degerlerine mili Hartree diizeyinde oldukca
yaklasildig1 goriilmiistiir.

NBTO i¢in kullanilabilecek analitik ifadelerin elde edilmesinde ti¢ farkli ikinci tiir
degistirilmis Bessel fonksiyonu incelenmis ve hesaplama zamani agisindan en avantajli
olan1 kullanilmastir.

Sayisal hesaplama ile elde edilen enerji degerlerinin hem BTO’dan hem de
literatiirde benzer bir ¢alisma olan KISTO’dan daha iyi sonuglar verdigi, SHF degerlerine
ise mili Hartree diizeyinde yaklasildigi goriilmiistiir. Analitik hesaplama ile elde edilen
sonuclarda ise sadece Lityum katyonu i¢in iist sinir degeri k=5 ile elde edilen degerin,
KIiSTO’dan daha iyi oldugu gériilmiistiir.

Elde edilen baz fonksiyonlari ile yapilan hesaplamalara dair genel degerlendirme ise;

a) Yapilan galismada hem bas kuantum sayisinin hem de perdelenme sabitlerinin
optimize edilmesi, enerjinin minimumlugu igin avantajli olmakla beraber
hesaplama zamani agisindan elverisli degildir.

b) Analitik ifadenin st siniri, sonsuz olan toplam icermesi, hesaplama zamani
acisindan elverigli olmamaktadir. Bu nedenle {ist sinir belirli bir degerde kirilmali
ve hesaplama i¢in uygun olan deger, iist sinir olarak belirlenmelidir.

C) Analitik ifadenin verdigi degerlerin degisimi, Ust smir degeri k’ya gore
incelendiginde yigilmanin hizli olmamasi ve literatlr ile uyumlu degerlerin
buyik k degerlerinde elde edilmesi, sayisal hesaplama ile analitik hesaplamanin
uyumlu olmamasina sebep olmaktadir. Literatiirde Onerilen analitik yaklagimlar
sadece Bessel fonksiyonunun kendisinin ifadesine aittir. Integral altinda Bessel
fonksiyonlarinin hesaplanmasi i¢in bu analitik ifadeler kullanisli olmamaktadir.
Ust sinir deger olarak k degeri 15 ve iizerinde olursa ancak integrallerin
hesaplanmasinda yeterli hassasiyete erisilebilmektedir. Sayisal integrasyon
yapilarak bu karsilastirma (k>15) sonucu elde edilmistir.

NBTO’nun elektronik yapi hesaplamalarina uygulanabilirliginin incelenmesi i¢in

yapilan bu ¢alisma, hesaplama giigliiklerinden dolay: istenilen diizeyde yapilamamustir.
ANBTO ile SNBTO degerlerinin uyumlu olmasi igin ANBTO’nun iist sinir degeri k

arttirilarak hesaplamaya devam edilmelidir. Bu sorun, analitik ifadedeki iki toplam tek
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toplama indirilerek ya da farkli bir analitik ifade elde edilmeye caligilarak giderilebilir.
NBTO ile daha iyi sonuclar elde edebilmek icin de BTO genellestirilebilir ve GBTO
da farkli MHCler ile birlikte kullanilabilir. Radyal dalga fonksiyonunda yapilabilecek bu
tyilestirmeler enerji degerlerinin diismesinin ve SHF degerlerine biraz daha yaklasilmasini
saglayacaktir. Ayrica NBTO kullanimi molekiillere de genisletilerek elektronik yap1

hesaplamalarina uygulanabilirligi incelenebilir.
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