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OZET

BERNSTEIN CHENEY SHARMA OPERATORLERI
TURKMENOGLU,Ayse
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog¢. Dr. Ali OLGUN

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tezin amaci ve kaynak ozetleri

hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci bolimde tezde kullanilacak temel teoremler, tanimlar ve bazi esitsizlikler

verilmisir.

Ucgiincii boliimde tezin temelini olusturan Bernstein Schuer operatorii tanimlanmis ve

operatoriin yakinsaklik 6zellikleri ile ilgili teoremler verilmistir.

Dordiincii boliimde tezi olusturan Bernstein Cheney Sharma operatorii tanimlanmis
ve operatoriin yakinsaklik 6zellikleri ile ilgili teoremler verilmistir. Sonunda da

amaca yonelik aciklamalar yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gamma Operatorii, Lineer Pozitif Operatorler, Yaklagim,

Stireklilik Modiilii, Bernstein Cheney Sharma Operatorii



ABSTRACT

BERNSTEIN CHENEY SHARMA OPERATORS

TURKMENOGLU, Ayse
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Dog. Dr. Ali OLGUN

The thesis consists of three chapters. The aim of the study is given in the first
chapter.

In the second chapter, some fundamental concepts, definitions and inequalities used

throughout the thesis are given.

In the third chapter, Bernstein Schuer Operators are defined and some theorems

related to approximation properties of the operators are investigated.

In the fourth chapter, Bernstein Cheney Sharma Operators are defined and some
theorems related to approximation properties of the operators are investigated. The

last section is devoted to some explanations presenting our aims.

Key Words: Gamma Operator, Linear Positive Operators, Approximation, Modulus

of Continuity, Bernstein Cheney-Sharma Operator



TESEKKUR

Tezimin hazirlanmas1 esnasinda higbir yardimi esirgemeyen ve biz geng
aragtirmacilara biiyiik destek olan, bilimsel deney imkanlarin1 sonuna kadar bizlerin
hizmetine veren, tez yoneticisi hocam, Sayin Dog. Dr. Ali OLGUN’a, tezimin birgok
asamasinda yardim gordiigiim kuzenim Can YILDIRIM’a ve son olarak bana bir¢ok
konuda oldugu gibi, tezimi hazirlamam esnasinda da yardimini esirgemeyen aileme

tesekkiir ederim.
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SIMGELER DiZiNi

[a, b] araliginda siirekli fonksiyonlarin uzayi.
Bernstein operatorii.

f fonksiyonunun siireklilik modiilii.
Bernstein-Schurer Operatorii
Bernstein-Cheney Sharma Operatorii.

p € N, icin agirlik fonksiyonlari.

peN, icin f fonksiyonunun normu.






1. GIRIS

Korovkin teoreminin énemi lineer pozitif operatorler teorisinde bilinmektedir. Birgok
matematik¢i bu teorem ve uygulamalarini kullanmistir ve halen kullanmaktadir.
Operatorlerin yakinsaklik ozellikleri ve yakinsaklik hizlarinin belirlenmesinde bu

teoremler temel teskil etmektedir.

Son 65-70 yildir bircok matematik¢i bu teoremleri farkli fonksiyon uzaylarina
genisletmis ve bu uzaylarda calismalarin1 yapmislardir. Ornegin Banach Latisleri,

Banach Cebiri, Banach uzaylari gibi.

Bu teorem yalnizca yaklasimlar teorisinde degil, ayn1 zamanda diger bir¢ok alanda
da ortaya ¢ikmistir. Ornegin Fonksiyonel Analiz, Harmonik Analiz, &lgii teorisi,

istatistik teorisi ve kismi turevli denklemler bunlardan bazilaridir.

Biz bu tezi hazirlarken siirekli fonksiyon uzaylarin1 géz oniine alacagiz, ¢iinkii bu
teorem siirekli fonksiyon uzaylarinda yakinsaklik i¢in temel rolii oynar ve ¢ok

kullanish uygulamalara sahiptir.

Pozitif yaklastirma metodlar1 yaklagimlar teorisinin temel araglarindandir ve siirekli

fonksiyonlarin yaklasimlariyla ilgili bir ¢ok problemde karsimiza ¢ikarlar.

Bizde bu tezde Korovkin teoreminin iyi bilinen uygulamalarindan olan Bernstein
Schurer operatorii ve Bernstein-Cheney Sharma operatoriiniin - yakinsaklik

ozelliklerini inceleyecegiz.

Bu incelemeleri yaparken 1902 yilinda Jensen tarafindan genellestirilen binom (iki

terimli) teoremi yardimiyla olusturulan bir 6zdeslikten yararlanacagiz.

Biliyoruz ki x,y € R, n,k € N k < n olmak iizere Binom 6zdesligi

n

G+ y)" = z (Z) x"kyk

k=0



olarak bilinir. Jensen 1902 de bu 6zdesligin

n

n

(x+y+nt)" = Z (k) x(x + k) 1y + (n — k)e)nk

k=0
seklinde yazilabilecegini gostermistir. Bu son 6zdeslikte ise y = 1 — x alindiginda

n

n

(1+n)" = z (1) %G+ k)11 = x + (n = )"

k=0

esitligi elde edilir. Bu tezde operatoriin modlarinin hesaplanmasinda bu 6zdeslikten

faydalanacagiz.

Klasik Bernstein operatériin = 1 f € C[0,1] olmak tizere
N k
4 ™ k1 _ ok (_)
Ba(N@= ) (1) % (=0 f (=

k=0

seklinde tanimlanmaktadir. Bu operatoriin bir ¢ok genellesmesi tanimlanmistir. Bu

genellestirmelerden biri de

p €ENg,n €N veB,,:C[0,1+p] - C[0,1]
ey n+ k

S
k=0

f ec[o1+p] x€[0,1]

olarak tanimlanir ve Bernstein -Schuer operatorii olarak bilinir.



Jensen Ozdesligi yardimi ve Bernstein operatoriini  kullanarak bagka bir

genellestirmede
G,:C[0,1] - C[0,1] r € N ve (t,)nen bir reel say1 dizisi olmak tizere

Gu(PE);= (1 +nt) ™ ) (1) 2Cr + ket 1L = x + (= k)" f (%)
k=0

f ecClo1]ve x €[0,1]
seklindedir ve Bernstein-Cheney Sharma operatdrleri olarak bilinmektedir.

Biz bu tezde bu operatoriin bazi 6zelliklerini ve yakinsaklik durumunu inceleyecegiz.
Bu islemleri yaparken Jensen Ozdesligi yardimi ile tamimlanan esitlikten

faydalanacagiz.



1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezde temel olarak F. Altomare ve M. Campiti tarafindan yazilan Korovkin-type
Approximation Theory and its Applications isimli kitabin 321-329 numarali
sayfalarinda bulunan Cheney-Sharma ve Bernstein Cheney-Sharma operatorlerini
inceleyecegiz. Bu inceleme sirasinda konu ile ilgili olarak verilen bagska
kaynaklardan da faydalanacagiz. Operatorlerin incelenmesi sirasinda konunun iyi
anlasilmas1 i¢in gerekli incelemeleri en genis anlamda yapaca8iz. Kaynaklar

kisminda tezde kullanacagimiz diger materyalleri verecegiz.
1.2. Tezin Amaci

Tezin esas amaci yaklasimlar teorisinde yapilan cok cesitli calismalar ve bu
calismalarda verilen farkli Lineer Pozitif Operatorleri goz Oniine alarak teze temel
olan makaledeki Bernstein Operatoriiniin degisik tiplerinin tanimlanmasi anlamak,
bu tanimlamaya gore daha farkli operatorler tanimlayarak yeni galigmalara imkan
saglamaktir. Ayrica ispatlar yapilirken kullanilan metodlarin okuyucu tarafindan

kolayca anlasilip uygulamasini saglamaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu kisimda tezde yararlanacagimiz bazi tanimlar1 verecegiz. Bunlar ¢ok kullanilan
lineer pozitif operatorlerin tanimi, sagladiklart o6zellikler, stireklilik modiiliiniin
tanimi1, Bernstein operatorlerin tanimi, lineer pozitif operatorlerin - diizgiin
yakinsakligini veren Korovkin teoremi ve daha sonraki bdliimlerde kullanacagimiz

tanimlar olacaktir.

2.1.Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y lineer normlu iki fonksiyon uzayi olsun. Eger X den alinan herhangibir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu durumda X

uzayinda bir operator tanimlanmis olur ve

g9(x) = L(f,x)

bi¢giminde gosterilir. X uzay1 L operatoriiniin tanmim bolgesidir ve X = D(L) ile
gosterilir. Bu durumda L(f, x) = g(x), Y uzaymin bir elemani olur ve bu sekildeki g
fonksiyonlar1 kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiimede R(L) ile

gosterilir.

Tamm 2.1.1: L: X — Y bir operatdr olsun. Her f3, f, € X ve a4, a, € R olmak iizere

L(aifi + azfz; x) = a1 L(f1;x) + ayL(f3; x)

esitligi saglaniyor ise L ye lineer operator denir.

Tanmm 2.1.2: L: X = Y bir lineer operator olsun. Her f € X ve f > 0 i¢in L(f) =0

oluyor ise L operatoriine lineer pozitif operator denir.

f(®) = g(@®) = L(f(1); x) < L(g(t); x)

esitligi dogrudur.



Tamm 2.1.3: X bir vektor uzayr olsun. Her x,y € X ve a € R icin asagidaki
kosullar1 saglayan reel degerli [|-]|: X X X — ||X|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm

denir.

) Timx,y € X icin [lx + yll < [lx|| + [l
ii) Egerx € X ve a skaler ise ||ax|| = |a]||x]|
iit) Eger x # 0 ise ||x|| > 0.

Uzerinde ||. || ile tanimlanan X lineer uzayina normlu vektdr uzayi denir ve (X, ||. 1))

seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.4: X ve Y lineer normlu iki fonksiyon uzay1 olsun.

L:X->Y

Lineer bir operator olsun. X tizerindeki norm ||. || x, Y tizerindeki normu ||. ||y
olmak iizere her x € X i¢in

ILXONly < Mllxllx

olacak sekilde M > 0 varsa L operatoriine sinirli operator denir.

Tanmm 2.1.5. [a, b] aralig1 lizerinde taniml1 ve araliin tiim noktalarinda siirekli olan

fonksiyonlar uzay1 C [a,b] ile gosterilmektedir.

Tammm 2.1.6: L: X —» Y bir operatér olsun. Her € > 0 sayisina kars1 gelen bir
8 (g, fo) > Osayist bulunabiliyorsa 6yle ki |[f — follx < & iken ||IL(f) = L(f)lly < €

esitsizligi saglaniyorsa , L operatorii f, € X noktasinda siireklidir denir [2].

Tanmm 2.1.7: (f;,) dizisi f fonksiyonuna A tizerinde diizgiin yakinsaktir < Ve > 0
icinadn, oylekivn>nyveVx € Aigin |f(x) — f(x)]| <e.



Tanmm 2.1.8: I'(x) ile gosterecegimiz Gamma fonksiyonu
I'(x) = fooo t* le~tdt

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonuna bazen

genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir [1].

Teorem 2.1.1: X, Y normlu uzaylar L: X = Y lineer operatér olsun. Bu durumda L

operatorii i¢in sinirlilik ve siireklilik birbirine denktir.
Lemma 2.1.1: Lineer pozitif operatdrler dizisi monotondur.

Ispat :Her x icin g(x) = f(x) ise g(x) — f(x) = 0dir. L lineer pozitif operatdr
oldugundan

Lig=f;x)=0
ve L lineer oldugundan
L(g;x) = L(f;x) =0
dir. Dolayisiyla
L(g;x) = L(f;x)
dir. Bu esitsizlikte lineer pozitif L operatdriiniin monoton oldugunu gosterir.
Ayrica L operatdriiniin monotonlugundan ve lineerliginden
—Ifl < f <Ifl = L=Ifl;x) < L(f;x) < L(f]; x)
= —L(fl;%) s L(f;x) < L(fL;%)

= 1L 0| < LAfL %)



yazilabilir.
Tanim 2.1.9: n € N olmak tizere (L,,(f; x)) dizisine operator dizisi denir.

Tanmm 2.1.10: L,((t —x)%;x), {s =0,1,2,...} ifadesine (L,) operatoér dizisinin

s —yinci merkezi momenti denir.

2.2 Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsakhik Kosullar:

Yaklagim teorisinin amaci, keyfi bir fonksiyonun daha basit ve kullanish olan diger
fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir. Bunun i¢in bilinen temel teorem

Weierstrass tarafindan verilmistir.

Weierstarss [a,b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yaklagilabilecegini ifade etmistir. Bu teoremin ifadesi asagidaki gibidir.
Teorem 2.2.1.(Weierstrass Yaklasim Teoremi)

f fonksiyonu [a, b] araligi tzerinde stirekli fonksiyon uzayinin bir elemani olmak
tizere her € > 0 igin |f(x) — B,(x)| < € olacak sekilde n. dereceden bir {P,(x)}
polinom dizisi vardir. Baska bir ifade ile [a, b] arahiginda siirekli her f fonksiyonu

icin f(x) e [a, b] arah@inda diizgiin yakinsayan bir {PB,(x)} polinomlar dizisi vardir.

Lineer pozitif operatorlerin yaklasim ozellikleri ile ilgili temel teoremide Korovkin

verilmistir.

x €[01],0 < a,x <1vek <rigina,, < a,, oldugunda

a0 0) = ) f(mi)Pas®),  Pre@) 20
k=0

lineer pozitif operatorler dizisinin, n - o i¢in [0,1] araliginda siirekli

f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ii¢ tanedir.



Bunlar:

1im 1L (1) = llcjo = 0

rlli_rg”l'”(t; x) = x|lcro =0

rlli_rg”l'”(tz;x) — x%|l¢cfo) = O

olup Korovkin teoremi olarak bilinir ve asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 2.2.2. (Korovkin Teoremi): {L,} lineer pozitif operatorler dizisi olsun.
(%), Br(x) Ve yn(x), [a, b] de diizgiin olarak sifira yakinsayan diziler olmak tizere

her x € [a, b] i¢gin

Lp(1,x) =1+ ap(x) (2.2.1)
Ln(t,x) = x + Br(x) (2.2.2)
Ly(t?,x) = x* + yp(x) (2.2.3)

kosullar1 saglaniyorsa bu durumdal, (f;x), [a, b] aralig1 iizerinde f(x) e diizgin
yakinsar. Burada f[a, b] de siirekli, a da sagdan b de soldan siirekli ve R de smirh

bir fonksiyondur.

Ispat : f fonksiyonu reel eksende smirli oldugundan tiim x ler icin

lf )l <M (2.2.4)

olacak sekilde M pozitif sayisi vardir. f € C[a, b] oldugu i¢in Ve > 0 sayisina
karsiik Oyle bir 6 > 0 sayis1 vardir ki t € R ve x € [a,b] i¢in |t —x| <&

oldugunda



lf () —f)l <e (2.2.5)
saglanir.

x,t € [a, b] oldugunda (2.2.5) esitsizligi f fonksiyonunun [a, b] araliginda diizgiin
stirekli olmasindan dolayr gergeklenir. x € [a, b],t € [a, b] oldugunda ise (2.2.5)
esitsizligi f fonksiyonu a noktasinda soldan ve b noktasinda sagdan siirekli bir
fonksiyon oldugu igin gergeklenir. (2.2.4) ve (2.2.5) esitsizliklerinden dolayr her
t e Rvex € [a,b]icin

F©) = FOI < &+ 55 (£ = 0)? (2.2.6)

§2

esitsizligi  gergeklenir. Gergektende |t —x| =& oldugunda ise

olacagindan i—lzw(t —x)?>2M saglanir. Bu durumda £>0 icin (2.2.4)

esitsizliginden dolay1

If@®) = fEII < IfF O]+ [f ()

<2M

< 1—1\24 (t—x)+¢ (2.2.7)

esitsizligi gerceklenir. Bu da istenilendir. Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden

dolay1

ILn(f5 %) = Flctap) = 1L (f (O = f(X); %) + f)Ln (1) = F ()l cla,n)
S Lo (f () = F(; Dletapr + 1f lcrapllLa(l;x) = Lician

< NLp(f @) = FL O lerap) + 1f leap 1 Ln (13 %) = Lllcpa,p)

10



esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terimi (2.2.1) den dolayi sifira yakinsar.
Yani,

If lciaplln(L; ) — Ulclap) < & (n > wiken g, - 0)

esitsizligini saglayan &, dizisi vardir. O halde

ILn(f5 %) = FOlciap) < WLn(f @) = FOIL O crap) + €n (2.2.8)

esitsizligi saglanir.(2.2.7) esitsizliginden ve lineer pozitif operatdriin 6zelliklerinden

dolay1

2M
1 (F3 ) = F @ lctan < L (& + 57 ¢ = 0% %)

2M ,
eL,(1;x) + FLn((t —x)%; %)

2M ) )
=¢elL,(1;x) + F[Ln(t ;%) — 2xLy, (t; x) + x°L,(1; x)]

ElLn(152) = 11 £+ 5 {[Ly(125) = x2] = 2x[L (62 = 2]

+x2[Ln(1; %) — 113

2M ) 2M ) ) 4M
- e+(8+?x >[Ln(1;x)—1]+F[Ln(t ) = %] = [l (62 = 2]

elde edilir. x € [a, b] oldugundan

2M ) 2M ) 1M 1M
(£+Fx )S £+Fb ,(FXSFb>
dir. O halde

11



2M
Cl == sz, Cz = 2bCl, Cg =&+ Clbz

seklinde gosterirsek
ILn(f; %) = FOlciap) S €+ CillLy (% %) — x?[|+CollLy (t; %) — x| +C3I1Ly (15 ) — 1]

yazilabilir ve burada € > 0 istenildigi kadar kiiciik secilebilen bir sayidir.(2.2.1),
(2.2.2) ve (2.2.3) esitsizliklerinden dolay1 n — o« i¢in

Lo (If (&) = fFCOL01 = 0
olur. Bu sonug ve (2.2.6) esitsizliginden yararlanarak

IL,(f; x) — f(x)|| = 0 oldugu goriiliir.

2.3 Bernstein Operatérleri ve Yaklasim Ozellikleri

f € C[0,1] ve x € [0,1] olsun.

B, (f,x) = z": f <%) (Z) x*(1—x)n" (2.3.1)
k=0

bi¢ciminde taniml1 olan lineer pozitif operatdrlere Bernstein operatdrleri denir [3].

Teorem 2.3.1: (2.3.1) ile verilen Bernstein operatorleri [0,1] araliginda siirekli f

fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakinsar. Yani f € C[0,1] ise

Bo(f,x) 3 f(x)  x€[01]

dir.

Ispat: Oncelikle B, (f, x) in lineer ve pozitif bir operator dizisi oldugunu gosterelim.

Lineerligi i¢in Va,b € R ve f,g € C[0,1] i¢in,

12



n

Bu(af (&) +bg()ix) = ) (af (5)+ g (%)) (7)1 =y

k=0

= ar (B) (e Y oo () (ot -

k=0

NI VIO W

k=0

Q

= aB, (f(t); x) + bB,(g(t); x)

oldugundan B, lineer bir operatordiir. Ayrica k = 0,1,2,...,n € Nve x € [0,1] i¢in

(Z)xk(l —x)" k>0 f=0

oldugundan B, (f,x) = 0 dir. Dolayisiyla B, (f, x) operatorii pozitiftir.
Korovkin teoremi geregince

(i) B,(1,x)31

(i) B,(t,x) 3 x

(iii) B, (t%, x) =3 x?

oldugunu gosterirsek B,(f,x) 3 f(x) oldugunu ispatlamis oluruz. Simdi bunlar

gosterelim.

()B,(1,x) 3 1ve f(x) =1 ig¢in oldugunu gorelim.

13



n

n —
By(1,%) = ,Z:o(k)xk(l_x)n K
=(x+1-x)"
=1n

=1

(ii) B, (t, x) 3 x oldugunu gorelim. Bunun igin f(x) = x alirsak

n

Bt = ) (5) (1) x e —m

k=0

n

k n!
= —— " yk(1 =k
_kZ_Onk!(n—k)!x (1-x)

Z(k (n—l)' xk(l_x)n—k (k—>k+1)

— 1)[ )
n-1 (n _ 1)
GRSV
n—-1 n—1
=Xx k(l _ x)n—k—l
20k )

elde edilir.

14



(iii) B, (t? x) 3 x? oldugunu gorelim. Bunun i¢in f(x) = x? alirsak

Bn(t%,2) = Z (ﬁi—i) (Z) x*(1 — x)nk
k=0

I
NEE

k? n! _
(F)W’Ck(l_x}" '

&
Il
=}

xk(1 —x)nk

(S) (k —(;l)!_(rll)!— k)!

I
NgE

&
Il
=

yazilir. Bu esitlikte k yerine k + 1 yazilirsa

b o _n—l(k+1) (n—1)! LeHL(] — yn—k-1
na _k_o n Jkl(n—k—1)!
= /k+1 1
r T k+1(q _ ,\n—k-1
k_0< n )( k )x (1=x)
= /k+1 1
n—
SCEIPPRIEEES
k=0 n k

S (e S
= x % + Z (S) - (Eln_—ll)l 5 (1 — x)n—k—l]
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1 1 (n—1)! n—k—1
n (ﬁ)(k—l)!(n—l—k)!xk(l_x) ) ] (k=k+1)

1 1y (-1 o s
i (ﬁ)k!(n—k—Z)!xk (1 —x)n* ]

kl'(n—k—2)!

= x l + (n — 1) (n — 2)! xk+1(1 _ x)n—k—Z]
n

()]

= x[l+<n;1)x(x+1—x)"_2]

-ofe 5]

bulunur ve B, (t%;x) =3 x? , (n » ) elde edilir. Dolayis1 ile (i), (ii) ve (iii)

sartlar1 saglandigindan Korovkin teoremi geregince Vf € C[0,1] i¢in [0,1] araliginda

Bo(f,x) 3 f(x)  (n— )

bulunur.
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2.4.Siireklilik Modiilii

Lineer pozitif operatorlerin yakinsama hizinin belirlenmesi i¢in en Onemli
kavramlardan birisi olan siireklilik modiilii keyfi simrli fonksiyonlar igin

tanimlanabilir. Bir¢ok kullanigli 6zelligi stirekli fonksiyonlar i¢in gecerlidir.

Tanmm 2.4.1:Kabul edelim ki f,[a, b] araliginda tanimlanmig sinirli bir fonksiyon

olsun. Keyfi § > 0 igin

w(f,8) = suplf(®) = f(O], [t—x]<$

seklinde tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun [a,b] araligindaki siireklilik

modiilu denir.

Siireklilik modiilii yakinsama hizinin belirlenmesinde 6nemli rol oynayan bazi

ozelliklere sahiptir. Bunlarin bazilarini ispatlariyla verelim.
Lemma 2.4.1: M > 1 bir dogal say1 olmak iizere
w(f; Mé) < Mw(f,9d)
dir.
Ispat: w(f,8) = sup|f(t) — f(x)|, |t—x| < M$§
= sup|f(x+h) = f()], (—=x)—>h

=sup|f(x+ h) + f(x + 2h) — f(x + 2h) + f(x + 3h)
—f(x+3h)+ -+ f(x+kh) — f(x —kh) — f(x)]

= sup|f(x + Mh) — f(x)|, (h—> Mh) |h|<$6

= sup

M-1
Zf(x+(k+1)h—f(x+kh)) Cnl<s
k=0

17



M-1

< Z suplf(x + (k + Dh) — f(x + kh)[|h] < 6

k=0
= Mw(f,5)
Lemma 2.4.2: 1 > 0 bir reel say1 olmak iizere
w(f;18) < (1 + Vw(f,95)

dir.
Ispat : Al <A<[A]+1 oldugundan

w(f;16) < w(f; ([ + 1)9)

w(f;16) < ([A] + Dw(f, ) {[A] + 1dogal say1 oldugundan}

w(f;28) < (1 + Do (f,8)
yazilabilir.
w(f; 6) tammmindan kolaylikla gorilir ki f, [a, b] araliginda sinirli oldugundan
Vx,t € [a, b] i¢in

If (@) = fOl < w(f; 1t —x])

= w(fs1e-xI9)

|t — x| |t — x|
=wl|f; ; 1) 5 = Aolursa

< (14124 w(f,8)
< 5 ,

18



dir. Bu o6zellikler disinda siireklilik modiiliiniin bagka 6zellikleri vardir. Ancak bu

tezde bunlar1 vermeyecegiz.

19



3. Bernstein -Schurer Operatorleri

p €ENy,,n€Nveher f € C[0,1+ p]vex € [0,1] olsun.

B, ,:C([0,1+ p]) = C([0,1 + p]) olmak iizere

n+p

Bup(NG= Y f(5) ("7 )kt - myrer

k=0

biciminde tanimlanan operatdore Bernstein Schuer operatérii denir. Bu operatoriin
lineer ve pozitif oldugu agiktir. Ayrica bu operatdr Korovkin teoreminin kosullarini

gercekler. Bunu gorelim.

e;(x)=x, i=012,.. x € [0,1 + p] olmak iizere
n+p
n+
Bupled@ = Y (" Pk - ek
k=0
=(x+1-x)"*?
=1
olur.

n+p

Bup(en@ = > (2)(" TF)xka ik

n
k=0

SO

n+p

=n+pz( k )(n+p)xk(1_x)n+p—k
no & n+p k

20



n+p

:n+pz< k ) (n+p)! (1 = Xy
no & n+p/k!(n+p—k)!

n+p

n+p n+p-—-1)! e
- Z(k—l)!(n+p—k)!xk(1_x) v

Bu esitlikte k yerine k + 1 yazilirsa

_n tp z (n + Z - 1) xkH1 (1 — x)n+pk-1

+ +p—1
— n px z (Tl Z )xk(l _x)n+p—k—1

olarak elde edilir. f(x) = x? oldugunda
n+p

By p(e)(x) = Z (g) (n : p) xk(1 — x)ntp=k

k=0

-5 (5) (&) ()

n+p

- () (13w o

n+p
_(n+p)? k? (n + p)! -
oo ;<(n+p)2)k!(n+p—k)!xk(1_x) "

21



:(n+p)21§i)< k ) (n+p-—1)! k(1 — pyro-t

n? Li\n+p (k—l)!(n+p—k)!x

olarak elde edilir. Bu esitlikte k yerine k + 1 yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

m+p)? o k+1\  (n4p—1)!
= —p Z ( ) p : xk+1(1 _ x)n+p—k—1

n? & \ntp k'(n+p—k—1)!

ey N (tp=DU
Z (n+p)k'(n+p k—1)! KL =T

+p—
Z (n ¥ p) 4 (1(1n++pp —kl) - XHL(] — gyrpket

_Cpy N MAP=DL e
Z (n+p)k'(n+p k—1)! KL =y

(n + p) Zi: (n o 1) A=

k—D!(n+p—-—k-1)!
1
* ()

olur. Bu esitlikte k yerine k + 1 yazilirsa

(n + P) JZ (n - p) (n+p—1)! x*F1(1 — x)ntpk-1

22



:(n+p)2 n:Z:z( 1 ) (n+p-—1)!

n+p/k'n+p—k— 2)!)Ck+2(1 — TP +(

)x
n+p

n+p-2

_(n+p)?| x? (n+p—1DMn+p-2)!
- n? n+p L k'(n+p—k—2)!

x"(l _ x)n+p—k—2 + ( )x
n+p

n+p-2
2 — 1)42 _
=(n+p) (n+p—1x z _ (n+p-—2)! (1 — xyrpk-2
k=0

n? n+p (n+p—-k-2)!
1
+( )x
n+p
n+p-2
n+p)?|(n+p—1)x? n+p—2
_( 2p)( p—1) Z( p )xk(l_x)n+p_k_2+< )x
n n+p &~ k n+p

(n + p)? {(n+p—1)x2 1 }
= > + X
n n+p n+p

SO )

n+ p\? n+
=< p) x? + p(x—xz)
n n

2
olarak bulunur.
Boylece

lim B, ,(1) =1
n—00

. L P\
Tlll_l;{)lan’p(el) —11115210(1+n)x =x

23



n + p\* n+
lim B, ,(e;) = (_p) x? + P (x — x?) = x?
n—-oo ’ n

oldugu gortiliir.

Bu nedenle korovkin teoremi geregince her f € [0,1 + p] i¢in
lim B, () = f

diizgiin olarak yakinsadig1 goriilmiis olur.

p(t)=t—x x,t€[0,1+p] fonksiyonu {izerinden B, , operatdrlerinin

yakinsaklik hizinin orani belirlenebilir. Gergektende
Bn,p (o) (x) = Bn,p (e —x.1)(x)
= Dnp (81) (x) - xBn,p (1) (X)

=(1+%)x - X

=x+Bx—x
n

ve
Bn,p ((pxz)(x) = Bn,p ((t— x)Z)(x)
= B, (t* — 2xt + x?)(x)

= By p(e2)(x) — 2xBy (1) (x) + x* By, , (1) (%)

24



n + p\? n+
=( p) x? + ZID(x—xZ)—296(1+B)x-+-x2
n n n

2
n+
=p—2x2+
n

Px(1-x) (3.1.1)

olurlar.

Teorem 3.1.1: f € C([0,1 + p]) ve x € [0,1] igin

p?x?+ (n+p)x(1l—x)
nZ

|Bnp () () = f()] < 20 f;j

2
p2x +(n+2p)x(1 x) dur.

esitsizligi saglanir. Burada § = J

ispat:

|Bn,p(f)(x) - f(x) 1| = |Bn,p(f)(x) 3 f(x)Bn,p(l)(x)l

G ) N S e
k=1
D(GURIEER O

Bu ifade Bernstein Schuer operatoriiniin monotonlugundan asagidaki gibi yazilabilir.

n+p

S PUNTNES

k=0

6)-roo

Simdi esitsizligin sag tarafinin supremumu alinirsa
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n+p

n+ k
=D ("L F)a o swp |f(5) - 0|
k k n
k=0 [rx<s
elde edilir.
Sureklilik modili tanimi kullanilirsa
Tl+p k
n+p _
Bup(N@ = f] = ) (M) ek —0m o (£, - +])
k=0
yazilabilir. Buradan da
n+p k 6
_ n+p k _ n+p-k ( |__ |_)
—Z(}(k)x(l X) a)f,n x6

yazilabilir. Eger siireklilik modiiliiniin 6zelligi kullanilirsa

n+p

1By ()G — £ < (£, 6) kz ("7 F) ek - omee 1 +§|§_x|)

n+p n+p

_ n+p k _ n+p-k lZ(n-I_p) k _ n+p-k E_ |
— o(f,5) Z( . >x(1 LR MOELCER) ~—x
k=0 k=0
1n+p k
n+p
= w(f,9) 1+—Z( )xk(l—x)”+p"k ——x|
6k=0 k n

olur. Bu ifadeye Couchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa
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n+p

12 1/2
X)) S0t
k=0

1/2

IA
_
= 3
I T
S <

1/2

— TL+p k _ n+p-k k_z_ E 2
= Z( i )x 1-x) — 2xn+x

k=0

p2x2 + (n + p)x(1 — x)]"*
seklinde yazilabilir. Boylece

1By () — f(x] < w(f,06) {1 + % Ipzxz + (n+p)x(1—x)

1/2}

n2

olarak elde edilir.

5= Jp2x2+(n+p)x(1—x)

— segilirse;

p?x?+ (n+p)x(1—x)
nZ

|Bnp () () = f(x)] < 20 f'j

elde edilir. Bu da gosterilmek istenendir.
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Teorem:3.1.2: Eger f tiirevlenebilir ve f' € C([0,1 + p]) ise o taktirde

[Bap (NGO = FGO] <2 1P GOl

n2 n2

+2\/p2x2 +(n+p)x(1—x) " (f', \/pzxz +(n+p)x(1- x))

esitsizligi saglanir.
Ispat: Diferensiyel hesabin ortalama deger teoremi geregince

fO-f _
——x '®

= f@®) =f0)+ (O —-x)

oldugunu biliyoruz. Ayrica

f@®) =)+ (O =2+ (f() = fx) = f(E—x)

ya da

f@®) =)= (-2 +((®)~fl) = f(EE—x)

yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafina Bernstein-Schuer operatorii uygulanirsa

Bnp(f(£) = F(0);%) = Bpp (f ()t — ) + (F (&) — f(x) — f () (t — x)); %)
olur.

Bernstein —Schuer operatdriiniin lineerlik 6zelliginden

Bn,p(f(t) —f(x);x) = Bn,p(f’(x)(t —x);x) + Bn,p(f(t) —f) = f( - x));x)
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t_

Bn,(f(t) — f(x);x) = f’(x)Bn,p((t —Xx); x) + Bpp ((t —Xx) <L£(x) — f’(x)) ; x>
yazilabilir. Rolle teoreminden ise

Bnp(f(£) = f(x); %) = f'(x) %x + Byp((t =) (f'() = £ (x)); x)

yazilabilir. Bdylece

[Bap(F(O) = 0] = |/ GO + By (6 =07 (0) = £ (i)
< |F' @) x| + |Bup((t = (') = £ (0); )|
= 1F' @I 2 x + By (it = 2lIF'©) - £ @)1
= 1F' 1= x + By (It = xlsuplf' () = £ ()1 )

seklinde diizenlenebilir.

Bu son esitsizlikteki By, (It — x[sup|f'(§) — f(x)|;x) ifadesini diizenleyelim.

Siireklilik modiilii tanimi ve 6zelligi geregince |§ — x| < & olmak iizere

Bp (It = xlsuplf'(§) — F(x)|;%) = Bup (It — xlw(f'; 1§ — x1)

- B,y <|t e <f’: € —xl (§))>

= w(f',6)Byyp <|t — x| (1 B ; xl);x)
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Bn,p(lt —x|; x)

a5

yazilabilir. Couchy Schwarz esitsizligi geregince

By (It — xl; ) < JBn,p<12;x> JBn,p«t 0%

= JBn,p((t—xV;x)

n2

h \/pzxz + (n+p)x(1—x)

olur.

|6 — x| 1
Bn,p |t — x| 5 y X :an,p[lt_x”E_xl;x]

ifadesi i¢in | — x| < |t — x| < § oldugundan

1§ — x|
Bn,p (lt - X|T;x < Bn,p(lt - xlix)

<

\/pzxz +(n+p)x(1—x)

n2

olup bu degerler (3.2.2) de yerine yazilirsa

30
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1By (F(8) = F(x); )| < |f'(x)|§x

n? n2

+2jp2x2 +(+pxd-x) <f’; \/pzxz + (n+p)x(1 - x)>

elde edilir ve bu gosterilmek istenendir.
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4. Bernstein-Cheney-Sharma Operatorleri

Binom teoreminin bir genellestirilmesi olan Jensen esitsizligi yardimi ile asagidaki

0zdeslikte yazilabilir.

n

(x+y+n)" = z (Z) x(x + k)1 (y + (n — k)" * (4.1.1)
k=0
(1+n)" = z (Z) x(x + kt) 11— x + (n — K)oy (4.1.2)
k=0

Bu 6zellikler yardimi ile asagidaki G, (f)(x) operatorii tanimlanabilir.

fec(0,1]), x € [0,1] ve her bir n € N igin (t,)ney pozitif reel say1 dizisini goz

Oniine alalim ve

G,:C[0,1] = C[0,1] icin

n

G ()X = (1 +nt,)™ 2 f (%) (:) x(x + ke 11— x + (n— k), K (4.1.3)

k=0

operatoriinii tanimlayalim.

Bu operatorler Bernstein Cheney Sharma operatorleri olarak adlandirilir ve (t,) = 0

alinmasi ile elde edilen Bernstein operatdrlerinin farkli bir genellestirilmesi olarak

bilinir [4].

G,, operator dizilerin yakinsakliginin incelenmesinde kolaylik saglamasi bakimindan

kulanisli olan
n

S(G,n,p,x,y) = Z (Z) (x + ktp)k+j_1(y +(n— k)tp)n_k (4.1.4)

k=0

32



ifadesini tanimlayalim. Burada x,y € [0,1],p € Nvej = 0,1, ..., n dir.

Simdi de S(j, n, p, x, y) nin sagladig1 bazi Lemmalar1 ispatlayalim.

Lemma(4.1.1): S(j,n, p, x, y) ifadesi

kt,SG—1,np,x,y) = ntpS(j,n —-1,p,x+ tp,y) (4.1.5)
esitligini saglar.

ispat: (4.1.4) tanmimindan faydalanarak

n

kt,SG —1,np,x,y) = Z (Z) kt,(x + ktp)k+j_2(y + (n — k)tp)n_k
=0

yazilabilir. Bu esitligin sag tarafinda k yerine k + 1 yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

n-1

n j—
ktpS(] - 1,n,p,x,Y) = Z(k + 1)tp (k + 1) (x + (k + 1)tp)k+] '
k=1

X+ m—k—1t,)" k1

n—1

! i

=t, Z(k +1) ik _111)! TN (x+t,+ ktp)k Iy ek — 1t,)n-k-1
=0

n-—1

—1)! +j- n—k-

=th(k+1)(n_kn_(nl)!(lz+1)k!(x+tp+ktp)k Py +m—k-1g,)"
k=0

n-1

(n—1)!

k+j-1 o
(n—k—l)lkl(x+tp+ktp) J (y+(n_k_1)tp)nk1
k=0

= nt,
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-1
n—1 i—
= nt, ( ] ) (c+t,+kt) T @+ =k — D)

0

S

&
Il

= ntpS(j,n - 1Lpx+ tp,y)

esitligi elde edilir. Buradan da

kt,SG —1,n,p,x,y) = ntpS(j,n —1,p,x+ tp,y) (4.1.6)
yazilabilir ki bu gosterilmek istenendir.

O halde (4.1.6) esitligini (4.1.4) de yerine yazilirsa teorem ispatlanmis olur.

Teorem: (4.1.2) ifadesi

SG,npxy) =xSG—1Lnpxy) +nt,SG,n—1,p,x+t,y) (4.1.7)

esitligini saglar.
Ispat: (4.1.4) esitligi geregince
n

S(j—l,n,p,x,y)=Z( )(x+ktp) ( +(n-— k)tp)n K

k=0

- . nek 1
- Z (Z) (x + k) 7 (4 (= )e,)" ™ — @

n

>z (x + kt)) 1 (y + (n— k)tp)n_k

k=0

1
=< >S(1'.n.p,x,y)

x+ktp

yazilabilir. Daha sonra S(j, n, p, x, ¥) yalniz birakildiginda
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SG,np,x,y) = (x + ktp)S(j -1,npxy)
=xSG—-1Lnpxy) +kt,SG—1,np,x,y)
esitligi elde edilir.
Lemma(4.1.3) : S(j,n,p, x,y) ifadesi
xS(0,n,p,x,y) = (x +y + nt,)" (4.1.8)
esitligini saglar.
Ispat: Jensen esitligi ve (4.1.4) tanimi geregince

n

xS(0,n,p,x,y) = xz (Z) (x + )"y + (n — k)t,)"F
k=0

_ Z (Z) x(x+t,) 7T+ (= ),

0
= (x+y+nt,)"
yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma(4.1.4): S(j,n, p, x, y) ifadesi igin

S(L,n,p,x,y) = Z (Z) k! (tp)k(x +y+ ntp)n_k (4.1.9)
k=0

dir.
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Ispat: Teorem (4.1.2) den dolay
S(,n,p,x,y) =x5(0,n,p,x,y) +nt,S(L,n—1,p,x + t,,y)
yazilabilir. O halde bu esitlik ardisik olarak uygulanirsa
S(,n,p,x,y) =x5(0,n,p,x,y) +nt,S(L,n—1,p,x + t,,y)
= (x +y+ ntp)n + ntp[(x + tp)S(O,n - 1Lpx+ tp,y)
+(n—Dt,S(1,n —2,p,x + 2¢,,5)]
=(@x+y+nt)" +nt,(x +¢,)S(0,n—1,p,x+¢,)
+n(n—1)(t,)? S(Ln—2,p,x + 2¢,,7)
=(x+y+nt,)" + nty(x+t, +y+n- 1)tp)n_1
+n(n — 1)tp2[(x + th)S(O,n —2,x + 2t,,p, y)+ (- 2)tpS(1,n -3,p,x+ 3tp,y)]
= (x+y+nt,)" + nt,(x+y+nt,)" +nn—-DeA(x+y+nt)"

+n(n — D(n—2)t,3S(1,n - 3,p,x + 3t,,y)

n
k n-k
z ~ k! t,*(x +y +nt,)
k=0

bulunur. Bu da ispatlanmak istenilendir.
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Teorem 4.1.5: (4.1.4) olarak tanimlanan ifadede j = 1 alinirsa

o)

S(,n,p,x,y) = J. exp(—s)(x+y + nt, + stp)nds (4.1.10)
0

seklinde integral gosterimi elde edilir [4].

Ispat: Ispat icin faktoriyel fonksiyonu olarak da bilinen Gama fonksiyonun

tanimindan yararlanabilir.
rk+1) =k!= fooo skexp(—s)ds (4.1.11)

esitligi vardir. Bu esitlik kullanilarak S(1, n, p, x, y) ifadesi (4.9) ve (4.11) esitlikleri
yardimiyla asagidaki gibi yazilir.

n

S(L,n,p,x,y) = z (:) k! (tp)k(x +vy+ ntp)n_k

k=0

n

S(L,n,p,x,y) = Z (Z) (tp)k(x +y+ ntp)n_k fooskexp(—s)ds

k=0 0

toplam sonlu oldugunan

o n
S(1,n,p,x,y) = f z (Z) (stp)k(x +y+ ntp)n_kexp(—s)ds
0 k=0

seklinde yazilabilir.Bu ifadede Lemma 4.1.3 kullanilirsa

S(,npx,y)= f [Z (Z) (stp)k(x +y+ ntp)n_k exp(—s)ds
0 lk=0

= j (x +y+nt, + stp)nexp(—s)ds
0
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olarak elde edilir.

Lemma 4.1.6: S(j,n, p, x, y) ifadesi igin

n
S@2.np,x,y) = Z(x + kt,) (Z) kit,kS(1L,n — k,p,x +kt,, y) (4.1.12)
k=0

esitligi saglanir.
Ispat: Teorem 4.1.2 de verilen (4.7) esitligi kullanilarak S(2,n,p, x, y) asagidaki

gibi yazilir ve bu yazilim n kez tekrar edilirse teorem ispatlanir ve (4.8) esitligi n kez

tekrar edilirse lemma ispatlanir. Gergektende

S2,np,x,y) =xS(L,n,p,x,y) +nt,S2,n—1,p,x +t,,y)
= xS(L,n,p,x,y) + ntpS(2,n —1,p,x + tp, y)
=xS(,npxy) +nt,[(x+t,)S(L,n—Lp,x +t,y)
+(n—Dt,S(2,n—2,x + 2t,, y)|

=xS(,npxy) + ntp(x+ tp) S(l,n —1,p,x+ tp,y) +n(n - l)tpzS(Z,n— 2,x +

2tp,y)
=xS(1,n,p,x,y)+ ntp(x + tp) S(l,n —1,p,x+ tp,y) +n(n-— 1)1:102

X [(x +2¢,)S(1,n—2,p,x + 2¢,,¥) + (n — 2)£,5(2,n — 3,p, x + 3t,)]

n
= Z(x + kt,) (Z) klt,k S(L,n—k,p,x + ktp, y)
k=0
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olarak bulunur.

Teorem 4.1.7:S(j, n, p, x, y) ifadesinde j = 2 i¢in

S2,n,p,x,y)= J. f exp(—s —u)(x(x + y + nt, + st, + ut,)"
0 0

+ nty*u(x + y + nt, + st, + ut,)" " Hdsdu (4.1.13)
esitligi saglanir.
Ispat: Ispat i¢in yine Gama fonksiyonun faktoriyel 6zelliklerinden faydalanalim.

k! = fomskexp(—s)ds esitligi Lemma 4.1.4 de yerine yazilirsa ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

n
n
S2,npx,y) = Z(x + kt,) (k) k't,*S(1,n—k,p,x + kt,,y)
k=0
n [ee]
_ n ok k _
- Z(x + ktp) (k)f exp(—s)skds(t,)*S(L,n — k,p,x + ktp, y) ds
k=0 0

0 n
= f 2 (Z) exp(—s)(gtp)k(x + kt,) S(l,n —k,p,x + ktp,y)ds
0 k=0

NgE

:fow

X j exp(—uw)(x + kt, +y + (n — k)t, + ut,)* *duds
0

(Z) exp(—s) (stp)k(x + kt)

&
Il

0

oo (00} n
= j j exp(—s —u)(x + kty) Z (Z) (stp)k(x +y+nt, + utp)n_k dsdu
o Jo P
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(x + kt,)dsdu

= fow fom exp(—s —u) [zn: (Z) (stp)k(x +y+nt, + utp)n_k

k=0

= fooo foooexp(—s —u) [xz (Z) (stp) (x+y +nt, +ut,)" "

n
k=0

n
Tt Z (Z) (stp)k(x +y+nt, + utp)n_kk] dsdu
k=0

= f j exp(—s —w)[x(x + y + nt, + ut, + st,)"
o Jo

+t Zn: n k(st,) (x +y +nt, +ut,)" | dsdu
P Lk = DI =1 Ay

olur.

Bu son esitligin toplam kisminda k — k + 1 yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

S2,n,p,x,y) =j j exp(—s—u)[x(x+y+ntp+utp+stp)”
o Jo

n-1
(n - 1)' k+1 n—-k—1
+nt, kZO k=D (n—k)! (stp) (x +y+nt, + utp) dsdu

= j ] exp(—s —u) [x(x +y +nt, +ut, + st,)"
o Jo

n-1

-1 L
+nst1,,2 z (n I > (stp)k(x +y+nt, + utp)n * 1] dsdu
k=0

= j j exp(—s —u) [x(x +y +nt, +ut, + st,)"
o Jo
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+nst,?(x + y + nt, + ut, + st,)" " ]dsdu
olarak elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 4.1.8 : Eger (t,)qen ler pozitif reel say: dizileri ve
lim nt, =0
n-o0
ise bu durumda her f € C(]0,1]) igin
lim G, () = f
dir.Yani G,(f), f ye [0,1] arahiginda diizgiin yakinsaktir.
Ispat: Ispat icin Korovkin teoremi kullanilacak bunun igin
NG, (Dx) 31
i)Gy(e)(x) 3 x
iii)G,(ey) (x) = x?

oldugu gosterilirse G,(f) 3 f oldugunu gosterilmis olur. Bunlar1 gostermek igin

Gh(NG) = (1 + )™ z £(5) (7)o ket 1+ (= Bt
k=0

tanimindan yararlanilirsa ve f(x) = 1 i¢in
n
-n n k-1 n—k
6D = (L +nt)™ Y (1) xCr + k) 11 = x + (0 = Kty
k=0

=(1+nt,) (A +nt,)"
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=1

olarak elde edilir. Simdi f(x) = x ise bu durumda

Gnle))(x) = (1 + nt,) ™ Z (Z) %x(x +hkt) I = x + (n— K)t)" K
k=1

n
! k
=x(1+nt,)™ Z mﬁ (x+kt)E 1A —x+n—-kt)" "
k=1

(n—1!
o] n—Kk)!'(k—1)!

= x(1+nt,)™ (x+kt)c 11 -—x+nm—-kt)" "

n

= x(1 +nt,)™" Z (Z - 1) (x + kt, )1 (1 — x + (n — k)t,)"
k=1

yazilabilir. Bu esitlikte sag tarafta k yerine k + 1 yazilirsa

n-—1

n—1
=x(1+nt,)™ (x+ (k+Dt DA —x+ (n—k — D)V k1
2.0 )

=x(1+nt,) "S(,n—1,nx+t,1—x)
G(le))(x)=x(1+nt,)""SA,n—1,nx+t,,1—x) (4.14)
olur.

S(1,n,p,x,y) = fooo exp(—s)(x +y +nt, + sty)"ds esitligi (4.14) esitliginde

yerine yazilirsa ve gerekli dlizenlemeler yapilirsa

G,(e))(x) =x(1+nt,)™ fooexp(—s)(x +t,+1—x+ (n—1t, +st,)" 1ds
0
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o)

= x(1+ ntn)_"f exp(—s)(1 + nt, + st,)" ds
0

x (o]
= mfo exp(—s)(1 + nt, + st,)" tds

n-—1

f°° )(1+ntn+stn) p
0 exp(=s 1+ nt, S

:1+ntn

® st, \"!
J. exp(—s) (1 + ) ds
0

:1+ntn 1+ nt,

olarak elde edilir.

Diger taraftan

st
1+nty,

(1+uw)" ! < exp((n — 1u) esitsizliginde u = olarak alinirsa

X o st, \"!
Gne) () = 0 f exp(=x) (1 Tt ) ds
nJyo n

« sty
< - -1 d
< fo exp(=s)exp((n - 1) T )ds
x j“’ —s — snt, + n + nst, — st,
- o o
1+nt, J, 1+ nt,

X j“’ 1+t,
= exp —S( ) ds
1+nt, J, 1+nt,

X (1+ntn) (1+tn> |b
" 1+nt, 1+t, expy\ s 1+nt,/ /la
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olur. Ayrica

* . foo (1+ Sn )Hd = G(e))(®)
1+nt, ~ 1+nt, ), exp(=s) 1+ nt, S = tml6 X
Oldugundan

< Gale) (@) < —
1+nt, ™=

esitsizligi elde edilir.
lim,,_,,, nt,, = 0 oldugundan lim,,_,., G,(e;) = x olur.

G, (e3)(x) yi hesaplamak i¢inf (x) = x2alinarak benzer islemler yapilirsa

Gale)(@) = (1+nt,)™ zn: () (5)2 x(x + k) (1 = x + (n — k)t,)" K
k=1

n

ok o (m—1)!
= @+ne) Y (5 = (k"_('ll)! (n)_ G k) (= (= )
k=1

-y —1)!
= (1 +nt)™" Z T _(’11)! (n)_ G k)T (1 = x4 (= )"
k=1

olur. Bu esitligin sag tarafinda k yerine k + 1 yazilirsa

n-1

k+1 —1)!
= (1+nt,)™ 2 : T (Eln_ ” z D x(x + (k + Dty)*
k=0

Xx(1—-x+m—k-1t,)" k1
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n-1
=1+ ntn)‘”{ k(1) x(x + (k+ D)1 —x

I(n—Fk — 1)!
k=0nk.(n k—1)!

+(n—k—1)t,)" k1

+ Z (n - 1)! x(x+(k+Dt)*A—x+(n—k— 1)tn)"_k_1}

nk!(n—k—1)!
n— 1k
=1+ ntn)‘”{ ;( )x(x +(k+ Dt ))*A —x+ (n—k — D))" *1
k=0
+ln_1 (n . 1>9C(x + (k+ Dt )1 —x+ (n—k — Dt )" k1
nid k n n
n—1k 1
=1 +nty))™ Z Z(n y )x(x +k+ Dt ) A —x+ (n—k — D))" *1
k=0
1
+—Gn(e)(x)
n

olur. Bu ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa
—k 1
n—
(" )xGt G+ D)

S

= Gale) (@) + (1 +nt,)

&
1l

1

Xx(1—x+m—-k-1Dt, )" k1

n—1

1 2Nk (n—1)(n-2)!
=)@+ A +nt)™ ) D=1 k)]

k=1

x(x + (k + Dtk

X(1—x+nm—k—1)t,)" k1
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n—1
1 _1 _ )1
= Gl + (1 + nt,) "> . Z = 1§?(n _)1 i+ G D)
k=1

X(1—x+nm—-k-1Dt, )" k1

olarak elde edilir. Bu esitligin sag tarafinda k yerine k + 1 yazilirsa

n-2

- %Gn(el)(x) +(1+nt) "2 ; ! RZO (n ; 2) x(x + (k + 2)t,)**?

X(1—x+n—k—2)t,)" k2

seklinde yazilabilir. Eger

SG,npx,y) = z (Z) (x + ktp)k+j_1(y + (n-— k)tp)n_k
k=0

esitligi kullanilirsa

n—1

1
Gn(ey) = EGn(el)(x) + x(1+nt,)"S(2,n—2,n,x + 2t,, 1 — x)

n

olur.

s@2,n,p,x,y) = j j eSe “(x(x+y+ nt, + st, + utp)n + nt,%u
o Jo

X (x +y +nt, + st, + utp)n_l) dsdu

oldugu dikkate alinip yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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n
x(1+nt,)™"™S2,n—-2,n,x+2t,,1—x) = - x(1+nt,)™

X f f e Se U((x+ 2t)(x+ 2ty + 1 —x + (n — 2)t, + St + ut,)" 2

+n — 2)t%u(x + 2t, + 1 — x + (n — 2)t, + st, + ut,)" 3)dsdu

n _ 1 (00 (00
=— x(1+ ntn)‘"f f e_se_“((x + 2t,)(1 + nt,, + st,, + ut,)" 2
0 0

+(n — 2)t,2u(l + nt, + st,, + ut,)" 3)dsdu

n _ 1 [ee] [ee]
=— x(1+ ntn)‘”f f e Se %((x + 2t,) (1 + nty, + sty + ut,)" 2dsdu
o Jo

n—
+

1 (o) [e0)
x(1+ ntn)_”f f e_se_”((n — 2)t,2u(1 + nt, + st, + ut,)" 3dsdu
0o Jo

-1 © oo
x(1+nt,)™(x+ Ztn)f f e *e “((1 + nt,, + st, + ut,)")dsdu
o Jo

+(n — Dx(1 + nt,) "t,? J J e Se % (u(1 + nt, + st, + ut,)" dsdu
o Jo

=:a(n,x) + L(n,x)
seklinde yazilabilir. Simdi a(n, x) ve §(n, x) degerlerini hesaplayalim.

(1 +uw)" ! < exp((n — 1)u) esitsizligi kullanilarak gerekli islemler yapilirsa

n-—1

) dsdu

,B(nx)—x(n_l)tzf J -, 1+ntn+stn+utn

1+nt 1+ nt,

_x(n -ty Zf f o=so-ty (1 + Sty + utn>”‘1 dsdu
1+ nt, 1+nt,
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— 2 Stp+utn
- x(n Dt, f f ue(n—1)( tl;;t; )dsdu
1+ nt,

x(n — Dt,? f j‘ Lex —s — snt, — u — unt, + nst, + unt, — st,, — utn> dsdu
1+ nt, p 1+nt,

_x(n—Dt,? (—s—w)(1+t,
= f f uexp dsdu
1+ nt, 1+ nt,

_x(n— D, 2 —-s)(1+t,) (—w)(A+t,)
~ 1+nt, f_f < 1+ nt, )exp( 1+ nt, )deu
x(n—Dtp? [ (—u) (1 +t,) —s)(1 + t,)
- 1+nt, Luexp( 1+nt, )U < 1+nt, )dsld“

_x(n—=Dt,? f°° (w1 +t)\[-1—nt,
~ 1+nt, J, uexp 1+ nt, 1+¢t,

exp(—s) |o(;>] du

x(n — 1)t,? f‘” 1+ nt, ((—u)(l + tn)>
= uexp | ———— | du
0

1+ nt, 1+t, 1+ nt,

_ x(n—1Dt,? 1+ nt, Jmuexp ((—u)(l + tn)> i

14+nt, 1+¢t, 1+ nt,

xm—lﬁff” (—w (1 +t,)
= uexp| ———— | du
1+t, 0 1+ nt,

_x(n—Dt,” 1+ nt, ( 1+tn>oo
1+t i, P/ o

*1+nt, 1+t,
—f exp(—u )du
o 1+t 1+ nt,

x(n — 1)t,? 1+nt, [© 1+t,
= 0— f exp (—u >du
1+¢, 1+t, J, 1+ nt,
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_x(n—Dt,? (1 + ntn)2 ( 1+¢t, ) |oo
o 1+¢t, 1+¢,) P\ 140,/ o

_x(n—1Dt,? (1 + ntn)3
~ 1+nt, \1+t¢t,

olarak bulunur. Boylece

1+ nt, 1+t,

yazilabilir. Benzer sekilde

exp(nu)(1 —nu?) < (1 +w)" < exp(nu) (4.1.15)
esitsizligi yardimi ile de

n—1 n—1
(1 + nty,)%x(x + 2t,)(1 — 6nt,?) < a(n,x) < — (1 + nt,)%x(x + 2t,)

n

yazilabilir.Bunu gormek i¢in gerekli islemler yapilirsa
n— 1 ©o [00]
a(n,x) = T(l + nt,) "x(x + Ztn)f f exp(—u)exp(—s)
o Jo

X (1 + nt, + st, + ut,)"dsdu

_n-1 o f‘”f‘” <1+ntn+stn+utn)ndd
= x(x n) A exp(—s —u) 1+ nt, sdu
Pl et foofoo (1+St”+ut”>ndd
= x(x n) A exp(—s —u) 1+nt, sdu
<n—1 42t f°°J°° ( stn+utn)dd
s— x(x n) A exp(—s —uw)exp(n 1+ nt, sdu
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—s — snt, — u — unt, + nst,, + nut,
1+nt,

_ 1 00} [ee]
x(x + 2t;,) j f exp( )dsdu
o Jo

n—1

= x(x+2tn)f f exp

——u
1+t

=n;1x(x+2tn)f U 1+ t)dsle"p(1::ztn)du

n—1

@ —-u
= x(x + 2t,) .[; (1 + nt,)exp (1 n ntn> du

) dsdu

n—1
= x(x + 2t,)(1 + nt,)?

olur. Ayrica a(n, x) igin asagidaki islemler yapilabilir.
n o 1 (o] (o]
a(n,x) = r 4 (1 + nt,) ™x(x+ Ztn)f j exp(—u)exp(—s)
o Jo

X (1 +nt, + st, +ut,)"

-1 o ]OOJOO (1+ntn+stn+utn)nd 4
x(x n) A exp(—s —u) 1+ nt, sdu

Stptuty
1+nty,

n—-1 0 (oo n
= — x(x + 2tp) Jy J, exp(=s—u) (1 + ) dsdu

yazilabilir.

(4.1.15) esitsizligi geregince

n
a(n,x) >

st, + utn)

_ 1 o [00]
x(x + Ztn)j; J;) exp(—s — u)exp (n 1+ nt,

st, + ut,\?
X (1—n(u) ) dsdu
1+ nt,
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- n—1 ( +2t)J‘°°f°° (—s—u) 1 (stn+utn
T TER ) ) P T, "\ T+,

2

dsdu}

x(x + 2t,) {(1 + nt,)? — foo foontnzexp<
o Jo

n—1

x(x + 2t,) {(1 + nt,,)?

>2> dsdu

2

—S—Uu s+u
)( )dsdu
1+ nt,/ \1+nt,

2

tzj f )<s+u)
" exp 1+nt,/ \1+nt,

dsdu}

olur. Bu son esitlikteki genellestirilmis integral hesaplanirsa;

2
fo ]0 exp(1+nt)(s+u) dsdu

f f exp 1+ t)(s + u? + 2su)dsdu

j] 1+ t)(sz)dsdu+j J exp

+ f f exp ( ) (2su)dsdu
o Jo 1+ nt,

seklinde yazilabilir. Bu integrallerde kismi

hesaplanabilirler. Buna gore

Izj j exp | == | (s?)dsdu
o Jo p<1+ntn

51

1+nt,

integrasyon

) (u?)dsdu

yardimi

}

ile



—u

J;) exp (1 + Tltn) RLIE’O

—u

= 1.
J;) exp (1 + ntn) Rl_r,f}o

R
+:f 25(1*‘n00exp(
0

+2(1 + nty)

_foR P (1 + :ztn) (Sz)dSl du

R
0

_(1 + ntn)szexp (

—s )
1+nt,

1+nt,

o

S
)dSldu
1+ nt,

["em ()
0 exp 1+ntn Rl—>oo
R
[em(
0

°° —Uu
= 1.
—I;) exp (1 + ntn) Rl_r)n

[_(1+'nﬁJRzexp(

e

[_(1*'nﬁJRzexp(

1+nt,

)sds

1+n%)

+2(1 +nty)[=s(1 + nt,)

N _
v <1 + ntn)

[“ew ()
0 wp1+n%

X [—R(l + nt,)exp (

lim —(1 + ntn)Rzexp

R—o0

1+nt,

°° —Uu
li
~[0 exp (1 + ntn) Rl_r)f}o

1+nt,

—S

I; + fOR(l +nty)exp (1 + "tn)H "

(1 + nt,

)+(1+nq)wam<
0

—(1 t R2 (
[~a+ neRexp (e

) -1+ Tltn)zexp<

52

—s )
1+nt,

) + 2(1 + nty)

- )dsl]du
1+nt,

) + 2(1 + nty)

ol o



= [ exp (1) fim [0+ meRZexp

1 + nt,,/ R>w

[ R(1 +nt, )exp(1+ m— )—(1+ntn)zexp<1+

© —u
- 2(1 4+ nt,)3
e

o)

—u
=2(1 t 3[ ( )d
(1+nt,) i exp s u

L —u
= 2(1 + nt,)3 Llimf exp( )du
-~ J,

1+ nt,
= 2(1 + nt,)3 li _(1+ t,) ( v )L]
- s | MnEPA\T T e,/ Mo
= 2(1 + nt,)3 Lh_)rgo _—(1 + nt,)exp (1 n ntn> +(1+

= 2(1 + nt,)*

olarak elde edilir.

Benzer islemler yardimu ile

II=] j ex < )(uz)dsdu
o Jo p 1+nt,
= [ e () o (e vaua
1+ nt,) P\ + g, ) U
oo —s R —
_ , 2
_L exP(1+ntn)1%1—r>§o[fo exP(1+ t)(u )dulds
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1+ nt,

nt,

)+2&+n%)

)+ﬂ+nQV“du

nt,)|



R
0

@ —S —u
=J;) exp (1 L ) lim [ (1+ntn)uzexp(1+ntn>

R —u
2u(1 t d
+L u(1+ nt,)exp (1 +ntn> dul s

—R
—(1 t.)R? ( )
(1+nty)Rexp 1+ nt,

R —u
d
L exp (1 n ntn) udu(|ds

) + 2(1 + nt,)

« —S
= li
,I;) exp (1 + ntn) Ro0

+ 2(1 + nt,)

1+ nt,

« —S
=f0 exp(l_l_ e )hm[ (1+ntn)Rzexp(

X [—u(l + ntn)exp( O] f (1+ nt,)exp (1 +u >dul ds

1+ nt,

« —s
= 1 1 R? ( ) 2(1
fo exp(l_l_ntn) 1m[ (1 + nt,)R%exp Tt nt, + 2(1 + nt,)

1+ nt,

)]+(1+ntn)fRexp< — >dulds
0

x [—R(l + nt,)exp ( Tt
n

1+ nt,

« —S
= f exp ( ) lim -1+ ntn)RZexp(
0

2(1 +nt
1+ nt, )+(+n”)

ar
0]5

) +2(1 +nty)

—R =S
X [—R(l + ntn)exp (1 Tt )] - (1 + ntn)zexp (1 +nt )
n n

1+ nt,

_ (" S 2 (
fo exp(l_l_ t)hm[ (1 + nt,)R%exp

1+ nt,

1+ nt,

)] -1+ ntn)zexp< ) +(1+ ntn)z] ds

X [—R(l + nt,)exp (

o —s
= 2(1 t.)3d
[l s
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o)

-s
=2(1+nt 3f ( )d
(1 +nty,) i exp e s

L -5
_ 37
= 2(1+ nt,) Lh_)r?ofo exp (1+ntn) ds

o

) +(1+ ntn)]

_ —s
=2(1+nt,)? Lh_)rg) [—(1 + nt,)exp (1 n ntn>

= 2(1 + nt,)3 Lh_)rg) [—(1 + nt,)exp (1 s

= 2(1 + nt,)*

elde edilir. Son olarak

I = j f Zsuexp( )dsdu

o Jo 1+ nt,
o [ sl
=2) ), suexp TTnt, exp TTnt, sdu
=2 e () |, o ()]
A WP \T v e, 0 P\T+nt,) |

[ rR

«© —-u —s
—2 I ( )d d
]0 uexp<1+ntn)Rl—r>§o JO P\1+net,)° Sl u

R
0

® -u [ —s
=2 [ e () i [t + rerp (-2
fo YEP\T ¥ nt,) roo | s(1+nty)exp 1+nt,

R )
+(1 + nt,) jo exp (1 n ntn) dsl du
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=2j uexp(
0

—(1 + nt,)%exp (

2f uexp(
0

—(1+ nt,)%exp (

=2] uexp(
0

1+ nt,

R
0

-
1+ nt,

)

)

|a

|
R

1+nt,

1+ nt,

1 2
1+ ntn) (1 +nty) du

[0}

—u
=2(1+nt 2[ ( )d
(1 + nt,) ) uexp 1T nt, u
4 B
= 2(1 + nt,)? lim f uexp( &
" s | )y 1+nt,

) Ilim [—R(l + nt,)exp (

im [—R(l + nt,)exp (

) +(1+ ntn)z] du

)al

—R
1+ nt,

)

—R
1+nt,

)

| —u \|L
= 2(1 + nt,)? Lll_)rg _—u(l + nt,)exp (1 - ntn) 0
L -u
1+nt ( )d
+ ( +nn)J0 exp T ul

= 2(1 + nt,)? I}im [—L(l + nt,)exp (

—u

— (1 +nty)%exp (1 —

= 2(1 + nt,)? Llirn [—L(l + nt,)exp (

+(1 + nt,)?]
= 2(1 + nt,)*
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—L
1+ nt,

)l

0

th

1+ nt,

)

) -1+ ntn)zexp(

—L
1+ nt,

)



bulunur. Buradan gorilmektedir ki I ,II ve III yerlerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

2dsdu = 6(1 + nt,)*
fo fo exp(1+ntn)(s+u) sdu = 6(1 + nt,)

olarak elde edilir. Boylece

n—1 2

nt,

(1 + nt,)?

a(n,x) = x(x + 2t,) I(l + nt,)? — 6(1 + nt,)* (4.16)

= x(x + 2t,)[(1 + nt,)? — nt,,26(1 + nt,)?]

n—1
== x(x + 2t,) (1 + nt,)*(1 — 6nt,?)

esitsizligi elde edilir. Bu ifadeler géz Oniine alinirarak (4.16) esitsizligin her

tarafinin n — oo igin limit alinirsa

a(n, x) - x?

olur. Boylece G, operatorii i¢in x € [0,1] i¢in

1 n
Gales) =~ Guley) + ( >x(1 + ) mS(2n - 2,m,x + 26,1 — x)

ifadesi geregince

Gale) = 3 () + an ) + fn0)

1+nt,

X
<
n(1 + nt,)

+ (" — 1) x(x + 26)(1 + nt,,)?

x(n — 1t,? (1 + ntn)3
1+ nt, 1+t,
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lim G, (e;) =x2
n—-oo

olarak bulunur. Bu da G, (f)(x) operatoriiniin Korovkin teoreminin kosullarini

sagladigini gosterir.
Simdi asagidaki teorem verilebilir

Teorem 4.1.9 : (t,)nen bir pozitif reel sayr dizisi f € C[0,1],x € [0,1] ve
G,:[0,1] — [0,1] operatérii igin

G, (f)(xX) = fF()| < 2w(f, 6)

dir. Burada

_ 3 2 1/2
x(n-1) (1+ntn) 2 Xz]

= =t 2

dir.

ispat: G, (f) operatorii igin

n
n

G,(f)x)—fx) =1+ ntn)‘"z f (g) (k) x(x + kt,)k1

k=0
X (1—x+m—Kt)" " = f(x)

yazilabilir. G, (eg) = 1 oldugundan

n

6N ~ @) = @+t D7 (5) () el + k)= 2+ (0 = )™

k=0

~fEA+nE)™ Y 00 () 20+ etk (1= x + (0 = Kt
k=0
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yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

G (F)(xX) = )| =

(1+nt)™ zn: f <§> (:) x(x + kt,)) *1 —x+ (n—k)t,)"k
k=0

—( ) 00 () 20+ k)K= x4 (= )"
k=0

n

(W nt)™ ) (1) G+ k61 = x + (0 = )" (f (S) - f(x)>

k=0

seklinde diizenlenebilir. Bu esitsizligi her iki tarafinin supremumu alinirsa

|G, () (x) — fF(x)]
< (1 +nt,)™" Z (Z) X+ kt, )Y (1 = x + (n — k), )" * |f (S) - f(x)|
k=0

<A +nt,)™ ZO (Z) x(x + kt,)* (1 —x + (n — k)t,)" *sup |f (%) - f(x)|

elde edilir. Siireklilik modiilii tanim1 ve bilinen temel 6zellikleri geregince de
k .
|; - xl < 4§ igin

n

6:(NE) = F@I < A+ne)™ D ()G + ke = x + (= 6" *o (. |E )

n
k=0

_nz" n ) - k|6,
= (1 + ntn) - (k) X(X + ktn)k 1(1 —-x+ (Tl - k)tn) k(l) (f, |£ - X 5_71)
< (@ +nt)™ Y (1) 2+ keI = x + (1= )" F(f, 8,)

nt kzo(k)xx t x+ (n t w
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= w(f,86,)(1 +nt,)™ Z (Z) x(x + kt))F (1 —x+ (n— k)t )"k

k=0

(15[ =)
6, In x

= (U(f; 6n)

z n
(1+nt,)™ x(x + kt)F (1 —x+ (n— k)t )"k
Z (i)

n

It Z (Z) x(x + k)1 (1 = x + (n— k)t,)"* |§ - x|]

o)
n k=0

n

1
1+—(1+nt,)™ Z (n) x(x + kt,)* 1
On e k

=
£-of)

elde edilir.Buna gore Couchy-shwarz esitsizligi geregince

= w(f, )

1—x+m-kt)"*

= w801 +6—1nGn(

Gn(f. g5 %) < [Ga(f%0)]Y2. (G (g% 0)]M?

olarak yazilabileceginden

G (f)(X) = fFOO| = w(f,6,)

LT

yazilabilir. G,[1%; x] = 1 oldugundan
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1
16r (NG = I < (80 {1+ 5 [6n () () = 2xGa(e1) () + 512

= w(f,6,) {1 + é'l

n

1+ nt,\° 2x? 21/2
x( ) - +x
1+t, 1+nt,

olarak elde edilir.Eger

n—1
I " x(x + 2t,)(1 +nt,)? +

x(n—1)
1+ nt,

2x2

8, = [nT_lx(x + 2t,)(1 + nt,)? +

1+nt, \ 1+t

x(n-1) (1+ntn)3 r

1+nty

|G, (f)(x) — f(x)] < 2w(f,5,) olur. Bu da istenilendir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Lineer pozitif operatorler teorisinde tanimlanan operatorlerdeki temel amag
operatoriin basit bir fonksiyon kullanilarak yakinsaklik 6zelliklerini ve yakinsaklik
hizint belirlemektir. Bu islemler yapilirken matematigin temel 6zelliklerinden
yararlanildig1r gibi islemlerin daha kolay yiiriitilebilmesi i¢in cesitli rekiirans
bagintilarindan faydalanilmaktadir. Bu rekiirans bagintilar1 ¢ok karmagik goriinen bir
cok islemi cok daha basit hale getirerek zaman ve sonu¢ agisindan bir ¢ok fayda
saglamaktadir.Bu tezde de Bernstein -Schurer operatorii ile Bernstein Cheney-
Sharma operatoriiniin Korovkin teoreminin sartlarin1 sagladigi gosterilmistir ve
yakinsama hizlar1 verilmistir. Bunlar yapilirken tanimlanan bir rekiirans bagintisi
kullanilmistir. Goriilmiistiir ki bu rekiirans bagintis1 islemlerde olduk¢a kolaylik
saglamaktadir.Bu sebeple bu tez bu tip rekiirans bagmtilarinin tanimlanmasi ve
kullanilmasi bakimindan kaynak olacak bir yapidadir. Amag¢ bu tip operatdrlerin
genisletilmesi ve genistilmelerde rekiirans bagintilarinin  tanimlarin  kullanim

ozelliklerinin aciklanmasina yoneliktir
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