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Bu tez caligmasi alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, caligtigimiz tez konusu ile ilgili kavramlarin tarihsel gelisiminden
bahsedildi. Ikinci boliimde, ¢alismamiz icin temel tegkil eden tanim, notasyon ve teo-
remler verildi. Uciincii boliimde, Wijsman quasi-hemen hemen yakmsakhk, Wijs-
man kuvvetli quasi-hemen hemen yakinsaklik ve Wijsman quasi-hemen hemen is-
tatistiksel yakinsaklik kavramlar1 tanimlanip bu kavramlar arasindaki iligkiler ve-
rilmigtir. Ayrica Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel Cauchy dizisi kavrami
tanimlanmig ve tanimlanan bu kavram ile Wijsman quasi-hemen hemen istatistik-
sel yakinsaklik arasindaki iligki incelenmistir. Dordiincii boliimde, Wijsman kuvvetli
quasi-invaryant yakinsaklik ve Wijsman quasi-invaryant istatistiksel yakinsaklik kav-
ramlar: tanimlanmigtir. Beginci bolimde, Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary hemen
hemen yakinsaklik ve Wijsman quasi-lacunary hemen hemen istatistiksel yakinsaklik
kavramlari tanimlanip bu kavramlar arasindaki iligkiler aragtirilmigtir. Son boliimde
ise, Wijsman quasi-lacunary invaryant yakinsaklik ve Wijsman kuvvetli quasi-
lacunary invaryant yakinsaklik kavramlar: tanimlanip, onceki boliimlerde tanimla-

nan yakinsaklik kavramlari ile iligkileri incelenmigtir.
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Anahtar Kelimeler : Hemen hemen yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik, quasi-
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ABSTRACT
Ph.D. Thesis

QUASI-INVARIANT CONVERGENCE OF
SEQUENCES OF SETS

Esra GULLE
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Ugur ULUSU

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, historical development of re-
lated notions of the thesis subject was mentioned. In the second chapter, some basic
definitions, notions and theorems related to study were given. In the third chap-
ter, the concepts of Wijsman quasi-almost convergence, Wijsman strongly quasi-
almost convergence and Wijsman quasi-almost statistically convergence were given
and the relationships between them were examined. Also, the concept of Wijsman
quasi-almost statistically Cauchy sequence was defined and the relationship between
this concept and Wijsman quasi-almost statistically convergence was studied. In
the fourth chapter, concepts of Wijsman strongly quasi-invariant convergence and
Wijsman quasi-invariant statistically convergence were defined. In the fifth chap-
ter, the relationship between Wijsman strongly g-quasi lacunary almost convergence
and Wijsman quasi-lacunary almost statistically convergence was analysed. In the
final chapter, the concepts of Wijsman quasi-lacunary invariant convergence and
Wijsman strongly quasi-lacunary invariant convergence were defined, also the rela-
tionships between these concepts and notions which given in previous chapter were

examined.
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SIMGELER DiZINI

Simgeler

(k) Reel say1 dizisi

st — limx x = (xy) dizisinin istatistiksel limiti

0 ={k.} Lacunary dizisi

Sp —limx x = (xy) dizisinin lacunary istatistiksel limiti

loo Tum simirh reel say1 dizileri sinifi

(X, p) Metrik uzay

{A;} Kiime dizisi

Lo Tim smirh kiime dizileri sinifi

W —lim Ay {Ay} dizisinin Wijsman limiti

st — limyy A {A} dizisinin Wijsman istatistiksel limiti

WV, —lim Ay {A)} dizisinin Wijsman invaryant limiti

S, — lim yw Ay {A} dizisinin Wijsman invaryant istatistiksel limiti
WQF — lim Ay, {A}} dizisinin Wijsman quasi-hemen hemen limiti

WQFS — lim Ay,
WQS, — lim Ay
(WQV,] — lim Ay
(WQFS)o

(WQF]§ — lim Ay

WQV,e — lim Ay
(WQV,9] — lim Ay

{A} dizisinin Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel limiti
{A} dizisinin Wijsman quasi-invaryant istatistiksel limiti
{Ay} dizisinin Wijsman kuvvetli quasi-invaryant limiti
Wijsman quasi-lacunary hemen hemen istatistiksel yakinsak
kiime dizileri uzay1

{A} dizisinin Wijsman kuvvetli ¢-quasi lacunary

hemen hemen limiti

{A} dizisinin Wijsman quasi-lacunary invaryant limiti

{A} dizisinin Wijsman kuvvetli quasi-lacunary invaryant limiti




1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami, analiz ve fonksiyonel analiz alaninin temelini olugturan en
onemli kavramdir. Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ve temeli pozitif
tamsayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami
ise toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde biiyiik 6neme sahiptir. Istatistik-
sel yakinsaklik konusu sayilar teorisi, trigonometrik seriler, toplanabilme ve son
yillarda lokal konveks uzaylar ve kuvvetli integral toplanabilme gibi bir¢cok alanda
farkli adlar altinda calisilmigtir. 1951 de Fast in istatistiksel yakinsaklik kavramini
tanimlamasindan bu yana bu kavramin uygulamalar: ve istatistiksel Cauchy dizisi
kavramlar1 gibi birkag genellegtirmesi ile ilgili caliymalar Buck (1953), Schoenberg
(1959), Maddox (1970), Salat (1980), Fridy (1985, 1993), Connor (1989), Fridy
ve Orhan (1997), Nuray ve Ruckle (2000) ve daha birgok aragtirmaci tarafindan
yapilmigtir.

Freedman, Sember ve Raphael (1978) yaptiklari bir ¢alismada 6 lacunary dizisi
yardimiyla tanimlanan Ny kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzayi ile | AC| kuvvetli

hemen hemen yakinsak dizi uzay1 arasindaki iligkileri incelemislerdir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ile Cesaro toplanabilirlik, kuvvetli Cesaro toplana-
bilirlik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik kavramlar1 arasindaki iligkileri Connor

1988 de yaptig bir caligmada vermistir.

Toplanabilme alaninda onemli yer tutan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami
Fridy ve Orhan tarafindan 1993 te tamimlanmigtir. Fridy ve Orhan (1993) bu
calismalarinda; bagta istatistiksel yakinsaklik kavrami olmak tizere diger toplana-
bilme metodlar: ile lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkileri

incelemislerdir.

Hemen hemen yakinsaklik kavrami Banach limitleri yardimiyla Lorentz tarafindan
1948 te verilmigtir. Maddox (1978) yaptig bir cahismada ise kuvvetli hemen-hemen
yakinsaklik kavramini tanimlamigtir. Daha sonra bu kavramin diger toplanabilme
metodlarina genigletilmesi King (1966), Das ve Mishra (1983) ve daha bir ¢ok

aragtirmaci tarafindan verilmistir.



Tnvaryant yakinsaklik son altmig yilda bircok arastirmaci tarafindan caligilmigtir.
1932 de Banach tarafindan yapilan ¢caligmada bu konunun temelleri verilmistir. Irak-
sak seriler tizerine ¢aligirken Lorentz (1948) ve Hardy (1949) tarafindan da invaryant
yakinsaklik kavrami {izerine calismalar yapilmistir. Invaryant yakmsaklhk tizerine
Raimi (1963), Bell (1929), Schaefer (1972), Savag (1989), Savas ve Nuray (1993),
Mursaleen (1979, 1983), Ahmad, Mursaleen ve Khan (1994), Boss ve Seydell (1999),

Mursaleen ve Edely (2009) ve daha birgok aragtirmaci galigmalar yapmistir.

Hajdukovi¢ 2002 de normlu bir uzayda Banach limitleri yardimiyla quasi-hemen
hemen yakinsaklik kavramini tanimlamig ve bu kavram ile baz toplanabilme metod-
lar1 arasindaki iligkileri incelemigtir. Normlu uzaylarda quasi-invaryant ve quasi-
invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 Nuray (2014) tarafindan tanmimlan-

migtir.

Kiime dizileri i¢in yakinsaklik kavrami ise daha cok 1980 li yillarda arastirmalara
konu olmaya baglamig ve bu konudaki ¢aligmalar bagta Beer (1985,1989,1994) ol-
mak tizere; Wijsman (1964,1966), Lucchetti (1985), Baronti ve Papini (1986) ve
diger bir¢ok aragtirmaci tarafindan yapilmigtir. Aragtirmacilar tarafindan yapilan
bu calismalarda kiime dizileri i¢in verilen yakinsaklik kavramlarindan en yaygin
olarak kullanilanlardan birkag tanesi; "Hausdorff yakinsakhk (H)”, ”Kuratowski
yakinsaklik (K)” ve ”Wijsman yakinsaklik (W)” tir. Bu yakinsaklik tiplerinden (K)
ve (H) uzun zaman o6nce aragtirmacilar tarafindan ¢ahsilmigtir. (W) yakimsaklik
icin Wijsman (1964,1966), Lechicki ve Levi (1987) ve Beer (1994) baz ¢aligmalar
yapmuiglardir. Baronti ve Papini (1986) yaptiklar1 bir galigma ile kiime dizileri igin

(K), (H) ve (W) yakinsaklik arasindaki iligkileri gostermislerdir.

Kiime dizileri icin Wijsman istatistiksel yakinsaklik, Kuratowski istatistiksel yakinsak-
lik ve Hausdorff istatistiksel yakinsaklik kavramlari 2012 de Nuray ve Rhoades
tarafindan yapilan bir caligmada tanimlanmig ve bu kavramlar arasindaki iligkilerden
bahsedilmigtir. Ayrica Nuray ve Rhoades (2012) bu ¢alismalarinda kiime dizilerinin

toplanabilirligini de incelemiglerdir.



Bu caligmadaki temel amacimiz, daha once say1 dizileri i¢in caligilmig olan quasi-
hemen hemen ve quasi-invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlarimi kiime dizile-
rine genellegtirmektir. Bu baglamda, kiime dizileri i¢in daha once verilmis olan
yakinsaklik tanmimlarini, bu yakinsakliklarin kendilerine 6zgii 6zelliklerini ve bun-
lar arasindaki iligkileri yeniden ele alarak, kiime dizileri i¢in Wijsman quasi-hemen
hemen yakinsaklik, Wijsman quasi-invaryant istatistiksel yakinsaklik, Wijsman kuv-
vetli quasi-lacunary hemen hemen yakinsaklik ve Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary
invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlarini tanitmak ve bu kavramlar arasindaki

iligkileri veren teoremleri ispatlamak amaclanmaktadir.

Bu tez ¢aligmasimin ikinci béliimiinde (temel kavramlar kisminda), matematik ala-
ninda 6nemli ve bu caligma igin gerekli olan bazi1 temel kavramlara, teoremlere ve

bunlarla ilgili baz ozelliklere yer verildi.

Uciineii boliimde, kiime dizileri icin Wijsman quasi-hemen hemen yakinsaklik kav-
ramlar: tanimlanarak orneklendirildi. Daha sonra tanimlanan bu kavramlar ile temel
kavramlar boliimiinde verilen bazi kavramlar arasindaki iligkileri gosteren teoremler
ve Wijsman kuvvetli ¢g-quasi hemen hemen yakinsaklik ile Wijsman quasi-hemen
hemen istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 arasindaki iligkiyi gosteren teorem is-
pat edildi. Ayrica Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel Cauchy dizisi kavrami
tanimlanip, bu kavram ile yeni tanimlanan kavramlar arasindaki iligkiyi gosteren

teorem verildi.

Doérdiincti boliimde, kiime dizilerinin (Wijsman anlaminda) quasi-invaryant yakisak-
lik kavramlari ve quasi-invaryant istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlandi. Daha
sonra tanimlanan bu kavramlar ile temel kavramlar boliimiinde verilen bazi kavram-
lar arasindaki iligkileri gosteren teoremler ve Wijsman kuvvetli ¢-quasi invaryant
yakinsaklik ile Wijsman quasi-invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlar: arasindaki

iligkiyi gosteren teorem ispat edildi.

Besinci boliimde, kiime dizileri i¢cin Wijsman quasi-lacunary hemen hemen yakinsaklik

kavramlar: tanimlanarak orneklendirildi.



Daha sonra tanimlanan bu kavramlar ile temel kavramlar boliimiinde tanitilan bazi
kavramlar arasindaki iligkileri gosteren teoremler ve Wijsman kuvvetli ¢-quasi la-
cunary hemen hemen yakinsaklik ile Wijsman quasi-lacunary hemen hemen istatis-
tiksel yakinsaklik kavramlar: arasindaki iligkiyi gosteren teorem incelendi. Aym
zamanda tanimlanan bu kavramlar ile onceki bolimlerde tanitilan bazi kavramlar

arasindaki iligkileri gosteren teoremler verildi.

Altinc1 boliimde ise, kiime dizileri i¢in Wijsman quasi-lacunary invaryant yakinsaklik
kavramlar1 ve Wijsman quasi-lacunary invaryant istatistiksel yakinsaklik kavrami
tanimlanarak bu kavramlar ile onceki boliimlerde tanitilan bazi kavramlar arasindaki
iligkileri gosteren teoremler ispat edildi. Daha sonra tamimlanan bu kavramlar ile
temel kavramlar boliimiinde tanitilan bazi kavramlar arasindaki iligkileri gosteren
teoremler ve Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary hemen hemen yakinsaklik ile
Wijsman quasi-lacunary hemen hemen istatistiksel yakinsaklik kavramlar: arasindaki

iligkiyi gosteren teorem incelendi.

Son olarak, tez icin temel kaynak olarak kullandigimiz kitap, makale ve tezler kay-

naklar kisminda verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde, sonraki boliimlere temel tegkil edecek bazi bilgiler verilmistir.

2.1 Yakinsaklik

Tanim 2.1.1 Tamm kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir

(Balc1 2006).

Tanim 2.1.2 Her n € Nigin |s,| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayis: varsa
(sp) dizisine smirh dizi denir (Balct 2006).

Tanim 2.1.3 (s,) bir reel say1 dizisi ve s € R olsun. Her ¢ > 0 i¢in n > ng
oldugunda |s,, — s| < e olacak gekilde € na bagl bir ng sayis1 bulunabiliyorsa (s,)

dizisi s ye yakimsaktir denir (Balc1 2006).
Tanmim 2.1.4 (zy) bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in

lim l‘{kgn:]:ck—L\za}‘:0

n—oo 1

ise, (xy) dizisi L sayisina istatistiksel yakimsaktir denir ve
st —limz =L
bigiminde gosterilir (Fast 1951).

Tanim 2.1.5 (z) dizisi i¢in

1
ti 52 o= 1) =0
olacak sekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina Cesaro toplanabilirdir denir

(Volkov 2001).

Tanim 2.1.6 (zy) dizisi i¢in

n

. 1
Jm =D e —LI=0

k=1
olacak sekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilirdir

denir (Freedman et al. 1978).



Tanim 2.1.7 (zy) bir dizi ve 0 < p < 0o olsun. Eger

1 n
lim - L=
Ji 2 b — LI =0
olacak gekilde bir L sayis1 varsa, (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabi-

lirdir denir (Connor 1988).
Tanim 2.1.8 (zy) dizisi i¢in

o1
lim —
n—oo M

Y =L (i=1,23,.. e gore diizgiin)
k=1

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, (xy) dizisi L sayisina hemen hemen yakinsaktir

denir (Lorentz 1948).
Tanim 2.1.9 (zy) dizisi i¢in
1
lim — Z |z — Ll =0  (i=1,2,3,... e gore diizgiin)

olacak sekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina kuvvetli hemen hemen yakinsaktir

denir (Freedman et al. 1978).

Tanim 2.1.10 (zy) dizisi i¢in, 0 < p < oo olmak iizere

1 n
lim — g |z — LIP =0 (i=1,2,3,... e gore dizgiin)
n
k=1

n—00

olacak sekilde bir L sayisi varsa, (zy) dizisi L sayisina kuvvetli p-hemen hemen

yakinsaktir denir.
Tanim 2.1.11 (=) dizisi i¢in, ¢ ye gore diizgiin olarak

1
lim —|{k <n:|og — L >} =0

n—oo M
olacak gekilde bir L sayisi varsa, (zy) dizisi L sayisima hemen hemen istatistiksel

yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.12 0 = {k,} dizisi, kg = 0 ve r — oo iken h, = k, — k,_; — 00 olacak
bigimde negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi ise, 8 = {k,} dizisine lacunary

dizisi denir. Ayrica
Ky
kr—l

Ir = (krfla k?"] ve qr =

olarak belirtilir (Freedman et al. 1978).



Tanim 2.1.13 6 = {k,} bir lacunary dizisi olmak tizere, (zj) dizisi i¢in

o1
lim — E v =1L
r—00 r
kel

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, (xy) dizisi L sayisina lacunary toplanabilirdir denir

(Mursaleen and Alotaibi 2011).

Tanim 2.1.14 6 = {k,.} bir lacunary dizisi olmak {izere, (zy) dizisi i¢in

.1
Jim 5D fo = £]=0

kel,
olacak gekilde bir L sayisi varsa, (zj) dizisi L sayisina kuvvetli lacunary topla-

nabilirdir denir (Freedman et al. 1978).

Tanim 2.1.15 6 = {k,.} bir lacunary dizisi olmak tizere, (z;) dizisi i¢in

At
Jim o= > foe = LI =0

" kel,

olacak sekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p-lacunary topla-

nabilirdir denir (Freedman et al. 1978).

uzere

1
lim h—|{/~c €l |y —L|>e}| =0

r—00
olacak sekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir
denir ve

Sp—limx =L veya 1z — L(Sp)

bigiminde gosterilir (Fridy and Orhan 1993).

Tanim 2.1.17 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. (xy) dizisi i¢in, i ye gore diizgiin

olarak

olacak sgekilde bir L sayisi varsa, (zj) dizisi L sayisina lacunary hemen hemen

yakinsaktir denir (Nuray 1997).



Tanim 2.1.18 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. (x) dizisi i¢in, ¢ ye gore diizgiin
olarak

1
lim —Z|xk+i—L|:O
kel

T—00 h?"

olacak sekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina lacunary kuvvetli hemen

hemen yakinsaktir denir (Das and Mishra 1983).

Tamim 2.1.19 6 = {k,.} bir lacunary dizisi ve 0 < p < oo olsun. (zy) dizisi i¢in, i

ye gore diizgiin olarak

.1
lim i Z |zprs — LIP =0

r—00
kel

olacak gekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina lacunary kuvvetli p-hemen

hemen yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.20 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. (x) dizisi i¢in, ¢ ye gore diizgiin
olarak

1
lim h—’{k €L :|zei — L >e} =0

r—00
olacak gekilde bir L sayis1 varsa, (xy) dizisi L sayisina lacunary hemen hemen is-

tatistiksel yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.21 ¢ : N — N dontsimi her m,n pozitif tam sayilari icgin
o"(m) # m olacak sekilde birebir bir doniigiim olsun. Strekli bir ¢ : /. — R
lineer fonksiyoneline agagidaki ozellikleri saglamasi halinde invaryant limit veya

o-limit denir.

(I1) Her n igin (z,,) > 0 sartim saglayan (z,) dizisi i¢in ¢(x) > 0,
(I12) e=(1,1,...) olmak iizere, ¢(e) = 1,

(I3) Her € ly i¢in ¢(x(m)) = ¢(x) (Schaefer 1972).

o déntigiimii, o(m) = m+1 olarak alindiginda o-limit genellikle Banach limiti olarak
adlandirihir.  Ayrica o-yakinsak diziler uzay: ¢ tizerindeki limit fonksiyonelinin bir

geniglemesidir, yani « € ¢ i¢in ¢(x) = lim x olur.



Tanim 2.1.22 (z}) dizisi i¢in, m ye gore diizgiin olarak

1 n
hm — Zxak(m) =L
k=1

n—oo N

olacak sekilde bir L sayisi varsa, () dizisi L sayisina invaryant yakimsaktir denir

(Schaefer 1972).

Tanim 2.1.23 (z}) dizisi i¢in, m ye gore diizgiin olarak

olacak gekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina kuvvetli invaryant yakinsaktir

denir (Mursaleen 1983).

Tanmim 2.1.24 (x;) bir dizi ve 0 < p < 0o olsun. Eger m ye gore diizgiin olarak

olacak sekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p-invaryant yakinsaktir

denir (Mursaleen and Edely 2009).
Tanim 2.1.25 () bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in, m ye gore diizgiin olarak
1
lim—{k <n: —L| > =0
1 n|{ <1 [Tk | > e}

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, () dizisi L sayisina invaryant istatistiksel yakinsaktir

denir (Savas and Nuray 1993).

Tanim 2.1.26 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. (xy) dizisi i¢in, m ye gore diizgiin
olarak
) 1
Y D o = L
kel

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, (xy) dizisi L sayisina lacunary invaryant yakimsaktir

denir (Nuray 1997).

Tanim 2.1.27 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. (xy) dizisi i¢in, m ye gore diizgiin
olarak

1
hIIl -— Z |1’0k(m) — L| =0

r—00 h’/‘
kel
olacak gekilde bir L sayisi varsa, (xy) dizisi L sayisina kuvvetli lacunary invaryant

yakinsaktir denir (Savag 1990).



Tanim 2.1.28 ¢ = {k,} bir lacunary dizisi ve 0 < p < oo olsun. (x) dizisi i¢in, m
ye gore diizgiin olarak

1
lim — Z | T my — LIP =0
kel

r—00 h’r
olacak gekilde bir L sayisi varsa, (z) dizisi L sayisina kuvvetli p-lacunary invaryant

yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.29 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. (x) dizisi ve € > 0 i¢in, m ye

gore diizglin olarak

1
lim h—|{k €L |Torgmy — L] > €} =0

700
olacak sekilde bir L sayisi varsa, (z) dizisi L sayisina lacunary invaryant istatistiksel

yakinsaktir denir (Savag and Nuray 1993).

Tanim 2.1.30 Herhangi bir (zj) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu
bir kiime diginda biitiin & lar igin saghyorsa, (zy) dizisi hemen hemen her £ igin P

ozelligini sagliyor denir ve h.h.k bi¢ciminde gosterilir.
2.2 Kiime Dizileri
Tanmim 2.2.1 X bostan farkli bir kiime ve

p: X xX—=>R

bir fonksiyon olsun. Her z,y, z € X icin
(M1) p(z,y) =0 =z =y,
(M2) p(z,y) = ply, ),
(M3) p(x, 2) < p(x,y) + p(y, z)
sartlar1 saglanirsa, p fonksiyonuna X tizerinde metrik fonksiyonu ve (X, p) ikilisine

de metrik uzay denir (Maddox 1970).

Tanim 2.2.2 X bostan farkh bir kiime olmak tizere, f : N — P(X) seklinde tanimh
fonksiyon Vk € N i¢in P(X) de bir

f(k) = Ay € P(X)

kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun deger kiimesini olugturan A;, As, As, ... kiime-

lerinin olusturdugu diziye kiime dizisi denir.
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Tanim 2.2.3 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir z € X noktas1 ve bostan
farkli herhangi bir A C X kiimesi i¢in, x noktasi ile A kiimesi arasindaki uzaklik

d(x,A) = inf p(z,a)

acA

bigiminde tanimlanir (Nuray and Rhoades 2012).

Tanim 2.2.4 (X, p) bir metrik uzay ve A kiimeleri X in bogtan farkh altkiimeleri
olsun. Her bir z € X i¢in

s%p {d(z,Ay)} <

oluyorsa, {Ax} dizisi simirhdir denir (Nuray and Rhoades 2012).
Tiim simirh kiime dizilerinin sinifi L, ile gosterilir.

Tanim 2.2.5 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ax, X in bogtan farkli kapali altkiimeleri
olsun. Her bir z € X i¢in

lim d(x, Ay) = d(z, A)

k—o00
oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman yakinsaktir denir ve Ay % A veya

W —lim A, = A ile gosterilir (Baronti and Papini 1986).

Tanim 2.2.6 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkli kapal altkiimeleri

olsun. Her € > 0 ve her bir z € X i¢in

lim l|{l€ <n:l|d(z,Ax) —d(z,A)| >} =0

n—oo N,

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakimsaktir denir ve

st — lim y Ar, = A ile gosterilir (Nuray and Rhoades 2012).

Tanim 2.2.7 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkli kapal altkiimeleri

olsun. Her bir x € X i¢in

o1
lim —
n—oo N

> d(x, Ay) = d(x, A)

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman Cesaro toplanabilirdir denir (Nuray and

Rhoades 2012).
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Tanim 2.2.8 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkli kapali altkiimeleri

olsun. Her bir z € X i¢in
R
Jim -~ 221 |d(z, Ay) — d(z, A)| =0

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir

(Nuray and Rhoades 2012).

Tanim 2.2.9 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkli kapali altkiimeleri

olsun. 0 < p < oo olmak tizere, her bir x € X icin
IR
Jim 23 ldle, A = diz AP = 0

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir

(Nuray and Rhoades 2012).

Tanim 2.2.10 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkh kapal altkiimeleri

olsun. Her bir x € X i¢in, 7 ye gore diizglin olarak

n—oo 1,

1 n
lim — Zd(m, Apyi) = d(z, A)
k=1

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen yakinsaktir denir

(Nuray and Rhoades 2012).

Tanim 2.2.11 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkh kapali altktimeleri

olsun. Her bir x € X igin, ¢ ye gore diizglin olarak

) 1
lim —
n—oo N,

k=1

oluyorsa, {A} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir

(Nuray and Rhoades 2012).

Tanim 2.2.12 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ax, X in bostan farkl kapal altkiimeleri

olsun. 0 < p < oo olmak iizere her bir z € X igin,
lim — Z |d(z, Agyi) —d(xz, A)P =0 (i=1,2,3,... e gore diizgiin)

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-hemen hemen yakimsaktir

denir (Nuray and Rhoades 2012).
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Tanim 2.2.13 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farklh kapal altkiimeleri

olsun. Her € > 0 ve her bir x € X icin, ¢ ye gore diizglin olarak

1
lim ~|{k < n:|d(z, Api) — d(z, A)] > €} =0

n—oo M
oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsaktir

denir (Nuray and Rhoades 2012).

Tanim 2.2.14 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkh kapali altktimeleri
olsun. 6 = {k,} bir lacunary dizisi olmak tizere, her bir x € X igin
.1
TILI?O h_’r Z d(xz, Ay) = d(z, A)
kel
oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary toplanabilirdir denir (Ulusu and

Nuray 2012).

Tanim 2.2.15 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkl kapal altkiimeleri
olsun. 6 = {k,} bir lacunary dizisi olmak iizere, her bir z € X igin

’ 1

" kel,
oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir

(Ulusu and Nuray 2012).

Tanim 2.2.16 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ax, X in bostan farkl kapal altkiimeleri

olsun. 6 = {k,} bir lacunary dizisi ve 0 < p < oo olmak fizere, her bir x € X i¢in

1
lim — 3 [d(z, Ay) — d(z, A =0
TLTohT];| (2, Ay) — d(x, A)|

oluyorsa, {A} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-lacunary toplanabilirdir denir

(Ulusu 2013).

Tanim 2.2.17 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkh kapal altkiimeleri
olsun. # = {k,} bir lacunary dizisi olmak tizere, her bir z € X i¢in, i ye gore diizgiin
olarak

1
lim =Y d(, Ag) = d(x, A)

" kel,

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen yakinsaktir denir

(Ulusu 2013).
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Tanim 2.2.18 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkl kapal altkiimeleri
olsun. 6 = {k,} bir lacunary dizisi olmak tizere, her bir z € X i¢in, i ye gore diizgiin

olarak

.1
Thj& I Z |d(z, Ap+i) — d(z, A)| =0

" kel

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary kuvvetli hemen hemen yakinsak-

tir denir (Ulusu 2013).

Tanim 2.2.19 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ax, X in bostan farkl kapal altkiimeleri
olsun. 6 = {k,.} bir lacunary dizisi ve 0 < p < oo olmak fiizere, her bir x € X i¢in,
1 ye gore diizgiin olarak

1
lmWZEJﬂLAHQ—ﬂLMF:O

r—00
kel

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary kuvvetli p-hemen hemen yakin-

saktir denir (Ulusu 2013).

Tanim 2.2.20 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkh kapal altkiimeleri
olsun. 6 = {k,} bir lacunary dizisi, her £ > 0 ve her bir z € X i¢in, 7 ye gore diizgiin
olarak

lim —
oo b

T

{kebﬁﬂ%AHﬁ—ﬂ%Aﬂzsﬂzo
oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel yakin-

saktir denir (Ulusu and Nuray 2012).

Tanim 2.2.21 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ax, X in bostan farkl kapal altkiimeleri

olsun. Her bir z € X i¢in, m ye gore diizgiin olarak
1 n
ﬁﬁﬁ;;ﬂ%AﬁmQ:ﬂmA)

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman invaryant yakimsaktir denir ve
Ag TV A veya WV, — lim Ay = A bigiminde gosterilir (Pancaroglu and Nuray
2013).

Tanim 2.2.22 (X p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farklh kapal altkiimeleri

olsun. Her bir x € X i¢in, m ye gore diizglin olarak

o1
lim —
n—oo N,

Z |d(xaAok(m)) - d(I7A)| =0
k=1
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oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli invaryant yakinsaktir denir ve
Ay WYl 4 veya [WV,] —lim Ay, = A bigiminde gosterilir (Pancaroglu and Nuray

2013).

Tanim 2.2.23 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bosgtan farkh kapali altktimeleri
olsun. 0 < p < oo olmak tizere, her bir x € X i¢in, m ye gore diizgiin olarak

lim — Z |d(x, Agk () — d(z, A)[P =0

n—oo M

oluyorsa, { A} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-invaryant yakinsaktir denir ve
WVol,

Ay —" A veya [WV, J, — lim Ay = A bigiminde gosterilir (Pancaroglu 2014).
Tanim 2.2.24 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farklh kapal altkiimeleri
olsun. Her € > 0 ve her bir z € X icin, m ye gore diizgiin olarak

1
lim —{k < n:ld(z, Askm)) — d(z, A)] > €} =0

n—oo M

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman invaryant istatistiksel yakimsaktir denir
ve Sy, — limy Ay = A veya Ay, — A(WS,) bigiminde gosterilir (Pancaroglu and
Nuray 2013).

Tanim 2.2.25 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkh kapali altktimeleri
olsun. # = {k,} bir lacunary dizisi olmak {izere, her bir x € X i¢in, m ye gore diizgiin
olarak

rlgrolo Z d(x, Agk(m)) = d(x, A)

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary invaryant yakinsaktir denir

(Pancaroglu 2014).

Tanim 2.2.26 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkh kapali altktimeleri
olsun. 6 = {k,} bir lacunary dizisi olmak iizere, her bir x € X i¢in, m ye gore diizgiin
olarak

Jim o~ ; |d (2, Agk(my) — d(z, A)| =0

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakinsak-

tir denir (Pancaroglu 2014).
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Tanim 2.2.27 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farklh kapal altkiimeleri
olsun. 6 = {k.} bir lacunary dizisi ve 0 < p < oo olmak tizere, her bir x € X i¢in,
m ye gore diizgiin olarak

lim — > |d(z, Agr(my) — d(z, A)[? =0

1
r—00 hr
kel

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli lacunary p-invaryant yakin-

saktir denir (Pancaroglu 2014).

Tanim 2.2.28 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkh kapal altkiimeleri
olsun. 6 = {k,} bir lacunary dizisi, her £ > 0 ve her bir x € X i¢in, m ye gore diizgiin
olarak

b
v

r

{k € L |d(z, Agigy) — d(z, 4)] 2 £} = 0

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary invaryant istatistiksel yakin-

saktir denir (Pancaroglu 2014).
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3. KUME DIZILERININ QUASI-HEMEN HEMEN
YAKINSAKLIGI

Tanmim 3.1 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ai, X in bostan farkl kapal altkiimeleri

olsun. Eger her bir z € X icin n ye gore diizgiin olarak

1np+p—1
lim |- dy(Ap) — dy(A)| = 0
Jim |- kznp (Ar) — du(4)

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen yakinsaktir denir ve
WQF —lim Ay, = A veya Ay ~% A
bi¢iminde gosterilir.

Burada, d,(Ax) = d(x, Ag) ve d.(A) = d(z,A) olarak kullanilmigtir ve bundan

sonrada bu gosterimler kullanilacaktir.

Ornek 3.2 X = R olmak iizere {Ax} dizisini agagidaki sekilde tanimlayalim:

{1} , k>1vek tam kare ise,
Ak =

{0} , diger durumlarda.

Burada, her x € X i¢in n ye gore diizgiin olarak
1 np+p—1
lim = ) dy(Ay) = do({0})| =0

p—o0 | D P

oldugundan { A} dizisi A = {0} kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen yakinsaktir.

Ancak bu dizi Wijsman yakinsak degildir.

Teorem 3.3 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen yakinsak ise, {Ax}

dizisi A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen yakinsaktir.
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ispat: {A} dizisinin A kiimesine Wijsman hemen hemen yakinsak oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, her bir x € X ve her € > 0 icin bir py > 0 sayis1 vardir oyle

ki her p > py ve her m igin

121
‘_ Zd:v<Ak+m> - dm<A)‘ <€
p k=0

dur. Burada m = np olarak alinirsa

np+p—1

LY ) - du(4)

k=np

p—1

Z d:c(Ak:-HLP) - dz(A)

1
P

<€

elde edilir. ¢ > 0 keyfi oldugundan p — oo icin limit alinirsa, n ye gore diizgiin

olarak
1 np+p—1

LY (A~ da(4)

lim =0
p—00

k=np

bulunur. O halde {A;} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen yakinsaktir.

Teorem 3.4 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen yakinsak ise,

{Ay} dizisi A kiimesine Wijsman Cesaro toplanabilirdir.

Ispat: {A,} dizisinin A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen yakimsak oldugunu
kabul edelim. Bu durumda, her bir z € X ve her € > 0 i¢in bir py > 0 sayis1 vardir
oyle ki her p > py ve her n i¢in

np+p—1

Y i) - ()

k=np

<€

dur. Ozel olarak n = 0 icin de bu esitsizlik gecerli olacagmdan

124
=Y do(Ar) — do(A)| <€
p k=0

elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan p — oo i¢in limit alinirsa

p—1

1
lim = 5 dy(Ay) = dy(A
pﬁm; (Ar) = du(4)

elde edilir. Bu ise {Ay} dizisinin A kiimesine Wijsman Cesaro toplanabilir oldugunu

gosterir. [ |
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Tanim 3.5 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bogtan farkh kapali altkiimeleri
olsun. Eger her bir z € X ve her € > 0 i¢in n ye gore diizgiin olarak

o1
lim —
p—o0 P

(k< [de(Akny) = du(4)] 2 2}| =0,
yani, her n ve hemen hemen her £ i¢in
|dm(Ak+np) - dw(A)| <é

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel yakinsaktir

denir ve

WQFS —lim Ay = A veya Ay WRES 4

bigiminde gosterilir.

Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel yakinsak kiime dizilerinin uzay,
1

WOFs = {4} : lim 2k < | (Ausm) - ()] 2 2} = 0]

ile gosterilecektir.

Teorem 3.6 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsak

ise, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: {A} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsak olsun.
Bu durumda, § > 0 verildiginde her bir z € X ve her € > 0 i¢in bir py > 0 sayist

vardir oyle ki her p > pg ve her 7 icin

1

2-9]{/{ < p o |do(Apsi) — do(A)] > g}‘ <4
dir. Burada i = np olarak alinirsa

1
5\{/@ < pt dy(Apny) — do(A)] > g}‘ <6

elde edilir. 6 > 0 keyfi oldugundan, n ye gore diizgiin olarak

o1
pli)nolog‘{k < p i |de(Apgnp) — do(A)| > €} =0
dir. Bu ise A WRES 4 oldugunu gosterir. [ |
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Tanim 3.7 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bogtan farkhl kapal altkiimeleri

olsun. Eger her bir z € X i¢in n ye gore diizgiin olarak

np+p—1
1

lim — Y |da(Ag) — dy(A)| =0
p—)oop fmmp

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli quasi-hemen hemen yakimsaktir
denir ve

(WQF] — lim Ay, = A veya A, %) A

bi¢iminde gosterilir.

Tanim 3.8 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bosgtan farkh kapali altkiimeleri

olsun. 0 < ¢ < oo olmak iizere, eger her bir x € X igin n ye gore diizgiin olarak

np+p—1
1

. & . q:
D k;p |da(Ar) — du(A)]" =0 (3.1)

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi hemen hemen yakimsaktir

denir ve

(WQF)® —lim Ay, = A veya A, 25" A

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 3.9 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkl kapali altkiimeleri

ve 0 < ¢ < oo olmak tizere her bir z € X icin agagidaki onermeler saglanir:

i. {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi hemen hemen yakinsak ise,

{Ay} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel yakinsaktir.

ii. {Ar} € Lo ve A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel yakisak

ise, { Ay } dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi hemen hemen yakinsaktir.

Ispat: i. {A;} dizisinin A kiimesine Wijsman kuvvetli ¢-quasi hemen hemen

yakinsak oldugunu kabul edelim. Her bir z € X, her € > 0 ve her n icin

np+p—1

S [do(Aw) — do(A))7 > e

k=np

(k< d(Aim) — du(D) 26} (32)
esitsizligi saglanir.
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1
(3.2) esitsizliginin her iki tarafi — ile ¢arpilir ve p — oo igin limit alinirsa
p

1np+p—1 1
lim — A (A) — dy(A)]T > 29 1 —‘k< (A ) — do(A)] > ’
pg{}op k;p| (Ag) ( )‘ _5pglolop{ <p:| (k+P) ( )|_5}

1
0> ¢ lim —‘{k < p dy(Apny) — do(A)] > 5}’

p—00 p

elde edilir. O halde n ye gore diizgiin olarak

lim 1‘{k <D 1de(Apiny) — de(4)] > £} =0

p—0o0 p

. S y .
dir. Bu ise Ay WQES 4 oldugunu gosterir.
ii. {A} dizisi smurh ve A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel

yakinsak olsun. {A;} dizisi simrli oldugundan her bir z € X igin
sup{d,(Ap)} + do(A) = M
k

olacak gekilde bir 0 < M < oo sayis1 vardir. Ayrica, {Ag} dizisi A kiimesine
Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel yakinsak oldugundan, her bir x € X ve
her € > 0 i¢in bir N. € N sayis1 vardir 6yle ki her p > N, ve her n icin

€
204

1'{’“ < |de(Apsnp) — de(A)] 2 G)l/q} )

p

dur. Simdi

Ip = {k < p i |de(Apgnp) — do(A)| > <§>1/q}

kiimesini alalim. Bu durumda her bir x € X ve her n i¢in

np+p—1
l Z ’dx(Ak) - div(A)‘q - %( Z |d(Aksnp) — dz(A)]?

p k<p
kET,

+ 57 1 (Apny) — dx<A>|q>

k<p
k¢Ty

k=np

elde edilir. O halde A4, 25" A dir. n
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Teorem 3.10 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi hemen hemen

yakinsak ise, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli ¢g-Cesaro toplanabilirdir.

Ispat: {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi hemen hemen yakinsak
olsun. Bu durumda (3.1) ifadesi 6zel olarak n = 0 igin de gegerli olacagindan, her

bir z € X i¢in
p—1

1
lim ~ Y |d.(Ay) — d.(A)|" =
Jim =D [du(A) = do(A)" =0
k=0
elde edilir. Boylece {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-Cesaro toplana-

bilirdir. [ |

Teorem 3.11 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi hemen hemen

yakinsak ise, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

ispat: {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi hemen hemen yakimsak
olsun. Bu durumda Teorem 3.10 geregince { A} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli

g-Cesaro toplanabilirdir. Her bir x € X ve her € > 0 i¢in

—

bS]

|do(Ag) — du(A)]" > &9

0

(h<pild(A) - d(A) ze}|  (33)

e
I

1
esitsizligi saglanir. (3.3) esitsizliginin her iki tarafi — ile ¢arpilir ve p — oo igin limit
p

alindiginda egitsizligin sol tarafi kabuliimiizden dolay1 0 a esit olacaktir. Dolayisiyla

lim = [{k < p |du(Ay) — do(A)] = €} = 0

p—0o0 p

olup istenilen elde edilir. [ |
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3.1 Quasi-Hemen Hemen Istatistiksel Cauchy Dizisi

Tanim 3.1.1 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bogtan farkli kapah altkiimeleri

olsun. Eger her bir z € X ve her € > 0 i¢in n ye gore diizgiin olarak

1
tim = [{k < p s [du(Agsny) — dolAv)| > 2} =0,

pP—o0 p

yani, her n ve hemen hemen her k igin
|du(Aksnp) — du(AN)| <€

olacak bi¢imde bir N > 0 sayis1 varsa, {A;} dizisine Wijsman quasi-hemen hemen

istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.1.2 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bogtan farkli kapal altktimeleri

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) {Ag} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel yakinsaktir.
(ii) {Ax} dizisi Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) {Ag} Oyle bir dizidir ki hemen hemen her k i¢in Ay = Bj olacak sekilde

Wijsman quasi-hemen hemen yakinsak bir { By} dizisi vardir.

Ispat: (i)=(ii): Kabul edelim ki {A4;} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-hemen
hemen istatistiksel yakinsak ve € > 0 verilmis olsun. Bu durumda, her n ve hemen

hemen her k£ igin

19
() — da(A)] < 5

dir. Bir N > 0 sayis1
€

olacak bicimde secilirse, bu taktirde her n ve hemen hemen her £ igin
‘dx<Ak+np) - d:c(AN)’ < ‘dx(Ak—Irnp) - dx(A)‘ + ‘dx(AN) - dl‘(A)‘
S
2 2

elde edilir. Bu ise {Ay} dizisinin Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel Cauchy

dizisi oldugunu gosterir.
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(ii)=-(iii): {Ax} dizisi Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel Cauchy dizisi ol-
sun. Bir N sayist,

J=1[d,(An) — 1,d.(An) + 1]
araligl her n ve hemen hemen her k icin d,(Ajt,p) reel sayisi icerecek bicimde
segilsin. Simdi (é¢) yi uygulayabilmek i¢in N, sayisi da,

1 1
J' = |d.(An,) — §7dm<AN2) t3

araligl her n ve hemen hemen her k icin d,(Ajt,p) reel sayisi icerecek bicimde
secilsin. O halde

{k <p:da(Apinp) ¢ INT'} = {k <p i du(Apinp)  TIU{E < p:du(Apinp) € J'}

ifadesinden

.1 , o1
lim _|{k <p: dx(Ak—f—np) ¢ JﬂJ}‘ Sphjgoz_)‘{k <p: dw(Ak’-i-np) ¢ JH

pP—00 p

o1
+ lim —|{k < p:de(Apinp) ¢ J/}’

p—o0 p

=0+0=0
elde edilir. Boylece her n ve hemen hemen her k£ icin
dy(Agynp) € H=JNJ

olacak bicimde J; araligi vardir. Bu nedenle J;, her n ve hemen hemen her k
i¢in d,(Aginp) yi ihtiva eden ve araligin uzunlugu 1 den kiigiik esit olan kapali bir

araliktir. Simdi N3 sayisi,

" 1 1
J = d$<AN3) - Z?dI(ANB) + 4_1

araligl her n ve hemen hemen her k icin d,(Ajt,p) reel sayisi icerecek bicimde

secilsin. Benzer diigiinceyle her n ve hemen hemen her £ igin
do(Apinp) € o= 1N T

1
olacak bicimde bir J, araligi vardir ve J, araligin uzunlugu 5 den kiigiik esit olan

kapali bir araliktir.
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Bu sekilde devam edilirse, her bir m icin .J,, araliklarmin uzunluklar: 2= den biiyiik
olmayan, her n ve hemen hemen her k i¢in d,(Akinp) € Jm ve Jpy1 € Jy, olacak
bicimde kapal araliklarm bir (.J,,) dizisi olugturulabilir. (Nested Intervals) ¢ Ice

Araliklar Teoremi geregince
o=
m=1

olacak bigimde bir y sayis1 vardir. Her n ve hemen hemen her £ i¢in d,(Axinp) € I

oldugu goz ontinde bulundurularak p > T}, icin

1

]19 {1k <p:de(Apynp) & Im}| < m (3.4)

olacak bigimde pozitif tamsayilarin artan bir {7,,} dizisi secilsin. Simdi {A}
dizisinin bir C' = {C}} altdizisi, elemanlar1 T,,, < k+np < T}, 41 iken dy(Aginp) € I

ve k 4+ np > T sartlarini saglayacak bicimde tamimlansin. Daha sonra

{p}, Ak, C nin bir terimi ise
By =

Ay, diger durumlarda

olacak bigimde { By} dizisini tanimlayalim. Bu durumda WQF —lim By, = {u} diir.
1

Cinkii e > — > 0 ve k+np > T, ise A, C nin bir terimidir ki bu By = {u}
m

anlamina gelir ya da B, = Ay € J,,, ve
|dy(Bi) — do({p})| < J arabigmm uzunlugu < 2"~

dir. Ayrica hemen hemen her k i¢in By = A, dir. Simdi bunu ispat edelim:

T, <k+np<T, iken

{k <p: doc(Ak+np) # dx(Bk+np>} - {k <p: da:(Ak+np) §é Jm}

dir. Boylece (3.4) geregince

1

m

L <0 dulAnin) # (B} < S8 <P dul(Ariny) # T} <

dir. O halde p — oo i¢in limit alinirsa, esitsizligin sag tarafindaki ifade 0 a esit

oldugundan hemen hemen her £ i¢in A, = B, elde edilir.
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(iii)=(i): Kabul edelim ki (#i7) saglansin. Bu durumda hemen hemen her £ icin

Ar = B ve WQF — lim B, = B dir. Her € > 0 ve her bir p i¢in

{k <p:|de(Apsnp) = do(B)| 2 e} S{k < p: do(Apsnp) # do(Brinp) }
U{k < p:|de(Brinp) — do(B)| = €}

yazilabilir. WQF —lim By = B oldugundan kapsam ifadesinin sag tarafindaki ikinci

kiime sabit sayida eleman ihtiva eder. Boylece

.1 .1
plggo ;9‘{]“ <Pt |de(Akynp) — da(B)] 2 5}‘ S pll{go;jl{k <P do(Apnp) 7 dx(Bk-HLp)H

.1
+ lim *Hk < p ¢ |de(Brinp) — du(B)| 2 5}‘

p—0o0 p

—-0+0=0

elde edilir. Bu ise {4y} dizisinin B kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen istatis-

tiksel yakinsak oldugunu gosterir. [

26



4. KUME DIZILERININ QUASI-INVARYANT YAKINSAKLIGI

Tanim 4.1 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bogtan farkh kapali altktimeleri
olsun. Eger her bir z € X icin n ye gore diizgiin olarak
p—1

1
lim |- Ay (Agkinp) — dz(A) =0
Jim pkzzo (Aot (np)) = du(A)

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-invaryant yakinsaktir denir ve

WQV, —lim Ay = A veya Ay 225 4

bi¢iminde gosterilir.

Burada, dy(Ayr@mp)) = d(2, Agknyp)) Ve do(A) = d(z,A) olarak kullanilmistir ve

bundan sonrada bu gosterimler kullanilacaktir.

Teorem 4.2 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman invaryant yakinsak ise, { Ay} dizisi

A kiimesine Wijsman quasi-invaryant yakinsaktir.

ispat: {A}} dizisinin A kiimesine Wijsman invaryant yakinsak oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, her bir x € X ve her € > 0 icin bir py > 0 sayis1 vardir oyle

ki her p > py ve her m igin

elde edilir. ¢ > 0 keyfi oldugundan p — oo icin limit alinirsa, n ye gore diizgiin
olarak

lim =0
pP—00

15
2_9 Z dx(AJk(np)) - dﬂ?(‘A)
k=0

bulunur. O halde {A;} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-invaryant yakimsaktir. W
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Tanim 4.3 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bogtan farkh kapali altkiimeleri
olsun. Eger her bir z € X ve her € > 0 i¢in n ye gore diizgiin olarak

1
lim—‘ k< p:|do(Agiy) — do(A)] > & ‘:o
T |k < [de(Ags o) — (4)] = <)
oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-invaryant istatistiksel yakimsaktir

denir ve

WQS, —lim A, = A veya A Q3%

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 4.4 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman invaryant istatistiksel yakinsak ise,

{Ax} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-invaryant istatistiksel yakisaktir.

ispat: { Ay} dizisinin A kiimesine Wijsman invaryant istatistiksel yakinsak oldugunu
kabul edelim. Bu durumda, é > 0 verildiginde her bir x € X ve her € > 0 i¢in bir

po > 0 sayis1 vardir oyle ki her p > pg ve her m icin

1
(k< daAor) = ()] 2 2} < 6

dir. Burada m = np olarak alinirsa

1
(k<1 Aor) — ()] 2 2} <8
elde edilir. § > 0 keyfi oldugundan, n ye gore diizgiin olarak

o1
lim —
p—o0 P

‘{k < p: |dac(Aak(np)> - dac(A)| > 5}‘ =0

: So g .
dir. Bu ise Ay Q% 4 oldugunu gosterir. |

Tanim 4.5 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bogtan farkh kapali altkiimeleri

olsun. Eger her bir z € X i¢in n ye gore diizgiin olarak

p—1

.1
lim = " |da(Agk(up)) — da(A)| =0
pP—00 p om0

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli quasi-invaryant yakinsaktir denir

ve

biciminde gosterilir.
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Tanim 4.6 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bogtan farkh kapali altkiimeleri

olsun. Eger her bir z € X i¢in n ye gore diizgiin olarak

lim © 37 [du(Agiup) — de(A)]* = 0 (4.1)

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi invaryant yakimsaktir
denir ve

(WQV,]7 — lim Ay, = A veya A, 25" 4

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 4.7 (X, p) bir metrik uzay ve 0 < ¢ < oo olsun. Bu durumda, bostan

farkli A, A, C X kapali altkiimeleri i¢in agagidaki 6nermeler saglanir:

i. {Ay} dizisi A kimesine Wijsman kuvvetli g-quasi invaryant yakinsak ise, { Az}

dizisi A kiimesine Wijsman quasi-invaryant istatistiksel yakinsaktir.

ii. {Ax} € Lo ve A kiimesine Wijsman quasi-invaryant istatistiksel yakinsak ise,

{Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli ¢g-quasi invaryant yakinsaktir.

Ispat: i. {A;} dizisinin A kiimesine Wijsman kuvvetli ¢-quasi invaryant yakimsak

oldugunu kabul edelim. Her bir z € X ve her ¢ > 0 i¢in

—_

bS]

‘dI(AJk(np)) - dac(A)‘q > el
0

(k< p: de(Ageguy) — da(A)] > g}) (4.2)

b
I

1
esitsizligi saglanir. (4.2) esitsizliginin her iki tarafi — ile garpilir ve p — oo igin limit
p

alinirsa
124 1
;}Ln025§ |da(Agk ) — da(A)]* > 5(];}9&5){’{7 <P du(Agkinp)) — du(A)] = 5}‘
1
0> & l; —) k< p:lda(Age) — do(A)| > (
_Epggop{_p| (Aot (np)) (A)] > e}

elde edilir. O halde n ye gore diizgiin olarak

o1
lim —
p—)OOp

‘{k < p i |de(Agkinpy) — de(A)| > 5}‘ =0

dir. Bu ise Ay Q3 4 oldugunu gosterir.
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{Ag} dizisi siirh ve A kiimesine Wijsman quasi-invaryant istatistiksel yakimsak

olsun. {Ay} dizisi sinirh oldugundan her bir z € X i¢in
Sl;p{dm(Aak(np)>} + dm(A> =T

olacak sekilde bir 0 < T < oo sayist vardir. Ayrica, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman

quasi-invaryant istatistiksel yakinsak oldugundan, her bir x € X ve her € > 0 igin

bir N. € N sayis1 vardir oyle ki her p > N, ve her n icin

%Hkgp:ummak(np) d.(4)] = (5 )w}

<=
274

dur. Simdi
1/q
Gp = {kgp:ldz(Aakmp)) da(A )|—< > }

kiimesini alalim. Bu durumda her bir z € X ve her n igin

124
S ) ] =33 ) = 1
k=0 k<p
kEG)
+ Z |dr(Aak(np)) = dl"(A)|q>
k<p
k¢ G,
1 1 ¢
2,5 _a h
< Paret T3
. + - €
=S4i=

elde edilir. O halde 4, 2% A dqur.

Lemma 4.8 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ax, X in bostan farkh kapali altkiimeleri

olsun. Eger her bir x € X, her € > 0 igin her p > py ve n > ny oldugunda

15
- Z }dm(Aak(np» - dm(A)| <e
P>
olacak gekilde py ve ng sayilar1 varsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli

quasi-invaryant yakinsak, yani Ak D 4 dur.
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ispat: e > 0 verilmis olsun. Kabuliimiizden dolay1 her bir x € X, her p > pj, ve her

n > ng icin

—Z|d ot (npy) — du(A)] < (4.3)

olacak bigimde pj, ve ng sayllarl secilebilir. Bu durumda, her p > pff ve 0 < n < ny

icin
-Z}d oh(mpy) — du(A)| < €

olacak sekilde bir p{ sayisimn var oldugunu gostermek ispat icin yeterli olacaktir.
Do Say1sl

po = max{p, pg}

olarak alinirsa, p > py ve her n igin

—Z}d ohmpy) — da(A)| < €

esitsizligi saglanir. ng sayist secilisinden dolay1 bir sabittir. Bu durumda

no—1

K = Z\d o (np)) — du(A))

olarak alinabilir. Simdi 0 < n < ng ve p > ng i¢in (4.3) ifadesi de goz éniine alinarak

ngl

—Z}d o (np)) Z|d o (npy) — du(A)]

.- Z|d (Agknp) — du(A)]

kno

S_“‘ Z‘d Jknp d(A)}

kno

K ¢
p 2
elde edilir. p yeterince biiyiik segilerek

K ¢
—+5<e
p 2

yazilabilir. Bu ise {A;} dizisinin A kiimesine Wijsman kuvvetli quasi-invaryant

yakinsak oldugunu gosterir. |
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Lemma 4.9 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bogtan farkh kapal altkiimeleri

olsun. Eger her bir z € X ve her £,6 > 0 i¢in her p > py ve n > ng oldugunda

1
]-9\{0 <k <p—1:|de(Agriny) — du(A)] > g}‘ <

olacak gekilde py ve mng sayilar1 varsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-

invaryant istatistiksel yakinsak, yani Ay Ve A dur,

ispat: g,0 > 0 verilmig olsun. Kabuliimiizden dolay1 her bir x € X, her p > pj ve

her n > ng i¢in
1 5
Z—)‘{nggp—l N da(Aptiupy) — dal(A)] zg}‘ <3 (4.4)

olacak bi¢imde p; ve ng sayilar segilebilir. Bu durumda, her p > p{f ve 0 < n < ng
icin

1

{0 Sk <p—1: | dalAgiup) — dulA)] 2 2} < 8

p
olacak gekilde bir pj sayisinin var oldugunu gostermek ispat igin yeterli olacaktir. py

say1s1
/ /!
Po = max{po, Py

olarak alinirsa, p > py ve her n igin
%‘{0 <k <p—1:|de(Agk(up) — du(A)| 2 5}‘ <9
esitsizligi saglanir. ng sayisi seciliginden dolay1 bir sabittir. Bu durumda
H:= ‘{0 <k <ng— 11 |da(Apiiuy) — de(A)| > g}‘

olarak alinabilir.
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Boylece, 0 < n < mng ve p > ng igin (4.4) ifadesi de goz 6niine alinarak

1 1
O SE<p =1 |daAghio) — de(A)] 2 g}\ < 5]{0 <k <no—1: | de(Agknp) — de(A)] g}‘

1
+ ];‘{no Sk <p—1:|de(Ayigy) — du(A)] > g}‘

_H G
=5 13
elde edilir. p yeterince biiyiik segilerek
H
—+5<9
p 2

yazilabilir. Bu ise {A;} dizisinin A kiimesine Wijsman quasi-invaryant istatistiksel

yakinsak oldugunu gosterir. |
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5. KUME DIZILERININ QUASI-LACUNARY HEMEN HEMEN
YAKINSAKLIGI

Tanmim 5.1 (X, p) bir metrik uzay, 6 = {k,} bir lacunary dizisi, A ve A, X in
bostan farkh kapali altkiimeleri olsun. Eger her bir x € X ic¢in n ye gore diizgiin

olarak

. 1
lim > Z Ao (Agtnr) — dz(A) =0

r—00
" kel,
oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen yakimsaktir
denir ve

(WQPF)y — lim Ay = A veya Ay (WeDo 4

bi¢iminde gosterilir.

Ornek 5.2 X = R olmak iizere {A;} dizisini agagidaki sekilde tammlayalim:
{reR:2<e<k.—k._1} , k>2vek tam kare ise,
Ak =
{1} , diger durumlarda.

Burada, her x € X igin n ye gore diizgiin olarak

) 1

Jin 7 3 delusar) = (1) =0
€l

oldugundan {A} dizisi A = {1} kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen

yakinsaktir. Ancak bu dizi Wijsman lacunary hemen hemen yakinsak degildir.

Teorem 5.3 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen yakisak ise,

{Ax} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen yakinsaktir.

Ispat: { A} dizisinin A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen yakimsak oldugu-
nu kabul edelim. Bu durumda, her bir z € X ve her € > 0 i¢in bir 7y > 0 sayisi
vardir oyle ki her » > rg ve her ¢ igin

N () — da(4)] < ¢

" kel,

dur.
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Burada i = nr olarak alinirsa

hi Z dm(Ak+nr) - dr(A)

" kel,

<€

elde edilir. ¢ > 0 keyfi oldugundan r — oo i¢in limit alinirsa, n ye gore diizgiin
olarak

lim =0
r—0o0

3 (i) = da(4)

kel

bulunur. O halde {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen

yakinsaktir. [

Teorem 5.4 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen yakinsak

ise, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary toplanabilirdir.

ispat: {A} dizisinin A kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen yakinsak

oldugunu kabul edelim. Bu durumda her bir z € X igin, n ye gore diizgiin olarak

hi Z dz(Ak+nr) e dx(A) =0

" kel,

lim
T—00

dir. Ozel olarak n = 0 icin de bu esitsizlik gecerli olacagindan

=0

lim
T—00

> ()~ ()

el,

elde edilir. Buise {Ay} dizisinin A kiimesine Wijsman lacunary toplanabilir oldugunu

gosterir. [ |

Tanim 5.5 (X, p) bir metrik uzay, 8 = {k.} bir lacunary dizisi, A ve A;, X in
bostan farkli kapali altkiimeleri olsun. Eger her bir z € X ve her € > 0 i¢in n ye

gore diizglin olarak

1’1
B,

r

[k € It 1do(Apgnr) = du(A)] 2 £}| =0

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen istatistiksel

yakinsaktir denir ve
(WQFS)y — lim Ay = A veya A4;, "2 4
bi¢iminde gosterilir.
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Wijsman quasi-lacunary hemen hemen istatistiksel yakinsak kiime dizilerinin uzayi,

(WQFS), = {{Ak} im -

(ke Lt (Aup) — du(4)] 2 2} = o}

ile gosterilecektir.

Teorem 5.6 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel
yakinsak ise, { Ax} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen istatis-

tiksel yakinsaktir.

Ispat: {Ax} dizisinin A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel
yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda, ¢ > 0 verildiginde her bir x € X ve

her € > 0 i¢in bir 7y > 0 sayis1 vardir oyle ki her r > ry ve her ¢ i¢in

1
—|{k € L : |da(Arsi) — da(A)] 2 g}] <4

dir. Burada, ¢ = nr olarak aliirsa

1
—|{k € I+ [du(Ausn) — du(A)]| 2 5}‘ <

elde edilir. 6 > 0 keyfi oldugundan, n ye gore diizgiin olarak

.1
lim |k € I lda(Arr) = du(4)] 2 5}’ —0
dir. Bu ise A WQED)e 4 oldugunu gosterir. [ |

WQFS C (WQFS)y dir.

Ispat: liminf, ¢, > 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her » > 1 i¢in ¢, > 1+

olacak gekilde bir 6 > 0 sayist vardir.
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QT21+5 ve h, =k, — k.

oldugundan
k, kr_q 1
.= >146 = <
L o1
kr_1 1
= 1- >1—-—
k. — 1+0
N h. > o
k, +46
dir. Ak ¥ A oldugunu kabul edelim. Her bir x € X, her € > 0 ve her n i¢gin
1 1
=k < b (da(Apgnn,) — da(A)] > 5}‘ > k—]{k €T, : |du(Apsmr,) — du(A)| > 5}‘
hy (1
_k< r | de(Aktnk,) — do(A)] 25}‘)
J 1
> 1o (o (k€ 1 lda(Agn,) — do(A)] 2 €},
yani,
1
E {k < kr : |dz(Ak+nkr) ( | > 5}‘ =1 +5 <h ’{k € Ir : |dw(Ak+nkr)_dm(A)| > 5}’)
(5.1)
e o WQFS
bulunur. (5.1) esitsizliginin her iki tarafinm r — oo i¢in limiti alimirsa, Ay, — A
oldugundan
0> -0 |do (A, d(A)|>}‘
— lim nky) — Qg Z €
14+ rooh ktnke

elde edilir. Lacunary dizi tanimi geregince k, yerine r yazilabileceginden, her bir

x € X igin n ye gore diizgiin olarak

lim - Lk e L |d () — do(A)] > g}‘ —0
r—00 T’
dir. Buradan da Ak QIS 4 oldugu sonucuna varilir. |
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Tanim 5.8 (X, p) bir metrik uzay, 6 = {k,} bir lacunary dizisi, A ve Ag, X in
bogtan farkli kapali altkiimeleri olsun. Eger her bir x € X i¢in n ye gore diizgiin

olarak

. 1
Jim o= > ldo(Apsnr) = do(A)| =0

" kel,

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli quasi-lacunary hemen hemen

yakinsaktir denir ve
WQF]y —lim A, = A veya A;, 250 A

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 5.9 Her 0 = {k,} lacunary dizisi i¢in liminf, ¢, > 1 ise, bu durumda
A, 0 4 o 4, 4
dir.

Ispat: liminf, ¢. > 1 olsun. Bu durumda, her > 1 icin ¢, > 1 + 8 olacak sekilde
bir o > 0 sayis1 vardir.
¢ >1+0 ve h, =k, —k,_4

oldugundan
ke 146 bt 1
M i < = 2
I A (5:2)
esitsizlikleri yazlabilir. Ay '“25) A oldugunu kabul edelim. Her bir ¢ € X icin
1 1 o
W Z |dy (Aksnr) — dy (A)] = h Z |dy (Aignr) — ds (A)]|
" kel T i=1
1 k;rfl
T > Nl (Aipnr) — do (A)]
i=1




yani,

S e Cenr) = e ()] = (1 3 e () = o (4] ) 53)

kel, "
- Zu o) = da (1))

bulunur. (5.3) esitsizliginin her iki tarafinin » — oo igin limiti alinirsa

r—00 r—00
r r
kel

i - 3 14 () — ()] = i (- e (o)~ )

olur. Ay [W;Qf] A oldugundan, her bir x € X icin n ye gore diizgiin olarak

k kr—1
R :
TILH;TEWE (Aisnr) = ds (A)] =0 ve lim — Z|d Apynr) — dg (A)] =0

(5.4)

dir. (5.2) esitsizlikleri ve (5.4) limitleri birlikte diistiniildiigiinde

Jim o= " Z |dy (Apiny) — dy (A)] =0,
kel,
yani,
Ay, Bl 4
elde edilir. n

Tanim 5.10 (X, p) bir metrik uzay, 6 = {k,} bir lacunary dizisi, A ve Ay, X in
bosgtan farkl kapali altkiimeleri olsun. 0 < ¢ < oo olmak tizere eger her bir x € X

i¢in n ye gore diizgiin olarak

lim — Z |do(Apnr) — du(A)]7 =0 (5.5)

r—00
" kel

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary hemen hemen
yakinsaktir denir ve
WQF]!
(WQF]] —lim Ay = A veya Ay WLl 4

bi¢iminde gosterilir.
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Teorem 5.11 (X, p) bir metrik uzay, 0 = {k,} bir lacunary dizisi, A ve A, X in
bostan farkli kapali altkiimeleri olsun. 0 < ¢ < oo olmak tizere eger her bir x € X

icin agagidaki onermeler saglanir:

i. {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary hemen hemen
yakinsak ise, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen

istatistiksel yakinsaktir.

ii. {Ax} € Lo ve A kilmesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen istatistiksel
yakinsak ise, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary hemen

hemen yakinsaktir.

Ispat: i. {A;} dizisinin A kiimesine Wijsman kuvvetli ¢-quasi lacunary hemen

hemen yakinsak oldugunu kabul edelim. Her bir x € X, her £ > 0 ve her n icin

Z |d$(Ak+nr) - d:r:(A)|q 2 gl

kel

(ke |d(Aim) - (W) 2 ¢} (56)

1

esitsizligi saglanir. (5.6) esitsizliginin her iki tarafi 7 ile carpilir ve r — oo igin
T

limit alinirsa

1 1
lim W ; o (Apnr) = do(A)]7 > €7 lim W
elr

{k € Lt [du(Aur) = du(A)] 2 £}

(5.7)
elde edilir. {A} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary hemen hemen
yakinsak oldugundan (5.7) esitsizliginin sol tarafi sifira esittir. Boylece, n ye gore
diizgiin olarak

L 1
s 7

(k€ 1 lde(Ain) = du(A)] 2 £}| = 0

: WQFS 9 .
dir. Bu ise Ay ( @r o A oldugunu gosterir.

ii. {Ag} dizisi smurh ve A kiimesine Wijsman quasi-lacunary hemen hemen istatis-

tiksel yakinsak olsun.
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{A}} dizisi sinirh oldugundan her bir x € X i¢in

sgp{dx(Ak)} +d.(A) =M

olacak gekilde bir 0 < M < oo sayist vardir. Ayrica, { A} dizisi A kiimesine Wijsman

quasi-lacunary hemen hemen istatistiksel yakinsak oldugundan, her bir x € X ve

her € > 0 i¢in bir N, € N sayis1 vardir oyle ki her » > N, ve her n icin

1

hy

dir. Simdi L, kiimesini

L= {kr € I : |do(Apsnr) — dz(A)] > (g)”q}

3

2 T,

{k € L, ¢ [do(Appnr) — du(A)] > (5)“} <

bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda her bir z € X ve her n icin

1 1
o 3 |do(Ainr) — do(A)]* = h—( > |do(Aprnr) = du(A)]
" kel, " lljeir

€Ly

i Z |d:c(Ak+nr) - dx(A)|q>

kel
k&L,

1
< —h °

r M1
nroaratt T

h.

1. ¢
h, 2

elde edilir. Dolayisiyla Ay [ME]Q A dir.

Teorem 5.12 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary hemen

hemen yakinsak ise bu durumda { A } dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli ¢-lacunary

toplanabilirdir.

Ispat: { A} dizisinin A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary hemen hemen

yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda (5.5) esitligi n = 0 i¢in de gegerli

olacagindan her bir x € X igin

: 1

" kel,

elde edilir. Bu ise {Ay} dizisinin A kiimesine Wijsman kuvvetli ¢g-lacunary topla-

nabilir oldugunu gosterir.
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6. KUME DIZILERININ QUASI-LACUNARY INVARYANT
YAKINSAKLIGI

Tanim 6.1 (X, p) bir metrik uzay, 8 = {k.} bir lacunary dizisi, A ve Ag, X in
bostan farkh kapali altkiimeleri olsun. Eger her bir x € X ic¢in n ye gore diizgiin
olarak

lim
r—00

Zd Agi(nry) — du(A)| =0

" kel,

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary invaryant yakimsaktir

denir ve

WQV,p — lim Ay = A veya A, 25" A

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 6.2 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary invaryant yakinsak ise,

{Ag} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary invaryant yakimsaktir.

Ispat: {Ax} dizisinin A kiimesine Wijsman lacunary invaryant yakimsak oldugunu
kabul edelim. Bu durumda, her bir z € X ve her € > 0 icin bir ry > 0 sayis1 vardir

oyle ki her r > ry ve her m icin

1
" D da(Agr(my) — da(A)| <
kel,
dur. Burada m = nr olarak alinirsa
Zd tnry) — do(A)] < £

" kel,
elde edilir. ¢ > 0 keyfi oldugundan r — oo i¢in limit alinirsa, n ye gore diizgiin

olarak

lim =0
r—00

Zd ot (nry) — dz(A)

kel

bulunur. O halde {A} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary invaryant yakin-

saktir. [ |
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Tanim 6.3 (X, p) bir metrik uzay, 6 = {k,} bir lacunary dizisi, A ve A;, X in
bogtan farkli kapali altkiimeleri olsun. Eger her bir x € X i¢in n ye gore diizgiin
olarak

li !
o 5

T

{k € I+ [du(Agsian) = da(A)| = 2} = 0

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary invaryant istatistiksel

yakinsaktir denir ve
WQS,s — lim Ay = A veya Aj, 2% A

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 6.4 {A;} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary invaryant istatistiksel
yakinsak ise, { A} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary invaryant istatistiksel

yakinsaktir.

Ispat: { Ay} dizisinin A kiimesine Wijsman lacunary invaryant istatistiksel yakinsak
oldugunu kabul edelim. Bu durumda, § > 0 verildiginde her bir z € X ve her € > 0

i¢gin bir ro > 0 sayis1 vardir 6yle ki her r > rg ve her m icin

1
T Uk € I Ak ) — do(4)] 2 g}‘ <4

dir. Burada m = nr olarak alinirsa

1
o € I 1 (Agsion) = do(4)] g}‘ <4

elde edilir. 6 > 0 keyfi oldugundan, n ye gore diizgiin olarak

. 1
tim | {k € 1 do(Agion) — do(4)] > g}‘ —0
dir. Bu ise A "R 4 oldugunu gosterir. [
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Tanim 6.5 (X, p) bir metrik uzay, 6 = {k.} bir lacunary dizisi, A ve Ag, X in
bogtan farkli kapali altkiimeleri olsun. Eger her bir x € X i¢in n ye gore diizgiin

olarak

o1
Tlggo h_ Z dx(Aak(nr)) - dx(A) =0

" kel,

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli quasi-lacunary invaryant yakisaktir
denir ve

WQV,g] — lim Ay = A veya Ay, "2 4
Yy

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 6.6 (X, p) bir metrik uzay, 0 = {k.} bir lacunary dizisi, A ve Ag, X in

bostan farkl kapali altkiimeleri olsun. Bu durumda,

A, WQV, [WQVa]

QVl A & A, A

dar.

Ispat: A, [WQ gl

A ve € > 0 verilmig olsun. Bu durumda, her bir z € X, r > rq ve
w > 0 olmak iizere nr = k,_1 + 1 + w icin

hr—1

W Z|d o)) — du(A)] < &

olacak sekilde rg sayis1 vardir. p > h,. olsun. Bdoylece, 0 < 6 < h, ve « bir tamsay1

olmak tizere p = a.h, + 0 olarak yazilabilir. p > h, oldugundan o > 1 dir. O halde

15 o
52 | da(Aoku) = dw(A)‘ = Z dx(Aff”m) - dw(A)‘
k=0 =0
a (j+1)hr—1
= - Z Z ‘ O‘k nr) ddf(A)‘
k=jh
<! ehy (a+1)
— r a
D
< 20ch,e (a>1)
D

elde edilir.
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h. h,
— < 1 igin ve s < 1 oldugundan
p p
=
—d,(A)] <2
Pz
QVU

olup, sonug olarak Ak A dir.

Ay, [WQ L] A ve £ > 0 olsun. Bu durumda, her bir z € X ve p > P igin

))—dx(A)‘ <e

olacak gekilde bir P > 0 sayist vardir. 6 = {k,} bir lacunary dizisi oldugundan

r > R iken h, > P olacak gekilde bir R > 0 sayis1 secilebilir. Dolayisiyla

1
= 3 | Asian) - dﬁ(A)‘ <c
" kel,
.y . [ QVUG]
yazilabilir. Bu ise Ay A oldugunu gosterir. |

Tanim 6.7 (X, p) bir metrik uzay, 6 = {k.} bir lacunary dizisi, A ve A;, X in
bostan farkli kapali altkiimeleri olsun. Eger her bir z € X ve 0 < ¢ < o0 i¢in n ye

gore diizgiin olarak

1
lim —
T—00

z(Aok(m")) - dx(A) =0

" kel,

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli ¢-quasi lacunary invaryant

yakinsaktir denir ve
[WQVUG](] - hm Ak = A Veya Ak‘ [W%G]q A

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 6.8 (X, p) bir metrik uzay ve 0 < ¢ < oo olsun. Bu durumda, bostan

farkli A, A C X kapali altkiimeleri i¢in agagidaki onermeler saglanir:

i. {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary invaryant yakimsak
ise, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman quasi-lacunary invaryant istatistiksel

yakinsaktir.
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ii. {Ax} € Lo ve A kiimesine Wijsman quasi-lacunary invaryant istatistiksel
yakinsak ise, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli g-quasi lacunary in-

varyant yakinsaktir.

Ispat: i. {Ax} dizisinin A kiimesine Wijsman kuvvetli ¢-quasi lacunary invaryant

yakinsak oldugunu kabul edelim. Her bir x € X ve her € > 0 i¢in

Z |d ok (nr) d (A)’q = Z }d:c(Aa"(m")) - d:r:(A)|q

kel kel
|de (Agk(nr))_dw(A)‘Za

+ > |de (A (ury) — du(A)]*

kel
o (A, k(1)) —da(A)] <2

> > |do (At ury) — du(A)]*
kel
|da (A(,k(nT))*dz (A)]>e
> + + |da(Agiur) — du(4)] > e}

yani,

Z }d ok (nr) (A)|q > el

kel

(k€L |do(Agigry) — du(A)] > g}‘ (6.1)

1
esitsizligi saglanir. (6.1) esitsizliginin her iki tarafi W ile carpilir ve r — oo icin
limit alinirsa, kabuliimiizden dolay1

Tlg&h; |de(Agh (nry) — du(A)|* > quli}rgo—‘{k € I ¢ |du(Agh(ury) — du(A)] > s}‘
e s

0>¢e? lim —
7'—>OO r

(k€ It da(Agi ) — da(A)] = <
elde edilir. O halde n ye gore diizgiin olarak

hm —
r—00

Lk € 1, < 1du(Aggy) — do(A)] 5}‘ —0

7"

dir. Bu ise A Q%o 4 oldugunu gosterir.

ii. {A} dizisi simirh ve A kiimesine Wijsman quasi-lacunary invaryant istatistiksel

yakinsak olsun.
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{A}} dizisi sinirh oldugundan her bir x € X i¢in
‘dz(AJk(np)) - d:v(A)‘q <T

olacak gekilde bir 0 < T" < oo sayis1 vardir. Buradan her bir z € X ve her € > 0 igin

h Z |d Uk(nr - (A){q = h_r< Z |dtc(Aak(n7’)> - d$(A){q

kel kel

|dz (Aok (n'r))

dz(A)|>e

+ Z ‘daz(Aak(nr)) - dw (A) |q>

ke,
o (A k)~ (A)] <2

< hiT (k€ L du(Agkiur) — de(4)] > €}

1
4
thE

{k € I+ [du(Aghiuy) — do(A)] < €}

T
= 2| {k e It |du(Apiqur) — da(A)] > 5}‘ 4

yazilabilir. Yani,

3 dalAo) — (A <

" kel

o (Agsur) = de(4)] 2 £} + 7
dur. Bu egitsizligin her iki tarafinin » — oo igin limiti alinirsa

lim —Z |do(Agknr) — du(A)]*

T—>OO
" kel
. T
< lim | —
r—oo \ R,

et |da(Agigury) — da(A)] > g}‘ + aq> (6.2)

elde edilir. Ay Q%0 4 oldugundan (6.2) esitsiziginin sag tarafi €7 ya esittir.
Dolayisiyla
: q
rlggoh_ Z |d ok (nr)) — (A)| =0
kel
olup ispat tamamlanir. [ |

Teorem 6.9 (X, p) bir metrik uzay, = {k,} bir lacunary dizisi, A ve Ag, X in
bosgtan farkh kapali altkiimeleri olsun. Bu durumda,

WQS

A ¢ A & Ak A
dir.
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Ispat: A Q%0 A ve 5 >0 verilmis olsun. Bu durumda, her bir x € X, r > ry ve

w > 0 olmak iizere nr = k,_1 + 1 + w icin

1
{0 < k< he =12 An) = da(4)] 2 g}] <5
olacak gekilde r( sayis1 vardir. p > h,. olsun. Boylece o bir tamsay1 ve ¢, 0 <t < h,

araliginda olmak iizere p = ah, + t yazilabilir. p > h, oldugundan o > 1 dir. O
halde

1
Jksp=1 ¢ (A — ()] 2 )

IN

1
E‘{k < (a+ Dhy = 1 |do(Aornr)) — du(A)] 2 5}‘

I, . ,
= ];Z ‘{]hr <k < (G+Dh — 1 |do(Agrnry) — da(A)] > g}‘
=0

1
< —dh(a+1)
p
2ah,.0
<
p

h,
elde edilir. Oé? < 1 oldugundan
1
]—9‘{0 Sk <p—1:]de(Agkiny) — du(A)] > 5}] <25

So
olup, sonug olarak Ay QR A dur.

Ag R A ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda, her bir x € X ve p > P igin

1
Z;‘{k < p: |dx(Aak(np)) — dx<A)| > 5}‘ < C

olacak gekilde bir P > 0 sayws1 vardir. 6 = {k.} bir lacunary dizisi oldugundan,

r > R iken h, > P olacak gekilde bir R > 0 sayis1 segilebilir. Dolayisiyla

1
ol € o M (Agsion) = do(4)] 5}) <¢

yazilabilir. Bu ise Ay Q%0 4 oldugunu gosterir. |
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