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OZET

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci bolimde; ¢(p), ¢, (p), £.(p) ve {(p) uzaylan tanimlanmis olup bu
uzaylarin 6zellikleri gosterilmistir.

Ucgiincii bsliimde; Istatistiksel yakinsaklik ve A™ -Istatistiksel yakinsaklik kavramlar
incelenmis ve genellestirilmis fark dizi uzaylarindan bahsedilmistir.

Dordiincti  béliimde; Paranormlu uzaylarda A™ -istatistiksel yakmnsaklik ve
A" - istatistiksel Cauchy arasindaki iligki incelenmis ve bu kavramlarla ilgili temel tanim ve

teoremler verilmistir. Son olarak da A" -kuvvetli p-Cesaro toplanabilme ile ilgili teoremler

ifade ve ispat edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel Cauchy,

paranormlu uzay, A" -istatistiksel yakinsaklik, A" -istatistiksel Cauchy, A" -kuvvetli p-
Cesaro toplanabilme.



SUMMARY
STATISTICAL CONVERGENCE IN PARANORMED SPACES

This study consists of four chapters.

In the first chapter; basic definitions and theorems are given.

In the second chapter, ¢(p).c,(p),L,(p) and {(p) spaces are defined in and

properties of these spaces are introduced.

In the third chapter; the notions of statistical convergence and A" -statistical

convergence are examined and genaralized difference sequence spaces are introduced.

In the fourth chapter; the relationship between A™- statistical convergence and
A" - statistical Cauchy in paranormed spaces was examined and the basic definitions and

theorems are given. Finally, the theorems related to A™ -strongly p-Cesaro summability are

given and they are proved.

KEYWORDS: Density, statistical convergence, statistical Cauchy, paranormed

space, A" -statistically convergence, A" - statistically Cauchy, A™-strongly p-Cesaro

summability.
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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tanmm 1.1. X bos olmayan bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.
+:XxX—>X ve KxX X

fonksiyonlari asagidaki 6zellikleri saglarsa X ctimlesine K cismi iizerinde bir vektor (lineer)

uzayi ad1 verilir. ¥V x,y,ze X ve Va,be K i¢in
Ll) x+y=y+x
IE2) (x+y)+z=x+(y+z)
L3) VxeX igin x+6@ = xesitligini saglayan bir tek & € X vardir.
L4) VxeX igin x+(—x)= @ esitligini saglayan bir tek —x € X vardir.
L5) lx=x
L6) a(x+y)=ax+ay
L7) (a+b)x=ax+bx
L8) a(bx)=(ab)x
dir [1].

Bu uzayin elemanlarina da vektor veya nokta adi verilir. K= R alinirsa X ” e bir reel

vektor uzayt K = C alinirsa X * e bir kompleks vektor uzay: adi verilir [1].

Tamim 1.2. X bir K cismi {izerinde bir vektor uzayt ve M < X olmak iizere;

Vx,yeMve Vee K igin, x+yeM, cxe M oluyorsaX ’in bir M alt climlesine alt

vektdr uzayi denir [1].



Tamm 1.3. X bos olmayan bir ctimle olsun. Her x, y,z € X igin
M1) d(x,x)=0
M2) d(x,y)=0=x=y
M3) d(x,y)=d(y,x)
M4) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)

Ozelliklerine sahip d: XxX —> R fonksiyonuna metrik ve (X ,d ) ikilisine de metrik uzay
denir. M1, M3, M4 sartlarin1 saglayan d fonksiyonuna bir yar1 metrik, (X ,d ) ikilisine de

yar1 metrik uzay denir [1].

Tamim 1.4. X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.

[ I:x>R
fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglarsa |.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve
(X, ] . ) ikilisine de bir normlu uzay denir. Vx,y € X ve Ve € K igin;
N1) [=0
N2) [x|=0=x=6
N3) o] =[a+]
N4) eyl <]+ o
dir.

Eger N2) yerine N2) x =0 = |x| =0 sarti alimirsa yarmorm elde edilir [2].

Tanmm 1.5. Tanim ciimlesi N dogal sayilar ciimlesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler

deger ciimlelerine gore gesitli isimler alirlar. Eger dizinin deder climlesi R reel sayilar



ciimlesi ise diziye reel terimli dizi, @ rasyonel sayilar ciimlesi ise diziye rasyonel terimli

dizi ad1 verilir[3] .

- ) bir normlu uzay ve x =(x,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger V& >0
igin Vm,n>n, iken |x, —x,| <& olacak sekilde bir n,=n,(&) €N sayisi varsa x=(x,)

dizisine Cauchy dizisi denir [2] .

Tamm 1.7. (X, : ) bir normlu uzay ve x =(x, ), X uzaymda bir dizi olsun. Eger V& >0

igin Vn > ny iken ||x, —x| < & olacak sekilde bir n, =n, (&) €N saysi varsa x =(x, ) dizisi

x ‘e yakmsaktir denir. limx, =x veya (n —> oo) x, —x seklinde yazilir [2]

Tanim 1.8. (X ol - ) normlu uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina

yakinstyorsa bu normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir [2] .

Teorem 1.9. Bir X' Banach uzayinin bir Y alt uzaymin tam olmasi igin gerek ve yeter sart;

Y uzayinm X uzayinda kapah olmasidir [2].

Tanim 1.10. w, biitiin x =(x, ) dizilerin uzayidir. Bu uzaydaki metrik

yn
=l

N |
DN S —

n=l

seklindedir [2].

Tanm 1.11. {_ ile biitin x =(x, ) smurli dizilerin uzay: gosterilir. Yani

l?m*{x(x"): up|x }

dir. Bu uzaydaki metrik d(x,y)=sup |xn - yn| seklindedir [I] ;




Tanmm 1.12. cile biitiin x =(x,) yaknsak dizilerin uzay1 gésterilir. Yani

cz{x:(x")flf e C= lim|x, - {| :0}
dir. ¢ dizi uzay1 d(x,y)=supl|x, —y,| metrigi ile birlikte bir metrik uzaydur [1].

Tanmm 1.13. ¢, uzay, sifir dizilerin uzayidir. Yani

n—yc

By :{x:(x”):limxn =0}

dir. Bu uzaydaki metrik d(x,y)=max|x, —y,| seklinde almabilir. Ciinkii her sifir dizisinin

bir maksimum elemani vardir [1].

Tanim 1.14. p = (ps) pozitif sayilarin simirh bir dizisi ve 0 < p, <sup p, = H < olmak

lizere /(p) uzay1

seklinde tanimlanir. Bu uzaydaki metrik M=max{1, H} olmak iizere

1

o)~ Skl |

n=l
seklindedir [1]

Teorem 1.15. {,,cve ¢ uzaylary; ||x| =sup|x,|normu ile ve {, uzayi p>1 igin
n

o ip
I, = (Z|x” ip] normu ile bir Banach uzayidir [2].

n=1



Tanim 1.16. AcR, f:A—R bir fonksiyon ve ae 4 olsun. hmf(x)=f(a) ise f

x—a

fonksiyonu a noktasinda siireklidir [3].

Tamm 1.17. 4, B <R ve f: A—> B olmak iizere Vx e A4 igin | F (x)| < K olacak sekilde bir

K porzitif reel sayisi varsa  fonksiyonuna sinirhdir denir [3].

Tamim 1.18. X, K cismi lizerinde bir vektoér uzayr olsun. Eger g: X — R fonksiyonu

asagidaki sartlari sagliyorsa g ’ye bir paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir.
VieK ve Vx,ye X igin,

P1) g(6)=0,

P2) g(x)=g(-x),

P3) g(x+y)<g(x)+g(»)

P4) (A,) skalerlerin bir dizisi ve 4, =4, (n—>) olsun. x,,@ € X igin x, >«

(n—>w)iken g(x,—a) >0 ve 4x, > Aa (n—>»),g(4,x,—4a)—>0(n—>x)[4].
Tamm 1.19. Eger g(x)=0 iken x =0 oluyorsa g’ye total paranorm denir [5].

Teorem 1.20. Her yarmorm bir paranormdur. Bu teoremin karsitt dogru degildir [5] :

Tanim 1.21. X ve Y ayni cisim tizerinde iki lineer uzay olsun. Vx, y € X ve Vo € R skalar

icin,

T(x+y)=T(x)+T(y)
T (ax)=al(x)

sartlarini saglayan 7': X — Y operatériine lineer operatdr denir [2].

X uzaymdan Y uzayma olan biitiin lineer operatorlerin ciimlesi L(X,Y) ile

gosterilir.



Ozel olarak Y =R veya C alinirsa, T lineer operatdriine X uzay: iizerinde bir lineer

fonksiyonel denir [2] ;

Tanm 1.22. ;: [0, ®) [0, ) fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa, f’ye bir
modiiliis fonksiyonu denir.
1) f(x):0<:>x:0

2) Vx,y20icin f(x+y)<f(x)+f(»)
3) s artandir.

4) fsifir noktasinda sagdan siireklidir [6].

Teorem 1.23. f modiiliis fonksiyonu sinirli veya sinirsiz olabilir [6] .



2. PARANORMLU UZAYLAR

Bu bélimde, ¢(p),c,(p).L.(p) ve £(p) dizi uzaylarmm bazi topolojik

dzellikleri incelenecektir.

p =(p,) pozitifreel sayilarin sinirls bir dizisi, 0 <pa < sup ps=H < ve M= {LH}

olsun. Bu taktirde c(p), co(p), £.(p) ve {(p) paranormlu dizi uzaylar: sirasiyla,
C(P)= {xs(x,,) HleC= lim|x,, —f|‘"" = 0},

co(p)z{x=(x"):lim|x"|P” =0},

n—»w

£ (p):{x:(x"):suph“r’" <co},

<ol

x}l

() ={=(2):Z

seklinde tanimlanur [9].

Teorem 2.1. M =max {1, sup pa} olmak {izere co (p)

Pn
M

g(x)=sup|x,

n

ile paranormlu bir uzaydir [1].

2y
Teorem 2.2. [, (p) ve c (p) uzaylari, g(x)=sup|x,|[ ile paranormlu olmasi i¢in gerek ve

yeter sart inf pn> 0 olmasidir [1].



Teorem 2.3.{(p) ve w(p)uzaylar sirasiyla,

1 1

g O Py

n

n k n=1

g(X){

ile birer paranormlu uzaydir [1] :

Yukarida tanimlanan bu uzaylar paranormun dogurdugu topolojilere gtre tamdir. Genel

olarak ¢(p), ¢,(p), £.(p), £(p) ve w(p) uzaylari normlu uzaylar degildirler.
Egter her n igin p, = pise

l.(p)=La, c(p)=c, a(p)=cy, £(p) =1L, w(p)=w
dir [1].

Teorem 2.4. {(p) uzayl, M = max {1,sup pn } olmak iizere

1

()= bl

n

seklinde tanimli g ile paranormlu bir tam lineer metrik uzaydir [1].

Ispat. Herhangi bir A kompleks sayisi ve x, y e £( p)igin

1 1 1

(peorr) (oo

veE

i %

e Smax{l,

"}
esitsizlikleri saglanir. Yukaridaki esitsizliklerden f( p) nin noktasal lineer islemlere gore

lineer bir uzay oldugu goriiliir. g(6)=0 ve her xe {(p)i¢in g(x)=g(—x) oldugu



agikardir. Ayni zamanda, yukaridaki iki esitsizlikten g’nin alt toplamsal ve

g(/?,x) < max{l,

Al}-g(x)

oldugu goriiliir. Bundan dolay1, (A4, x)—> A.x fonksiyonu A =0 da siireklidir. x=0 ve A

sabit iken x —» A.x fonksiyonu x=0 da stireklidir. Eger x sabit ve £ > 0ise

o _€
S <

n>N

olacak sekilde N sayisi segebiliriz. 8> 0 igin [A| <3 iken

p €
S <2

ns<N

olur. Buradan [A| <min {1,8} olmasi g(4,)< & olmasini gerektirir. Boylece fonksiyon 1=0

da stireklidir ve bu nedenle £ (p) paranormlu bir uzaydir.
Teorem 2.5. ¢, ( p)uzay:

B

g(x)=sup|x,|»

ile paranormlu lineer bir metrik uzaydir. Eger inf p, > Oise 0 zaman £, (p) ve c(p) uzaylari

tam paranormlu uzaylardir [l] 5

Ispat. x=(x,), c,(p) de keyfi bir dizi ve A € C olsun.

A

" <max (1A}

1
oldugundan esitsizligin her iki tarafinin M inci kuvveti alinirsa,

1

|7u|Pﬁ < max {1, ?L|M}ﬁ= max {1,

Aj



elde edilir. Buradan
g(Ax) <max {1,|4}.g(x)

yazilabilir.
A=0 ve x=0 iken (4,x)—> A.x siireklidir.
x=0 ve A sabit iken x — A.x stireklidir.

Simdi x sabit iken ¢, (p) uzay:
i <
sup|x [M <=
ﬂ)}g " 2
olacak sekilde bir 8> 0 sayisi vardir. [A|<$ iken
Pn
sup|Ax, [ < £
n<N 2

olur. Eger [A| <min {1,8} alirsak

g ( ﬂ.x) =sup |Ax" |pﬂ +sup |x" lpﬂ
n<i n>N

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmis olur.

10



3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE A" - ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, istatistiksel yakinsak dizilerin ve A™ - istatistiksel yakinsak dizilerin

bazi temel &zellikleri incelenecektir.

3.1 istatistiksel Yakinsakhik

N dogal sayilar ciimlesini gdstermek iizere K =N ve K (n)={k € K : k <n} olsun.
K (n) ciimlesinin eleman sayisini |K (n)| ile gdsterelim. Bir K — N climlesindeki x ’e esit

olan ya da x’ den kii¢iik olan pozitif tam sayilarin sayis1 K (x) ile gdsterilsin.

Ornegin bir K ciimlesi 2, 4, 6, ... ¢ift tamsayilarindan olusuyorsa,

K(1)=0,K(2)=1,K(6) =3 K(7) =3, K( l35):3,

olur. Gergekten; i —M
. Gergekten; x>0 ise K (x)= Z dir.

Reel ya da kompleks terimli dizilerde istatistiksel yakinsaklik kavram esasen dogal

sayilarin alt kiimelerinin asimptotik yogunluguna baghdir.

K
Tamm 3.1.1. K cNolmak iizere & (K)=]jmﬂ limiti mevcut ise bu limite K
L n

ciimlesinin asimptotik yogunluu veya dogal yogunlugu denir ve &(K) sembolii ile

gosterilir.

Ayrica, (,) pozitif tamsayilarinin bir dizisi ve K={a, :neN} olsun. Eger §(K)

mevcut ise K’nin dogal yogunlugu;

§(K)=lim—=

n-—>%0 a
n

seklinde tanimlanur [7].



Tanim 3.1.2. Bir K ciimlesinin asimptotik yogunlugu, §, (K ) - Ijminf@ dur.
B n

K K
l)— dizisi limite sahip ise K 'nin dogal yogunlugu & (K)=lim () seklinde tanimlanir
n 1 n

[71

Tamim 3.1.3. §(K)=0 ise K ciimlesine sifir yogunluklu ciimle denir [7].
Teorem 3.1.4. K =(c, )sonsuz bir dizi ise bu taktirde
B

5.(K)= liminf ~

dir. Eger 5(K) meveut ise 5(K):Ii:nain dir [7].
Ornek3.1.  §(N)=1,

s{{rnen)=o,

5({n:nasal sayr})=0,

5({2n:neN})=5(2n+l:nEN):

B | =

elde edilir.

Teorem 3.1.5. B ciimlesi dogal yogunluga sahipse,
8(N-B)=1-5(B) ve 0<5(B)<1

dir [7].

Teorem 3.1.6. Dogal sayilarin sonlu her alt ctimlesinin dogal yogunlugu sifirdir. Bunun tersi

dogru degildir [7].

12



Teorem 3.1.7. Dogal yogunlugun sifir oldugu durumlarda, &(K)=0iken, dogal
yogunlugun sifir olmadigi durumlarda K’nin yogunlugu sifirdan farkhidir ve & (K ) =0 ile

gosterilir [8] .

Tamm 3.1.8. Eger x = (x, ) dizisinin terimleri sifir yogunluklu ciimle haric biitiin & *lar i¢in
bir P 6zelligini saghyor ise (x, ) dizisi hemen hemen her k igin P dzelligini sagliyor denir

ve ‘h.h.k> seklinde gosterilir [8].

Sifir yogunluklu ciimle tanimindan esinlenerek istatistiksel yakinsak dizi tanimi

asagidaki sekilde verilmistir.

Tanim 3.1.9. x= (xk) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her €> 0 i¢in

Ii}:nil{k <n: |xk —L| 28}| =0

ise, yani hh.kigin |x, —L|<e& ise x=(x,) dizisi L sayisina istatistiksel yakmsaktir denir.
S-limx=L veya x, — L(S)yazilir. Burada ciimle sembolii disindaki dikey ¢izgiler

climlenin eleman sayisini géstermektedir.

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi
S={x=(xt):liml|{kSn:|xtﬁL|25}|=0}
"n
ile, L=0 olmasi halinde bu uzay
.1
S, :{x =% ) llgn;|{k <n:x|2 3}| = 0}

seklinde gosterilir [8] :

Teorem 3.1.10. Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat bunun tersi dogru degildir

[8].

13



Teorem 3.1.11. Istatistiksel yakmnsaklik tamimindan da anlagilacag gibi x =(x,) dizisi bir

L sayisina istatistiksel yakinsak ise L sayisinin herhangi bir ¢ komsulugunda dizinin sonsuz

¢oklukta terimi bulunurken, bu komsulugun diginda da indis ciimlesinin yogunlugu sifir

olmak sartiyla yine diziye ait sonsuz ¢oklukta terim bulunabilir [8] i

Dolayisiyla, istatistiksel yakinsaklik, bilinen yakinsakliktan daha genel bir

kavramdir. Bunun karsitinin her zaman dogru olamayacagi asagidaki 6rnekte goriilmektedir.

Ornek 3.2. x =(x, ) dizisinin genel terimi

I, k=m’
=140 T m=123,..
0, k#m~

seklinde tanimlansin. (x, ) dizisinin terimleri
(%)=(1,0,0,1,0,0,0,0,1,...) seklinde olur. Bu taktirde
Hk£n:lxk|28}|£|{k£n:xk ¢0}|£JE

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik » ile boliiniir ve n— coi¢in limiti alinirsa,

Jn

0<hm—| k<n:x, ¢0}|<11m——11m

H—0 n n—»o n—»x f

elde edilir. Buradan S—limx, =0 bulunur.

Yukaridaki ornekte verilen x= (xk) dizisi yakinsak degildir. Dolayisiyla yakinsak

her dizi sinirli oldugu halde istatistiksel yakinsak dizilerin smirli olmast gerekmez. Simdi

bunun igin bir drnek daha verelim.

Ornek 3.3. x=(x,) dizisinin genel terimi;

m=1,2.3, ...

{Ikm

0, k#m’

seklinde tanimlansin. Bu taktirde
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|{k<n le]>g}| |{k<n xk?kO |<\/_

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik # ile boliiniir ve n— coigin limiti alinirsa,

5
ik <n:x, 0} im " = lim = =0

elde edilir. Buradan S—limx, =0 oldugu elde edilir. Buradan da x dizisi istatistiksel

yakinsaktir, fakat tistten sinirsizdir.

Teorem 3.1.12. x=(x,) dizisinin bir € R sayisina yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter

sart

K={n :keN}cN igin §(K)=1ve limx, =¢
olmasidir [8].

Kisaca sifir yogunluklu indis ctimlesi disinda (esdeger olarak 1 yogunluklu indis

climlesi {izerinde), (xm) dizisi { degerine klasik anlamda yakimsak ise bu durumda (x,,)

dizisi { sayisina istatistiksel yakinsaktir.

Sonug olarak, istatistiksel yakinsak diziler uzay1 Cauchy anlaminda yakinsak diziler

uzayini kapsar.

Tamm 3.1.13. x=(x, ) dizisine, Ve >0 ve n, =n,(&) e.Nsayml icin
{k eN:|xk —xn0|28}

ciimlesi sifir yogunluga sahip ise istatistiksel Cauchy dizisi denir [9].

Klasik yakinsaklikta oldugu gibi istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy

dizileri arasinda da asagidaki teoremde verilen iligki vardar.

Teorem 3.1.14. Asagidaki ifadeler denktir:

i) x =(x, ) istatistiksel yakinsaktir,
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ii) x=(x,) istatistiksel Cauchy dizisidir,
i)  x=(x,) dizisiigin § ({k X E W }) =0 olacak gekilde yakinsak bir y =(y, )

dizisi vardir [9].
Teorem 3.1.15. S—limx=Lve VkeN icin |x,|]<M ise o,—limx=L dir [6]. Bu
teoremin tersi dogru degildir. Gergekten (x)=(1,0,1,0,...) seklinde tanimlanan dizinin

aritmetik ortalamasi 2 ye yakmsaktir. Fakat bu dizi istatistiksel yakinsak degildir.

Tamim 3.1.16. x =(x, ) kompleks terimli bir dizi ve 0 <p < o olsun.

lim n*‘Z"]xk -1'=0
k=1

n—»oc

olacak sekilde kompleks bir L sayisi varsa x=(x;) dizisi L’ ye kuvvetli p-Cesaro

toplanabilirdir denir. Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin cimlesi w, ile gdsterilir. O

halde p > 0 igin,

w, = {x =(x,):3LeC,lim n'lzn“]xk -L" = 0}
k=1

dir[6].

Teorem 3.1.17. peR ve O<p<ocoolsun. Eger bir dizi L’ ye kuvvetli p-Cesaro
toplanabilirse o zaman bu dizi L’ye istatistiksel yakinsaktir. Eger sinirh bir dizi L’ye

istatistiksel yakinsak ise o zaman bu dizi L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir [6] :
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3.2 Genellestirilmis Fark Dizi Uzaylari

{,,c vec, srastylake N={1,2,3,...} pozitif tamsayilarin ciimlesi olmak iizere,
I, =suplx
ile normlu birer Banach uzayidir.
Kizmaz [10], Ax=(Ax,)=(x, —x,,, ) olmak iizere,
£, (A)={x=(x):Axetl,}
c(A):{x:.(xk):Axec}
¢ (A)={x=(x):Axec,}
dizi uzaylarini tanimladi ve bu uzaylarin
[l = b+ A,
normu ile birer Banach uzayi oldugunu gosterdi.

Daha sonra Sarigdl [11],
e (A'?) :{xz(xk) (A x =k (xk _xk+1) el ;qg< 1}
c(Aq)z{x=(xk) :Ax=k(x,—x,,)ec.q <1}

cn(Aq):{x:(xk):Aqx:k"'(xk—xkﬂ)ecﬂ,q<1}

dizi uzaylarini tanimladi ve bu uzaylarin

[, =Pl +sup|&? (x. —x...)

normu ile Banach uzaylar1 oldugunu gosterdi.
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Daha sonra Et ve Colak ([12],[13]) meN, A'x=(x), Ax=(x,—x.,),

A"x=(A"x,)=(A""x, —A""x,,, ) Ve
A%, = i(—l)v {MJ X,
v=0 v

olmak tizere

L, (A"’)z {x =(x,):A"x Ef,)m}
c(A”‘): {x:(xk ):A"xe c}
& (A"’) ={x=(xk):A’"x eco}

dizi uzaylarini tanimladilar ve bu dizi uzaylarinin

A"x

o, = Sl fas],
normu ile Banach uzaylar1 oldugunu gésterdiler.

Teorem 3.2.1. [ (A’") 5 c(A"’) ve ¢, (A"’) dizi uzaylar: agikér olarak birer lineer uzaydir
[12].

Teorem 3.2.2. c(A"‘), & (A"’) dizi vzaylari, £ (A’")dizi uzaymnin kapali bir alt vzayidir
[12].

Teorem 3.2.3. X =(_, ¢, ¢o olmak iizere A" (X dizi uzay: da bir lineer uzaydir [12].

Teorem 3.2.4. X ={_, ¢, co olmak iizere A" (X) dizi uzay

|

o= Shelae
normu ile birer normlu uzaydir [I 2].

Teorem 3.2.5. X, |

.|| normu ile bir Banach uzay1 ise A" (X) dizi uzay: da
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A"x

|

A" = ilxi \+
i=1
normu ile bir Banach uzayidir [12] .

Teorem 3.2.6. X —¥ise A" (X)c A" (Y) dir [12].

Simdi yukarida tanimladigimiz uzaylar arasindaki kapsama bagintilarini verelim.
1) ¢,(A") =, (A™") ve ¢, (A" )=, (A™") dir.

2) c(A™") ce(A”) ve c(A™")=c(a™) dir.

3) ¢,(A") cc(A™) ve ¢ (A") = c(a™) dir.

4) L, (A) L, (am) ve £, (A™") =L, (A) dir.

5)c(a™)ct, (A")ve c(A™)= ¢, (A™) dir.

3.3 A" -Istatistiksel Yakinsakhk

Tanm 3.3.1. x =(x; ) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger Ve >0 igin,

li}]nl’{kgn:

Ax, —L| > gH =0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = (xk) dizisi L sayisina A™ -istatistiksel yakmsaktir denir
ve A"(S)-limx=L veya x —>L(A"‘ (S)) seklinde gdsterilir [14]. A™ -istatistiksel

yakinsak dizilerin uzayi

A” (S)z{x=(xk):lillini {kSn:

A"z, — 1|2 g}’ = 0}

ile gosterilir,
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L=0 olmasi halinde x=(x,) dizisine sifira A™ -istatistiksel yakinsak dizi denir.
x = (2, ) dizisi sifira A™ -istatistiksel yakinsak ise A" (S)~limx=0 veya x, — O(A’" (S))

yazilir. Sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:

A" (S,)= {x =(x,): 1@%[{1« <n:|amx|2 |- o}
ile gosterilir [14].
Teorem 3.3.2. A" (S ) lineer uzaydir [14].

Tamm 3.3.3. x =(x, ) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

n

limlz

nop =

A"x-If =0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x=(x,)dizisi L sayisma kuvvetli A7 — Cesaro
yakinsaktir denir ve A”™ (wp)—limx:L veya X, —)L(A’” (wp)) seklinde gosterilir [14].

Kuvvetli A7 —Cesaro yakinsak dizilerin uzay:

Am(wp):{x=(xk):ﬁin%§

A%y, = L‘P =0,enazbirLeC vardn'}

ile gosterilir [14].
Teorem 3.3.4. peR, 0< p <o olsun.

i) X —)L(A’" (wp)) ise x, —)L(A"’(S)) dir.

i) xel, (A") ve x, > L(Aa"(S))ise x, —>L(A"(w,)) dir [14].

Ispat. i) x= (x,)ea” (wp) ve £ >0 olsun. Bu taktirde
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Same -1 = Y |aw-ff+ Y |amx-Lf
k=1 1<k<n 1<k<n

|A"‘xk —L‘<s |A’"xk —Ll‘as

>g*

{kSn:

A —LI 25}

elde edilir. x, - L(A"(w,)) oldugundan x, — L (A" (S)) elde edilir.
i) X —)L(A"' (S)) olsun. xel (A’") oldugundan M = ”Amx“m +1

yazabiliriz. £ >0 verilsin. NV, sayisini

< ¢
2M*

y
: {k < n:lA"'xk ~L| Z(gj ”}

n

olacak sekilde secelim ve

/
L= {k <n: |A"’xk —L' b= (EJI P}
2

diyelim. Bu taktirde n > N, i¢in

l - P 0w L l ne .
H[;;L"IA X, L| +;;L"|A > L‘ ]<11[2M”M +112J

£
S—+—=¢
z 2

elde edilir. Boylece x, — L(A’" (w p)) olur.

Tamm 3.3.5. x=(x, )€ w olsun. Eger Ve > 0igin
1
—Hk sni |A"'x,r —A’"xN| > 6‘}’ =0
n
olacak sekilde bir N =N () sayis1varsa x =(x,) dizisine A" -istatistiksel Cauchy dizisi

denir [13].
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Teorem 3.3.6. Eger x=(x,) dizisi A™-istatistiksel yakinsak ise x=(x,) dizisi A™-

istatistiksel Cauchy dizisidir [13] .

Ispat. Kabul edelim ki x &A™ (S) ve & >0 olsun. Bu taktirde A.A.k iin

I

yazabiliriz. N sayisimi A.A.k. i¢in

m g
A"xy—L|< S
olacak sekilde secelim. Bu taktirde A.A.k. i¢in

A"’xN—L|<£+£=£
2 2

A"x, —A"’xN| < ’A”’xk —L‘+

olur. Buradan x = (x, ) dizisi A" -istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 3.3.7.
i) c(A’”) =8 (A’") ve bu kapsama kesindir.
ii) S (A’") ved, (A”’) birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar vardir.

iii) S (A’" ) ve £_ birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlari vardir.
iv)  Svec,(A™) birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlari vardir.

V) S vel, (A’") birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar vardir [13].

Tamm 3.3.8. (X, g) bir paranormlu uzay olsun. Bir x =(x, ) dizisine, Ve >0igin k 2 k,
iken g(x,—¢)<eolacak sekilde pozitif bir k, tam sayisi mevcutsa ¢ sayisina yakinsak

veya g-yakmsak denir. g—limx =g seklinde gosterilir [15].
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Tamm 3.3.9. Bir x =(x, ) dizisine, eger her bir £>0 i¢in

h'mll{k <n:g(x—¢)> 3}| =0
n n

ise (X,g) de ¢ sayisma istatistiksel yakmnsaktir veya g(st)- yakinsaktir denir. Bu

durumda g(s7)-limx=¢ seklinde gosterilir [15].

Tamim 3.3.10. Bir x=(x,) dizisine, eger her £ >0 i¢in

lim%Hks n:g(x —xN)Zs}’=0
LA /

olacak sekilde bir N = N(g) sayist meveutsa (X, g) de istatistiksel Cauchy dizisi veya

g(s7)-Cauchy denir [15].
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4. PARANORMLU UZAYLARDA A™-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE
KUVVETLI CESARO TOPLANABILME

Bu béliimde paranormlu uzaylarda , A™ - istatistiksel yakimnsaklik ve A™ -

istatistiksel Cauchy kavramlari tanimlanip bunlar arasindaki iligki incelenmistir.
4.1. A" -Istatistiksel Yakinsaklik ve A" -istatistiksel Cauchy

Tamm 4.1.1. Bir x =(x, ) dizisine, eger her bir £> 0 igin

Iimll{k En:g(x —g)> SH =0

n n
ise (X, g) de ¢ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu limit g(st)—limx=¢ seklinde

gosterilir. Bu dizilerin uzay1 S, ile gosterilir.

Tanmm 4.1.2, Bir x =(x, ) dizisine, eger her bir &> 0 i¢in

limll{k <n: g(A”’xk —g) > g}l =0

n n

ise (X, g) de & sayisina A" -istatistiksel yakinsaktir denir ve bu limit g (sz)—A" limx, =¢

seklinde gosterilir.

Tanmm 4.1.3. Birx = (xk) dizisine, eger her £ >0 igin

li:ni {k < n:g(A’"xk —A’"xN)Z £}| =0

olacak sekilde bir N =N(&) sayisi meveutsa (X,g) de A™ - istatistiksel Cauchy denir.

Teorem 4.1.4. Eger bir x =(x, ) dizisi (X, g) paranormlu uzaymnda istatistiksel yakinsak

ise bu taktirde g(s7)—A" limiti tektir.

Ispat. Kabul edelim ki g(st)-A"limx=g ve g(st)—A"limx=¢, olsun ve £>0

verilsin. Asagidaki ctimleleri tanimlayalim:



K, (e ):{keN g(A™x, - %}

Kz() {keNgAxA g2 g}

g(st)-A"limx=¢, oldugundan & (K1 (8)) =0 elde ederiz. Benzer sekilde
g(st)-A"limx=g, olmasi S5 (K . (5)) =0 olmasmm  gerektirir.  Simdi
K(£)=K,(£)UK, () olsun. Bu taktirde 5(K(£))=0 dir. Burada §(K*(£))=1 dir.

Simdi eger k € N/ K (&) ise bu taktirde

g(s-5)=<g(A"x,—g)+g(A"x,—¢,)

o |
o |,
Il
4]

dir. £ >0 keyfi olduundan g(g, —¢,)=0 elde edilir ve buradan ¢,= ¢, olur.

Teorem 4.1.5. Efer g—A"limx=c¢ ise bu taktirde g(st)—A"limx=¢ dir. Fakat tersi

genel olarak dogru degildir.
Ispat. g— A" limx = ¢ olsun. Bu taktirde her £ > 0 igin ve Vk >N igin
g (A’"xk - g) <g
olacak sekilde pozitif bir N tamsayisi vardir.
A(s)= {k eN: g(ﬂ.’”;c,r —g) > g} c{1,2.3,..}
oldugundan & (A(g)) =0 dir. Buradan g(st)—limx=¢ olur.

Asagidaki 6rnek bu teoremin tersinin dogru olmasi gerekmedigini gisterir.
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Ornek 4.1. f(A’“, p) = {x =(x): ZlA’"xk lpk < oo} uzaymda p =(p, )=(1/k) alinirsa
k

E(A’”,—jcl-]={x=(xk):z

k

Ax, |]/k < oo}

1

A"‘xk|") seklindedir. x = (x, ) dizisi

elde edilir. Buradaki paranorm g(x)= {Z

k

» k, k=n*,neN
A'x, =
0, aksitaktirde

seklinde tanimlansin ve

, 0<e <1 olsun. Buradan

K(£)=Hk$n 2 g(A"'xk)Z 5}

1

g(Amxk)z Bk, k=n2,neN
0, aksitaktirde

oldugu goriiliir. Buradan

, k=n*neN
limg(A"x, )=1" ’
k g( * ) {O, aksi taktirde

elde edilir. Bu nedenle g—A"limx mevcut degildir. Diger yandand (K (s)) =0, yani

g(st)—=A"limx=0 dir.

Teorem 4.1.6. g(st)—A"limx=g¢, ve g(st)—A"limy =g, olsun. Bu taktirde
i) g(st)-A"lim(xFy)=¢ Fq,
iii) g(st)—a(A"‘ ljmx) =ag, (2 R)

dir.
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Teorem 4.1.7. (X, g)debir x=(x, ) dizisinin A" - istatistiksel yakinsak olmast i¢in gerek

ve yeter sart
g(A"‘x,;," —g) —0 (n—>w)

olacak sekilde §(K)=1 olmak iizere bir K ={k <k, <k, <..<k, <..} N ciimlesinin

var olmasidir.

ispat. g(st)—limx =¢ oldugunu kabul edelim. Simdi =1, 2, 3, 4,... i¢in

K, ={n eN:g(A"’xkn —g)Sl—l}_

r

ve
m 1
Mr={nEN:g(A %, —g)>—}
" r
alahm. Bu taktirde &(K,)=0,
M oM, oM, 5 oM oM. D (4.1)
ve
§(M,)=1, r=1,2,3,... (4.2)

dir. Simdi ne M _ igin (A"’xk") nin ¢ ye g-yakinsak oldugunu gosterelim. Aksine (A”‘xk")
nin ¢ ye g-yakinsak olmadigini kabul edelim. Bu nedenle sonsuz terimler igin g(A’"x,‘" - g)

olacak sekilde £ >0 mevcuttur.
m ]‘
ME:{nEN:g(A X —g)>g} veE>— (reN)
® r

olsun. Bu taktirde

5(M,)=0
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ve (4.1) den M. cM_ dir. Buradan M, c M, elde edilir ki bu (4.2) ile geligir. O zaman

(xkn ), ¢ ye (X, g) paranormlu uzayinda A" -istatistiksel yakinsaktir.

Tersine g(A”’xkn)—)»O (n—0) olacak sekilde S(K)=1 olmak iizere bir
K ={k <k, <k, <..<k,<..} ciimlesinin mevcut oldugunu kabul edelim. Bu taktirde

n> Nigin g(A"‘xkn - g) < & olacak sekilde pozitif bir N tamsayis1 vardir.
K, (t)= {k eN: g(A"’xk —g) > 5}

K= {anH‘J ky.zs }

alalim. Bu taktirde 8(K)=1 ve K, cN-K'olur ki bu 8(K,)= 0 olmasmni gerektirir.

Buradan x =(x, )dizisi (X, g) paranormlu uzaymnda A" -istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 4.1.8. (X, g) paranormlu bir tam uzay olsun. Bu durumda (X, g) deki noktalarin
bir x=(x;) dizisinin A" -istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A™ -istatistiksel Cauchy olmasidr.

Ispat. Kabul edelim ki bir (x,) dizisi (X,g) paranormlu uzaymnda A" -istatistiksel

yakinsak olsun . Bu taktirde
A(e) :{k eN:g(A™x,—¢)> %}
olmak tizere 5(4(£))=0 elde edilir. Buradan
5(4(¢))= 5({k eN:g(A™x, —¢)< g}) =)
olur. ne A%(e) olsun. Bu taktirde g(A"x, —¢)< % dir. Simdi

B(g)= {k eN: g(A"’xk —A"’xn) > S}
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olsun. B(e) = A(e) oldugunu gdstermeliyiz. k € B(¢) olsun. Bu taktirde
g(Anlxk _A?"x") 2 g

ve buradan

e(am~¢)>

b |,

olurkibuda ke A(&)olmasi demektir. Aksi taktirde eger g(A"'xk —g) < g olursa
E<g (A’”xk =A% ) <g (A"’xk —g) + g(A"’x" ~g)
€
<—+—=¢
2

olur ki bu imkansizdir. Buradan B(e)c A(g) olmasi x =(x, ) dizisinin A™ -istatistiksel

Cauchy olmasini gerektirir.

Tersine kabul edelim ki x = (x; ) dizisi A™ -istatistiksel Cauchy olsun, fakat (X, g)

paranormlu uzayinda A" -istatistiksel yakinsak olmasin. Bu taktirde
G(e)= {k eN: g(A’"xA_ - A"'xM) > s}
olmak iizere §(G(5)) =0 ve

D(&) ={k eN:g(A", —g)<§}

olmak iizere &(D(g))=0ve buradan d(D°(g))=1 olacak sekilde MeN mevcuttur.

Buradan
£
A"x, —c) < — oldugundan
g(A"x, ~¢) < oldug

g(A”’xk —A”’xn) < Zg(A'"xk —g) <g
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elde edilir. Bu nedenle 8(G°(g))=0, yani &(G (€))=1 olur ki bu x=(x,) dizisinin
A™ -istatistiksel Cauchy olmasi ile geligir. Buna gére x=(x,) dizisi (X, g) uzayinda

A™ -istatistiksel yakinsak olmalidir.

4.2. Kuvvetli Toplanabilme ve istatistiksel Yakinsaklik Arasindaki fliski
Tanim 4.2.1. Bir x =(x, ) dizisine eger 0<p <oo igin

n P

lile(g(A"’xk ﬁg)) =0

N &=
ise (X, g)de ¢ limitine A” - kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir ve x, — g[cl, g, A’"]p
seklinde gosterilir. ¢ yexin [ ¢, g, A"‘]p-limiti denir.
Teorem 4.2.2. a) Eger 0<p<ow ve x, > Q[Cu g, A" L ise x= (xk) dizisi (X, g)
de ¢ ye A" - istatistiksel yakinsaktir.
b) Eger x=(x,) dizisi smirh ve ¢ ye (X,g) de A™-istatistiksel

yakinsak ise bu taktirde x, — g[cl, e, A"’] dir.
P

Ispat. a) x, > g[cl g A" , olsun. Bu taktirde

2 (e(amn )2

Ly

Z (g(A"’xk —g))p 2§|KE|

(g(.'l"'xk —g))p e

ve n—> o iken lZ(g(A'"xk —g))p — 0 olur. Yani liml|K5| =0 ve boylece 5(K,)=0

n Pl n—o g

olur. Burada K, = {k <n:g ((A"’xk - g))P 2 g} dir.
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b) Kabul edelim ki x=(x,) dizisi smirh ve (X,g) de ¢ ye A™- istatistiksel

yakinsak olsun. Bu taktirde &> 0i¢in §(K,) = 0elde edilir. x € {, oldugundan,

g(A"x, —g)<M (k=1,2,3,..)

olacak sekilde M > 0 sayis1 mevcuttur.

ve

olmak iizere

S, (”) = l i (g(Amxk _g))P

N =1
keK,

n

(o2

S, (n)=

= |-

k=1
kek,

=8,(n)+S,(n)

elde edilir. Simdi eger k¢ K ise bu taktirde S,(n)<e”dir. k€K igin n—>w iken

8(K,) =0 oldugundan

S, (n')Ssup(g(A’"xJt —g))(|KE|/n)SM|KE|/n —0

elde edilir. Buradan x, —¢[¢;, g, A" | olur.
P

Tanim 4.2.3. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bir x =(x, ) dizisine eger

limlif((g(/_\’"xk —g))P)=O (0<p<w)

SR

31



ise (X, g) de ¢ limitine f e gore kuvvetli p-Cesaro A™ - toplanabilirdir denir. Bu durumda

X.—» g(w( f.g.A", p)) yazilir. Bu tiir dizilerin uzay1 w( f.g. A", p) seklinde gosterilir.

Teorem 4.2.4. a) f herhangi bir modiiliis fonksiyonu ve olsun. Bu takdirde x =(x, )

dizisi (X, g) de ¢ ye A" - istatistiksel yakinsaktr.

b) S, =w(f.g A", p) <> [ smrhdir,
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5. TARTISMA VE SONUC

Istatistiksel yakinsaklik yillardir farkli isimler altinda Foruier Analiz teorisinde, ergodic
teoride, sayilar teorisinde, dl¢iim teorisinde, trigonometrik serilerde ve Banach uzaylarinda

kullanilmastir. Istatistiksel yakinsaklik kavrami daha sonralart dizi uzay: bakis agisindan

arastirildi ve Fridy [9], Connor [6], Mursaleen [16], Salat [8] ve daha birgok kisi tarafindan
¢alisildi. Daha sonra Et ve Nuray [14] istatistiksel yakinsakligt m. mertebeden A operatorii

yardimiyla inceledi. flaveten Alotaibi ve Alrogi bir (X,g)paranormlu uzayinda;

istatistiksel. yakinsaklik, istatistiksel Cauchy ve kuvvetli p- Cesaro toplanabilirligi

tanimlamis ve bunlar arasindaki iliskileri incelemistir.

Bu tezde, (X , g) paranormlu uzayinda m. mertebeden A operatorii ile olsturulan

dizilerin; istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli p- Cesaro toplanabilirligi incelendi. A™ -
istatistisel yakimsaklik ve A" -istatistiksel Cauchy kavramlari tanimlandi ve bunlar

arasindaki kapsama bagntilari incelendi. Daha sonra bir f modiiliis fonksiyonu yardimiyla

m

(X, g)paranormlu uzayinda A”operatdrii ile p- Cesaro toplanabilirligi tanimlanip

istatistiksel yakinsaklik ile arasindaki kapsama bagintilari ve teoremler ifade ve ispat edildi.
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