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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

KONVEKS HIPERBOLIK DORTGENLERIN OZELLIKLERI

Yasemin ATMACA
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damsman: Dog. Dr. Nilgiin SONMEZ

Bu tez ¢aligmasinin asil amaci, hiperbolik diizlemde, konveks hiperbolik dortgenlerin

ozelliklerini inceleyerek, hiperbolik geometrinin gelistirilmesine katkida bulunmaktir.
Bu amagla, ikinci boliimde tez ¢alismamizin daha iyi anlasilabilmesi i¢in gerekli olan
temel kavramlardan bahsedilmistir. Ugiincii béliimde konveks hiperbolik dértgenlerle

ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir. Dordiincii boliimde hiperbolik dortgenlerle

ilgili kelebek teoremi anlatilmistir.

2018, vi + 28 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

THE PROPERTIES OF CONVEX HYPERBOLIC QUADRILATERALS

Yasemin ATMACA
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Nilgiin SONMEZ

The main purpose of this research is to investigate the properties of convex hyperbolic
quadrilaterals in the hyperbolic plane and to contribute to the development of hyperbolic
geometry.

For this purpose, in the second part we have mentioned the basic concepts necessary for
better understanding of our thesis work. In the third chapter, definitions and theorems
related to convex hyperbolic quadrilaterals are given. In the fourth chapter butterfly
theorem related to hyperbolic quadrilaterals is explained.

2018, vi + 28 pages
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1. GIRIS

Oklid, kendi geometrisine ait tiim bilgileri Elements adli kitabinda toplamistir. On ii¢
ciltten olusan bu kitapta bir takim tanimlar, aksiyomlar ve postiilatlar verilmis ve
teoremler bunlara dayanarak kanitlanmigtir. Aksiyom; dogrulugu agik ve segik olan
onerme demektir. Postiilat; ispat edilmeksizin dogru olarak benimsenen Onerme

demektir. Oklid’in postiilatlar1 asagidaki gibidir (Y1lgor 2007).

Postiilatlar:

1. ki nokta arasini birlestiren en kisa yol bir dogru parcasinin uzunlugudur.

2. Bir dogru, dogru olarak sonsuza kadar uzatilabilir.

3. Bir noktaya esit uzaklikta bulunan noktalarin geometrik yeri bir gemberdir.

4. Biitiin dik agilar birbirine esittir.

5. (EPP): iki dogru bir iiciincii dogru tarafindan kesilirse i¢te meydana gelen agilarmn

toplaminin 180 dereceden kii¢iik oldugu yonde bu iki dogru kesisir.

19. yy. dan itibaren matematik¢iler 5. Postiilati degisik bir acidan incelemeye

calismiglar ve sonucta asagidaki postiilata ulasmislardir.

(HPP): Diizlemde bir dogru ve lizerinde olmayan bir nokta verildiginde, bu noktadan

gecen ve verilen dogruya paralel birden ¢cok dogru vardir.

Bu postiilat hiperbolik geometri veya Oklid olmayan (non-Oklidyen) geometrinin
temelini olusturur. Daha sonra Oklid olmayan geometrinin &zellikleri matematikgilerin
ilgisini ¢ekmistir. Ornegin Oklid olmayan geometride bir iicgende i¢ agilarin toplami

180° degildir (Yakut 2004).

Italyan matematik¢i Girolamo Saccheri (1667-1733) iki agisi 90° olan dortgenleri
g0zoniine almistir. O bu dortgenlerde iki diisey dogrunun esit uzunluga sahip oldugunu
diisiinerek geriye kalan iki a¢inin 90° den kiigiik olabileceginin miimkiin oldugu (no

non-Oklidyen hal) sonucuna varmistir.



Johann Heinrich Lambert (1728-1777) benzer konuda ilerlemis bunu daha da
genisletmeye calismistir (Yakut 2004).

Bu tez ¢alismasimin asil amaci, hiperbolik diizlemde, konveks hiperbolik dortgenlerin

ozelliklerini inceleyerek, hiperbolik geometrinin gelistirilmesine katkida bulunmaktir.

Bu amagla, ikinci boliimde tez ¢alismamizin daha iyi anlasilabilmesi i¢in gerekli olan
temel kavramlardan bahsedilmistir. Uciincii béliimde konveks hiperbolik dértgenlerle
ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir. Dordiincii bolimde hiperbolik dortgenlerle

ilgili kelebek teoremi anlatilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1 (Soyut geometri) P elemanlar1 noktalar olan bir kiime; I. de, P nin bos
kiime olmayan alt kiimelerinden olusan ve elemanlar1 dogrular olan bir kiime olmak
tizere, asagidaki iki aksiyomu saglayan matematiksel sisteme soyut geometri denir ve

[P,IL] ile gosterilir.

(i) P deki her farkl iki noktadan gegen bir dogru vardir.

(if) Her dogru en az iki noktaya sahiptir.

Tammm 2.2 (Incidence geometri) Asagidaki aksiyomlar: saglayan [IP,IL] soyut

geometrisine konum (incidence) geometrisi denir.

(i) P deki her farkli iki nokta bir tek dogru tizerindedir.

(if) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Tamim 2.3 (Metrik) X bos olmayan bir kiime olmak tizere, d : X x X — R fonksiyonu
asagidaki (i) ve (ii) kosullarini saglarsa, d ye X kiimesi tizerinde bir uzaklik fonksiyonu

denir. Eger ti¢ kosulu da saglarsa, d ye X kiimesi tizerinde bir metriktir denir.

(i) HerP,Qe X igind(P,Q)=0ved(P,Q)=0< P=0Q dir.
(i) Her P,Q € X igind (P,Q) =d (Q, P) dir.
(iii) Her P, Q,R € X igind (P,Q)< d (P,R) +d (R, Q) dir.

Tamim 2.4 (Cetvel) [, [P,LL] konum geometrisinin bir dogrusu, d de PP iizerinde bir
uzaklik fonksiyonu olmak iizere, asagidaki kosullar1 saglayan f: | — R

fonksiyonuna [ igin cetveldir denir.

(i) f fonksiyonu bire-bir ve ortendir.
(i) [ tizerindeki her P ve Q noktalarti¢in | f (P) — f (Q) | =d (P, Q) dir.

Burada, (ii) esitligine cetvel denklemi, f(P) ye ise P nin f ye bagh koordinat: denir.



Tamim 2.5 (Metrik geometri) [IP,IL] bir konum geometrisi ve d, P i{izerinde bir uzaklik
fonksiyonu olmak tiizere, VI € L dogrusu bir cetvele sahipse, d ile birlikte [IP,1L]

konum geometrisine metrik geometri denir ve [P,IL, d ] ile gosterilir (Colakoglu 2009).

Tamim 2.6 Bir metrik geometride 1 bir dogru ve AABC de bir tiggen olsun. A — D — B
sartin1 saglayan D € [ noktasi i¢in [ N AC # @ yada l n BC # @ ise bu metrik geometri
Pasch Postulatini (PP) saglar denir (Bagci12017).

Tammm 2.7 (Diizlem Ayirma Aksiyomu (DAA)) [P,L,d] metrik geometrisinde,
verilen her [ € L dogrusu i¢in P nin asagidaki ti¢ kosulu saglayan H; ve H, gibi iki alt
kiimesi varsa, [P,IL,d | sistemi diizlem ayirma aksiyomunu saglar denir. Bu durumda,
H; ve H, kiimelerinin her birine bir yar: diizlem, | dogrusuna da bu yari diizlemlerin

kenar1 denir.

(1) H,ve H, konvekstir.
(i) Hy UH, =P -1 (P den [ nin ¢ikarilmasiyla elde edilen kiime).
(iiiA e H,veBe H, ise, ABnl # @ dir.

Tanim 2.8 (Pasch geometri) Diizlem ayirma aksiyomunu saglayan bir metrik

geometriye Pasch geometri denir.

Tanmim 2.9 (A¢1 Olgme Fonksiyonu) Bir [P,L, d ] Pasch geometrisinde, +# tiim agilarin
kiimesi olmak iizere, asagidaki ii¢ kosulu saglayan m : /7 — R fonksiyonuna a¢t 6l¢me

fonksiyonu denir.

(i) Eger £ABC € # ise, 0 < m (ABC) < 180 dir.

(if) H yari diizleminin kenari lizerinde bir AB 15101 ve 0 ile 180 arasinda herhangi
bir r reel sayisi verilsin. Bu durumda P € H olmak tizere m(2PAB) = r olacak sekilde
bir tek AP 15101 vardir.

(iii) Eger D noktas1 £ ABC agisinin i¢ bolgesinde ise,

m(£ABD)+ m(£DBC)= m(£ABC) dir.
Eger A—B —C veD & AC ise
m(£ABD) + m(4«DBC)= 180 dir.



Tamim 2.10 (Agiolcer geometri) [P,IL,d ] Pasch geometrisine, bu geometri {izerinde
tanmiml1 bir 7 ag16l¢me fonksiyonuyla birlikte a¢iélcer (protractor) geometri denir ve

[P,L,d, m] ile gosterilir.

Tamm 2.11 [P,L,d, m] agidlger geometrisinde, iki tiggenin kdse noktalar1 arasinda
bire-bir bir esleme verilsin. Eger birinci liggenin iki kenar1 ve bu kenarlar arasindaki agi1,
ikinci tiggenin karsilik gelen kenarlarmma ve agisina es iken bu iiggenler de es ise,

[P,L, d, m] sistemi kenar-a¢i-kenar (KAK) aksiyomunu sagliyor denir.

Tamm 2.12 KAK aksiyomunu saglayan a¢idlger geometriye mutlak (absolute, neutral)
geometri denir (Colakoglu 2009).

Oklid geometrisi ile Hiperbolik geometri hem metrik geometri, Pasch geometri hem de

aci0lcer geometri ve mutlak (absolute,neutral) geometri 6zelliklerini saglar ( Millman
and Parker 2000)

Tanim 2.13 Dogrusal Doniisiim ( Mobius Doéniisiimii ) a,b,c,d € [l ,ad - bc # 0

olmak lzere;

T(z) =(az+b)/(cz+ 4d)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona, kesirli dogrusal doniisiim (mobius donilisiimii) denir

(Ertas 1991, Yilgor 2007).

Tamm 2.14 C merkezli ve k yarigapli bir gember verilsin. Eger

(i) C, PP'dogru parcasiin disinda olacak sekilde, C, P , P' noktalar1 dogrudaslarsa,
(iiy CP.CP' = k?

ise P ve P'noktalari, C merkezli, k yarigapli gembere gore simetriktir, denir (Sekil 2.1).



Bu iki noktay1 ¢embere gore simetrik yapan I¢ ; fonksiyonuna da inversiyon adi verilir

ve

Icx(P) =P

seklinde gosterilir.

Sekil 2.1 Inversiyon

Inversiyonlar, yansimalara benzeyen involusyonlardir. I ; inversiyonun sabit noktalari,
C merkezli ve k yarigapl cemberi olusturan noktalardir. inversiyonlar gemberi, gembere

doniistiiren doniistimlerdir.

Teorem 2.1 Her Oklid gemberi ayn1 zamanda bir hiperbolik gemberdir.
Ispat: g, O merkezli ve x-eksenine dik BC capli bir Oklid gember olsun (Sekil 2.2 ).
Eger ¢ nun aymi zamanda hiperbolik ¢ember oldugu ispatlanirsa, bu hiperbolik

cemberin A hiperbolik merkezi , BC dogru pargasinin hiperbolik orta noktasi ve

MA = VMB.MC 2.1)

pargaya boldiigiinii gosterelim. Bu hiperbolik eslik, I,, hiperbolik yansimasi olup, yani

p nin her noktasini sabit birakan bir yansimadir.



Sekil 2.2 Oklid ve hiperbolik cember gdsterimi

q merkezil ¢cemberindeki hiperbolik yansimanin p ¢emberini sabit birakmasi i¢in gerek
ve yeter sart p ve q nun dik olmasidir. Bu nedenle k s1 ¢ nun 6klid yarigap1 olan p yi
sabit birakan Iy} inversiyonunun oldugunu ispatlamak gerekir. I, inversiyonu p ve
g nun E ve F kesisim noktalarini sabit birakir. Iy, (p), E ve F yi kapsayan bir ¢gember
olmasi nedeniyle, simdi A" = I, (A) nin p {izerinde oldugu gosterilsin. Bunun i¢in A ve

A’ niin x- eksenine gore simetrik oldugunu gostermek yeterlidir.

0 = (.,b) ise bu taktirde B = (.,b + k), C = (.,b — k) ve (2.1) esitliginden,

A=(,Vb? —k?)
olur. Buradan A’ niin ordinati, A nin ordinatinin negatifi olan,
kZ
OM —-0A'=b ——
OA
h——
~ 7 b—Vbr-k2
—p— k? b+VbZ—k2
b—Vb2-k2 " b+Vb2—k?2
—p— k2(b+VbZ—k2)
bz_(bz_kz)



k?(b +VbZ — k2)
b— e

=b—(b++/b2—k?)

:_/bZ_kZ

ifadesine esittir. Sonug olarak A' , p= I, ; (p) olacak sekilde hem p hem de I, . (p) nin
tizerindedir. Bunun anlami p ve q ortogonaldir ve bu nedenle , g = I, (q) dur. Diger

bir deyisle , A dan gegen her jeodezik , g yu iki hiperbolik es pargaya ayirir.

Simdi AE yaymin hiperbolik uzunlugunun sabit oldugu ve A noktasindan gecen

p cemberinin durumundan bagimsiz oldugu gosterilsin.

Bunun i¢in AE yi AC iizerine doniistiiren hiperbolik yansimanin bulunmasi gereklidir. G
noktasi, x —ekseni ile p nin arakesiti ve n, G merkezli ve A dan gecen bir jeodezik

olsun .

In(A) = Avel,(A") = A'oldugundan dolay1 I,(p) = BM olur.

Bununla birlikte, ispatin ilk kismina bakarak [,(q) = q dur. Sonu¢ olarak I,
inversiyonunung ve p nin kesisimi olan E noktasini, ¢ ve BM nin kesisimi

olan C noktasina doniistiirdiigii sdylenebilir.

Bu durumda su sonuca varilir: AE yayinin hiperbolik uzunlugu sabittir ve bu nedenle g,

A merkezli hiperbolik ¢emberdir (Cakan 2011).



3. KONVEKS HiPERBOLIK DORTGENLER

Hiperbolik geometri bir mutlak (absolute, neutral) geometridir (Millman and Parker
1991). Bu bolimde oncelikle hiperbolik geometride konveks dortgenlere ait genel
Ozelliklerden bahsedilecektir. Daha sonra hiperbolik geometride konveks dortgenlere

ornek olarak Saccheri ve Lambert dortgenleri verilecektir.

Tamm 3.1 (Dogru pargasi) Bir metrik geometride A ve B farkli iki nokta olmak tizere
AB={X€P :X=AveyaX =Bveya A— X — B}

kiimesine AB dogru parcasi denir ve AB veya [AB] seklinde gosterilir.

Tanim 3.2 (Dogru parcasinn ici ) AB ve CD iki dogru parcasi olmak iizere, eger
d(A,B) =d(C,D) ise AB ve CD dogru parcalari estir, denir ve AB|| CD
AB -{A, B} kiimesine ise AB dogru parcasinin ici denir ve int(AB) ile gosterilir.

Tamim 3.3 Bir metrik geometride {A, B, C, D} kiimesi, herhangi ti¢ii dogrudas olmayan
noktalar kiimesi olsun. Eger int(AB), int(BC), int(CD) ve int(DA) den herhangi ikisi

kesismiyorsa,

OABCD = ABUBC UCD UDA

ifadesine bir dortgen denir.
Sekil 3.1’ de (a) ve (b) bir dortgeni temsil ederken (c) bir dortgen degildir.

\‘\ D

A D C C
(a) (b) (c)

Sekil 3.1 Dortgen ve dortgen olmayan sekiller

Teorem 3.1 Bir metrik geometride mABCD verilsin. Bu durumda,



OABCD = oBCDA = 0CDAB = oDABC = oADCB = oDCBA = aCBAD = oBADC
dir. Ancak DABCD ve OABDC es degildir.
Ispat: Tanim 3.3 den,

OABCD = ABUBCUCDUDA=BCUCDUDAUAB =CDUDAUABUBC
=DAUABUBCUCD =ADUDCUCBUBA
=DCUCBUBAUAD =CBUBAUADUDC
=BAUAD UDCUCB

olup,
0ABCD = 0oBCDA = oCDAB = oDABC = oADCB = aDCBA = oCBAD = oBADC
dir. Ancak,

OABCD = ABUBCUCDUDA + ABUBD UDC UCA =0ABDC

olur.

Tamm 3.4 OABCD dértgeninde AB,BC,CD,DA kenarlar; A,B,C,D késeler;
£ABC,.BCD,.CDA ve £DAB acilar, AC ve BD késegenler olarak adlandirilir.
Kosegenlerin bitim noktalarina karsilikli késeler, iki kenarin ortak bir kdsesi varsa bu
kenarlara komsu kenarlar, aksi halde karsilikli kenarlar denir. Eger iki aginin ortak

kenar1 varsa bu agilara komsu ac¢ilar aksi halde karsilikli agilar denir.

Teorem 3.2. Bir metrik geometride OABCD = oPQRS ise o zaman {A,B,C,D} =
{P,Q,R,S} dir. Ayrica A=P ise C =R ve B=Q veya B =S dir. O halde, bABCD
dortgeninin kenarlari, acilar1 ve kdsegenleri OPQRS dortgeniyle aynidir.
Ispat: DABCD = OPQRS ise Tamim 3.3 den,

OABCD = ABUBCUCD UDA =PQ U QRURSUSP =0PQRS

dir. A = P ise Teorem 3.1 den,

OABCD = oCBAD = @u@u@ u@
OPQRS = ORQPS = RQ UQP UPS U SR

yazilabilir. DABCD = OPQRS oldugundan oCBAD = oRQPS dir. Buradan C = R ve
B = Q dur. Benzer sekilde DABCD = OPQRS = 0 PSRQ dir. BuradanC = RveB =S
dir. Tanim 3.4 den, OABCD dortgeninin kenarlari, agilart ve kosegenleri OPQRS
dortgeniyle aynidir.
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Tamm 3.5 Pasch geometride, bir DABCD dortgeninin her kenari, tamamen karsi kenar
tarafindan belirlenen yar1 diizlemdeyse, bu durumda COABCD dortgenine konveks

dortgen denir.

Sekil 3.2 (a) konveks dortgendir fakat (b) konveks dortgen degildir.

A

(a) (b)

Sekil 3.2 Konveks ve konveks olmayan dortgenler

Teorem 3.3 {P,L,7,d} dizlem ayirma aksiyomunu (DAA) saglayan bir metrik

geometri olsun. [ dogrusu lizerinde olmayan 2 nin A ve B noktalari igin,

i) Ave B noktalar [ nin zt tarafindadir & ABN [ # @

ii) Ave B noktalari [ nin ayni tarafindadir & A = BveyaABNn [ = ¢ dir.

Ispat: i) A ve B noktalar1 [ nin zit tarafinda ise, A € H, ve B € H, (veya A € H, ve
B € H,) olur. Bu durumda DAA y1 saglayan bir metrik geometri oldugundan Tanim 2.7
(iii) den ABN [ # @ olur.

Aksine ABN 1 # @ olsun. Eger A,B € H; (veya A,B € H,) olsaydi H, (veya H,)
konveks oldugundan AB € H; (veya H,) olurdu. Bu ise ABNIl =@ anlammna
geleceginden celiski olusurdu. O halde A ve B noktalari [ dogrusunun zit tarafinda

olmalidirlar.
i) A ve B noktalari [ nin ayni tarafinda olsunlar. Bu durumda A, B € H; veya

A,B € H, dir. H; ve H, konveks oldugundan ya A = B veya AB € H, veya AB € H,
olur. Dolayisiyla AB Nl = @ dur.
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TersineA = B veya AB Nl = @ olsun. A = B ise bu noktalar [ nin ayni tarafindadur.
AB N1l =@ ise H; ve H, yar diizlemleri konveks oldugundan A ve B noktalar1 ya H,

ya da H, yar1 diizlemindedirler. Yani [ nin ayni tarafindaki yar1 diizlemdedirler.

Teorem 3.4 Pasch geometride, bir dortgenin konveks dortgen olmasi i¢in gerek ve yeter
sart dortgenin her bir agisinin kars1 kdsesindeki aginin i¢ kisminda bulunmasidir.
Ispat: Gerek sart: Bir Pasch geometride OABCD bir konveks dortgen olsun. Bu

durumda Tanim 3.5 den, dortgenin her bir kenari karsi kenarin belirledigi yari
diizlemdedir. Bu durumda DC, AB nin ayirdigi bir yari diizlemdedir ve AD, BC nin
ayirdign bir yari diizlemdedir. DC N AD = {D}olup D noktast, BA c AB isininin €

noktasini iceren yari diizleminde ve BC c BC 1sininin A noktasini igeren yari

diizlemindedir. Tanim 2.6 dan D € int(2ABC) olur.

Benzer sekilde C € int(2DAB), B € int(£ADC) ve A € int(«BCD) oldugu da

gosterilebilir.

Yeter sart: Bir DABCD dortgeninin her bir agis1 karsi kosesindeki aginin i¢ kisminda
olsun. Budurumda D € int(2ABC), C € int(«DAB), B € int(£ADC) ve
A € int(«DCB) olur.

D € int(£ABC) oldugundan D noktas1 BA nin C noktasini iceren tarafinda ve
C € int(£DAB) oldugundan C noktasi da AB nin D noktasin igeren tarafindadir.

C ve D noktalari AB € 4B nin ayni tarafindadir.

Benzer sekilde dortgenin diger kenarlarmin da karsi kenarlarinin ayirdigi yan
diizlemlerde oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla Tanim 3.5 den OABCD bir konveks
dortgendir.

Teorem 3.5 Pasch geometride, DABCD bir dortgen olsun. Eger BC Il AD ise DABCD
bir konveks dortgendir.

ispat: BC | AD ise BC dogru parast AD dogrusunun bir tarafinda ve 4D dogru
pargasi BC dogrusunun bir tarafindadir (Sekil 3.3). AB dogru parcasinin CD nin bir

tarafinda oldugu gosterilmelidir.
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AB dogru parcastnin CD nin bir tarafinda olmadigi kabul edilsin. O zaman int(4B) N
CD # ¢ olur. BC nin A y1 igeren tarafi H; ve AD nin B yi igeren tarafi H; olsun. O
halde, int(AB) c H, NH; @ # int(AB)NCD c H, N H; NCD = int(CD) olur.
Buradan int(AB) n int(CD) # @ olur. Bu sonug ise dortgen tanimiyla ¢elismektedir.

Sonug olarak, AB dogru parcasi tamamen CD nin bir tarafinda ve benzer sekilde CD

dogru pargasi tamamen AB nin bir tarafindadir. Dolayisiyla OABCD bir konveks

dortgendir.

Sekil 3.3 Pasch geometride BC || AD olan DABCD konveks dértgeni

Teorem 3.6 Pasch geometride, DABCD dortgeninin konveks dortgen olmasi igin gerek
ve yeter sart dortgenin her kenarinin, kars1 kenarin belirttigi dogruyla kesismemesidir.

Ispat: OABCD bir dértgen olsun.

Gerek Sart: ABCD bir konveks dortgen ise Tanim 3.5 den dortgenin her kenari,
tamamen kars1 kenarin belirttigi yar1 diizlemdedir. Bu durumda Teorem 3.3 (ii)’ den den

her kenar kars1 kenarin belirttigi dogruyla kesigsmez.

Yeter Sart: ABCD dortgeninde her kenar, karsi kenarin belirttigi dogruyla kesismesin.
Bu durumda Teorem 3.3 (ii) den dortgenin her kenari karsi kenarmn belirttigi yari
diizlemdedir. O halde OABCD konvekstir.

Tamm 3.6 OABCD konveks dortgeninde AB kenarmin C ve D noktalarin kapsayan
kismu, BC kenarinin A ve D noktalarini kapsayan klsml,ﬁ kenarmin A ve B

noktalarin1 kapsayan kismi ile DA kenarmm B ve C noktalarini kapsayan kisminin
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kesisimine OABCD dortgeninin i¢i denir ve int(QABCD) ile gosterilir.
Teorem 3.7 int(QABCD) konvekstir.
Ispat: Pasch geometride, iicgenler ve iicgenlerin i¢i konvekstir. Dértgenlerde

ticgenlerden olustuklarindan int(QABCD) konvekstir.

Teorem 3.8 Pasch geometride, bir dortgenin kdsegenleri kesisiyorsa dortgen konveks

dortgendir.

Ispat: DABCD dértgeninin kosegenleri AC ve BD, AC n BD = {E} olsun. Bu durumda
AE nint(BD) # @ olup E € int(«DAB) olur. AC c AE oldugundan C € int(<DAB)

olur. Benzer sekilde BE nint(AC)#® olup E € int(<ABC) olur. BD c BE
oldugundan D € int(£ABC) olur ve bu sekilde A € int(£BCD), B € int(£ADC)
oldugu gosterilir. Teorem 3.4 den OABCD dortgeni konvekstir.

Teorem 3.9 Pasch geometride, bir dortgenin en az bir kdsesi kars1 agisinin i¢indedir.

Ispat: DABCD bir dortgen olsun. DABCD dortgeninin higbir kdsesi kars1 agismin iginde
olmasin. Bu durumda B € int(«DCA) (Sekil 3.4) ve B noktasi ya cD 1sinmin A
noktasini kapsayan tarafinda ya da CA isininin D noktasint kapsayan tarafinda
bulunur. B noktasi CD isinmin A noktasint kapsayan tarafinda olsun. Bu durumda
CDNAB = ¢ olup D ve B noktalari CA nin zit tarafinda olurlar. O halde Teorem 3.3
(i) den CANDB = {E} # @ olur. Eger E = D (veya E = B) olursa bu durumda C, D, A
(veya C, B, A) dogrusal olur ki bu durumda Tanim 3.3 den OABCD bir dértgen olmaz.
D — E — B olmas1 durumunda ise, int(BD) N CA = int(BD) n int(b?l) = int(BD) n
int(CA) # @ olur ki bu durumda da Tanim 3.5 den OABCD bir dortgen olmaz. Bu bir
celiskidir. O halde DABCD nin en az bir kosesi kars1 kenarinin i¢indedir.

B noktasinin CA 1siniin D noktasini kapsayan tarafinda olmasi durumu da ayni sekilde

gosterilebilir.
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Sekil 3.4 Higbir kdsesi karsi agisinin i¢inde olmayan dortgen

Tamm 3.7 Acidlcer (protractor) geometrisinde, £ A ve £ D dik agilar, AD ~ CDolacak
sekildeki ABCD dortgenine Saccheri dortgeni denir.

Saccheri dortgeni IS} ABCD seklinde gosterilir. Bu dortgenin alt tabanm1  AD, iist
taban1 BC, alt taban agilar1 £ A ve £ D, iist taban agilar1 Z B ve £ C dir (Sekil 3.5).

B C

~~

i Cd
A D
Sekil 3.5 Saccheri dortgeni

Teorem 3.10 Neutral geometride , 51 ABCD Saccheri dortgeni, konveks dortgendir.
Ispat . Teorem 3.4 den 181ABCD Saccheri dértgeni, konveks dortgendir.

Teorem 3.11 Neutral geometride, AD =~ PSve AB = PQise

r51ABCD =~ PQRS dir.
Ispat: AD =~ PSve AB =~ PQ, Kenar-A¢i-Kenar aksiyomundan AABD = APQS
dir. AB = DC, PQ ~ SR ve Kenar-Aci- Kenar aksiyomundan ABDC =AQSR dir.
AABD = APQS ve ABDC = AQSR oldugundan sy ABCD =51 PQRS dir.
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Teorem 3.12 Neutral geometride, Saccheri dortgeninin tabanlarinin orta noktalarimi

birlestiren dogru her iki tabana da diktir.

Ispat:

B C
rr——F ,
Sk B L/jiﬁb.

“ s
5, 4 q
1 % ® )

\\ Vs

) O I b 1
A E D

Sekil 3.6 Saccheri dortgeninin tabanlarinin orta noktalarini birlestiren dogru

£E agis1 dik olsun, 5§ ABCD Saccheri dortgeninde ABAE =~ ACDE (Kenar-Agi-Kenar)

dir. Buradan C_E ~ BE Ve 4BEC ikizkenar iiggendir. Ikizkenar iiggende tepeden

tabana inilen dogru tabana dik oldugundan £F agis1 da dik olur.

Teorem 3.13 Neutral geometride, Saccheri dortgeni bir paralelkenardir.
Ispat: Neutral geometride, iki dogru ortak bir dike sahiplerse bu iki dogru birbirlerine
paraleldir. Teorem 3.12 denBC ve AD ortak bir dike sahip olduklarindan

BCp/ AD dir.

Benzer sekilde ABp/ DC dir. O halde Saccheri dértgeni bir paralelkenardur.

Saccheri dortgeninde {ist tabanin uzunlugu alt tabanin uzunlugundan kiiclik degildir.

Bunu ispatlamak i¢in, dnce ¢okgen esitsizligini ispatlamamiz gerekir.

Teorem 3.14 (Cokgen esitsizligi) n > 3olsun. Neutral geometride

P;, P, ..., B, noktalar ise bu taktirde ,

d(P,P) < d(P,Py) + d(Py,P3) +--+ d(Pp_1,B)
dir.
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Ispat: Ispat tiimevarim yoluyla verilsin.

n = 3 i¢in yukaridaki esitsizlik tiggen esitsizligi oldugundan dogrudur. Yani,

d (P,P;) < d(P,P,) + d (P, P3)

diir. Bu sonucun n = k i¢in dogru oldugu kabul edilsin.

d (P, P) < d(P,P;) + d(PyP3) +-+ d(Pr—y, Py)

dir. Simdi n = k + 1 i¢in dogrulugu ispatlansin.
Ucgen esitsizliginden,
d (P, Pes1) < d (P, Pr) + d (Pr, Pes1)

yazilir. Son iki esitsizligin birlesiminden,
d (P, Pgiq) < d (P, Pp) + d(Pp,P3) + -+ d (Pe-1,Pr) + d (P, Prs1)

elde edilir.

Teorem 3.15 Neutral geometride , ISIABCD Saccheri dortgeni olsun. BC > AD dir.
Ispat: r51ABCD Saccheri dortgeninde A, = A, A, = D, B, = B ve B, = C olsun.

NN

A=A, D=A, A A,

Sekil 3.7 Eg Saccheri dortgenler zinciri

Es Saccheri dortgenler zinciri olusturulsun.

k > 3 olmak iizere AD iizerinde A,_,A, =~ AD olacak sekilde A, noktalar1 almsin.

Burada,

d(A,A.,)=nd(AD)
dir.
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B A LmveBkAk ~BA
olacak sekilde B, noktalari alinsin.
Teorem 3.11 den 814;B;C;,1D;;1 =SIABCD Cokgen esitsizliginden,
g_(A1»An+1) < d(4y, By) + d(By,By)+ ... + d (B, Bpy1) + d (Buyr, Ans1)
Ir.
d (A'B) =d (AliBl) =d (An+1ﬂB‘n+1)i d (BilBi+1) =d (B' C) Ve

d (A1, Ax4+1) = n.d (4, D) oldugundan ¢okgen esitsizligi n = 1 olmak iizere,

n.d (A4,D) < 2.d (A,B) + n.d (B,C)
(3.1)

d(A,D) — d (B,C) < %d(A,B)

haline doniigiir. n>1 oldugundan (3.1) esitsizliginin sag tarafi istenildigi kadar

kiigiilttilebilir. Bu durumda, d (4,D) — d (B,C) < 0 yazilabilir. Buradan,

AD < BC dur.
Teorem 3.16 Neutral geometride, st ABCD Saccheri dortgeni olsun. < ABD << BDC
dir.
Ispat: Teorem 3.15 dan rS1ABCD Saccheri dortgeninde AD < BC dir. Neutral
geometride, kiiciik kenar karsisinda kii¢iik a¢1 ve biiyiik kenar karsisinda biiyiik kenar
oldugundan < ABD << BDC dir (Millman and Parker 1991).

Tamm 3.8 Bir ABCD dértgeni icin AB ve CD kenarlar1 esit uzunlukta ve bu kenarlar

AD alt tabanina dik olsun. Z B ve ZC iist taban acilar1 es ve dar agilar ise bu dortgene

Hiperbolik Saccheri dortgeni denir.
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Tanim 3.9 Herhangi ii¢ agis1 dik ac1 ve dordiincii agis1 dar ag1 olan dortgene Hiperbolik

Lambert dortgeni denir ( Ratcliffe 1994, Kiiliikk 2014).

P, N,
H_ - F_'
) B;
N 0] | I?. =N
—~|H] , H:F
P, \—l P,
N,

Sekil 3.8. Hiperbolik Lambert dortgeni
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4. HIPERBOLIK GEOMETRIDE KELEBEK TEOEMIi

Oklid geometrisinde dikkat ¢eken teoremlerden birisi de kelebek teoremidir. Izmestiev,
(Izmestiev 2014), kelebek teoremini hiperbolik geometri i¢in incelemistir. O, bu teoremi

ispatlamak i¢in Klein disk modelini kullanmastir.

Sekil 4.1 Klein gosterimi
Bu model asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 4.1 Hiperbolik diizlem olarak herhangi bir cemberin i¢ bolgesi alinir.
Tanim 4.2 Cemberin i¢indeki noktalara hiperbolik noktalar denir.
Tanim 4.3 Hiperbolik dogrular verilen cemberlerin kirisleridir (Y1lgor 2007).

Oklid diizlemindeki gemberler ile hiperbolik diizlemdeki gemberler aynidir (Teorem
2.1). O halde hiperbolik diizlemde C, bir ¢gember olsun ve C iizerinde olmayan dort
dogrudas p,q,r,s noktalar1 verilsin. xeC, p,q,r,s ile dogrudas olmayan bir nokta olmak

lizere X den baglayip sirastyla p,q,r,S noktalarindan gecen en az bir kirisler dortgeni
(Sekil 4.2) vardir.
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Sekil 4.2 Kirisler dortgeni

Tamim 4.4 Metrik geometride dort farkli a,b,c,d reel sayilarinin ¢ifte orani,

cr(a,b; c,d) = Z_Ct h—d

dir.

Tamim 4.5 Bir x noktasinda kesisen [, [, , I3, [, dogrularinin ¢ifte oran,

sin(a—y) _sin(a—0)

sin(B—y) sin(8-0)

cr (I, 15 Is, 1y ) =
bi¢iminde tanimlanir. Burada sirasiyla «, 3,7, 6 sirasiyla lg dogrusuyla 1,1, ,13 ve I,

dogrularinin olusturdugu agilardir.
Burada,  yerine n+ « alinirsa ¢ifte oran degismez.

Onerme 4.1 | dogrusu x den gegmeyen ve |4, 1, 13, | 4 dogrularini a,b,c,d noktalarinda

kesen bir dogru olsun. Bu durumda,

cr (L, 15 15,l,) = cr(a,b; ¢, d)

dir.
—d _sin Zaxc  sin Zaxd
—d  sinZbxc "sin Zbxd

Ispat: Siniis kuralindan,

—d _sinZaxc sinzaxd _[|a'c] |a'd]

dir ve
c.a
¢ b—d sinzbxc sinZbxd |o'c| |b'd]

yazilir.
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Buradan bir x noktasindan noktadas dogrularin ¢ifte oran1 korudugu sdylenebilir

(Sekil 4.3).

Sekil 4.3 Dogrular ve noktalarin ¢ifte orani

Tamm 4.6 Bir C ¢gemberinin iizerinde dort nokta alinsin. x noktasi, bu dort noktadan
farkli C ¢cemberi lizerinde keyfi bir nokta olmak {izere, dort noktanin ¢ifte orani,
cr (a, b; ¢, d) =cr (xa, xb; xc, xd)

olarak tanimlanir (Sekil 4.4).

Cember tizerindeki noktalarin ¢ifte orani korunur.

Sekil 4.4 Bir ¢gember iizerindeki noktalarin ¢ifte orani

Teorem 4.1 (Kelebek teoremi) Bir kirisler dortgeninin ardisik kenarlar ile bir [
dogrusunun arakesit noktalari p,q,r,s ve ¢evrel gember C olsun. Eger | dogrusu C

cemberini a ve b gibi farkli iki noktada kesiyorsa,
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(1) cr(a,b; p,q) =cr(a,b; s,7)
Eger | dogrusu C ¢emberine a noktasinda teget ise,

@ Lt _ 1 1

a-p a-gq a-s a-r

Burada a — p ifadesi ap yonlii dogru pargasinin uzunlugunu gosterir.

Eger| dogrusu C ¢emberini kesmiyorsa,

(3) Lpaq = Lsar dir.

Tersine eger C ¢emberi ve (1),(2) veya (3) kosullarin1 saglayan p,q,r,s €l verilirse o
zaman V x € C i¢in | dogrusunu sirasiyla verilen noktalarda kesen Xxyzt kirisler dortgeni

vardir.

Ispat: (1) | dogrusu C ¢emberini farkl iki noktada kessin (Sekil 4.5) .

Sekil 4.5 | dogrusu C ¢emberini farkli iki noktada kesmesi durumundaki kelebek teoremi

Onerme 4.1 ve Tanim 4.6 iki kez uygulanirsa,
cr (a,b; p,q) = cr (ya,yb; yp,yq) = cr (a,b; x,z)

= cr (ta, tb; tx,tz) = cr (a,b; s,7).

(if) ! dogrusu C gemberine teget olsun (Sekil 4.6).
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X
Z

Sekil 4.6 | dogrusunun C ¢emberine teget olmasi durumundaki kelebek teoremi

sinZpxs _ yt _ yt
sinZgzr ps Qr

oldugundan,
p—s=q-—r (4.2)
r—=s=q-p

dir. (4.1) esitligi yeniden diizenlenirse.

a—s—(a—r)=a—p—(x—q) (4.2)

a—p=A,a—q=B,a—s=C,a—r =D olsun. (4.2) esitliginden,

B—A=D-C
D—C_B—A
CD  AB
1 1_1 1
C D A B
olur. Bu esitlikten,
1 1 1 1

dir.
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(iii) [ dogrusu C ¢emberini kesmesin (Sekil 4.7).

Sekil 4.7 [ dogrusu C ¢emberini kesmemesi durumundaki kelebek teoremi

Ayni1 yay1 goren agilar birbirlerine es olduklarindan asagida verilen acilar birbirlerine
estir.
4pxSs = £qzr , LxyZ = £Lxtz , LYkx =~ Ltkz

4pyq = LXYZ Ve LStr = Lxtz
acilarida ters agilar olduklarindan birbirlerine estirler.
Kelebek teoreminden asagidaki agilar es agilardir.

2qyp = £qdp , £str = £sdr

oldugundan £2qdp =~ £sdr olur.

Kelebek teoreminin diger durumlari asagidaki sekilde gosterilmistir (Sekil 4.8).

Sekil 4.8 Kelebek teoreminin diger durumlari
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