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bir Newton politopuna sahipse, F üzerinde mutlak olarak indirgenemez, yani F nin

her cebirsel uzantısında indirgenemez.
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1

Giriş

Bir F cismi için, F [x1, x2, ..., xn] halkasından alınan bir f polinomu bir New-

ton politopuna eşlenebilir. f polinomu, Minkowski toplamına göre ayrışamayan bir

Newton politopuna sahipse, F üzerinde mutlak olarak indirgenemez, yani F nin her

cebirsel uzantısında indirgenemez. Ayrıca bazı özel kosullarda Newton polytopları

ayrışabilen bazı çok deǧişkenli polinomlarda bir cisim üzerinde indirgenemez olabilir.

Bu tezde, bir F cismi üzerinde verilen çok deǧişkenli polinomlarda mutlak indirgen-

emezliǧi test etmek için Newton politop yöntemi kullanılmıştır
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Notasyon: 1) Bu tez boyunca F herhangi bir cismi göstermektedir.

2) v1 = (x1, x2, ..., xn), v2 = (y1, y2, ..., yn), ..., vm = (z1, z2, ..., zn) ∈ Zn olsun.

(i) v1 noktasının bütün bileşenlerinin en büyük ortak böleni

ebob(v1) = ebob(x1, x2, ..., xn)

olarak gösterilmektedir.

(ii)

ebob(v1, v2, ..., vm) = ebob(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn, ..., z1, ..., zn)

anlamına gelmektedir.

(iii) v1 den v2 noktasına olan kapalı doǧru parçasını [v1, v2] şeklinde göstereceǧiz.

Yani,

[v1, v2] = {x ∈ Rn : x = (1 − λ)v1 + λv2, 0 ≤ λ ≤ 1}.
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2

Politop Yöntemiyle İlgili Bazı

Temel Özellikler

Bu bölümde politop yöntemiyle ilgili bazı temel tanımları ve özellikleri vereceǧiz.

Önce politop yönteminin özel bir hali olan Eisenstein, Eisenstein-Dumas ve Stepanov-

Schmidt kriterlerini vereceǧiz. Sonra da politop metodunu tanıtacaǧız, detaylar için

bakınız Gao [2].

Teorem 2.1 (Eisenstein Kriteri)

R bir tek şekilde çarpanlara ayırma bölgesi ve f = a0 + a1x + ... + anxn ∈ R[x]

olsun. Eǧer p ∈ R asalı an dışındaki tüm katsayıları bölüyor ve p2, a0 katsayısını

bölmüyorsa f polinomu R[x] halkası içinde indirgenemez.

Örnek 2.1 f(x) = 3 + 12x2 + 18x3 − 25x4 ∈ Q[z] olsun, Q rasyonel sayılar cismi

olmak üzere. p = 3 aldıǧımızda, 3 asal sayısı polinomumuzun katsayıları olan 3, 12

ve 18′ i böler; fakat 25′i bölmez ve p2 = 9 , 3′ü bölmez. O halde Eisenstein kriterine

göre f polinomu Q üzerinde indirgenemez.

Örnek 2.2 g = 6 + 24x2 + 32x3 − 48x4 ∈ Q[x] polinomu için, p = 2 aldıǧımızda

Eisenstein kriteri çalışmaz. Çünkü 2|48.

Teorem 2.1 de verilen f polinomu için aoan 6= 0 olsun. Bu polinomu kullanarak

R2 düzleminde aşaǧıdaki gibi bir çokgen oluşturabiliriz:
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Varsayalım ki bir p asalının ak katsayısını bölen en büyük kuvveti pei olsun, ei ≥ 0

ve eǧer ai = 0 ise ei tanımlanmamak üzere. Bu durumda (0, eo), (1, e1), ..., (n, en)

noktalarını içeren en küçük konveks bölgeyi oluşturabiliriz. Bu konveks bölgenin

alt kenarlarının oluşturduǧu çokgen, f nin (p asalına göre) Newton çokgeni olarak

adlandırılır. Eǧer seçilen bu p asalı Eisenstein kriterine uygunsa, bu durumda e0 = 1

ve en = 0 olacaǧından, f nin Newton çokgeni y-ekseninde başlayan ve x-ekseninde

sona eren doǧru parçalarından oluşur.

Örneǧin, f = 2 + 4x + 41x3 ∈ Q[x] polinomunun, p = 2 asal sayısına göre

oluşturulabilecek Newton çokgeni, köşeleri (0, 1), (1, 2) ve (3, 0) olan üçgensel bölgenin

alt sınırı olan ve köşeleri (0, 1) ile (3, 0) noktaları olan doǧru parçasıdır.

Teorem 2.2 (Eisenstein-Dumas Kriteri) R bir tek şekilde çarpanlara ayırma

bölgesi, f = a0 + a1x + ... + anxn ∈ R[x] ve a0an 6= 0 olsun. Bunun yanında,

a0, a1, ..., an katsayıları R de basit olmayan bir ortak bölene sahip olmasın (yani, bu

katsayıların R deki ortak böleni sadece R nin bir tersinir elemanı olabailir). Eǧer f

nin, bir p ∈ R asalına göre, Newton çokgeni köşeleri (0,m) ve (n, 0) noktaları olan

doǧru parçasından oluşuyorsa ve ebob(n, m) = 1 (yani, m ve n nin en büyük ortak

böleni 1) ise f polinomu R[x] halkasında indirgenemez.

Örnek 2.3 g = 9 + 22x + 21x2 + 90x3 − 135x4 ∈ Q[x] polinomunda p = 3 alalım.

ebob(9, 22, 21, 90, 135) = 1

ve ebob(2, 1) = 1 olduǧundan f polinomu Q üzerinde indirgenemez.

y bir yeni deǧişken olmak üzere, F bir cisim ve R = F [y] olsun. Bu durumda y,

R nin bir asal elemanıdır ve y asalı için R[x] ≃ F [x, y] halkasında Eisenstein-Dumas

kriteri uygulanabilir. Bu duruma göre Eisenstein-Dumas kriterinin bir özel durumunu

verelim.

Teorem 2.3 (Eisenstein-Dumas Kriteri (Bir özel durum))

F herhangi bir cisim, f = a0(y) + a1(y)x + ... + an(y)xn ∈ F [x, y], a0(y) 6= 0 ve

0 6= an(y) ∈ F olsun. Eǧer f nin y asalına göre Newton çokgeni, köşeleri (0, m) ve
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(n, 0) noktaları olan doǧru parçasından oluşuyorsa ve ebob(n,m) = 1 ise f polinomu

F üzerinde mutlak indirgenemez.

Tanım 2.1 Bir F cismi üzerindeki bir f polinomu F cisminin her cebirsel uzantısında

indirgenemez ise, f polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez denir.

Örnek 2.4 f = y + x4 ∈ R[x, y] polinomunun Theorem 2.3’e göre Newton çokgeni

köşeleri (0, 1) ve (4, 0) olan doǧru parçasıdır.

ebob(1, 4) = 1

olduǧundan f polinomu R reeel sayılar cismi üzerinde mutlak indirgenemez.

Stepanov ve Schmidt bir F cismi üzerinde mutlak indirgenemeyen iki deǧişkenli

polinomlar oluşturmak için Theorem 2.4 te verilen başka bir yöntem vermişlerdir. Bu

yöntem de bir çokgen yöntemi olarak algılanabilir.

F bir cisim ve

f = a0(y) + a1(y)x + ... + an(y)xn ∈ F [x, y]

olsun. f nin y deǧşikenine göre üst Newton çokgeni (0, eo), (1, e1), ..., (n, en) nokta-

larını içeren en küçük konveks bölgenin üst kenarlarının olşturduǧu üst sınır çokgeni

olarak tanımlanır, ei = derece(ai(y)) (y deǧişkenine göre ai(y) polinomunun derecesi)

ve ai(y) = 0 ise ei tanımlanmamak üzere. (Bir çokgenin alt veya üst kenarlarının

anlamını görmek için bakınız [7, sayfa 39]).

Teorem 2.4 (Stepanov-Schmidt Kriteri) F herhangi bir cisim ve f ∈ F [x, y]

polinomunun x deǧişkenine göre derecesi n olsun. Eǧer f polinomunun y asalına göre

üst Newton çokgeni yalnızca köşeleri (0,m) ve (n, 0) noktaları olan doǧru parçasından

meydana geliyorsa ve ebob(m,n) = 1 ise f polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez.

Örnek 2.5

f = 32y15 + 4y2x + 12yx2 + 14x14 ∈ R[x, y] ≃ R[y][x]
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polinomunun y ∈ R[y] asalına göre üst Newton çokgeni köşeleri (0, 15) ve (14, 0) olan

doǧru parçasıdır.

ebob(15, 14) = 1

olduǧundan f polinomu R üzerinde mutlak indirgenemez.

Çok Deǧişkenli Polinomların Newton Politopları Yardımıyla

Mutlak İndirgenemezliǧi

Bu alt bölümde, yukarıda anlattıǧımız bütün kriterleri kapsayan ve bunların hep-

sinden daha kuvvetli olan çok deǧişkenli polinomların Newton politopları yardımıyla

indirgenemzliǧi yöntemini, kısaca politop yöntemi, vereceǧiz.

R reel sayılar kümesi, n ∈ Z+ ve S ⊂ Rn olsun. Her a, b ∈ S için a dan b ye

çizilen [a, b] kapalı doǧru parçası S içerisinde kalıyorsa, S kümesi konvekstir denir.

Yani

a + λ(b − a) = (1 − λ)a + λb ∈ S, ∀ 0 ≤ λ ≤ 1

şartı saǧlanıyorsa, S bir konveks kümedir.

Her S ⊂ Rn altkümesi için Rn de S yi kapsayan en küçük konveks küme konv(S)

olarak gösterilir. Doǧrudan hesaplama ile, her S ⊂ Rn altkümesi için

konv(S) =

{ s
∑

i=1

λiai | ai ∈ S, λi ≥ 0,
s

∑

i=1

λi = 1

}

olduǧu görülebilir, i üzerinde tümevarım kullanabilirsiniz.

Eǧer S = {a1, ..., ak} bir sonlu küme ise

konv(S) = konv(a1, ..., ak)

olarak gösterilir. S kümesinin sonlu olduǧu bu durumnda konv(S), S nin konveks

kapsayanı olarak adlandırılır.
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Rn de sonlu sayıda noktanın konveks kapsayanı bir politop olarak adlandırılır.

Bir politopun herhangi bir düzlemle kesişimi sadece bir nokta ise, politop ile düzlemin

kesiştiǧi bu tek nokta politopun bir köşesi olarak adlandırılır. Başka bir deyişle, bir

politopun bir noktası bu politopun başka iki noktasını birleştiren bir doǧru parçası

üzerinde yer almıyorsa, bu nokta politopun bir köşesidir.

n deǧişkenli polinomları ele alalım. x1, x2, ..., xn deǧişkenler ve F bir cisim olsun.

f(x1, ..., xn) =
∑

ae1e2...en
xe1

1 xe2

2 ...xen

n ∈ F [x1, x2, ..., xn]

polinomunun bir

(e1, e2, ..., en)

üs vektörü Zn de bir nokta olarak düşünülebilir. f polinomunun Newton politopu

Pf olarak gösterilir ve ae1e2...en
6= 0 şartını saǧlayan bütün (e1, e2, ..., en) noktalarının

konveks kapsayanı olarak tanımlanır. Yani, f polinomuna baǧlı olarak

C = {(e1, e2, ..., en) | ae1e2...en
6= 0}

olmak üzere,

Pf = konv(C)

olarak tanımlanır.

A ve B, Rn de herhangi iki küme olsun.

A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}

toplamına A ve B nin Minkowski toplamı denir.

Teorem 2.5 (Ostrowski [5] )

0 6= f, g, h ∈ F [x1, x2, ..., xn] ve f = gh ise Pf = Pg + Ph dir.

İspat: Bakınız [2, Lemma 2.1].
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Zn nin bir elemanı bir integral nokta olarak adlandırılır. Rn de bir politopun

bütün köşeleri Zn nin elemanı ise (yani, politopun bütün köşelerinin bütün koordi-

natları tamsayı ise), bu politop bir integral politop olarak adlandırılır. Eǧer en az iki

noktaya sahip A ve B integral politopları C = A + B olacak şekilde varsa, C integral

politopu integral olarak ayrışabilir denir. Aksi halde, C integral olarak ayrışamaz

denir. Burada, C = A + B integral ayrışmasında A (veya B) politopu C nin bir

integral toplamı olarak adlandırılır.

Teorem 2.5 in direk sonucu olarak çok deǧişkenli polinomlar için aşaǧıdaki mut-

lak indirgenemezlik kriteri elde edilir.

Teorem 2.6 F herhangi bir cisim f(x1, ..., xn) ∈ F [x1, x2, ..., xn] herhangi xi ye

bölünmeyen bir polinom olsun. Eǧer f nin Newton politopu integral olarak ayrışamaz

ise f(x1, ..., xn) polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez.

İspat: Bakınız [2, sayfa 5].

Örnek 2.6

f(x, y) = 1 + x + y + xy + x5 + y4 ∈ F [x, y]

polinomu için

Pf = konv((0, 0), (0, 4), (5, 0))

üçgenidir ve bu üçgen, ebob(4, 5) = 1 olmasından dolayı, integral olarak ayrışamadıǧından,

f polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez. Bakınız Şekil 1.

(5,0)

(0,4)

(0,0)

Sekil 1

f polinomunun P  Newton politopuf
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Not 2.1 Bir f(x1, ..., xn) ∈ F [x1, x2, ..., xn] polinomu için eǧer Pf integral olarak

ayrışamıyor ise, Teorem 2.6 ya göre, f polinomu politop yöntemine göre F

üzerinde mutlak indirgenemezdir denir.

Eǧer Pf integral olarak ayrışabiliyorsa, f polinomu, verilen F cismine baǧlı olarak, F

üzerinde indirgenebilir veya indirgenemeyebilir. Örneǧin,

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

polinomu için Pf integral olarak ayrışabilir. Çünkü,

Pf = konv((2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2))

= konv((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) + konv((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)).

Fakat, f polinomu Z3 üzerinde indirgenemediǧi halde, Z2 üzerinde

f(x, y, z) = (x + y + z)2

olarak çarpanlara ayrılabilir.

Politoplar hakkında daha fazla bilgi için bakınız [1] veya [11].
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3

Ayrışamayan Çokgenler ve

İndirgenemeyen İki deǧişkenli

Polinomlar

Bu bölümde integral olarak ayrışamayan, çoǧunlukla çokgenlerden oluşan, bazı

integral politoplar ve bunlara baǧlı olarak bir F cismi üzerinde mutlak indirgenemeyen

bazı çok deǧişkenli polinomlar vereceǧiz.

İki boyutlu bir politop özel olarak bir çokgen olarak adlandırılır.

Şimdi, [2], [3] ve [7] de bulunan bazı teoremleri ve bu teoremlere kendi bulduǧumuz

bazı örnekleri vereceǧiz.

Teorem 3.1 v0 ve v1, Rn de farklı iki integral nokta ise [v0, v1] doǧru parçası üzerindeki

integral noktaların sayısı (v0 ve v1 dahil olmak üzere) ebob(v1 − v0) + 1 dir. Eǧer v2,

[v0, v1] üzerinde herhangi bir integral nokta ise

||v2 − v0||

||v1 − v0||
=

ebob(v2 − v0)

ebob(v1 − v0)
.

Burada ||v||, v vektörünün Öklit uzunluǧunu belirtmektedir.

İspat: Bakınız [2, Lemma 4.1] veya [7, Proposition 3.1.1].
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Örnek 3.1

f(x, y) = x3y3 + x3y2 − x3y1 ∈ F [x, y]

polinomunu ele alalım. f polinomunun Newton politopu

Pf = conv((3, 3), (3, 2), (3, 1)) = {(3, y) ∈ R2 : 1 ≤ y ≤ 3}

doǧru parçasıdır. Bu doǧru parçası üzerinde

ebob((3, 3) − (3, 1)) + 1 = ebob(0, 2) + 1 = 2 + 1 = 3

tane integral nokta bulunur.

Örnek 3.2

h(x, y) = x4y4 + x4y3 + x4y2 ∈ F [x, y]

polinomunun Newton politopu

Pf = conv((4, 4), (4, 3), (4, 2) = {(4, y) ∈ R2 : 2 ≤ y ≤ 4}

doǧru parçasıdır. Görüldüǧü gibi,

||(4, 3) − (4, 2)||

||(4, 4) − (4, 2)||
=

ebob((4, 3) − (4, 2))

ebob((4, 4) − (4, 2))
=

1

2
.

Tanım 3.1 (Hiperdüzlem) Bir α ∈ R reel sayısı ve β ∈ Rn vektörü için,

H = {x ∈ Rn : β · x = α}

kümesi bir hiperdüzlem olarak adlandırılır;

β · x = β1v1 + ... + βnvn

β = (β1, ..., βn) ve v = (v1, ..., vn) vektörlerinin iç çarpımı olmak üzere.
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Teorem 3.2 Q, Rn de H hiperdüzlemi içinde yeralan herhangi bir integral politop ve

v ∈ Rn H nin dışında yeralan bir integral nokta olsun. Bunların yanında, Q integral

politopunun köşeleri v0, v1, ..., vk noktaları olsun, yani Q = konv(v0, v1, ..., vk). Bu

durumda,

P = konv(v, Q)

politopu integral olarak ayrışamaz ancak ve ancak

ebob(v − v1, v − v2, ...., v − vk) = 1.

İspat: Bakınız [2, Theorem 4.2].

Not 3.1 Teorem 3.2 de Q politopunun köşe sayısına baǧlı olarak, P politopu bir

doǧru, üçgen veya piramittir. Q politopunun

i) bir köşesi varsa, P bir doǧru parçası

i) iki köşesi varsa, P bir üçgen

iii) üç veya daha fazla köşesi varsa P

bir piramit olur.

H

v
1 v

2

v
3

v
k

Q

v

Ayr samayan  piramit

Sekil 2

Örnek 3.3

f(x, y, z) = 1 + x2 + y3 + x2y3 + xyz ∈ F [x, y, z]
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polinomunun Newton politopu

Pf = konv((0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 3, 0), (2, 3, 0)(1, 1, 1))

piramitidir. v = (1, 1, 1) olmak üzere,

ebob(v − (0, 0, 0), v − (2, 0, 0), v − (0, 3, 0), v − (2, 3, 0)) = ebob(1, 2) = 1

olduǧundan, Pf integral olarak ayrışamaz.

Sonuç olarak, f polinomu F üzerinde mutlak ndirgenemez. Bakınız Şekil 3.

(0,0,0)

(2,0,0)

(0,3,0)

(2,3,0)

(1,1,1)

Sekil 3

x

y

z

Örnek 3.4

g(x, y, z) = x2y + +xy2 + xyz + x2yz3 + 17 ∈ F [x, y, z]

polinomunun Newton politopu

Pg = konv((0, 0, 0), (2, 1, 3), (1, 1, 1), (1, 2, 0), (2, 1, 0))
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piramitidir. v = (0, 0, 0) olmak üzere,

ebob(v − (2, 1, 3), v − (1, 1, 1), v − (1, 2, 0), v − (2, 1, 0)) = ebob(2, 1, 3) = 1

olduǧundan, Pg integral olarak ayrışamaz.

Sonuç olarak, g polinomu F üzerinde mutlak ndirgenemez. Bakınız Şekil 4.

(1,2,0)

(2,1,0)

(2,1,3)

Sekil 4

(0,0,0)

x

y

z

Şimdi, Not 3.1 deki açıklamalara baǧlı olarak Teorem 3.2 nin [2] de yeralan bazı

sonuçlarını (özel durumlarını) verelim. Bu sonuçların bazılarına, [2] de verilmediǧi

halde, ispatlar da vereceǧiz.

Sonuç 3.1 v0, v1 ∈ Rn herhangi farklı iki integral nokta olsun. Buna göre, [v0, v1]

doǧru parçası integral olarak ayrışamaz ancak ve ancak ebob(v0 − v1) = 1.

Sonuç 3.2 İki terimli

f(x1, ..., xn) = axe1

1 ....xek

k + bx
ek+1

k+1
....xen

n ∈ F [x1, x2, ...xn], a, b ∈ F − {0}

polinomu mutlak indirgenemez ⇐⇒ ebob(e1, e2, ..., en) = 1.
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İspat: Bakınız [6, Theorem IX].

Örnek olarak, sıfırdan farklı a, b ∈ F için

f(x, y) = xn + ym ∈ F [x, y]

polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez ancak ve ancak

ebob((n, 0) − (0, m)) = ebob(n,m) = 1.

Örnek 3.5

f(x, y) = x4 + y5 ∈ F [x, y]

polinomu için

Pf = konv((4, 0), (0, 5))

doǧru parçasıdır. Burada,

ebob((4, 0) − (0, 5)) = 1

olduǧundan Pf integral olarak ayrışamaz. Sonuç olarak, f polinomu F üzerinde mut-

lak indirgenemez.

Örnek 3.6

f(x, y) = x3 + y4 ∈ F [x, y]

polinomu için

ebob((3, 0) − (0, 4)) = ebob(3, 4) = 1

olduǧundan f polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez. Bakınız Şekil 5.
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Sekil 5

(3,0)

(0,4)

Pf

x

y

Örnek 3.7

f(x, y, z) = x3 + yz2 ∈ F [x, y, z]

polinomunun Newton politopu

Pf = konv((3, 0, 0), (0, 1, 2))

doǧru parçasıdır. Burada,

ebob((3, 0, 0) − (0, 1, 2)) = ebob(1, 2, 3) = 1

olduǧundan f polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez.

Sonuç 3.3 v1, v2, v3 ∈ Rn aynı doǧru üzerinde olmayan herhangi farklı üç integral

nokta olsun. Bu durumda, konv(v1, v2, v3) üçgeni integral olarak ayrışamaz ancak ve

ancak

ebob(v1 − v2, v1 − v3) = 1.

Örnek 3.8

f(x, y) = x2 + y2 + x2y3 ∈ F [x, y]

polinomunun Newton politopu

Pf = konv((2, 0), (0, 2), (2, 3))
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üçgenidir.

ebob((2, 3) − (0, 2), (2, 3) − (2, 0)) = ebob(2, 1, 0, 3) = 1

olduǧundan Pf integral olarak ayrışamaz. Sonuç olarak, f polinomu F üzerinde mut-

lak indirgenemez. Bakınız Şekil 6.

(0,2)

(2,0)

(2,3)

Sekil 6

x

y

Örnek 3.9

f(x, y, z) = 15 + x2y2 + y2z3 ∈ F [x, y, z]

polinomunun Newton politopu

Pf = konv((0, 0, 0), (2, 2, 0), (0, 2, 3))

üçgenidir. Burada

ebob((2, 2, 0) − (0, 0, 0), (2, 2, 0) − (0, 2, 3)) = 1

olduǧundan, Pf integral olarak ayrışamaz. Dolayısıyla, f polinomu F üzerinde mutlak

indirgenemez. Bakınız Şekil 7.
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(2,2,0)

(0,2,3)

(0,0,0)

Sekil 7

x

y

z

Sonuç 3.4 f(x, y) = axn + bym + cxuyv +
∑

cijx
iyj ∈ F [x, y], a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0

olsun. Varsayalım ki f nin Newton politopu köşeleri (n, 0), (0,m) ve (u, v) olan üçgen

olsun. Eǧer ebob(m,n, u, v) = 1 ise f polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez.

İspat: Kolayca görebiliriz ki;

ebob((u, v)−(n, 0), (u, v)−(0,m)) = ebob(u−n, v, u, v−m) = 1 ⇐⇒ ebob(m,n, u, v) = 1.

Buna göre bu sonuç, Teorem 3.2 nin özel bir durumudur, Q politopunun üçgen olması

durumu. 2

Örnek 3.10

f(x, y) = 2x4 + 3y2 + 7x2y2 + 4x3y6 ∈ F [x, y]

polinomunun Newton politopu

Pf = konv((4, 0), (0, 2), (3, 6))

üçgenidir.

ebob((3, 6) − (4, 0), (3, 6) − (0, 2)) = ebob(−1, 6, 3, 4) = 1
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olduǧundan Pf integral olarak ayrışamaz. Sonuç olarak, f polinomu F üzerinde mut-

lak indirgenemez. Bakınız Şekil 8.

(4,0)

(0,2)

(3,6)

(2,2)

x

y

Sekil 8

Sonuç 3.5 v0, v1, v2, v3 ∈ Rn hepsi aynı doǧru üzerinde olmayan herhangi farklı dört

integral nokta olsun. Bu durumda,

konv(v0, v1, v2, v3)

dörtyüzlüsü integral olarak ayrışamaz ancak ve ancak

ebob(v0 − v1, v0 − v2, v0 − v3) = 1.

Örnek 3.11

f(x, y, z) = x2 + y3 − z4 + x5y7z8 ∈ F [x, y, z]

polinomunun Newton politopu

Pf = konv((2, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 4), (5, 7, 8))

piramitidir. Burada

ebob((5, 7, 8) − (2, 0, 0), (5, 7, 8) − (0, 3, 0), (5, 7, 8) − (0, 0, 4)) = 1



20

olduǧundan Pf integral olarak ayrışamaz. Sonuç olarak, f polinomu F üzerinde mut-

lak indirgenemez. Bakınız Şekil 9.

(2,0,0)

(5,7,8)

(0,3,0)

Sekil 9

(0,0,4)

x

y

z

Sonuç 3.6 Varsayalım ki

f(x, y, z) = axn + bym + czl + dxuyvzw +
∑

cijkx
iyjzk ∈ F [x, y, z],

a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0, d 6= 0 ve f nin Newton politopu

Pf = konv((n, 0, 0), (0,m, 0), (0, 0, l), (u, v, w))

piramiti olsun. Eǧer ebob(n,m, l, u, v, w) = 1 ise f polinomu F üzerinde mutlak

indirgenemez.

İspat:

ebob((u, v, w) − (n, 0, 0), (u, v, w) − (0,m, 0), (u, v, w) − (0, 0, ı)) = 1

ancak ve ancak

ebob(n, m, l, u, v, w) = 1

olduǧundan, sonuç açıktır. 2
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Örnek 3.12

f(x, y, z) = x2y + x2y3 + x3y4z6 + 12 ∈ F [x, y, z]

polinomunun Newton politopu

Pf = konv((0, 0, 0), (2, 1, 0), (2, 3, 0), (3, 4, 6))

piramitidir. Burada,

ebob((3, 4, 6) − (0, 0, 0), (3, 4, 6) − (2, 1, 0), (3, 4, 6) − (2, 3, 0)) = 1

olduǧundan Pf integral olarak ayrışamaz. Bundan dolayı, f polinomu F üzerinde

mutlak indirgenemez. Bakınız Şekil 10.

(2,1,0)

(3,4,6)

(2,3,0)

(0,0,0)

Sekil 10

x

y

z

.........................................

Sonuç 3.7 Q, Rn de H hiperdüzlemi içinde yeralan herhangi bir integral politop ve

v ∈ Rn H nin dışında bulunan bir integral nokta olsun. Eǧer Q politopunun bir

[vi, vi+1] kenarı için ebob(vi − vi+1) = 1 veya bir vj köşesi için ebob(v − vj) = 1 ise

P = konv(v, Q)

politopu integral olarak ayrışamaz.
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İspat: Q = konv(v1, v2, ..., vm) olsun. Q politopunun bir vj köşesi için

ebob(v−v1, ..., v−vm) = 1 ⇐⇒ ebob(vj −v, vj −v1, ..., vj −vj−1, vj −vj+1, vj −vm) = 1

olduǧunu kolayca görebiliriz. Eǧer ebob(v − vj) = 1 ise yukarıdaki gerek ve yeter

koşulun sol tarafı ve eǧer Q politopunun bir [vi, vi+1] kenarı için ebob(vi − vi+1) = 1

ise bu koşulun saǧ tarafı saǧlanır. Sonuç olarak, Teorem 3.2 ye göre P politopu

integral olarak ayrışamaz. 2

Örnek 3.13 Sonuç 3.7 ye göre, Şekil 11 de gösterilen

P = konv((3, 0, 0), (6, 0, 0), (8, 2, 0), (4, 6, 0), (0, 4, 0), (0, 2, 0), (6, 4, 10))

piramiti integral olarak ayrışamaz. Çünkü,

ebob((3, 0, 0) − (0, 2, 0)) = ebob((6, 4, 10) − (3, 0, 0)) = 1.

Buna göre, sıfırdan farklı her ai ∈ F , 1 ≤ i ≤ 7, ve her (i, j, k) ∈ P için

f(x, y, z) = a1x
3 + a2x

6 + a3x
8y2 + a4x

4y6 + a5y
4 + a6y

2 + a7x
6y4z10 +

∑

aijkx
iyjzk

polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez.

(0,2,0) (0,4,0)

x

y

z

(3,0,0)

(6,0,0)

(8,2,0)

(4,6,0)

(6,4,10)

Sekil 11
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Sonuç 3.8 g(x) ∈ F [x] polinomunun derecesi r, h(x1, ..., xn) ∈ F [x1, ..., xn] poli-

nomunun toplam derecesi m ve f(x, x1, ..., xn) = g(x) + h(x1, ..., xn) olsun. Eǧer

ebob(r,m) = 1 ise f polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez.

İspat: Bakınız [2, Corollary 4.10].

Örnek 3.14 Sonuç 3.8’e göre aralarında asal olan her n,m pozitif tamsayısı ve

a, b, cm ∈ F − {0} için

f(x, y, z) = (ax + by)n + (cmzm + cm−1z
m−1 + ... + c1z + c0) ∈ F [x, y, z]

polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez. Çünkü, h(x, y) = (ax+by)n polinomunun

toplam derecesi m ve ebob(m,n) = 1.

Aslında, f nin Pf Newton politopu, 0 ≤ k ≤ m − 1 olmak üzere, tabanı

C = konv((n, 0, 0), (0, n, 0), (0, 0, k))

olan bir üçgen veya doǧru parçası ve bir köşesi v = (0, 0,m) olan piramittir.

ebob(v − (n, 0, 0), v − (0, n, 0), v − (0, 0, k)) = ebob(m,n) = 1

olduǧundan Pf integral olarak ayrışamaz.

[2] de verilen aşaǧıdaki teorem yardımıyla, piramit olmayan fakat, bir piramit

içinde kalan integral olarak ayrışamayan sonsuz sayıda integral politoplar elde edilebilir.

Bunun sonucunda da, bulunan her yeni integral politopa eşlenebilen sonsuz sayıda çok

deǧişkenli ve herhangi bir F cismi üzerinde mutlak indirgenemeyen polinom aileleri

elde edilebilir.

Teorem 3.3 Q, Rn de H hiperdüzlemi içinde yeralan ve en az iki noktaya sahip

ayrışamayan bir integral politop ve v ∈ Rn H nin dışında yeralan (ve integral ol-

mak zorunda olmayan) bir nokta olsun. Eǧer S, konv(v, Q) politopu içinde kalan

integral noktalardan oluşan herhangi bir küme ise konv(S,Q) politopu integral olarak

ayrışamaz.
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İspat: Bakınız [2, Theorem 4.11].

Şimdi, Teorem 3.3’e göre integral olarak ayrışamayan bir integral politop ve bu

politopa eşlenebilen sonsuz elemanlı çok deǧişkenli mutlak indirgenemeyen bir poli-

nom ailesi verelim. Buna benzer şekilde sonsuz sayıda örnek bulunabilir.

Örnek 3.15

ebob((0, 0, 0) − (24, 0, 0), (0, 0, 0) − (0, 35, 0)) = ebob(24, 35) = 1

olduǧundan

Q = konv((0, 0, 0), (24, 0, 0), (0, 35, 0)) ⊂ H = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0}

üçgeni integral olarak ayrışamaz. H düzleminin dışında yeralan v = (4, 5, 40) nok-

tasını alarak oluşturduǧumuz

P = konv(v, Q)

piramitinin S = {(2, 4, 12), (4, 6, 10), (3, 7, 12)} altkümesi için, Şekil 12 de gösterilen,

R = konv(S, Q)

politopu integral olarak ayrışamaz.

z (4,5,40)

(0,35,0)

x

(24,0,0)

(0,0,0) (4,6,10)

(2,4,12)

(3,7,12)

Sekil 12

y
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Sonuç olarak, Newton politopu R olan her

f(x, y, z) = a1x
24 + a2y

35 + a3x
2y4z12 + a4x

4y6z10 + a5x
3y7z12 + a6 +

∑

aijkxiyjzk ∈ F [x, y, z]

polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez.

Şu ana kadar gördüǧümüze göre, Rn de yeralan bir integral doǧru parçası ve

üçgenin integral ayrışması koşulu için, [2] de verilen, bir gerek ve yeter şart vardır.

Dörtgenin integral ayrışmazlıǧı üzerinde [7] de bir teorem verilmiştir. Şimdi, genel

olarak bir çokgenin integral ayrışmazlıǧı konusunda bilgi verelim.

Bir v = (x, y) ∈ Z2 vektörü için ebob(x, y) = 1 ise v bir ilkel vektör olarak

adlandırılır.

R2 düzleminde yeralan ve köşeleri saatin tersi yönünde v1 = vn+1, v2, ...., vn olarak

adlandırılan bir integral

P = konv(v1, v2, ..., vn)

çokgeninin kenarlarına eşlenen bir sonlu kenar dizisi oluşturabiliriz. P nin kanarlarını

1 ≤ i ≤ n için Ei = vi+1 − vi = (ai, bi) vektörleriyle gösterebiliriz. Her 1 ≤ i ≤ n

için ci = ebob(ai, bi) yazarsak, ei = (ai/ci, bi/ci) bir ilkel vektör olur ve Ei = ciei

olarak yazılabilir. Her Ei kenarı uç noktalarıyla birlikte ci tane integral nokta içerir.

{ciei}1≤i≤n vektörler dizisi P nin kenar dizisi veya çokgensel dizisi olarak adlandırılır.

Bu kenar dizisi, v1 köşesinin ötelenmesiyle farketmekle birlikte, P çokgenini tek bir

biçimde gösterir. Herhangi bir kenar dizisine istediǧimiz sayıda sıfır vektörü ekleye-

bileceǧimizden, P çokgeninin bir integral toplamının kenar dizisi ile P nin kenar

dizisinin aynı sayıda terime sahip olduǧunu varsayabiliriz. Bir çokgenin sınırı kapalı

bir yol olduǧundan,
∑n

i=1
ciei = (0, 0) olur. Aşaǧıdaki teorem integral bir çokgenin

integral olarak nasıl ayrışabileceǧini göstermektedir.

Teorem 3.4 P herhangi bir integral çokgen ve P nin kenar dizisi {ciei}1≤i≤n olsun.

Bu durumda bir Q çokgeni P nin bir integral toplamıdır ancak ve ancak Q çokgeninin

kenar dizisi, 0 ≤ di ≤ ci ve
∑n

i=1
diei = (0, 0) olmak üzere, {diei}1≤i≤n şeklindedir.

İspat: Bakınız [3, Lemma 13].

Yukarıdaki teoreme göre, parelel iki kenara sahip olan integral bir çokgen integral

olarak ayrışamaz. Çünkü, örneǧin i 6= j için ei = −ej ise ei + ej olur. Dolayısıyla,
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bundan sonra ele alacaǧımız çokgenlerin paralel kenarlarının olmadıǧını varsayacaǧız.

Bunun yanında, bir çokgenin nokta veya doǧru parçası olan toplamını bir basit toplam

olarak adlandıracaǧız.

Şimdi, [7] de verilen, dörtgenlerin integral ayrışmazlıǧı üzerine gerek ve yeter şartı

inceleyelim.

Q = konv(A,B,C,D) integral dörtgeni olsun. Q dörtgeni üzerinde CDEF ve

AGHD parelelkenarlarını oluşturalım. E, F, G,H noktalarının integral olması gerekli

deǧildir, bakınız Şekil 13.

A B

C

D

A B

C

D

E Ga

a

b

b 1

2

1

2

1

2

c

c

dd

Q QF

H

1 2

A B

C

D

e

e

f

f

1

2

1

2

Q

Sekil 13

Q çokgeninin basit olmayan integral toplamı üçgen veya dörtgen olabilir. Q dörtgeninin

integral üçgensel ve dörtgensel toplamlarını oluşturabilecek koşullar şunlardır:

(K1) a1 ∈ (B, E] ve a2 ∈ (B, F ] şeklinde integral noktalar vardır öyle ki [a1, a2]

doǧru parçası [D, C] ye paraleldir.

(K2) b1 ∈ (A,E] ve b2 ∈ (A,D] şeklinde integral noktalar vardır öyle ki [b1, b2]

doǧru parçası [B, C] ye paraleldir.

(K3) c1 ∈ (B, G] ve c2 ∈ (B,H] şeklinde integral noktalar vardır öyle ki [c1, c2]

doǧru parçası [A,D] ye paraleldir.

(K4) d1 ∈ (C, D] ve d2 ∈ (C,H] şeklinde integral noktalar vardır öyle ki [d1, d2]

doǧru parçası [A,B] ye paraleldir.

(K5) e1 ∈ (A,B), e2 ∈ (B, C), f1 ∈ (D, A) ve f2 ∈ (C, D) şeklinde integral

noktalar vardır öyle ki [e1, e2] doǧru parçası [f1, f2] ye paraleldir ve ‖e1, e2‖ = ‖f1, f2‖.
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Teorem 3.5 Q = konv(A,B,C,D) integral dörtgeni integral olarak ayrışmaz ancak

ve ancak (K1), (K2) ve (K5) koşulları gerçekleşmez.

İspat: Bakınız [7, Theorem 3.3.1].

Aşaǧıdaki izleyen üç teorem [7] de verilmiştir ve Teorem 3.5’ in özel durumlarıdır.

Teorem 3.6 m, n, k ∈ Z+ ve Q, kenar dizisi {me1, ne2, ke3, e4} şeklinde olan, bir

integral dörtgen olsun. Q dörtgeni integral olarak ayrışamaz ancak ve ancak

c1e1 + c2e2 + c3e3 6= 0, 1 ≤ c1 ≤ m, 1 ≤ c2 ≤ n, 1 ≤ c3 ≤ k için

ve

d1e1+d2e2+d3e3+e4 6= 0, 0 ≤ d1 ≤ m−1, 0 ≤ d2 ≤ n−1, 0 ≤ d3 ≤ k−1 için.

Teorem 3.7 m, n ∈ Z+ ve Q integral dörtgeninin kenar dizisi {me1, ne2, e3, e4}

şeklinde olsun. 1 ≤ i ≤ m − 1, 1 ≤ j ≤ n − 1 koşullarını saǧlayan (i, j) integral

noktaları için

ie1 + je2 + e3 6= 0

ancak ve ancak Q integral olarak ayrışamaz.

Teorem 3.8 m ∈ Z+ ve Q integral dörtgeninin kenar dizisi {me1,me2, e3, e4} şeklinde

olsun. (i, i) şeklindeki noktalar hariç, 1 ≤ i, j ≤ m − 1 koşullarını saǧlayan (i, j)

integral noktaları için

ie1 + je2 + e3 6= 0

ancak ve ancak Q integral olarak ayrışamaz.

Şimdi, Teorem 3.5 ve Teorem 3.4 için bazı örnekler verelim.

Örnek 3.16

f(x, y) = x4 + x14y4 + x4y20 + y3 ∈ F [x, y]
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polinomunun Newton politopu

Q = konv((4, 0), (14, 4), (4, 20), (0, 3))

dörtgenidir, bakınız Şekil 14. Q çokgeni

{2(5, 2), 2(−5, 8), (−4,−17), (4,−3)}

kenar dizisine sahip olduǧundan, Teorem 3.8 gereǧince, Q politopu integral olarak

ayrışamaz. Sonuç olarak, f polinomu F üzerinde mutlak indirgenemez.

Sekil 14

y

x

QQ

Örnek 3.17

f(x, y) = x8y6 + y4 + x6 + xy5 + x2 ∈ F [x, y]

polinomunun Newton politopu

P = konv((8, 6), (0, 4), (6, 0), (1, 5), (2, 0))

beşgenidir. P beşgeni

{2(−4,−1), 2(3,−2), 5(−1, 1), (2,−5), 6(1, 1)}

kenar dizisine sahip ve integral olarak ayrışamaz, bakınız Şekil 15.
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Sekil 15

x

y

P

Örnek 3.18

f(x, y) = x12y6 + y6 + x2 + x10 + y12 + x5y13 ∈ F [x, y]

polinomunun Newton politopu

K = konv((12, 6), (0, 6), (2, 0), (10, 0), (0, 12), (5, 13))

altıgenidir. K altıgeni

{12(−1, 0), 2(1,−3), 8(1, 0), 2(−5, 6), (5, 1), 7(1,−1)}

kenar dizisi sahiptir ve integral olarak ayrışamaz, bakınız Şekil 16.

Sekil 16
x

y

K
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Örnek 3.19

f(x, y) = x12y16 + y6 + x2 + x10 + y12 + x20y14 + x22y ∈ F [x, y]

polinomunun Newton politopu

Y = konv((12, 16), (0, 6), (2, 0), (10, 0), (0, 12), (20, 14)), (22, 1))

yedigenidir ve Y ,

{2(−6, 5), 2(1,−3), 8(1, 0), 2(−5, 6), 2(10, 1), (2,−13), 5(−2, 3)}

kenar dizisine sahip olduǧundan, integral olarak ayrışamaz, bakınız Şekil 17.

Sekil 17

x

y

Y

Örnek 3.20

f(x, y) = x12y6 + y6 + x2 + x10 + y12 + x20y14 + x22y2 + x3y16 ∈ F [x, y]

polinomunun Newton politopu

S = konv((12, 6), (0, 6), (2, 0), (10, 0), (0, 12), (20, 14)), (22, 2), (3, 16)

sekizgenidir. S çokgeni

{12(−1, 0), 2(1,−3), 8(1, 0), 2(−5, 6), 2(10, 1), 2(1,−6), (−19, 14), (9,−10)}
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kenar dizisine sahiptir ve S, integral olarak ayrışamaz. Bakınız Şekil 18.

x

y

S

Sekil 18

Örnek 3.21

f(x, y) = x12y6 + y6 + x2 + x10 + y12 + x20y14 + x22y2 + x21y + x3y16 ∈ F [x, y]

polinomunun Newton politopu

R = konv((12, 6), (0, 6), (2, 0), (10, 0), (0, 12), (20, 14)), (22, 2), (21, 1), (3, 16)

dokuzgenidir. R nin kenar dizisi

{12(−1, 0), 2(1,−3), 8(1, 0), 2(−5, 6), 2(10, 1), 2(1,−6), 1(−1,−1), (−6, 5), (9,−10)}

kümesidir ve R integral olarak ayrışamaz. Bakınız Şekil 19.

Sekil 19

x

y

R
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Örnek 3.22

f(x, y) = x12y16 + y6 + x2 + x2y15 + y10 + x20y14 + x22y2 + x21y + x3y16 ∈ F [x, y]

polinomunun Newton politopu

L = konv((12, 6), (0, 6), (2, 0), (2, 15), (0, 10), (0, 12), (20, 14)), (22, 2), (21, 1), (3, 16)

ongenidir. L ongeninin kenar dizisi

{2(−6,−5), 2(1,−3), 15(0, 1), (−2,−5), 2(0, 1), 2(10, 1), 2(1,−6), 1(−1, 1), 3(−6, 5), 9(1, 0)}

kümesidir ve L integral olarak ayrışamaz. Bakınız Şekil 20.

Sekil 20

y

x

L
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4

Ayrışamayan Politoplar ve

İndirgenemeyen Çok deǧişkenli

Polinomlar

Bu bölümde, n ≥ 3 için, Rn içerisinde yer alan bazı integral olarak ayrışamayan

integral politoplar vereceǧiz. Sonra da, bu politoplara baǧlı olarak, herhangi bir F

cismi üzerinde mutlak indirgenemeyen bazı çok deǧişkenli polinom aileleri vereceǧiz.

P ve Q, Rn de yeralan politoplar olsun. Eǧer bir r ∈ R noktası ve v ∈ Rn vektörü

Q = rP + v = {rs + v : s ∈ P}

olacak şekilde varsa, Q politopu P ye hometetiktir denir.

Eǧer bir Q ⊂ Rn politopunun her Q = A + B olarak ayrışmasında A veya B

politopu Q politopuna homotetik ise, Q politopu homotetik olarak ayrışamaz denir.

Bur ayrışmada, örneǧin A politopu Q politopuna homotetik ise bazı 0 ≤ r ≤ 1 ve

v ∈ Rn için

Q = A + B = rQ + v + (1 − r)Q + (−v)

olur. Aksi halde, Q homotetik olarak ayrışır denir.

Politopların integral ve homotetik ayrışmazlıǧı arasında direk bir ilişki yoktur.

Bir politop sadece bu iki özellikten birini, veya herikisini saǧlayabilir, ya da hiçbirini
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saǧlamayabilir. Örneǧin, düzlemde sadece doǧru parçaları ve üçgenler homotetik

olarak ayrışamaz. Sonsuz sayıda integral olarak ayrışamayan integral doǧru parçası,

integral üçgen ve dört ya da daha fazla kenara sahip olan sonsuz sayıda integral çokgen

vardır. Bir integral dörtgen hem homotetik olarak hem de integral olarak ayrışabilir.

Teorem 4.1 P , Rn de köşeleri v1, v2, ...., vm olan integral politop olsun. Eǧer P

homotetik olarak ayrışamaz ve

ebob(v1 − v2, ...., v1 − vm) = 1

ise, P integral olarak ayrışamaz.

İspat: Bakınız [3, Proposition 12].

Teorem 4.2 Q ⊂ Rn köşeleri v1, v2, ...., vm olan homotetik olarak ayrışamayan bir

integral politop olsun. Bu durumda, Q integral olarak ayrışamaz ancak ve ancak

ebob(v1 − v2, ...., v1 − vm) = 1.

İspat: Bakınız [7, Lemma 4.1.2].

P bir politop olsun. P nin bir F0, F1, ...,Fm yüzleri dizisi

dim(Fi ∩ Fi+1) ≥ 1 ∀ 0 ≤ i ≤ m − 1

özelliǧini saǧlıyor ise, bu dizi bir kuvvetli zincir veya kuvvetli yüzler zinciri olarak

adlandırılır. P politopunun u ve v köşeleri için u ∈ F0 ve v ∈ Fm ise böyle bir

kuvvetli zincir bu köşeleri birleştiriyor denir. Burada, dim(P ), P politopunun boyu-

tunu göstermektedir.

Teorem 4.3 Rn de herhangi iki köşesi bir homotetik olarak ayrışamayan kuvvetli

yüzler zinciri ile birleştirilebilen bir integral

P = konv(v1, v2, ..., vm)
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politopu integral olarak ayrışamaz ancak ve ancak

ebob(v1 − v2, ...., v1 − vm) = 1.

İspat: Bakınız [7, Theorem 4.1.3].

Bir integral üçgen homotetik olarak ayrışamadıǧından, Teorem 4.3’ün aşaǧıdaki

sonuu elde edilir.

Sonuç 4.1 Bütün 2 boyutlu yüzleri üçgen olan

P = konv(v1, v2, ..., vm) ⊂ Rn

politopu integral olarak ayrışamaz ancak ve ancak

ebob(v1 − v2, ...., v1 − vm) = 1.

İspat: Bakınız [7, Corollary 4.1.6].

Şimdi, Teorem 4.3 için bazı örnekler verelim.

Örnek 4.1 k ≥ 3 herhangi bir tamsayı ve C = conv(v1, ..., vk) ⊂ Rn integral poli-

topu H hiperdüzlemi içerisinde yer alsın. Bu hiperdüzlemin iki yanında u, v integral

noktaları alalım. Meydana gelen

P = konv(C, v)

politopu (piramiti) integral olarak ayrışamaz ancak ve ancak

ebob(v − v1, ...., v − vk) = 1.

Bunun yaında, benzer olarak

Q = konv(C, u, v)
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politopu (iki katlı piramiti) integral olarak ayrışamaz ancak ve ancak

ebob(v − v1, ...., v − vk, v − u) = 1.

Örnek 4.2

f(x, y, z) = y2z2 + y3z6 + y7z2 + x8y3 + x5 ∈ F [x, y, z]

polinomu F cismi üzerinde mutlak olarak indirgenemez. Çünkü, bu polinomun Newton

politopu integral olarak ayrışamaz. Bakınız Şekil 21.

(0,3,6)

(0,7,2)

(8,3,0)(5,0,0)

(0,2,2)

Sekil 21

. .
. .

. .
. .

. .
. .

. .
. .

. .
. .

. .
. .

.

Örnek 4.3 f(x, y, z) = z5 + y4z8 + y9z5 + y2z2 + y7z2 + x4y3 ∈ F [x, y, z] polinomu

F cismi üzerinde mutlak olarak indirgenemez. Çünkü, bu polinomun Newton politopu

integral olarak ayrışamaz. Bakınız Şekil 22.

(0,4,8)

(0,0,5)

(0,2,2)

(0,7,2)

(4,3,0)

Sekil 22

(0,9,5)
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Örnek 4.4 F [x, y, z] halkasında verilen

f(x, y, z) = z4 +y2z5 +y5z5 +y6z4 +y2z3 +y5z3 +x5y2 +x5y5 +x6 +x8y2 +x8y5 +x6y6

polinomu F üzerinde mutlak olarak indirgenemez. Çünkü, f nin Newton politopu

integral olarak ayrışamaz. Bakınız Şekil 23.

(0,6,4)

(0,5,5)(0,2,5)

(0,0,4)

(0,2,3)
(0,5,3)

(5,2,0) (5,5,0)

(6,0,0)

(8,2,0) (8,5,0)

(6,6,0)

Sekil 23

Örnek 4.5

f(x, y, z) = z4 +y3z5 +y7z5 +y3z3 +y7z3 +x4y3 +x4y8 +x5y+x6y3 +x6y8 ∈ F [x, y, z]

polinomu F üzerinde mutlak olarak indirgenemez. Çünkü, bu polinomun Newton poli-

topu integral olarak ayrışamaz. Bakınız Şekil 24.
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(0,7,5)

(0,7,3)

(4,8,0)

(6,8,0)(6,3,0)

(5,1,0)

(0,0,4)

(0,3,3)

(4,3,0)

(0,3,5)

Sekil 24

Örnek 4.6

f(x, y, z) = xy7z5 +x3y2z3 +x5y3 +x6y5 +x3y7 +x3y7z3 +x3y4z3 +x3y5z3 ∈ F [x, y, z]

polinomu F üzerinde mutlak olarak indirgenemez. Çünkü, f polinomunun Şekil 25 te

gösterilen Pf Newton politopunun bütün yüzleri üçgen ve

ebob((1, 7, 5) − (3, 2, 3)) = 1.

Sonuç 4.1 gereǧince, P politopu integral olarak ayrışamaz.

(1,7,5)

(3,2,3)

(3,4,3)

(3,5,3)

(3,7,3)

(5,3,0)

(3,7,0)

(6,5,0)

Sekil 25

.............................
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Teorem 4.4 A, B politoplar öyle ki C = konv(A
⋃

B) = konv(v1, ..., vm) bir integral

politop ve dim(C) = dim(A) + dim(B) + 1 olsun. Bu durumda, C politopu integral

olarak ayrışamaz ancak ve ancak

ebob(v1 − v2, v1 − v3...., v1 − vm) = 1.

İspat: Bakınız [7, Theorem 4.1.15]

Teorem 4.4 yardımıyla, bir integral piramitin (özel olarak, bir doǧru parçası ve

üçgenin) integral ayrışmazlıǧı başka bir açıdan tekrar görülür.

Örnek 4.7

f(x, y, z) = x5y2 + x5y4 + z3 ∈ F [x, y, z]

polinomu F üzerinde mutlak olarak indirgenemez. Çünkü, bu polinomun Newton poli-

topu

C = konv((5, 2, 0), (5, 4, 0), (0, 0, 3))

üçgenidir. A = konv((0, 0, 3), (5, 2, 0)) doǧru parçası ve B = konv((5, 4, 0)) noktası

olmak üzere, C = konv(A
⋃

B), dim(C) = 2, dim(A) = 1 ve dim(B) = 0 dır.

2 = dim(C) = dim(A) + dim(B) + 1 = 1 + 0 + 1

ve

ebob((0, 0, 3) − (5, 4, 0)) = 1

olduǧundan, P integral olarak ayrışamaz. Bakınız Şekil 26.

(0,0,3)

(5,4,0)(5,2,0)

Sekil 26
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Örnek 4.8

f(x, y, z) = x4y3 + x6y3 + x6y7 + x4y7 + z5 ∈ F [x, y, z]

polinomu F üzerinde mutlak olarak indirgenemez. Çünkü, bu polinomun Newton poli-

topu

C = konv((4, 3, 0), (4, 7, 0), (6, 7, 0), (6, 3, 0), (0, 0, 5))

piramitidir. A = konv((4, 3, 0), (4, 7, 0), (6, 7, 0), (6, 3, 0)) dörtgeni ve

B = konv((0, 0, 5)) noktası olmak üzere, C = konv(A
⋃

B), dim(C) = 3, dim(A) = 2

ve dim(B) = 0 dır.

3 = dim(C) = dim(A) + dim(B) + 1 = 2 + 0 + 1

ve

ebob((0, 0, 5) − (6, 3, 0)) = 1

olduǧundan, P integral olarak ayrışamaz. Bakınız Şekil 27.

(0,0,5)

(4,7,0)(4,3,0)

(6,3,0) (6,7,0)

Sekil 27
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Örnek 4.9

f = x3y2 + x5y + x6y2 + x6y7 + x3y7 + z5 ∈ F [x, y, z]

polinomunun Newton politopu

C = konv((3, 2, 0), (5, 1, 0), (6, 2, 0), (6, 7, 0), (3, 7, 0), (0, 0, 5))

piramitidir. A = konv((3, 2, 0), (5, 1, 0), (6, 2, 0), (6, 7, 0), (3, 7, 0)) beşgeni ve

B = konv((0, 0, 5)) noktası olmak üzere, C = konv(A
⋃

B), dim(C) = 3, dim(A) = 2

ve dim(B) = 0 dır.

3 = dim(C) = dim(A) + dim(B) + 1 = 2 + 0 + 1

ve

ebob((3, 2, 0) − (5, 1, 0)) = 1

olduǧundan, C integral olarak ayrışamaz. Sonuç olarak, f polinomu F üzerinde mut-

lak olarak indirgenemez. Bakınız Şekil 28.

(0,0,5)

(3,7,0)(3,2,0)

(6,2,0) (6,7,0)

(5,1,0)

Sekil 28
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Örnek 4.10

f(x, y, z) = x3y2 + x5y + x6y2 + x6y5 + x5y7 + x3y5 + z4 ∈ F [x, y, z]

polinomunun Newton politopu

C = konv((3, 2, 0), (5, 1, 0), (6, 2, 0), (6, 5, 0), (5, 7, 0), (3, 5, 0), (0, 0, 4))

piramitidir. A = konv((3, 2, 0), (5, 1, 0), (6, 2, 0), (6, 5, 0), (5, 7, 0), (3, 5, 0)) altıgeni ve

B = konv((0, 0, 4)) noktası olmak üzere, C = konv(A
⋃

B), dim(C) = 3, dim(A) = 2

ve dim(B) = 0 dır.

3 = dim(C) = dim(A) + dim(B) + 1 = 2 + 0 + 1

ve

ebob((6, 5, 0) − (5, 7, 0)) = 1

olduǧundan, C integral olarak ayrışamaz. Sonuç olarak, f polinomu F üzerinde mut-

lak olarak indirgenemez. Bakınız Şekil 29.

(0,0,4)

(3,5,0)(3,2,0)

(6,2,0) (6,5,0)

(5,1,0) (5,7,0)

Sekil 29
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5

Ayrışamayan Politopların Ters

Görüntüleri

Bu bölümde, integral lineer fonksiyonlar yardımıyla, bilinen bir integral olarak

ayrışamayan politop yardımıyla başka bir integral olarak ayrışamayan politopun bu-

lunabilmesi üzerinde duracaǧız.

Rn deki integral noktaları Rm deki integral noktalara eşleyen lineer bir

f : Rn → Rm

fonksiyonu bir integral lineer fonksiyon olarak adlandırılır. Bir politopun bir integral

lineer fonksiyon altındaki görüntüsü de bir integral politoptur. Bu gerçek, doǧrudan

hesaplamayla kolayca görülebilir.

Teorem 5.1 P ⊂ Rn bir integral politop ve π : Rn → Rm bir integral lineer fonksiyon

olsun. Eǧer π(P ) politopu integral olarak ayrışamaz ve π(P ) nin her köşesinin P de

tek bir ters görüntüsü var ise, P integral olarak ayrışamaz.

İspat: Bakınız [3, Lemma 9].

Sonuç 5.1 P ⊂ Rn bir integral politop ve π : Rn → Rm, P nin köşeleri kümesi

üzerinde 1−1 olan bir integral lineer fonksiyon olsun. Eǧer π(P ) integral olarak

ayrışamaz ise, P integral olarak ayrışamaz.
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İspat: π : Rn → Rm fonksiyonu P nin köşeleri kümesi üzerinde bire-bir ise π(P ) nin

her köşesinin P de tek bir ters görüntüsü vardır. Buna göre, Teorem 5.1’e göre, P

integral olarak ayrışamaz. Bakınız [3, Corollary 10]. 2

Sonuç 5.2 Q, Rm de integral olarak ayrışamayan bir integral politop ve π : Rn → Rm

bir integral lineer fonksiyon olsun. Eǧer S ⊂ π−1(Q) altkümesi, integral noktalardan

oluşan ve Q politopunun her v köşesinin sadece bir tane π−1(v) ters görüntüsünü

içeren bir küme ise, konv(S) politopu Rn de integral olarak ayrışamaz.

İspat: π|S : S → Rm fonksiyonu konv(S) politopunun köşeleri kümesi üzerinde 1−1

ve π(konv(S)) = Q olduǧundan, Sonuç 5.1’in direk sonucu olarak, konv(S) integral

olarak ayrışamaz. Bakınız [3, Theorem 11]. 2

Örnek 5.1

T (x, y) = (2x, 3y)

şeklinde tanımlanan

T : R2 → R2

fonksiyonu integral ve lineerdir. Teorem 5.1’e göre,

P = konv((1, 1), (3, 4))

politopu integral olarak ayrışamaz. Çünkü,

ebob((2, 3) − (6, 12)) = 1

olduǧundan

T (P ) = konv((2, 3), (6, 12))

politopu integral olarak ayrışamaz ve (2, 3), (6, 12) noktalarının ters görüntüleri sırasıyla

sadece (1, 1) ve (3, 4) noktalarıdır. P politopu için,

ebob((1, 1) − (3, 4)) = 1
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olduǧuna dikkat ediniz.

Benzer olarak

A = konv((1, 1), (9, 6), (10, 10))

üçgeni için,

T (A) = konv((2, 3), (18, 18), (20, 30))

ve

ebob((2, 3) − (18, 18), (2, 3) − (20, 30)) = 1

olduǧundan, T (A) integral olarak ayrışamaz. Sonuç olarak, A üçgeni integral olarak

ayrışamaz. A politopu için,

ebob((1, 1) − (9, 6), (1, 1) − (10, 10)) = 1

olduǧuna dikkat ediniz.

Örnek 5.2

T : R2 → R3

integral lineer fonksiyonu

T (x, y) = (x, y, x)

şeklinde verilsin. R3 te aldıǧımız

(4, 4, 4), (6, 6, 6), (8, 10, 8), (2, 13, 2)

noktalarının ters görüntüleri, R2 içerisinde sırasıyla

(4, 4), (6, 6), (8, 10), (2, 13)

noktalarıdır.

ebob((4, 4, 4) − (2, 13, 2)) = 1
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olduǧundan, Teorem 3.3 gereǧince,

Q = konv((4, 4, 4), (6, 6, 6), (8, 10, 8), (2, 13, 2))

dörtgeni integral olarak ayrışamaz. Sonuç olarak, Teorem 5.1’e göre,

P = T−1(Q) = konv((4, 4), (6, 6), (8, 10), (2, 13))

dörtgeni de integral olarak ayrışamaz. P dörtgeni için,

ebob((4, 4) − (2, 13)) = 1

olduǧuna dikkat ediniz.
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