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OZET

Bu tezde, bir F' cismi iizerinde verilen ¢ok degigkenli polinomlarin mutlak in-
dirgenemezligi, bu polinomlarin Newton politoplar1 yardimiyla, incelenmektedir.

Herhangi bir F' cismi i¢in, F[zq, 23, ..., z,] halkasindan alinan bir f polinomu bir
Newton politopuna eglenebilir. f polinomu, Minkowski toplamina gore ayrigamayan
bir Newton politopuna sahipse, F' iizerinde mutlak olarak indirgenemez, yani F' nin
her cebirsel uzantisinda indirgenemez.

Bu caligmada, integral olarak ayrigamayan bazi1 Newton politoplar: ele alinarak,

bunlara eglenen bazi mutlak indirgenemez ¢ok degiskenli polinom aileleri verilmistir.

Tirkce Anahtar Kelimeler : Cok degiskenli polinomlar, mutlak indirgenemezlik,
integral olarak ayrigamayan Newton politoplari.
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ABSTRACT

In this thesis, absolute irreducibility of multivarite polynomials over any field F',
with the help of Newton polytopes of these polynomials, is studied.

For any field F, a polynomial f € Fxy,zo, ..., 2, can be associated to a Newton
polytop. If f has an integrally indecomposable Newton polytope, with respect to
minkowski sum, then f is absolutely irreducible over F) i.e. it is irreducible over any
algebraic extension of F.

In this study, considering some integrally indecomposable Newton polytopes,
some families of absolutely irreducible multivarite polynomials associated to these

polytopes are given.
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Giris

Bir F' cismi ig¢in, F|xi,®s,...,z,| halkasindan alinan bir f polinomu bir New-
ton politopuna eglenebilir. f polinomu, Minkowski toplamina gore ayrigamayan bir
Newton politopuna sahipse, F' lizerinde mutlak olarak indirgenemez, yani F' nin her
cebirsel uzantisinda indirgenemez. Ayrica bazi 6zel kosullarda Newton polytoplar:
ayrigsabilen bazi ¢ok degiskenli polinomlarda bir cisim tizerinde indirgenemez olabilir.
Bu tezde, bir F' cismi tizerinde verilen ¢ok degigkenli polinomlarda mutlak indirgen-

emezligi test etmek i¢cin Newton politop yontemi kullanilmigtir



Notasyon: 1) Bu tez boyunca F' herhangi bir cismi gostermektedir.

2) v1 = (21, %2, .y, Tn), Vo = (Y1, Y2y s Yn )y ooy U = (21, 22, vy 2) € Z™ olsun.

(i) v; noktasinin biitiin bilegenlerinin en biiyiik ortak béleni

ebob(vy) = ebob(xy, za, ..., Tp)

olarak gosterilmektedir.

(i)
ebob(V1, V2, .oy V) = €DOD(T1, Ty vy Ty Y1y Y2y vy Yny <vy 21y ooy Zn)

anlamina gelmektedir.
(iii) v; den vy noktasina olan kapali dogru pargasini [vq, v9] seklinde gosterecegiz.
Yani,

[V, 0] ={x €R" : x=(1—=Nv;+ vy, 0< A< 1}



Politop Yontemiyle ilgili Bazi
Temel Ozellikler

Bu boliimde politop yontemiyle ilgili bazi temel tanimlari ve 6zellikleri verecegiz.
Once politop yonteminin 6zel bir hali olan Eisenstein, Eisenstein-Dumas ve Stepanov-
Schmidt kriterlerini verecegiz. Sonra da politop metodunu tanitacagiz, detaylar i¢in

bakimz Gao [2].

Teorem 2.1 (Eisenstein Kriteri)
R bir tek sekilde ¢arpanlara ayirma bélgesi ve f = ag + a1 + ... + a,2" € Rlx]
olsun. Eger p € R asal a,, disindaki tiim katsaylar, boliyor ve p?, ao katsayisina

bolmiiyorsa f polinomu R|x] halkasi i¢inde indirgenemez.

Ornek 2.1 f(z) = 3 + 1222 + 182% — 252 € Q[2] olsun, Q rasyonel sayilar cismi
olmak uzere. p = 3 aldigimizda, 3 asal sayist polinomumuzun katsayilary olan 3,12
ve 18" i boler; fakat 25'i bolmez ve p?> = 9 , 3'1i bolmez. O halde Eisenstein kriterine

gore [ polinomu Q tzerinde indirgenemez.

Ornek 2.2 g = 6 + 2422 + 3223 — 482* € Qla] polinomu i¢in, p = 2 aldigimizda

Fisenstein kriteri calismaz. Qlinkii 2|48.

Teorem 2.1 de verilen f polinomu igin a,a, # 0 olsun. Bu polinomu kullanarak

R? diizleminde asagidaki gibi bir cokgen olusturabiliriz:



Varsayalim ki bir p asalinin a; katsayisini bolen en biiyiik kuvveti p olsun, e; > 0
ve eger a; = 0 ise e; tamimlanmamak tizere. Bu durumda (0,e,), (1,€1),..., (n,e,)
noktalarini igeren en kii¢iik konveks bolgeyi olusturabiliriz. Bu konveks bolgenin
alt kenarlarinin olugturdugu ¢okgen, f nin (p asalina gore) Newton ¢okgeni olarak
adlandirilir. Eger secilen bu p asali Eisenstein kriterine uygunsa, bu durumda ey = 1
ve e, = 0 olacagindan, f nin Newton ¢okgeni y-ekseninde baglayan ve x-ekseninde
sona eren dogru parcalarindan olusur.

Ornegin, f = 2 + 4z + 412® € Q[z] polinomunun, p = 2 asal sayisina gore
olugturulabilecek Newton ¢okgeni, koseleri (0, 1), (1,2) ve (3, 0) olan {iggensel bolgenin

alt sinir1 olan ve koseleri (0, 1) ile (3,0) noktalar: olan dogru pargasidir.

Teorem 2.2 (Eisenstein-Dumas Kriteri) R bir tek sekilde ¢arpanlara ayirma
bolgesi, [ = ag + a1z + ... + a2 € Rlz| ve apa, # 0 olsun. Bunun yaninda,
ag, A1, ..., Gy katsayular R de basit olmayan bir ortak bélene sahip olmasin (yani, bu
katsayilarin R deki ortak béleni sadece R nin bir tersinir elemany olabailir). Eger f
nin, bir p € R asalina gore, Newton ¢okgeni kiseleri (0,m) ve (n,0) noktalar: olan
dogru par¢asindan olusuyorsa ve ebob(n,m) = 1 (yani, m ve n nin en buyik ortak

boleni 1) ise f polinomu R[x] halkasinda indirgenemez.

Ornek 2.3 g = 9+ 22z + 2122 + 9023 — 1352* € Q[z] polinomunda p = 3 alalum.
ebob(9,22,21,90,135) = 1

ve ebob(2,1) = 1 oldugundan f polinomu Q dzerinde indirgenemez.

y bir yeni degisken olmak iizere, F bir cisim ve R = F[y] olsun. Bu durumda v,
R nin bir asal elemanidir ve y asal i¢in R[z| ~ F|x,y| halkasinda Eisenstein-Dumas
kriteri uygulanabilir. Bu duruma gore Eisenstein-Dumas kriterinin bir 6zel durumunu

verelim.

Teorem 2.3 (Eisenstein-Dumas Kriteri (Bir 6zel durum))
F herhangi bir cisim, f = ag(y) + a1(y)x + ... + ap(y)x™ € Flx,y], ao(y) # 0 ve
0 # an(y) € F olsun. Ejer f nin y asalina gore Newton ¢okgeni, koseleri (0,m) ve



(n,0) noktalar: olan dogru parcasindan olusuyorsa ve ebob(n,m) =1 ise f polinomu

F dizerinde mutlak indirgenemez.

Tanim 2.1 Bir F' cismi tizerindeki bir f polinomu F' cisminin her cebirsel uzantisinda

indirgenemez ise, f polinomu F' tizerinde mutlak indirgenemez denir.

Ornek 2.4 f =y+a* € Rlz,y] polinomunun Theorem 2.5°e gore Newton ¢okgeni
késeleri (0,1) ve (4,0) olan dogru parcasidur.

ebob(1,4) =1

oldugundan f polinomu R reeel sayilar cismi tizerinde mutlak indirgenemez.

Stepanov ve Schmidt bir F' cismi tizerinde mutlak indirgenemeyen iki degiskenli
polinomlar olugturmak i¢cin Theorem 2.4 te verilen bagka bir yontem vermiglerdir. Bu
yontem de bir ¢cokgen yontemi olarak algilanabilir.

F bir cisim ve

f=a(y) + ai(y)z + ... + a,(y)z" € Flz,y]

olsun. f nin y degsikenine gore iist Newton ¢okgeni (0,¢,), (1,€1), ..., (n, e,) nokta-
larini iceren en kiigiik konveks bolgenin iist kenarlarinin olgturdugu tist sinir ¢cokgeni
olarak tanimlanir, e; = derece(a;(y)) (v degiskenine gore a;(y) polinomunun derecesi)
ve a;(y) = 0 ise e; tanimlanmamak tizere. (Bir gokgenin alt veya iist kenarlarimin

anlamini gérmek icin bakiiz [7, sayfa 39]).

Teorem 2.4 (Stepanov-Schmidt Kriteri) F' herhangi bir cisim ve f € Flx,y]
polinomunun x degiskenine gore derecesi n olsun. Eger f polinomunun y asalina gore
tist Newton ¢okgeni yalnizca késeleri (0, m) ve (n,0) noktalar: olan dogru parc¢asindan

meydana geliyorsa ve ebob(m,n) = 1 ise f polinomu F tzerinde mutlak indirgenemez.

Ornek 2.5

f=32y" + dy’z + 12y2” + 142" € Rz, y] = R[y][]



polinomunun y € Rly] asalina gdre ist Newton ¢okgeni késeleri (0,15) ve (14,0) olan
dogru parcasidar.

ebob(15,14) =1

oldugundan f polinomu R ‘zerinde mutlak indirgenemez.

Cok Degiskenli Polinomlarin Newton Politoplar: Yardimiyla
Mutlak indirgenemezligi

Bu alt boltimde, yukarida anlattigimiz biitiin kriterleri kapsayan ve bunlarin hep-
sinden daha kuvvetli olan ¢ok degigkenli polinomlarin Newton politoplar1 yardimiyla
indirgenemzligi yontemini, kisaca politop yontemi, verecegiz.

R reel sayilar kiimesi, n € Z* ve S C R" olsun. Her a,b € S icin a dan b ye
gizilen [a,b] kapali dogru parcasi S igerisinde kaliyorsa, S kiimesi konvekstir denir.
Yani

a+Ab—a)=(1—-Na+ieS, V0O<A<I

sart1 saglaniyorsa, S bir konveks kiimedir.
Her S C R™ altkiimesi i¢in R” de S yi kapsayan en kiigiik konveks kiime konv(.5)

olarak gosterilir. Dogrudan hesaplama ile, her S C R™ altkiimesi i¢in

konv(S) = {Z)\Zal ’ a; € S,)\Z 2 O’Z)\Z = 1}
=1 i=1

oldugu gortilebilir, 7 lizerinde tiimevarim kullanabilirsiniz.

Eger S = {ay, ..., ar} bir sonlu kiime ise
konv(S) = konv(ay, ..., ax)

olarak gosterilir. S kiimesinin sonlu oldugu bu durumnda konv(S), S nin konveks

kapsayani olarak adlandirilir.



R™ de sonlu sayida noktanin konveks kapsayani bir politop olarak adlandirilir.
Bir politopun herhangi bir diizlemle kesigimi sadece bir nokta ise, politop ile diizlemin
kesigtigi bu tek nokta politopun bir kosesi olarak adlandirilir. Bagka bir deyisle, bir
politopun bir noktast bu politopun bagka iki noktasini birlegtiren bir dogru pargasi
tizerinde yer almiyorsa, bu nokta politopun bir kogesidir.

n degiskenli polinomlar: ele alalim. x4, xs, ..., z,, degiskenler ve F' bir cisim olsun.

fzy, .y xy) = Zaelezmenm?x?...xff € Flzy, za, ..., ]

polinomunun bir

(61,62, ...,en)

iis vektorii Z™ de bir nokta olarak diisiiniilebilir. f polinomunun Newton politopu
Py olarak gosterilir ve ag,e,. e, 7 0 sartin saglayan biitiin (ey, e, ..., €,) noktalarimin

konveks kapsayani olarak tanimlanir. Yani, f polinomuna bagh olarak

C = {(61’627 7€n) ‘ a6162...€n # O}

olmak tizere,

Py = konv(C)

olarak tammlanir.

A ve B, R" de herhangi iki kiime olsun.
A+B={a+b|lacAbe B}

toplamina A ve B nin Minkowski toplam: denir.

Teorem 2.5 (Ostrowski [5] )
0# f, 9, h€ Flxy,xg,...,x,] ve f = gh ise Py = Py + P, dir.

Ispat: Bakimz [2, Lemma 2.1].



Z™ nin bir elemani bir integral nokta olarak adlandirilir. R™ de bir politopun
biitiin kogeleri Z"™ nin elemam ise (yani, politopun biitiin koselerinin biitiin koordi-
natlar1 tamsay1 ise), bu politop bir integral politop olarak adlandirilir. Eger en az iki
noktaya sahip A ve B integral politoplar1 C' = A + B olacak sekilde varsa, C' integral
politopu integral olarak ayrisabilir denir. Aksi halde, C' integral olarak ayrisamaz
denir. Burada, C' = A + B integral ayrismasinda A (veya B) politopu C' nin bir
integral toplam: olarak adlandirilir.

Teorem 2.5 in direk sonucu olarak ¢ok degigkenli polinomlar i¢in agagidaki mut-

lak indirgenemezlik kriteri elde edilir.

Teorem 2.6 F herhangi bir cisim f(z1,...,x,) € Flxy,29,...,x,] herhangi z; ye
boliinmeyen bir polinom olsun. Eder f nin Newton politopu integral olarak ayrisamaz

ise f(xq,...,x,) polinomu F tizerinde mutlak indirgenemez.
Ispat: Bakimz [2, sayfa 5].

Ornek 2.6
flr,y)=1+z+y+ay+2°+y" € Fl,y

polinomu i¢in

Py = konw((0,0), (0,4), (5,0))

ti¢genidir ve bu liggen, ebob(4,5) = 1 olmasindan dolay, integral olarak ayrisamadigindan,

f polinomu F 1izerinde mutlak indirgenemez. Bakiniz Sekil 1.

(0,4)

(0,0) (5.,0)

f polinomunun B Newton politopu

Sekil 1



Not 2.1 Bir f(xy,...,z,) € Flz1, %o, ...,z,] polinomu i¢in eger Py integral olarak
ayrigamiyor ise, Teorem 2.6 ya gore, [ polinomu politop yontemine gore F'
iizerinde mutlak indirgenemezdir denir.

Eger Py integral olarak ayrisabiliyorsa, f polinomu, verilen F' cismine bagh olarak, F’

{izerinde indirgenebilir veya indirgenemeyebilir. Ornegin,
flz, oy, 2) =2® +9* + 22
polinomu i¢in Py integral olarak ayrisabilir. Ciinkii,
Py = konv((2,0,0),(0,2,0),(0,0,2))
= konv((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) 4+ konv((1,0,0), (0,1, 0), (0,0,1)).
Fakat, f polinomu Zjs iizerinde indirgenemedigi halde, Zs tizerinde
fl@y,2) = (@+y+2)
olarak carpanlara ayrilabilir.

Politoplar hakkinda daha fazla bilgi i¢in bakiniz [1] veya [11].
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Ayrisamayan Cokgenler ve
indirgenemeyen Iki degiskenli

Polinomlar

Bu boliimde integral olarak ayrigamayan, cogunlukla cokgenlerden olusan, bazi
integral politoplar ve bunlara baglh olarak bir F' cismi iizerinde mutlak indirgenemeyen
baz1 ¢ok degiskenli polinomlar verecegiz.

Iki boyutlu bir politop 6zel olarak bir ¢okgen olarak adlandirilir.

Simdi, [2], [3] ve [7] de bulunan baz teoremleri ve bu teoremlere kendi buldugumuz

baz1 ornekleri verecegiz.

Teorem 3.1 vy ve vy, R de farkl iki integral nokta ise [vy, v1] dogru par¢ast tizerindeki
integral noktalarn sayist (v ve vy dahil olmak tizere) ebob(vy — vg) + 1 dir. Eger v,

[vg, v1] tizerinde herhangi bir integral nokta ise

||[vy —wol|  ebob(vy — o)

[l —wol|  ebob(vy — vg)
Burada ||[v||, v vektorimdn Oklit uzunlugunu belirtmektedir.

Ispat: Bakimz [2, Lemma 4.1] veya [7, Proposition 3.1.1].



Ornek 3.1
f(x,y) = 2°y® + 2%y — 2°y' € Fla,y]

polinomunu ele alalvm. f polinomunun Newton politopu
Py = conv((3,3),(3,2),(3,1)) = {(3,y) €R* : 1<y <3}
dogru parcasidir. Bu dogru parcgast uzerinde
ebob((3,3) — (3,1)) + 1 =ebob(0,2) +1=24+1=3

tane integral nokta bulunur.

Ornek 3.2
h(z,y) = eyt + 2ty + aty? € Flz,y]

polinomunun Newton politopu

dogru par¢asidir. Goruldigu gibi,

1(4,3) — (4,2)[] _ ebob((4,3) — (4,2))
1(4,4) = (4,2)[|  ebob((4,4) — (4,2))

1
2
Tanim 3.1 (Hiperdiizlem) Bir a € R reel sayisi ve € R" vektori igin,

H={zeR":p-2=0a}
kiimesi bir hiperdizlem olarak adlandirilir;

ﬂ'l‘ = Blvl + ... +ﬁnvn

B = (P1,-. Bn) ve v = (v1,...,v,) vektorlerinin i¢ carpimi olmak iizere.

11
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Teorem 3.2 ), R" de H hiperdiizlemi i¢inde yeralan herhangi bir integral politop ve
v € R™ H nin disinda yeralan bir integral nokta olsun. Bunlarin yaninda, Q) integral
politopunun késeleri vg, vy, ..., vx noktalary olsun, yani Q = konv(vg, v, ...,v;). Bu
durumda,

P = konv(v,Q)

politopu integral olarak ayrisamaz ancak ve ancak
ebob(v — v1,v — Vg, ..., v — ) = 1.

Ispat: Bakimz [2, Theorem 4.2].

Not 3.1 Teorem 3.2 de @ politopunun kose sayisina bagh olarak, P politopu bir
dogru, iiggen veya piramittir. () politopunun

i) bir kogesi varsa, P bir dogru pargasi

i) iki kogesi varsa, P bir ii¢gen

iii) li¢ veya daha fazla kosesi varsa P

bir piramit olur.

V,
1 vy

Ayrisamayan piramit
Sekil 2

Ornek 3.3
flz,y,2) = 1+ 224+ 3+ 223 +ayz € Flz,y, 2]
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polinomunun Newton politopu

Py = konv((0,0,0), (2,0,0),(0,3,0), (2,3,0)(1,1,1))

piramitidir. v = (1,1,1) olmak iizere,

ebob(v — (0,0,0),v — (2,0,0),v — (0,3,0),v — (2,3,0)) = ebob(1,2) = 1

oldugundan, Py integral olarak ayrisamaz.

Sonug olarak, f polinomu F tuzerinde mutlak ndirgenemez. Bakiniz Sekil 3.

(1,1,1)

(0,3,0) Yy

0.0,

(2,0,0) (2,3,0)
/

Sekil 3

Ornek 3.4
g(x,y, 2) = 22y + +ay? + vyz + 2292 + 17 € Flz,y, 2]
polinomunun Newton politopu

P, = konv((0,0,0),(2,1,3), (1,1,1), (1,2,0), (2, 1,0))
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piramitidir. v = (0,0,0) olmak iizere,

ebob(v — (2,1,3),v — (1,1,1),v — (1,2,0),v — (2,1,0)) = ebob(2,1,3) = 1

oldugundan, P, integral olarak ayrisamaz.

Sonug¢ olarak, g polinomu F' uzerinde mutlak ndirgenemez. Bakinwz Sekil 4.

(2,1,3)

(0,0,0)

(1,2,0)

(2,1,0)

Sekil 4

Simdi, Not 3.1 deki agiklamalara baglh olarak Teorem 3.2 nin [2] de yeralan bazi
sonuglarmi (6zel durumlarim) verelim. Bu sonuglarin bazilarina, [2] de verilmedigi

halde, ispatlar da verecegiz.

Sonug 3.1 vy, v; € R™ herhangi farkl iki integral nokta olsun. Buna gére, [vg,v:]

dogru parc¢ast integral olarak ayrisamaz ancak ve ancak ebob(vg — v1) = 1.

Sonug 3.2 ki terimli

(@1, wn) = axf.afs + bat ) xlr € Flay, xs,..x,), a,be F —{0}

polinomu mutlak indirgenemez <= ebob(ey, ea, ..., e,) = 1.
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Ispat: Bakimz [6, Theorem IX].

Ornek olarak, sifirdan farkl a,b € F' icin
flx,y) =a" +y™ € Flz,y]
polinomu F iizerinde mutlak indirgenemez ancak ve ancak
ebob((n,0) — (0,m)) = ebob(n, m) = 1.
Ornek 3.5

flz,y) =a* +9° € Fla,y]

polinomu, i¢in

Py = konv((4,0),(0,5))

dogru parcasidir. Burada,

ebob((4,0) — (0,5)) = 1

oldugundan Py integral olarak ayrisamaz. Sonug olarak, f polinomu F tuzerinde mut-

lak indirgenemez.

Ornek 3.6
flxy) =2 +y* € Flz,y]

polinomu i¢in

ebob((3,0) — (0,4)) = ebob(3,4) =1

oldugundan f polinomu F' tizerinde mutlak indirgenemez. Bakiniz Sekil 5.
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(0.4)

-0

(3,0)

Sekil 5

Ornek 3.7

polinomunun Newton politopu
Py = konv((3,0,0),(0,1,2))
dogru parc¢asidir. Burada,
ebob((3,0,0) — (0,1,2)) = ebob(1,2,3) =1

oldugundan f polinomu F tizerinde mutlak indirgenemez.

Sonug 3.3 vy,vy,v3 € R™ aym dogru tzerinde olmayan herhangi farkly tic integral
nokta olsun. Bu durumda, konv(vy, vy, v3) tiggeni integral olarak ayrisamaz ancak ve
ancak

ebob(vy — vg,v1 — v3) = 1.

Ornek 3.8
f(x,y) =2° +y* +2°y* € Fla,y]

polinomunun Newton politopu

P = konv((2,0),(0,2),(2,3))
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tuggenidir.

ebob((2,3) — (0,2),(2,3) — (2,0)) = ebob(2,1,0,3) = 1

oldugundan Py integral olarak ayrisamaz. Sonug olarak, f polinomu F' izerinde mut-

lak indirgenemez. Bakiniz Sekil 6.

y
(2,3)
(0,2)
(2,0) %
Sekil 6

Ornek 3.9
f(x,y,2) =15+ 2°y* + y°2° € Fla,y, 2]

polinomunun Newton politopu
Py = konv((0,0,0),(2,2,0),(0,2,3))
tucgenidir. Burada
ebob((2,2,0) —(0,0,0),(2,2,0) — (0,2,3)) =1

oldugundan, Py integral olarak ayrisamaz. Dolaysiyla, f polinomu F' tizerinde mutlak

indirgenemez. Bakinuz Sekil 7.
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(0,2,3)

(0,0,0)

(2,2,0)

Sekil 7

Sonug 3.4 f(z,y) = ax™ + by™ + cx*y” + Y ¢ijx'y’ € Flz,yl, a #0,b#0, ¢ £ 0
olsun. Varsayalim ki f nin Newton politopu késeleri (n,0), (0,m) ve (u,v) olan t¢gen

olsun. Eger ebob(m,n,u,v) =1 ise f polinomu F izerinde mutlak indirgenemez.
Ispat: Kolayca gorebiliriz ki;
ebob((u, v)—(n,0), (u,v)—(0,m)) = ebob(u—n,v,u, v—m) = 1 <= ebob(m, n,u,v) = 1.

Buna gore bu sonug, Teorem 3.2 nin 6zel bir durumudur, ) politopunun ti¢gen olmasi

durumu. O

Ornek 3.10
flz,y) = 22t + 3y 4+ Ta2y? + 423y € Flz,vy]

polinomunun Newton politopu
Py = konv((4,0),(0,2), (3,6))
tuggenidir.

ebob((3,6) — (4,0), (3,6) — (0,2)) = ebob(—1,6,3,4) = 1
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oldugundan Py integral olarak ayrisamaz. Sonug olarak, f polinomu F' izerinde mut-

lak indirgenemez. Bakiniz Sekil 8.

(3,6)

(0,2)

(4,0) X

Sekil 8

Sonug 3.5 vy, v1,v2,v3 € R™ hepsi ayni dogru tizerinde olmayan herhangi farkl dort

integral nokta olsun. Bu durumda,
konv(vg, vq, v2, v3)
dortyizlisu integral olarak ayrisamaz ancak ve ancak
ebob(vy — vy, vy — V2, V9 — v3) = 1.

Ornek 3.11
f(x,y,2) = 2> +y® — 2" +2%72% € Flz,y, 2]

polinomunun Newton politopu
Py = konv((2,0,0),(0,3,0),(0,0,4),(5,7,8))
piramatidir. Burada

ebob((5,7,8) — (2,0,0), (5,7,8) — (0,3,0), (5,7,8) — (0,0,4)) = 1
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oldugundan Py integral olarak ayrisamaz. Sonug olarak, f polinomu F' izerinde mut-

lak indirgenemez. Bakiniz Sekil 9.

(5,7,8)

Sonug 3.6 Varsayalim ki
f(z,y,2) = ax™ + by™ + cz' + da"y"z" + Z cijpr'y 2F € Flx,y, 2],
a#0,0#0,c#0,d+#0 ve f nin Newton politopu
P; = konv((n,0,0),(0,m,0),(0,0,1), (u,v,w))

piramiti olsun. Eger ebob(n,m,l,u,v,w) = 1 ise f polinomu F iizerinde mutlak

indirgenemez.

ispat:
ebob((u, v, w) — (n,0,0), (u,v,w) — (0,m,0), (u,v,w) — (0,0,1)) =1

ancak ve ancak

ebob(n, m,l,u,v,w) =1

oldugundan, sonug agiktir. O
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Ornek 3.12
fz,y,2) = 2%y + 2% + 2°y*2° + 12 € Flz,y, 7]
polinomunun Newton politopu
Py = konv((0,0,0),(2,1,0),(2,3,0),(3,4,6))
piramitidir. Burada,
ebodb((3,4,6) — (0,0,0),(3,4,6) — (2,1,0),(3,4,6) — (2,3,0)) =1

oldugundan Py integral olarak ayrisamaz. Bundan dolay:, f polinomu F' izerinde

mutlak indirgenemez. Bakinaiz Sekil 10.

(3,4,6)

(0,0,0),

(2,1,0)

Sekil 10

Sonug 3.7 @, R" de H hiperduzlemi i¢inde yeralan herhangi bir integral politop ve
v € R" H nin disinda bulunan bir integral nokta olsun. FEger @ politopunun bir

Vi, Vix1| kenary i¢in ebob(v; — v;1) = 1 veya bir v; kosesi i¢in ebob(v — v;) =1 ise
j j

P = konv(v,Q)

politopu integral olarak ayrisamaz.
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Ispat: @ = konv(vy,vs, ..., v,,) olsun. @ politopunun bir v; késesi icin
ebob(v—vy, ..., v—vy,) = 1 <= ebob(v; —v,v; — V1, ..., U —Vj_1,V; — Vj11,Vj — VUp) = 1

oldugunu kolayca gorebiliriz. Eger ebob(v — v;) = 1 ise yukaridaki gerek ve yeter
kogulun sol tarafi ve eger @) politopunun bir [v;, v;1] kenar1 igin ebob(v; — v;41) = 1
ise bu kosgulun sag tarafi saglanir. Sonug olarak, Teorem 3.2 ye gore P politopu

integral olarak ayrigamaz. a

Ornek 3.13 Sonug¢ 3.7 ye gore, Sekil 11 de gosterilen
P = konv((3,0,0),(6,0,0),(8,2,0), (4,6,0), (0,4,0), (0,2,0), (6,4, 10))
piramiti integral olarak ayrisamaz. Cunki,
ebob((3,0,0) — (0,2,0)) = ebob((6,4,10) — (3,0,0)) = 1.
Buna gére, sifirdan farkly her a; € F, 1 <i <7, ve her (i,7,k) € P i¢in
f(z,y,2) = a12® + apa® + az2®y® + asx*y® + asy* + agy® + ara®y*20 + Z aijkmiyjzk

polinomu F' tizerinde mutlak indirgenemez.

(6,4,10)

Sekil 11
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Sonug 3.8 g(z) € Flz]| polinomunun derecesi r, h(xy,...,x,) € Flxy,...,x,] poli-
nomunun toplam derecesi m ve f(x,xq,...,z,) = g(x) + h(zy,...,z,) olsun. FEger

ebob(r,m) =1 ise f polinomu F dzerinde mutlak indirgenemez.
Ispat: Bakimz [2, Corollary 4.10].

Ornek 3.14 Sonu¢ 3.8% gore aralarinda asal olan her n,m pozitif tamsayist ve

a,b,c,, € F—{0} i¢in
flx,y,2) = (e +by)" + (cm2™ + 12"+ az+ o) € Fla,y, 2]

polinomu F' tizerinde mutlak indirgenemez. Ctinki, h(x,y) = (ax+by)"™ polinomunun
toplam derecesi m ve ebob(m,n) = 1.

Aslinda, f nin Py Newton politopu, 0 < k < m — 1 olmak dizere, tabans
C' = konv((n,0,0),(0,n,0),(0,0,k))
olan bir ii¢cgen veya dogru parcasi ve bir kogesi v = (0,0, m) olan piramittir.
ebob(v — (n,0,0),v — (0,n,0),v — (0,0, k)) = ebob(m,n) = 1

oldugundan Py integral olarak ayrisamaz.

[2] de verilen agagidaki teorem yardimiyla, piramit olmayan fakat, bir piramit
icinde kalan integral olarak ayrisamayan sonsuz sayida integral politoplar elde edilebilir.
Bunun sonucunda da, bulunan her yeni integral politopa eglenebilen sonsuz sayida ¢ok

degiskenli ve herhangi bir F' cismi tlizerinde mutlak indirgenemeyen polinom aileleri

elde edilebilir.

Teorem 3.3 (), R" de H hiperdiizlemi i¢inde yeralan ve en az iki noktaya sahip
ayrisamayan bir integral politop ve v € R™ H nin disinda yeralan (ve integral ol-
mak zorunda olmayan) bir nokta olsun. Eger S, konv(v,Q) politopu i¢inde kalan
integral noktalardan olugan herhangi bir kiime ise konv(S, Q) politopu integral olarak

ayrisamaz.
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Ispat: Bakimz [2, Theorem 4.11].
Simdi, Teorem 3.3’e gore integral olarak ayrigsamayan bir integral politop ve bu
politopa eslenebilen sonsuz elemanli ¢ok degiskenli mutlak indirgenemeyen bir poli-

nom ailesi verelim. Buna benzer sekilde sonsuz sayida ornek bulunabilir.

Ornek 3.15
ebob((0,0,0) — (24,0,0),(0,0,0) — (0,35,0)) = ebob(24,35) =1
oldugundan
Q = konv((0,0,0), (24,0,0),(0,35,0)) € H = {(z,y,2) € R*® : 2 =10}

tiggeni integral olarak ayrmsamaz. H dizleminin disinda yeralan v = (4,5,40) nok-
tasiny alarak olusturdugumuz

P = konv(v,Q)

piramitinin S = {(2,4,12), (4,6,10), (3,7,12)} altkiimesi i¢in, Sekil 12 de gosterilen,
R = konv(S, Q)

politopu integral olarak ayrisamaz.

. (4,5,40)

(0,35,0)

(24,0,0)

Sekil 12
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Sonug olarak, Newton politopu R olan her
f(xa Y, Z) = 011’24 + 02y35 + a3$2y4212 + a4$4y6210 + a5x3y7212 +ag + Z aijkxiyjzk € F[QE, Y, Z]

polinomu F' tizerinde mutlak indirgenemez.

Su ana kadar gordiigimiize gore, R™ de yeralan bir integral dogru parcasi ve
liggenin integral ayrigmasi kosulu i¢in, [2] de verilen, bir gerek ve yeter sart vardir.
Dortgenin integral ayrigmazhg tizerinde [7] de bir teorem verilmigtir. Simdi, genel
olarak bir cokgenin integral ayrismazligi konusunda bilgi verelim.

Bir v = (z,y) € Z? vektorii igin ebob(x,y) = 1 ise v bir ilkel vektor olarak
adlandirilir.

R? diizleminde yeralan ve koseleri saatin tersi yoniinde v; = v,,,1, va, ...., v, olarak
adlandirilan bir integral

P = konv(vy,va, ..., vp)

¢okgeninin kenarlarina esglenen bir sonlu kenar dizisi olusturabiliriz. P nin kanarlarini
1 <1< nign E; = vy —v; = (a;,b;) vektorleriyle gosterebiliriz. Her 1 < ¢ < n
icin ¢; = ebob(a;,b;) yazarsak, e; = (a;/c;,b;/c;) bir ilkel vektor olur ve E; = ¢e;
olarak yazilabilir. Her F; kenar1 u¢ noktalariyla birlikte ¢; tane integral nokta icerir.
{ciei}1<i<n vektorler dizisi P nin kenar dizisi veya ¢okgensel dizisi olarak adlandirilir.
Bu kenar dizisi, v; kogesinin 6telenmesiyle farketmekle birlikte, P ¢okgenini tek bir
bicimde gosterir. Herhangi bir kenar dizisine istedigimiz sayida sifir vektori ekleye-
bilecegimizden, P c¢okgeninin bir integral toplaminin kenar dizisi ile P nin kenar
dizisinin ayni sayida terime sahip oldugunu varsayabiliriz. Bir ¢okgenin sinir1 kapali
bir yol oldugundan, >, c¢;e; = (0,0) olur. Asagidaki teorem integral bir ¢okgenin

integral olarak nasil ayrigabilecegini gostermektedir.

Teorem 3.4 P herhangi bir integral ¢okgen ve P nin kenar dizisi {c;e;}1<i<n olsun.
Bu durumda bir QQ ¢okgeni P nin bir integral toplamadir ancak ve ancak Q) ¢cokgeninin

kenar dizisi, 0 < d; < ¢; ve > . die; = (0,0) olmak tzere, {d;e;}1<i<n seklindedir.

Ispat: Bakinz [3, Lemma 13].
Yukaridaki teoreme gore, parelel iki kenara sahip olan integral bir ¢okgen integral

olarak ayrisamaz. Ciinkii, oérnegin ¢ # j icin e; = —e; ise e; + e; olur. Dolayisiyla,
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bundan sonra ele alacagimiz ¢okgenlerin paralel kenarlarinin olmadigini varsayacagiz.
Bunun yaninda, bir ¢okgenin nokta veya dogru pargasi olan toplamini bir basit toplam
olarak adlandiracagiz.

Simdi, [7] de verilen, dortgenlerin integral ayrigmazlig: lizerine gerek ve yeter sart
inceleyelim.

Q = konv(A, B,C, D) integral dortgeni olsun. ) dortgeni tizerinde CDEF ve
AGH D parelelkenarlarini olugturalim. E, F, G, H noktalarinin integral olmasi gerekli
degildir, bakiniz Sekil 13.

Sekil 13

@ cokgeninin basit olmayan integral toplami tiggen veya dortgen olabilir. ) dértgeninin
integral iiggensel ve dortgensel toplamlarini olusturabilecek kosullar sunlardir:

(K1) ay € (B, E] ve as € (B, F] seklinde integral noktalar vardir 6yle ki [ay, as]
dogru parcast [D, C| ye paraleldir.

(K2) by € (A, E] ve by € (A, D] seklinde integral noktalar vardir dyle ki [by, bo]
dogru pargasi [B, C|] ye paraleldir.

(K3) ¢; € (B,G] ve ¢z € (B, HJ| seklinde integral noktalar vardir éyle ki [cq, co]
dogru pargasi [A, D] ye paraleldir.

(K4) dy € (C, D] ve dy € (C, H] seklinde integral noktalar vardir dyle ki [dy, ds]
dogru pargasi [A, B] ye paraleldir.

(Kb) e; € (A,B), ex € (B,C), fi € (D,A) ve f, € (C,D) seklinde integral

noktalar vardir dyle ki [e1, es] dogru parcasi [f1, f2] ye paraleldir ve ||e1, es|| = || f1, f2]]-
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Teorem 3.5 @ = konv(A, B, C, D) integral dortgeni integral olarak ayrismaz ancak
ve ancak (K1), (K2) ve (K5) kosullar gerceklesmez.

Ispat: Bakimyz [7, Theorem 3.3.1].

Asgagidaki izleyen ii¢ teorem [7] de verilmigtir ve Teorem 3.5’ in 6zel durumlaridir.

Teorem 3.6 m,n,k € Z* ve Q, kenar dizisi {mey,ney, kes, e} seklinde olan, bir

integral dortgen olsun. @) dortgeni integral olarak ayrisamaz ancak ve ancak
cre1+coes +cze3#0, 1<cg<m, 1<c<n, 1<c3<k igin

ve

diei+daes+dszes+es #0, 0<d; <m—1, 0<dy<n—-1, 0<ds<k—-1 qgin.

Teorem 3.7 m,n € Z* ve Q integral dortgeninin kenar dizisi {mey,ney,es, ey}
seklinde olsun. 1 < i <m—1,1 < j <n—1 kosullarin sajlayan (i,7) integral
noktalary i¢in

i€1+j62+€37é0

ancak ve ancak Q) integral olarak ayrisamaz.

Teorem 3.8 m € Z* ve Q integral dortgeninin kenar dizisi {mey, mes, e, e4} seklinde
olsun. (i,1) seklindeki noktalar harig, 1 < i, 7 < m — 1 kosullariny saglayan (i, j)

integral noktalar: i¢in

7;€1+j€2+€3#0
ancak ve ancak Q) integral olarak ayrisamaz.
Simdi, Teorem 3.5 ve Teorem 3.4 i¢in baz1 6rnekler verelim.

Ornek 3.16
f(x,y) =2" + 2"y + 2" + o € Fla,y]
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polinomunun Newton politopu

Q = konv((4,0), (14,4), (4,20), (0, 3))

dortgenidir, bakiniz Sekil 14. Q) ¢okgeni

{2(5,2),2(—5,8),(—4,—17), (4, -3)}

kenar dizisine sahip oldugundan, Teorem 3.8 geregince, @) politopu integral olarak

ayrisamaz. Sonug¢ olarak, f polinomu F tzerinde mutlak indirgenemez.

Sekil 14

Ornek 3.17
flz,y) = 2%° +y* + 25 + 2® + 2% € Fla, y]

polinomunun Newton politopu
P = konv((8,6),(0,4), (6,0),(1,5), (2,0))
besgenidir. P besgeni
{2(—4,-1),2(3,—-2),5(—1,1),(2,-5),6(1,1)}

kenar dizisine sahip ve integral olarak ayrisamaz, bakiniz Sekil 15.
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Sekil 15

Ornek 3.18

flz,y) = 2"2y° + 40 + 2% + 2" + ¢y + 2°y"® € Flz, 9]
polinomunun Newton politopu

K = konv((12,6),(0,6),(2,0),(10,0), (0,12), (5,13))
altigenidir. K altigeni

{12(—1,0),2(1,-3),8(1,0),2(—5,6),(5,1),7(1,—1)}

kenar dizisi sahiptir ve integral olarak ayrisamaz, bakiniz Sekil 16.

Sekil 16
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Ornek 3.19

flz,y) = 22y" + 4% + 22 + 2" + y'? + 2% " + 2%y € Flz, ]
polinomunun Newton politopu

Y = konv((12,16), (0,6), (2,0), (10,0), (0,12), (20, 14)), (22,1))
yedigenidir ve Y,

{2(-6,5),2(1,-3),8(1,0),2(-5,6),2(10,1), (2,-13),5(—2,3) }

kenar dizisine sahip oldugundan, integral olarak ayrisamaz, bakiniz Sekil 17.

(——

Sekil 17

Ornek 3.20
Fla,y) = 2120 + 48 + 22 + 210 + y12 4 201 1+ 229?123y € Fla, y]
polinomunun Newton politopu
S = konv((12,6), (0,6), (2,0), (10,0), (0,12), (20, 14)), (22, 2), (3, 16)
sekizgenidir. S ¢okgeni

{12(—1,0),2(1, =3),8(1,0), 2(=5,6),2(10,1), 2(1, —6), (— 19, 14), (9, —10)}
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kenar dizisine sahiptir ve S, integral olarak ayrisamaz. Bakiniz Sekil 18.

Y|

Sekil 18

Ornek 3.21
Fz,y) = 2128 + 48 + 22 + 210 + y12 4 2Py 1 2292 1 2%y 4 23yl € P,y
polinomunun Newton politopu
R = konv((12,6), (0,6), (2,0), (10,0), (0,12), (20, 14)), (22, 2), (21, 1), (3, 16)
dokuzgenidir. R nin kenar dizisi
{12(-1,0),2(1,-3),8(1,0),2(-5,6),2(10,1),2(1,-6),1(—1,—1), (-6, 5), (9, —10) }

kiimesidir ve R integral olarak ayrisamaz. Bakinaiz Sekil 19.

Sekil 19
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Ornek 3.22

flz,y) =2y + 9% + 2 + 2%y"° + y'0 + 2y + 2%y + 2y + 2%y € Fla, o]
polinomunun Newton politopu

L = konv((12,6), (0,6), (2,0), (2,15), (0,10), (0, 12), (20, 14)), (22, 2), (21, 1), (3, 16)
ongenidir. L ongeninin kenar dizisi
{2(-6,-5),2(1,-3),15(0,1), (—-2,-5),2(0,1),2(10,1),2(1,—6),1(—1,1),3(—6,5),9(1,0) }

kiimesidir ve L integral olarak ayrisamaz. Bakimiz Sekil 20.

Sekil 20
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Ayrisamayan Politoplar ve
indirgenemeyen Cok degiskenli

Polinomlar

Bu boliimde, n > 3 i¢in, R" igerisinde yer alan bazi integral olarak ayrigamayan
integral politoplar verecegiz. Sonra da, bu politoplara bagh olarak, herhangi bir F
cismi lizerinde mutlak indirgenemeyen bazi ¢cok degiskenli polinom aileleri verecegiz.

P ve ), R™ de yeralan politoplar olsun. Eger bir » € R noktas1 ve v € R" vektorii
Q=rP+v={rs+v : se€ P}

olacak sekilde varsa, ) politopu P ye hometetiktir denir.

Eger bir Q C R"™ politopunun her Q = A + B olarak ayrismasinda A veya B
politopu @ politopuna homotetik ise, ) politopu homotetik olarak ayrigamaz denir.
Bur ayrismada, ornegin A politopu () politopuna homotetik ise baz1 0 < r < 1 ve
v € R" i¢in

Q=A+B=rQ+v+(1—r)Q+ (—v)
olur. Aksi halde, ) homotetik olarak ayrigir denir.

Politoplarin integral ve homotetik ayrigmazhigi arasinda direk bir iligki yoktur.

Bir politop sadece bu iki 6zellikten birini, veya herikisini saglayabilir, ya da hi¢birini



34

saglamayabilir. Ornegin, diizlemde sadece dogru parcalari ve ticgenler homotetik
olarak ayrigamaz. Sonsuz sayida integral olarak ayrigamayan integral dogru parcasi,
integral iiggen ve dort ya da daha fazla kenara sahip olan sonsuz sayida integral cokgen

vardir. Bir integral dortgen hem homotetik olarak hem de integral olarak ayrigabilir.

Teorem 4.1 P, R" de koseleri vy, vs,....,v,, olan integral politop olsun. Eger P

homotetik olarak ayrisamaz ve
ebob(vy — Vg, ooy V] — V) = 1

1se, P integral olarak ayrisamaz.
Ispat: Bakimz [3, Proposition 12].

Teorem 4.2 () C R" koseleri vy, vy, ...., vy, olan homotetik olarak ayrisamayan bir

integral politop olsun. Bu durumda, Q) integral olarak ayrisamaz ancak ve ancak
ebob(vy — Vg, .oy V1 — Uyy) = 1.

Ispat: Bakimz [7, Lemma 4.1.2].

P bir politop olsun. P nin bir Fy, FY, ..., F,, yizleri dizisi
dim(F;NF)>1 Vv0<i<m-—1

ozelligini saghyor ise, bu dizi bir kuvvetli zincir veya kuvvetli yizler zincirt olarak
adlandirilir. P politopunun u ve v koseleri icin v € Fy ve v € F,, ise boyle bir
kuvvetli zincir bu koseleri birlegtiriyor denir. Burada, dim(P), P politopunun boyu-

tunu gostermektedir.

Teorem 4.3 R" de herhangi iki kosesi bir homotetik olarak ayrisamayan kuvvetls

yuzler zinciri ile birlestirilebilen bir integral

P = konv(vy,va, ..., )
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politopu integral olarak ayrisamaz ancak ve ancak
ebob(vy — Vg, ooy V1 — Uy) = 1.

Ispat: Bakimz [7, Theorem 4.1.3].
Bir integral iiggen homotetik olarak ayrisamadigindan, Teorem 4.3’tin agagidaki

sonuu elde edilir.

Sonug 4.1 Bitun 2 boyutlu yizler: i¢gen olan
P = konv(vy,vg, ..., v) C R”
politopu integral olarak ayrisamaz ancak ve ancak
ebob(vy — Vg, vy V1 — Uy) = 1.

Ispat: Bakinz [7, Corollary 4.1.6].

Simdi, Teorem 4.3 igin bazi érnekler verelim.

Ornek 4.1 k& > 3 herhangi bir tamsayr ve C' = conv(vy, ...,vx) C R™ integral poli-
topu H hiperduzlems icerisinde yer alsin. Bu hiperduzlemin ikt yaninda w,v integral

noktalary alalvm. Meydana gelen
P = konv(C,v)
politopu (piramiti) integral olarak ayrisamaz ancak ve ancak
ebob(v — vy, ....,v — ) = 1.

Bunun yainda, benzer olarak

Q = konv(C,u,v)
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politopu (iki katle piramiti) integral olarak ayrisamaz ancak ve ancak

ebob(v — vy, ...y U — U, v — u) = 1.

Ornek 4.2

flz,y,2) = Tl o Ve R L R e R < Flz,y, 2]

polinomu F' cismi tuzerinde mutlak olarak indirgenemez. Cunki, bu polinomun Newton

politopu integral olarak ayrisamaz. Bakiniz Sekil 21.

(5,0’0) (8,3,0)

(0,7,2)

(0,2,2) ~

Sekil 21

Ornek 4.3 f(z,y,2) = 2° + y*28 + 4225 + y222 + y"22 + 2%y € Fla,y, 2] polinomu
F' cismi tizerinde mutlak olarak indirgenemez. Cunki, bu polinomun Newton politopu

integral olarak ayrisamaz. Bakiniz Sekil 22.

(0,9,5)

(0,4,8)
(0,7,2)

0,2,2

(0,0,5) (4,3,0)

Sekil 22
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Ornek 4.4 F[z,y, 2| halkasinda verilen
f(@,y,2) = 2P+ 22" +9°2° + 92 + 228 + 228+ 2%y + 20y + 28+ 2By + 2By’ + 2%y

polinomu F' tzerinde mutlak olarak indirgenemez. Chinki, f nin Newton politopu

integral olarak ayrisamaz. Bakiniz Sekil 235.

(0,2,5) (0,5,5)

Sekil 23

Ornek 4.5
flz,y,2) = APty Sy T2ty B Py + a8y 280 e Flz,y, 2]

polinomu F' tizerinde mutlak olarak indirgenemez. Cunki, bu polinomun Newton poli-

topu integral olarak ayrisamaz. Bakiniz Sekil 24.
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(0,3,5) (0,7,5)
(0,0,4)
(0,3,3) (©.7:3)
4,8,0
(4,3,0) ¢ )
(5,1,0)
(6,3,0) (6,8,0)
Sekil 24

Ornek 4.6
flz,y,2) = zy 2P+ 23y? B+ PP 2l YT+ a3y B 4 Syt 2yt e Flz,y, 2]

polinomu F tzerinde mutlak olarak indirgenemez. Cunki, f polinomunun Sekil 25 te

gosterilen Py Newton politopunun butin ytuzleri ticgen ve
ebob((1,7,5) — (3,2,3)) = 1.

Sonug¢ 4.1 geregince, P politopu integral olarak ayrisamaz.

1.7.5)
A 3)
2.3 . (3.7.3)
‘1 (3,7,0)
(5.3,0) V
(6.5.0)

Sekil 25
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Teorem 4.4 A, B politoplar dyle ki C = konv(AJ B) = konv(vy, ..., vy,) bir integral
politop ve dim(C) = dim(A) + dim(B) + 1 olsun. Bu durumda, C politopu integral

olarak ayrisamaz ancak ve ancak
ebob(vy — Vg, V1 — V3...., U] — V) = L.

Ispat: Bakiniz [7, Theorem 4.1.15]
Teorem 4.4 yardimiyla, bir integral piramitin (6zel olarak, bir dogru pargasi ve

ticgenin) integral ayrigmazhigi bagka bir agidan tekrar goriliir.

Ornek 4.7
f(z,y,2) = 2% + 2" + 2° € Fla,y, 2]

polinomu F tzerinde mutlak olarak indirgenemez. Cunki, bu polinomun Newton poli-
topu
C = konv((5,2,0),(5,4,0),(0,0,3))

tggenidir. A = konv((0,0,3),(5,2,0)) dogru par¢asi ve B = konv((5,4,0)) noktas
olmak zere, C = konv(AJ B), dim(C) = 2, dim(A) =1 ve dim(B) = 0 dur.
2 =dim(C) =dim(A)+dim(B)+1=1+0+1
ve
ebob((0,0,3) — (5,4,0)) = 1
oldugundan, P integral olarak ayrisamaz. Bakiniz Sekil 26.

(0,0,3)

(5,2,0) (5,4,0)

Sekil 26
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Ornek 4.8
flz,y,2) = ahy® + 2%y 4+ 25y + 2ty 4+ 2P e Flz,y, 2]

polinomu F tzerinde mutlak olarak indirgenemez. Cunki, bu polinomun Newton poli-
topu
C = konv((4,3,0),(4,7,0),(6,7,0),(6,3,0),(0,0,5))

piramitidir. A = konv((4,3,0), (4,7,0),(6,7,0),(6,3,0)) dortgeni ve
B = konv((0,0,5)) noktast olmak tizere, C' = konv(A|J B), dim(C) = 3, dim(A) = 2
ve dim(B) =0 dur.

3=dim(C) =dim(A) +dim(B)+1=24+0+1

ve

ebob((0,0,5) — (6,3,0)) =

oldugundan, P integral olarak ayrisamaz. Bakiniz Sekil 27.

(0,0,5)
. A -

(4,3,0) (4,7,0)
Sekil 27
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Ornek 4.9
=%+ 2%y + %2 + 2% + 2%y + 2° € Fla,y, 2]
polinomunun Newton politopu
C = konv((3,2,0),(5,1,0),(6,2,0),(6,7,0),(3,7,0),(0,0,5))

piramitidir. A = konv((3,2,0),(5,1,0),(6,2,0),(6,7,0),(3,7,0)) besgeni ve
B = konv((0,0,5)) noktas: olmak tizere, C' = konv(A|J B), dim(C) = 3, dim(A) = 2
ve dim(B) =0 dur.

3=dim(C) =dim(A) +dim(B)+1=2+0+1

ve

ebob((3,2,0) — (5,1,0)) =1

oldugundan, C integral olarak ayrisamaz. Sonu¢ olarak, f polinomu F' tzerinde mut-

lak olarak indirgenemez. Bakiniz Sekil 28.

(0,0,5)

(3,2,9) (3,7,0)

(5,1,0)

(6,2,0) (6,7,0)
Sekil 28
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Ornek 4.10

fz,y, 2) = 2®y? + 2%y + 2%% + 2%° + 2%y" + 2% + 2 € Fla,y, 2]
polinomunun Newton politopu

C = konv((3,2,0),(5,1,0),(6,2,0),(6,5,0), (5,7,0), (3,5,0), (0,0,4))

piramitidir. A = konv((3,2,0),(5,1,0),(6,2,0),(6,5,0),(5,7,0),(3,5,0)) altigeni ve
B = konv((0,0,4)) noktas: olmak tizere, C' = konv(A|J B), dim(C) = 3, dim(A) = 2
ve dim(B) =0 dur.

3=dim(C) =dim(A) +dim(B)+1=2+0+1

ve

ebob((6,5,0) — (5,7,0)) = 1

oldugundan, C" integral olarak ayrisamaz. Sonu¢ olarak, f polinomu F' tzerinde mut-

lak olarak indirgenemez. Bakiniz Sekil 29.

(0,0,4)

(5,1,0) (5,7,0)

(6,2,0) (6,5,0)

Sekil 29
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Ayrisamayan Politoplarin Ters

Goruntuleri

Bu boliimde, integral lineer fonksiyonlar yardimiyla, bilinen bir integral olarak
ayrigamayan politop yardimiyla bagka bir integral olarak ayrigamayan politopun bu-
lunabilmesi iizerinde duracagz.

R™ deki integral noktalart R™ deki integral noktalara esleyen lineer bir
f:R"—=R™

fonksiyonu bir integral lineer fonksiyon olarak adlandirilir. Bir politopun bir integral
lineer fonksiyon altindaki goriintiisii de bir integral politoptur. Bu gercek, dogrudan

hesaplamayla kolayca gortlebilir.

Teorem 5.1 P C R" bir integral politop ve w : R™ — R™ bir integral lineer fonksiyon
olsun. Eger w(P) politopu integral olarak ayrisamaz ve w(P) nin her késesinin P de

tek bir ters gorintusi var ise, P integral olarak ayrisamaz.
Ispat: Bakimz [3, Lemma 9).

Sonug 5.1 P C R"™ bir integral politop ve w : R* — R™, P nin koseleri kiimesi
tizerinde 1—1 olan bir integral lineer fonksiyon olsun. Eger w(P) integral olarak

ayrisamaz ise, P integral olarak ayrisamaz.
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Ispat: 7:R" — R™ fonksiyonu P nin kogeleri kiimesi {izerinde bire-bir ise 7(P) nin
her kogesinin P de tek bir ters goriintiisi vardir. Buna gore, Teorem 5.1°e gore, P

integral olarak ayrigamaz. Bakiniz [3, Corollary 10]. O

Sonug 5.2 @, R™ de integral olarak ayrisamayan bir integral politop ve w : R — R™
bir integral lineer fonksiyon olsun. Eger S C 7= 1(Q) altkiimesi, integral noktalardan
olusan ve Q politopunun her v kosesinin sadece bir tane w1 (v) ters gorintisini

iceren bir kiime ise, konv(S) politopu R™ de integral olarak ayrisamaz.

Ispat: 7|s 1 S — R™ fonksiyonu konv(S) politopunun koseleri kiimesi {izerinde 1 — 1
ve m(konv(S)) = @ oldugundan, Sonug 5.1’in direk sonucu olarak, konv(S) integral

olarak ayrigamaz. Bakiniz [3, Theorem 11]. O

Ornek 5.1
T(z,y) = (27, 3y)

seklinde tanimlanan

T :R?* - R?
fonksiyonu integral ve lineerdir. Teorem 5.1°e gore,
P =konv((1,1),(3,4))
politopu integral olarak ayrisamaz. Clinki,
ebob((2,3) — (6,12)) =1

oldugundan

T(P) = konv((2,3), (6,12))

politopu integral olarak ayrsamaz ve (2,3), (6, 12) noktalarinin ters gorintileri siraswyla

sadece (1,1) ve (3,4) noktalardir. P politopu i¢in,

ebob((1,1) — (3,4)) = 1
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olduguna dikkat ediniz.
Benzer olarak

A = konw((1,1), (9, 6), (10, 10))

ucgens 1¢in,

T(A) = konw((2,3), (18,18), (20, 30))

ve

ebob((2,3) — (18,18), (2,3) — (20,30)) = 1

oldugundan, T(A) integral olarak ayrisamaz. Sonug olarak, A ii¢geni integral olarak

ayrisamaz. A politopu i¢in,

ebob((1,1) — (9,6), (1,1) — (10,10)) = 1

olduguna dikkat ediniz.

Ornek 5.2
T:R? - R?

integral lineer fonksiyonu

T(z,y) = (v,y,z)

seklinde verilsin. R3 te aldigimaz

(4,4,4),(6,6,6),(8,10,8),(2,13,2)

noktalariman ters gorintileri, R? icerisinde siraswyla

(4,4), (6,6), (8,10), (2,13)

noktalaridur.

ebob((4,4,4) — (2,13,2)) = 1
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oldugundan, Teorem 3.3 geregince,
Q = konv((4,4,4),(6,6,6),(8,10,8),(2,13,2))
dortgeni integral olarak ayrisamaz. Sonug olarak, Teorem 5.1°e gore,
P =T7Q) = konv((4,4), (6,6), (8,10), (2,13))
dortgeni de integral olarak ayrisamaz. P dortgeni igin,
ebob((4,4) — (2,13)) =1

olduguna dikkat ediniz.
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