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1. G R

   
Son y llarda pek çok matematikçi için ilgi oda olan zaman skalas 

teorisi, sürekli analiz ve diskret analizi birle tiren ve genelleyen bir teori  olarak, 

1988 y l nda Stefan Hilger in doktora tezinde [14] tan t lm t r. Diferansiyel 

denklemler ile ilgili birçok  sonuç, fark denklemleri için benzer sonuçlara kolayca 

ta n r. Bu sonuçlar n, do al olarak diferansiyel denklemler için verilen 

sonuçlarla  tamamen ayn  olmad kolayca görülür. Zaman skalas üzerinde 

dinamik denklemler çal mas , bu tür farkl l klar aç klamakta ve sonuçlar hem 

diferansiyel hemde fark denklemleri için ayr ayr ispatlamaktan kurtarmaktad r. 

Bu teorinin tan t m ve son y llardaki geli imi ilk olarak Kaymakçalan, 

Laksmikatham ve Svasundaram taraf ndan yaz lan kitapta [17] yap lm ard ndan 

da zaman skalas analizinde birçok temel tan m ve teoremin bulundu u  

M.Bohner, A. Peterson yazarl iki kitap [3, 4] literatüre geçmi tir.  

Temel amaç, bilinmeyen fonksiyonu zaman skalas olarak adland r lan 

reel say lar n kapal bir alt kümesi üzerinde tan ml , bir dinamik denklem  için  

sonuç ispatlamakt r. Bu elde edilen sonuç, zaman skalas n reel say lar kümesi 

seçerek, adi diferansiyel denklem ile ilgili bir sonucu; zaman skalas n tam say lar  

kümesi seçerek, fark denklemi için bir sonucu ortaya koyar. Bununla birlikte, reel 

say lar ve tam say lar kümelerinden ba ka bir çok zaman skalas oldu undan elde 

edilen sonuç, sürekli ve diskret hali genellememize yard mc olur. K saca bu 

söylediklerimizi özetleyebilir ve zaman skalas analizinin iki temel vasf n n  

Birle tirme ve Geni letme   

oldu unu ifade edebiliriz.                                               

[ M. Bohner and A. Peterson  Dynamic Equations  

                                                on Time Scales, An Introduction with Application

 

                                                Birkhauser ( Preface), 2001] 
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ki noktal ve üç noktal s n r de er probleminin ve Listone s n r de er  

probleminin pozitif çözümlerinin incelendi i, birçok diferensiyel ve dinamik 

denklem için koni teorisi tekni ini kullan lmaktad r [1, 2, 5, 7, 22]. Listone s n r 

de er problemleri, sürekli ve diskret halde,  birçok matematikçi taraf ndan ele 

al nm ve özellikle son y llarda Henderson ve Prasad taraf ndan yap lan 

çal malarda elde edilen sonuçlar genellenmeye çal lm t r [8, 10-13]. Bu tezde 

bizim amac m z, Lidstone s n r de er probleminin Green s fonksiyonunun 

özelliklerini de kullanarak, daha iyi sonuçlar elde etmeye çal makt r. 

Üç bölümden olu an tezin ikinci bölümünde, zaman skalas nda analiz, bu 

tezin di er bölümüne k tutacak ekilde - türev operatörü için tan t lm ve - 

integral kavram verilmi tir.  

Üçüncü bölümde, yüksek mertebeden Lidstone s n r de er probleminin 

çözümleri için varl k teoremleri incelenmektedir. Elde edilen sonuçlar alt ve üst 

çözüm kavramlar na dayand r lmaktad r.   

Bu tezde ele al nan, 

                             )),(,()()1(
2

tytfty
nn         1,0t              

                             ,0))1(()0(
22 ii

yy       10 ni 

problemi zaman skalas nda tan ml yüksek mertebeden Lidstone s n r de er 

problemi (LSDP) olarak bilinir. Bu çal mada, ilk olarak Schauder sabit nokta 

teoremi ile çözümün varl ispatlanm t r. Daha sonra da, monoton metod olarak 

bilinen, alt ve üst çözümler yard m ile bu çözümler aras nda kalacak ekilde 

çözümün varl garantilenmi tir. Son olarak, Kransnosel skii sabit nokta teoremi  

kullan larak, Lidstone s n r de er problemi için ff ,00 veya 

0,0 ff artlar ndan birinin sa land durumda pozitif  çözümlerin 

varl incelenmi tir.  
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2. ZAMAN  SKALASI  LE  LG L  TEMEL  B LG LER   

Bu bölümde Stefan  Hilger taraf ndan [16] de geli tirilen  Zaman Skalas 

üzerinde analiz tan t lm t r. Zaman skalas üzerinde, 

 
türev kavram tan t larak 

bu türev ile ilgili  baz temel özellikler ve örnekler incelenmi tir. :f 

fonksiyonu için  

 

integral kavram ve 

 

integralin özellikleri yine bu bölümde 

yer verdi imiz temel  kavramlard r [15,19].  

Tan m 2.1 Reel say lar n bo tan farkl kapal bir alt kümesine zaman skalas 

denir ve 

 

ile gösterilir. Örne in, reel say lar, tam say lar, do al say lar ve 

kantor kümesi birer zaman skalas d r. Fakat, rasyonel say lar, irrasyonel say lar, 

complex say lar ve (0,1) aral birer zaman skalas de ildir.  

Tan m 2.2 

 

bir zaman skalas olsun. Her t , max<t için  

{ }tssst >,:inf=)(

 

ile tan mlanan :

 

operatörüne ileriye atlama 

(forward jump)  operatörü ad verilir.    

Her t , min>t için  { }tssst <,:sup=)(

 

ile tan mlanan 

:

 

operatörüne geriye atlama (backward jump) operatörü ad verilir.   

Ayr ca, max=)(max

 

ve min=)(min

 

olarak tan mlan r. 

 

kapal oldu undan her t  için  )(t  ve )(t  olur.    

tt)(

 

ise t ye sa yo un (right dense) nokta ve tt)(

 

ise sa 

yay lm (right scattered) nokta ad verilir.  
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tt)(  ise t ye sol yo un (left dense) nokta ve tt)(

 
ise sol yay lm 

(left scattered) nokta ad verilir.   

)()( ttt

 
ise t ye sol yo un ( dense) ve )()( ttt

 
ise t 

ye  ayr k (isoleted) nokta ad verilir.  

Örnek 2.1  E er =  ise herbir t  için  

{ } tttssst =),inf(=>,:inf=)(

 

ve benzer ekilde  tt)(  elde edilir. Öyleyse, her t noktas yo un noktad r.   

E er =  ise herbir t  için  

{ } 1+=,...}2+,1+inf{=>,:inf=)( ttttssst

 

ve benzer ekilde  1)( tt

 

elde edilir. Öyleyse, her t noktas ayr k 

noktad r.   

Örnek 2.2  

 

zaman skalas n   

}5,4{32,:
1

0 xxn
n

  

olarak alal m. Bu durumda 

 

Her )3,2(t noktas sa yo un ve sol yo un noktad r. 

 

2, 5 noktas sa yo un ve sol yay lm noktad r. 

 

3  noktalar sa yay lm  ve sol yo un noktalard r. 

 

4 noktas sa yay lm ve sol yay lm , yani ayr k noktad r. 

 

n  için tüm 
n

1 
noktalar sa yay lm ve sol yay lm noktalard r.  
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Bir 

 
zaman skalas na ait ba, aral , ,ba  olmak üzere  

}:{, btatba

 
olarak tan mlan r.  

Zaman skalas nda süreklilik ve türev kavramlar n verebilmek için, 

öncelikle zaman skalas nda kom uluk kavram na ihtiyac m z olacakt r.  

Tan m 2.3 U olsun. Her 0  için  

}-:{)( tsstU

 

kümesine t  nin 

 

kom ulu u denir. t

 

nin sa sol kom uluklar s ras yla  

}-:{)( tststU  ve  }+<<:{=)(+ tststU

 

ile tan mlan r.  

E er her 0

 

için U ise, bu halde t

 

ye U için sol limit noktas ve 

U  ise, t  ye U için sa limit noktas denir.  

E er her 0

 

için U ise,  t

 

ye U için soldan ayr lm nokta ve 

U  ise, t  ye U için sa dan ayr lm nokta denir.  

Tan m 2.4 0t  olsun. Verilen her 0  ve her )( 0tUt  için, 

)()( 0tftf 

olacak ekilde bir )( 0tU kom ulu u bulunabiliyorsa, :f fonksiyonuna 

0tt

 

noktas nda süreklidir denir.  

Bu tez boyunca, 

 

dinamik denklemler ile çal aca z. Bu yüzden  sadece 

- türev ve - integral tan mlar n

 

verece iz. 

 

analizinde, 

 

operatörü yerine 

 

operatörü  al narak  analizi elde edilebilir.  
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2.1 Zaman Skalas nda Türev   

Zaman skalas nada türev kavram n verebilmek için, k

 
diferansiyellenebilirlik bölgesine ihtiyac m z var, öyleki e er  <max

 
ve 

max sol yay lm ise }{max= -k ile tan mlan r, aksi halde =k  olur. 
Özetle, 

max,

max,max),(maxk  

d r. Son olarak :f  bir fonksiyon olsun. :f  fonksiyonu her t 

için  

)())(()( tftftf

 

olarak tan mlan r. Yani ff

 

d r.  

Tan m 2.1.1 :f  fonksiyonu  ve kt

 

noktas verilsin. E er  sonlu bir 

a say s için 0

 

verildi inde t

 

noktas n n   

ststasftf )())(()())((      ,     Us

  

olacak ekilde bir U kom ulu u varsa, f fonksiyonuna t

 

noktas nda -

türevlenebilir denir. Bu e itsizlikteki a

 

reel say s na da  f fonksiyonunun  t

 

noktas ndaki  -türevi denir ve )(tfa

 

yaz larak gösterilir.  

Ba ka bir deyi le,  

st

sftf
tf

ts )(

)())((
lim)(  

yaz labilir. 
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Örnek 2.1.1 

 
herhangi bir zaman skalas olsun. :f , her t için 

ttf )( alal m ;  

1
)(

)(
lim

)(

)())((
lim)(

st

st

st

sftf
tf

tsts

  

oldu u görülür.  

Örnek 2.1.2 

 

herhangi bir zaman skalas olsun. :f , her t için 

2)( ttf

 

alal m ;  

ttst
st

st

st

sftf
tf

tststs
)()(lim

)(

)(
lim

)(

)())((
lim)(

22

 

                   

}0{}:2{,3

,12

,2

nt

t

t

n  

oldu u görülür.  

Önerme 2.1.1 E er :f  fonksiyonu ve kt

 

noktas nda 

 

türevlenebilir 

ise, bu halde )(tfa

 

de eri tektir.  

Bu önerme ile, :f fonksiyonunun -türevlenebilirlik kümesinin 

k

 

oldu u kolayca görülür. Aksini kabul edelim, yani maxt noktas sol 

yay lm bir nokta ve )(tf fonksiyonuda bu noktada -türeve sahip olsun. 

Öyleyse, 
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ststtfsftf )())(()()())(( ,       )(tUs

  
e itsizli i do ru olur. t  noktas n n )(tU

 
kom ulu u sadece t  yi içerir. O halde 

ts  için  

                tttttftftf )())(()()())((

 

                            tttttftftf )()()()( 

                                                              00

  

e itsizli i elde edilir. Böylece, -türev tan m her )(tf

 

de eri için sa lan r. 

Bundan dolay )(tf

 

tek türlü belirlenemez ve önerme ile çeli ki elde edilir.  

Örnek 2.1.3  :

 

fonksiyonu her 

  

zaman skalas nda - türevlenemez. 

spat  

  

herhangi bir zaman skalas ve kt0 , 00 )( tt

 

ve 00 )( tt

 

olsun. Kabul edelimki )(t  fonksiyonu 0t da türevlenebilir olsun. O halde  

,0   0)(

 

vard r ki )( 0tUs  için  

ststtst )())(()()())(( 0000 

elde edilir. Özel olarak 0ts

 

alal m. 

0  için   0))(()()())(( 000 sttst   elde edilir. O halde  

00

00
0 )(

)())((
)(

tt

tt
t

 

bulunur. ),( 00 tts  için de  

ststtst )())(()()())(( 0000 
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ststtst )())(()())(( 0000 

0ts  için  

0))(()())(( 0000 stttt

  

00

00
0 )(

))((
)(

tt

tt
t

   

olur. Bu durumda Önerme 2.1.1 den 00 )( tt

 

olmal d r. Bu ise bir çeli kidir. 

Çünkü 00 )( tt

 

kabul etmi tik. O halde )(t

 

fonksiyonu her  

 

zaman 

skalas nda - türevlenemez.    

A a da ispats z ifade edece imiz teoremler [1, 4, 15, 18, 20, 21] 

referanslar nda bulunabilir.  

Teorem  2.1.1 :f  fonksiyonu  ve kt

 

noktas verilsin.   

i) f  fonksiyonu t  de - türevlenebilir ise, f  fonksiyonu t  de süreklidir.   

ii) E er  f  fonksiyonu  t  de sürekli ve t

 

sa yay lm ise, f  fonksiyonu t

 

de - türevlenebilirdir ve  

tt

tftf
tf

)(

)())((
)(

 

olur.  

iii) E er t

 

sa yo un nokta ise, bu halde f fonksiyonunun  t

 

de - 

türevlenebilir olmas için gerek ve yeter ko ul  
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st

sftf
ts

)()(
lim  

de erinin sonlu olmas d r ve bu durumda   

st

sftf
tf

ts

)()(
lim)( 

olur. 

iv) f  fonksiyonu  t  de - türevlenebilir ise, bu halde   

))(()()())(( tttftftf

 

e itli i do rudur.  

Örnek 2.1.4 :f  fonksiyonu olmak üzere  ve   için )(tf  yi 

inceleyelim.  

i) E er 

  

ise t  sa yo un oldu undan Teorem 2.1.1 (iii) 

kk ndan :f fonksiyonu t de - türevlenebilir olmas için gerek ve 

yeter ko ul 

st

sftf
tf

ts

)()(
lim)( 

var olmas d r. 

E er  
st

sftf
tf

ts

)()(
lim)( var ise f fonksiyonu t

 

de türevlenebilir(al lm 

türev)dir. O halde Teorem 2.1.1 (iii) den   

)(
)()(

lim)( tf
st

sftf
tf

ts

 

elde edilir.  
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ii) E er 

 
ise t sa yo un oldu undan Teorem 2.1.1 (ii) 

kk ndan :f  fonksiyonu t  de - türevlenebilirdir ve   

)()()1(
1

)()1(

)(

)())((
)( tftftf

tftf

tt

tftf
tf

  

elde edilir. Buradaki  ileri fark operatörüdür.  

Teorem 2.1.2 :, gf  fonksiyonlar   ve kt

 

noktas nda - 

türevlenebilir ise,  

i) gf  fonksiyonu da  kt

 

noktas nda - türevlenebilirdir ve  

)()()()( tgtftgf .   

ii) Her k sabiti için fk fonksiyonu da kt

 

noktas nda - 

türevlenebilirdir ve  

)()()( tfktfk .  

iii) gf  fonksiyonu da kt

 

noktas nda 

 

- türevlenebilirdir ve  

))(()()()()())(()()()()( tgtftgtftgtftgtftgf .    

iv) 0))(()( tgtg

 

ise, bu halde 
g

f  
fonksiyonu da kt

 

noktas nda - 

türevlenebilirdir ve  

))(()(

)()()()(
)(

tgtg

tgtftgtf
t

g

f
 . 
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Önerme 2.1.2  batf ,),( de monoton artan bir fonksiyon ise, bat ,

 
için    0)(tf  olur.  

spat bat ,0

 

alal m. spat n yap labilmesi için iki durum göz önüne 

al nmal d r.   

E er bat ,0

 

sa yay lm nokta ise, 00 )( tt

 

ve )())(( 00 tftf

 

oldu u için   

0
)(

)())((
)(

00

00
0 tt

tftf
tf

 

do rudur.  

E er bat ,0

 

sa yo un nokta ise, 0ts  ve )()( 0tfsf

 

oldu u için   

0
)()(

lim)(
0

0
0 st

sftf
tf

ts 

do rudur.  

Önerme 2.1.3  batf ,),(  de monoton azalan bir fonksiyon ise, bat ,

 

için    0)(tf  olur.  

spat bat ,0

 

alal m. spat n yap labilmesi için iki durum göz önüne 

al nmal d r.   

E er bat ,0

 

sa yay lm nokta ise, 00 )( tt

 

ve )())(( 00 tftf

 

oldu u için   

0
)(

)())((
)(

00

00
0 tt

tftf
tf

 

do rudur. 
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E er bat ,0

 
sa yo un nokta ise, 0ts  ve )()( 0tfsf

 
oldu u için   

0
)()(

lim)(
0

0
0 st

sftf
tf

ts  

elde edilir.  

Teorem 2.1.3 E er  :f fonksiyonu ba, üzerinde sürekli ve ba, 

üzerinde - türevlenebilir olsun. )()( bfaf  ise ba,,

 

vard r ki  

)(0)( ff  

e itsizli i do rudur.  

spat  )()( bfaf

 

oldu undan ve )(tf sürekli bir fonksiyon oldu undan ya 

)(tf sabit fonksiyondur yada )(tf en az bir noktada ekstremuma sahiptir. O 

halde )(tf nin ba, içinde minimum m

 

ve maksimum M

 

de erine sahip 

oldu u noktalar vard r. E er )(tf  sabit ise bat ,  için 0)(tf d r.  

E er )(tf fonksiyonu bir 

 

noktas nda maksimum M

 

de erine ve  

 

noktas nda minimum m

 

de erine sahip ise - türev tan m ndan  

                           
0)(f ve 0)(f  

elde edilir. O halde )(0)( ff d r.  

Teorem 2.1.4 (Ortalama De er Teoremi) E er  :f fonksiyonu ba, 

üzerinde sürekli ve ba, üzerinde - türevlenebilir olsun. )()( bfaf

 

ise 

ba,,

 

vard r ki 
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)(

)()(
)( f

ab

afbf
f

  
e itsizli i do rudur.  

spat  ba,  de  

)(
)()(

)()()( at
ab

afbf
aftfth

  

fonksiyonunu tan mlayal m. 

),(th ba,  de sürekli, ba,  de - türevlenebilir ve )(0)( bhah  elde edilir. 

O halde Teorem 2.1.3 ten dolay ba,,

 

vard r ki   

)(0)( hh  

elde edilir. O halde  

ab

afbf
f

ab

afbf
f

)()(
)(0

)()(
)(

  

olur. Buradan da  

)(
)()(

)( f
ab

afbf
f  

e itsizli i do rudur.  

Sonuç 2.1.1  E er :f  fonksiyonu kba,  üzerinde -türevlenebilir 

ve 0)(tf  ise f  fonksiyon sabittir.  

spat kbat ,1

 

seçelim. Teorem 2.1.4 ten dolay  1,, ta

 

vard r ki  
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0)(

)()(
)(0

1

1 f
at

aftf
f  

olur. O halde )()( 1tfaf

 
elde edilir. Böylece her kbat ,

 
için 

)()( tfaf

 

oldu undan f  fonksiyonu sabittir.  

2.2  Zaman Skalas nda Yüksek  Mertebeden Türev  

Tan m 2.2.1  :f  fonksiyonu için  kf :  fonksiyonu  kkk )(
2

 

da -türevlenebilir ise f fonksiyonu ikinci mertebeden - türevlenebilirdir 
denir ve   

2
:)( kff  

dir. Benzer ekilde, f nin .n

 

mertebeden - türevleri  
nn kf : 

tan mlan r. Her t  için   

))(()(2 tt   ve ))(()(2 tt

  

ve buna göre n  için )(tn  ve )(tn

 

tan mlan r. Ayr ca,  

ffttt
000 ,)()(   ve 

0k  

olarak tan mlan r.  

Örnek 2.2.1 

 

herhangi bir zaman skalas olsun. :f , her t için 

ttf )( alal m ;  Örnek 2.1.1 den kt

 

için 1)(tf oldu unu biliyoruz. O 

halde, 
2kt
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0

)(

11
lim

)(

)())((
lim)()()(

stst

sftf
tftf

tsts  

oldu u görülür.  

Örnek 2.2.2 

 

herhangi bir zaman skalas olsun. :f , her t için 

2)( ttf

 

alal m ;  Örnek 2.1.2 den kt

 

için tttf )()( oldu unu 

biliyoruz. O halde, 
2kt

  

ttttftf )())(()()(  

elde edilir. )(t

 

fonksiyonunun her zaman skalas için türevlenemez. oldu unu 

Örnek 2.1.3 te göstermi tik. Öyleyse f nin herhangi bir zaman skalas için 

türevini bulamay z. Özel zaman skalalar için )(tf  yi inceleyelim.  

E er   ise tt)(

 

oldu undan  

2)( tttf 

bulunur.  

E er   ise  1)( tt

 

oldu undan  

2)1()( tttf 

bulunur. 

E er nn :2}0{  ise tt 2)(

 

oldu undan  

3)2()( tttf  

oldu u görülür.  
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Örnek 2.2.3 E er f ve g

 
ikinci mertebeden - türevlenebilir ve f -

türevlenebilir ise gf   ikinci mertebeden - türevlenebilirdir ve   

gfgf )( f g  

oldu una göre ff :  ve ff :  olmak üzere  

                    )()( gfgfgf

 

                                  gfgfgfgf

 

                                  gfgfgfgf

   

elde edilir.   

Önerme 2.2.1 [4] )(tf fonksiyonu ba, de sürekli ve kba, üzerinde )(tf

 

sürekli ve - türevlenebilir olsun. Öyle bir ),( bac

 

vard r ki  

battfcf ,:)(max)(

  

ve her bct ,  için   

)()( cftf

  

ve  

0)(cf     ,    0))(( cf

  

d r.  
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2.3  Zaman Skalas nda ntegral  

Tan m 2.3.1 :f fonksiyonu verilsin. E er :F fonksiyonu k

 

üzerinde - türevlenebilir ve  her kt

 

için )()( tftF

 

ise, F

 

fonksiyonuna 

f  nin - anti türevi veya ilkeli denir.  

Tan m 2.3.2 E er :f fonksiyonunun - anti türevi varsa, f ye - 

integrallenebilir fonksiyon denir. Bu durumda a

  

ve b , 

 

içinde herhangi 

noktalar olmak üzere f  nin  a  dan  b  ye  integrali   

)()()( aFbFttf
b

a

  

olarak tan mlan r.  

Teorem 2.3.1  :f ve :g fonksiyonlar - integrallenebilir 

olsunlar, yani - anti türevi var olsun. Bu durumda her cba ,, için a a daki 

formüller do rudur.  

i)  
b

a

b

a

b

a

ttgttfttgtf )()()()(  

ii) Her k  sabiti için  
b

a

b

a

ttfkttfk )()(  

iii) 0)(
a

a

ttf  

iv) 
b

a

a

b

ttfttf )()( 
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v)   

b

a

b

c

c

a

ttfttfttf )()()(  

vi)  
b

a

b

a

b

a

ttgtftgtfttgtf )()()()()())((

  

vii) 
b

a

b

a

b

a

ttgtftgtfttgtf ))(()()()()()(

  

Teoremdeki (vi) ve (vii) formüllerine k smi integrasyon formülleri denir.  

Teorem 2.3.2 :f  fonksiyonu - integrallenebilir olsun. Bu durumda 

kTt  için  

)(

)()()(
t

t

tfttssf

  

e itli i  do rudur.  

spat :f fonksiyonu - integrallenebilir ise )()( tFtf

  

olacak 

ekilde :F - anti türevi vard r ve   

                                    
)(

)())(()(
t

t

tFtFssf

 

                                                      )()( tFtt

  

                                                       )()( tftt

 

elde edilir.  
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Teorem 2.3.3   E er bat ,  için 0f  ise f artand r.  

spat  bat ,  için 0)(tf  olsun. btsa

 
olacak ekilde ts, alal m. 

O halde ,  

)()()()( sffsftf
t

s

  

oldu undan f fonksiyonu artand r.  

Teorem 2.3.4   a

  

ve  b  

  

içinde ba

  

olacak ekilde iki nokta ve )(tf ve 

)(tg fonksionlar  de - integrallenebilir olsunlar. Her bat ,  için    

i) 0)(tf  ise 
b

a

ttf 0)(  

ii) )()( tgtf  ise 
b

a

b

a

ttgttf )()(  

iii) )()( tgtf  ise 
b

a

b

a

ttgttf )()(  

iv) )()(sup)()(
)(

abtfttfttf
tta

b

a

b

a

   

e itlikleri do rudur.  
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Teorem 2.3.5  ba ,  ve ba

 
olsun. E er )(tf fonksiyonu ba , üzerinde 

sürekli ise  a a daki e itlikler do rudur.   

i) ))(()()()(
)(

bfbbttfttf
b

a

b

a

   

ii)
b

a

b

a

ttfafaattf
)(

)()()()(

  

Teorem 2.3.6 [1] E er f ve f fonksiyonlar  iki de iskenli fonksiyonlar 

olarak sürekli ise, bu halde a a daki formüller do rudur. Burada ),( stf  ile s

  

de i keni sabit tutularak ),( stf  fonksiyonunun t  ye göre 

 

türevi belirtilmi tir.   

i)  sstfttfsstf
t

a

t

a

),()),((),(

   

ii) )),((),(),( ttfsstfsstf
b

t

b

t

  

Örnek 2.3.1  :f fonksiyonu - integrallenebilir olsun. Bu durumda 

ba ,  için   

i) E er  ise 
b

a

b

a

tdtfttf )()(  

ii) E er ba , aral sadece ayr k noktalardan olu uyor ise   
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batftt

ba

batftt

ttf

abt

batb

a ),())((

,0

,)())((

)(

,

,

 

oldu unu görelim.   

i) Örnek 2.1.4 ten ve analizin temel teoreminden e itli in varl görülür.   

ii) ba  kabul edelim ve bttttta nn 1210 ...  olmak üzere 

},...,,{, 10 ntttba  olsun.  

                         
nt

n

tt

ttt

b

a

ttfttfttfttf

1

2

1

1

0

)(...)()()( 

                                       
1

)(
1

1

it

it

n

i
ttf 

)(1

1
)(

i

i

t

t

n

i
ttf

 

                                        )())((
,

tftt
bat

 

elde edilir.  

E er ba  ise 
b

a

a

b

ttfttf )()(  kullanarak 

                          )())(()(
,

tfttttf
b

a abt

 

elde edilir.  

Teoerm 2.3.1 (iii) den ba  ise 
b

a

ttf 0)( d r. 
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Örnek 2.3.2   için 0a  olmak üzere  

                                          tat

 
belirsiz integralini inceleyelim. 

                               t
tttt

a
a

aa

a

a

a

a

111

1 

oldu undan     

                               c
a

a
ta

t
t

1

 

elde edilir ( c =sabit).  

Örnek 2.3.3  4,31,1

 

olsun. ttf )(  için 
t

ssf
1

)( integralinin 

de erini bulal m.  

1t   ise  
2

1

2

2

11

t
sdsss

tt  

3t  ise  21)13()1()1)1((0
3

1

1

11

fssssss
t

   

3t  ise  
tttt s

sdsssssss
3

2

33

3

11
2

22

  

                                     
2

5

2
2

2

9

2

22 tt 
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3.  ZAMAN SKALASINDA 

YÜKSEK MERTEBEDEN SINIR DE ER PROBLEM

    
Bu bölümde,  )1(,0:f  sürekli fonksiyon ve n 1 olmak üzere,   

)),(,()()1(
2

tytftyn n
        1,0t                                 (3.1)                       

,0))1(()0(
22

yy
ii      

10 ni               (3.2)  

Lidstone s n r de er problemi (LSDP) ele al nacakt r. Öncelikle bu problemin  

Green s fonksiyonu ile ilgili e itsizlikler ve Schauder Sabit Nokta Teoremi [9] 

yard m ile (3.1)-(3.2)  probleminin çözümünün varl ispatlanacakt r. Daha 

sonra alt ve üst çözümler yard m ile çözümün  varl ve tekli i için f 

fonksiyonu üzerindeki ko ullar incelenecektir. Bu çal mada )1(

 

i sa yo un 

kabul edece iz. Bu durumda 1j  için  )1()1(j  olacakt r.  

3.1  Green s  Fonksiyonu ve Özellikleri  

Tan m 3.1.1 )(ty fonksiyonunun (3.1)-(3.2) LSDP nin bir çözümü olmas için 

gerek ve yeter ko ul  )1(,0:y ile  tan mlanan  sürekli y

 

fonksiyonunun 

1,0t için (3.1) denklemini ve (3.2) s n r ko ullar n sa lamas d r. 

(3.1)-(3.2)  LSDP  probleminin bir çözümünün var oldu unu bulmak ve bu 

çözümünün eklini tayin edebilmek için bu problemin ),( stGn Green s 

fonksiyonuna ihtiyac m z vard r.  ),( stGn ,  

                           0)(
2

ty
n

,                          1,0t                                                             

,0))1(()0(
22

yy
ii      

10 ni                   
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homojen s n r de er probleminin Green s fonksiyonu olmak üzere  

),()1( stGn
n ,   (3.1)-(3.2)   LSDP   probleminin Green s fonksiyonudur. 

Problemin çözümünün varl n ve yap s n gösterirken a a da verece imiz 

Green s fonksiyonunun özelliklerini kullanaca z.  

Özellik 3.1.2 [22]            0)(ty ,     1,0t                                               (3.3) 

                                         0))1(()0( yy                                                     (3.4)  

probleminin Green s fonksiyonu   

                     
)()),1()((

)),1()((

)1(

1
),(

stts

stst
stG                      (3.5)  

ile tan mlan r.  

Özellik 3.1.3  ),( stG , (3.3)-(3.4) probleminin Green s fonksiyonu ve 

),(:),(1 stGstG  olmak üzere  nj2  için   

                         
)1(

0
1 ),(),(),( jj rsrGrtGstG                                    (3.6)  

dir.  

spat    nj2  için,  ),( stG j  fonksiyonu   

                             )),(,()(
2

tytfty
j

      1,0t                                         (3.7)                  

,0))1(()0(
22 ii

yy   10 ni                 (3.8) 
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probleminin Green s fonksiyonu olsun.  

Öyleyse,  ))(,()()(
)1(22

tytftyty
jj

  
oldu undan ve  1ji  için   

,0))1(()0(
)1(2)1(2

yy
jj 

s n r ko ulu sa land ndan   

)1(

0

))(,(),()(
)1(2

ssysfstGty
j  

dir. Böylece   

)1(

0

))(,(),()(
)1(2

s

ssysfstGty
j 

,0))1(()0(
22

yy
ii    

20 ji  

probleminin çözümü   

)1(

0

)1(

0
1 ))(,(),(),()(

r s
j rssysfsrGrtGty  

eklindedir. Ba ka bir ifadeyle  

)1(

0

)1(

0
1 ))(,(),(),()(

r s
j rssysfsrGrtGty  

iki katl integrali ile ifade edebiliriz ve integral s n rlar n n sabit olu undan   



 
27

 
                                      

)1(

0

)1(

0
1 ))(,(),(),(

s r
j srsysfsrGrtG  

eklinde  yazabiliriz. 

Ayr ca  )(ty  fonksiyonu (3.7)-(3.8) problemininde bir çözümüdür ve     

)1(

0

))(,(),()(
s

j ssysfstGty  

eklindedir. Böylece   

)1(

0
1 ),(),(),(

r
jj rsrGrtGstG  

elde edilir.                                                                                

  

Özellik 3.1.4  1,0)1(,0),( st  için nj1   olmak üzere  

                                          0),()1( stG j
j                                                     (3.9)  

d r.  

spat   spat j

  

üzerinden tümevar m ile yapaca z. ),( st 1,0)1(,0   için  

                                   
)()),1()((

)),1()((

)1(

1
),(

stts

stst
stG

  

fonksiyonu  0),( stG e itli ini sa lar. Buradan   

0),( stG 
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oldu u görülür. Öyleyse 1j  için (3.9) ifadesi do rudur. 

1kj için  0),()1( 1
1 stGk

k   do ru olsun. Özellik 3.1.3 ten 

dolay  
)1(

0
1 ),(),(),( kk rsrGrtGstG   oldu undan  

)1(

0
1

1 ),()1)(,()1(),()1( k
k

k
k

k rsrGrtGstG  

olur. 0),()1( 1
1 rtGk

k ,  0),()1( srG  ve integral özelliklerinden kj

 

için   

0),()1( stGk
k  

d r. Böylece  nj1   olmak üzere   0),()1( stG j
j  d r. 

                                                                                

 

Önerme 3.1.1  1,0)1(,0),( st    için   

                          
n

nn
n stGstG

4

)1(
),(),()1(                                       (3.10) 

d r.  

spat   spat  n

 

üzerinden tümevar m ile yapaca z. lk olarak  

1,0)1(,0),( st   için   

)),((),( ssGstG

  

oldu unu gösterelim. (3.5) ile verilen Green s fonksiyonun tan m ndan 
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)(,

))()1()((

))1()((

,
))()1()((

))()1((

)),((

),(

st
ss

ts

st
ss

st

ssG

stG

  

elde edilir. Buradan  ),( stG  nin   

)),((),( ssGstG

  

e itsizli ini sa lad görülür.  )1(,0s  için   

))((:
)1(

))()1()((
)),(( sh

ss
ssG

  

olsun. O halde  )1(,0x  için  

)1(

))1((
:)(

xx
xh

  

d r. 0x    )(xh in ekstremum noktas olsun. O halde  

0
)1(

2)1(
)( 0

0
x

xh   ve   böylece   
2

)1(
0x    bulunur. 

0
)1(

2
)(xh   oldu undan  

2

)1(
0x ,  )(xh   için maksimum noktad r. 

Buradan   
4

)1(
)( 0xh ,     )(xh  fonksiyonunun maksimum de eridir. Bu nedenle   

                               
4

)1(

)1(

))()1()((
)),((

ss
ssG                            (3.11)  

e itsizli i elde edilir. Böylece  1,0)1(,0),( st  için   
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4

)1(
),( stG                                                      (3.12)  

e itsizli i do rudur.  

k

kk
k stGstG

4

)1(
),(),()1(

  

oldu unu kabul edelim. (3.6), (3.9) ve (3.12) kullan larak kabulden dolay

 

     
)1(

0
11

1 ),(),(),(),()1( kkk
k rsrGrtGstGstG 

                                    rstGk ),(
4

)1()1(

0 

                                   
)1(

1

1

0

),(),(
4

)1(
kk rrtGrrtG

 

                                     )1)1(()1,(
4

)1(

4

)1(
tGk

k 

                                    
)1(

0
1 )1,(),()1)1((

4

)1(

4

)1(
k

k

rrGrtG

  

elde edilir.  0)1,(rG  oldu undan dolay   

1

11
1

4

)1(
),(),()1(

k

kk
k stGstG

  

e itli i do rudur. 
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Tezin bundan sonraki bölümünde   

4

)1(
:min: tTt     ve 

                                         
4

)1(3
:max: tTt  

de erlerinin var oldu unu ve   
4

)1(3

4

)1(

  

e itsizli inin sa land n 

kabul edece iz. Ayr ca, e er 1)(  ise, )1()(

   

kabul edece iz. 

Önerme 3.1.2  1,0)1(,0),( st  için   

                    
)1(

))()1()((

4

)1(
),(),()1(

1
ss

stGstG
n

nn
n            (3.13)  

dir.  

spat  spat n

 

üzerinden tümevar m yöntemiyle yapaca z. 

1,0)1(,0),( st   için (1.5) ten kolayca görülebilirki   

                           
)1(

))()1()((
),(),(1

ss
stGstG

 

                               (3.14)  

olur. Öyleyse  (3.13)  e itsizli i 1n için do rudur. kn

  

için (3.13) 

e itsizli inin var oldu unu kabul edelim. Böylece 1,0)1(,0),( st  için   
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)1(

0
1 ),(),(),(

r
kk rsrGrtGstG 

                               

                        r
ssrr

r

k

)1(

))()1()((

)1(

))()1()((

4

)1()1(

0

1  

                        r
rrss

r

k )1(

0

1

)1(

))()1()((

)1(

))()1()((

4

)1(
     

                        r
rrss

r

k 1

0

1

)1(

))()1()((

)1(

))()1()((

4

)1(
    

                      

                        r
rr

r

)1(

1 )1(

))()1()(( 

                        

                        )1)1((
)1(

))1()1()(1(

4

)1(

)1(

))()1()((

4

)1(
1

ss
k 

                       

                        
)1(

))()1()((

4

)1( ss
k

  

elde edilir. Bundan dolay (3.13) e itsizli i  1kn   do rudur. 
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Önerme 3.1.3   )

2

)1(
,0(   verilsin. 1,0)1(,),( st  için  

1
2

)1(

2)1(

)1(
)(

nn

n

  

olmak üzere  

                   
)1(

))()1()((
)(),(),()1(

ss
stGstG nnn

n                     (3.15)  

e itsizli i vard r.  

spat   spat n üzerinden tümevar m ile yapaca z. 

1,0)1(,),( st    için (3.5) kullan larak   

)(,
))()1()((

))1()((

,
))()1()((

))()1((

)),((

),(

)1(
st

ss

ts

st
ss

st

ssG

stG

  

elde edilir.Böylece,  

)1(

))()1()((

)1(
)),((

)1(
),(

ss
ssGstG

  

olur ve 1n   için (3.15) e itsizli inin do ru oldu u görülür. 
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Kabul edelim ki (3.15) e itsizli i kn

 
için do ru olsun. 

1,0)1(,),( st   için ve  rr)( oldu undan   

)1(

0
1 ),(),(),(

r
kk rsrGrtGstG 

           

r
ssrr

r
k )1(

))()1()((

)1()1(

))()1()((
)(

)1(

0

  

rrr
ss

r
k

)1(

0

))()1()((
)1(

1

)1(

))()1()((

)1(
)(

 

             

rr
ss

r
k ))()1((

)1()1(

))()1()((

)1(
)(

)1( 

             

rrr
ss

rr
k

)1()1(2

)()1(
)1(

))()1()((

)1(
)( 

rrrr
ss

r
k

)1()1(2

)2)1()(1(
)1(

))()1()((

)1(
)(  

r
ss

r
k

)1(
22

2

)))1((()2)1()(1(
)1(

))()1()((

)1(
)( 
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)2)1(()1(2)1()1(2)1(

)1(

))()1()((

)1(
)( 22

2
ss

k

  

)2)1((
)1(

))()1()((

)1(
)(

2
ss

k  

)2)1((
)1(

))()1()((

)1()1(

2)1(

)1(

21
2 ss

kk

  

)1(

))()1()((

)1(

2)1(

)1(
2

1
ss

kk

  

)1(

))()1()((
)(1

ss
k

  

elde edilir. Böylece (3.15) e itsizli i  1kn için do ru olur. 

                                                                                

  

 Ayr ca Önerme 3.1.2  kullan larak  

                           
)1(

))()1()((
)(),()1(

ss
stG nn

n

 

                      ),(max
)1(

4
)(

)1(,0

1

stGn
t

n

n

  

e itsizli i elde edilir. )
2

)1(
,0(

4

)1(
  için 
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3535

11

2

1

2

)1(

)1(

4

4

)1(
nn

nn

n

  

oldu undan  

),(max
2

1
),()1(

)1(,025
stGstG n

tnn
n

  

e itsizli i elde edilir, burada   
352

1
nn     olmak üzere    10 n

    

d r.  

Özellik 3.1.4   1,0)1(,0),( st  için Green s fonksiyonu  ),( stGn 

süreklidir.  

spat   0   için  0)(

  

vard rki  21 tt    iken   

)()( 21 stGstG nn  

oldu unu gösterece iz.  

0

 

verilsin.  spat n

 

üzerinde tümevar m ile yapaca z.  

)()()()( 212111 stGstGstGstG

  

                 

)()),1()((

)),1()((

)1(

1

)()),1()((

)),1()((

)1(

1

22

22

11

11

stts

stst

stts

stst
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)()),1()(())1()((

)()),1()(())1()((

)()),1()(())1()((

)),1()(())1()((

)1(

1

2,121

1221

2121

2,121

sttsts

tsststts

tssttsst

ststst

  

                 

)(),1()()()1()()(

)(),1()()1()()(

)(),1()()1()(

)),1()((

)1(

1

2,121

12221

212221

2,121

ststssts

tssttststs

tsstttstst

ststt

  

                 

)(),)((

)()),()(1())((

)()),()(1())((

)),1()((

)1(

1

2,121

12221

21121

2,121

sttts

tsststtts

tsststtts

ststt

  

                 

)(,)(

)(,)()1()(

)(,)()1()(

,)1()(

)1(

1

2,121

12221

21121

2,121

sttts

tssttstts

tsststtts

ststt

 

                  

)(,)1(

)(,)1()(

)(,)1()(

),1(

)1(

1

2,121

122121

212121

2,121

sttt

tssttttts

tssttttts

sttt
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)(,)1(

)(,)1(2

)(,)1(2

,)1(

)1(

1

2,121

1221

2121

2,121

sttt

tssttt

tssttt

sttt

  

                           2)1(2
)1(

1
21 tt  

oldu undan ),(1 stG  süreklidir. 

kn  için  ),(),( 21 stGstG kk do ru olsun. 

1kn  için  

)1(

0

212111 ),(),(),(),(),(
r

kkkk rsrGrtGrtGstGstG 

                      

                                                         r
ss

r

)1(

0
)1(

))()1()((

  

                                                         
2

2

)1(

  

oldu undan  ),(1 stGk   süreklidir.                                     

   

Bu bölümde, (3.1)-(3.2) LSDP nin çözümünün varl n ve tekli ini 

inceleyece iz. Bunun için öncelikle gerekli olan bilgileri verece iz.   
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3.2 Varl k Prensibi  

Teorem 3.2.1 (Schauder Sabit Nokta Teoremi) [9] E

 
bir Banach uzay ve 

EEA :  tamamen sürekli bir operatör olsun. EK

 
s n rl , kapal ve konveks 

bir küme olmak üzere  A

 

operatörü K

 

kümesini invaryant b rak yor 

))(( KKA

 

ise bu durumda A

 

operatörünün K

 

içinde en az bir sabit noktas 

vard r.  

Tan m 3.2.1 E er bir dönü üm sürekli ve kompakt ise bu dönü üme tamamen 

sürekli denir.  

Tan m 3.2.2 E er bir kümenin elemanlar n n her dizisinden yak nsak bir alt dizi 

seçilebiliyorsa bu kümeye pre kompakt küme denir. Yak nsad de er, küme 

içinde ise bu kümeye kompakt küme denir.  

Tan m 3.2.3  E er bir dönü üm her s n rl kümeyi pre kompakt bir kümeye 

dönü türüyorsa bu dönü üme kompakt dönü üm denir.  

Teorem 3.2.2 (Arzela-Ascoli Teoremi)[6] Bir baCM ,

 

kümesinin sürekli 

fonksiyonlar ailesinin pre kompakt olmas için gerek ve yeter ko ul M

 

ye ait 

fonksiyonlar n ayn dereceden s n rl (equi-bounded) ve ayn dereceden sürekli 

(equi-continuous) olmas d r.  
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Tan m 3.2.4 baCM ,, içinde bir küme olsun.  

 
Mx , bat ,

 
için ctx )( olacak ekilde bir c

 
say s 

varsa M

 

kümesine ait fonksiyonlara ayn dereceden s n rl 

fonksiyonlar denir.  

 

0

 

verilsin, batt ,2,1

 

ve Mx

 

için tt 21 

e itsizli i sa land nda )()( 21 txtx olacak ekilde bir 

0

 

say s bulunabiliyorsa M

 

kümesine ait fonksiyonlara ayn 

dereceden sürekli fonksiyonlar denir.  

Teorem 3.2.3  )),(,( tytf

 

)1(,0  üzerinde sürekli olsun ve 0Q say s   

MyttytfQ ,)1(,0:))(,(max  

e itsizli i sa las n ; e er 0M say s

  

MQ
n

4

)1(

  

e itsizli ini sa larsa, bu durumda  

)),(,()()1(
2

tytftyn n
     1,0t 

,0))1(()0(
22

yy
ii    

10 ni  

Lidstone s n r de er probleminin bir )(ty çözümü vard r.  
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spat  B

 
uzay n , )(max:

)1(,0
tyy

t

 
ile normlanm )1(,0CB

 
Banach 

uzay olarak tan mlayal m. MyByK :: olsun. BK , nin kapal ,s n rl 

ve konveks bir alt kümesidir. (3.1)-(3.2) Lidstone s n r de er problemini çözmek   

)1(

0

))(,(),()1()(
s

n
n ssysfstGty  

integral denklemini çözmeye denktir. Bundan dolay ,  

)1(,0,: tBKA  için   

)1(

0

))(,(),()1(:)(
s

n
n ssysfstGtyA   

ile tan mlanan operatörü sabit noktas n bulmaya denktir. 

BKA : sürekli oldu unu gösterelim. 

0  verilsin. 0)(

 

vard r, öyleki 0yy e itsizli i sa land nda 

yAyA 0  olur.  

)1(

0
00 ))(,())(,(),()1()()(

s
n

n ssysfsysfstGtyAtyA 

                                         
)1(

0
0 ))(,())(,(),(

s
n ssysfsysfstG   

))(,( sysf  fonksiyonu  )1(,0

 

üzerinde sürekli fonksiyon oldu undan   
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tytyyy

t
)()(max 0

)1(,0
0  

e itli i do rudur. O halde  )1(,0t  için   

tyty )()( 0 

elde edilir. 

10
)1(,0

0 )(max ctyy
def

t

  

ise her  )1(,0t  için  10 )( cty

 

yaz l r. 

yy 0 ise norm özelli inden dolay ,   

yy 0   

yaz l r  ve bu durumda her  )1(,0t  için   

11 cyc

 

elde edilir. 

Kapal ve s n rl   

1,01,10:),( 1cttE
def  

kümesini alal m. ),(tf fonksiyonu E

 

bölgesi üzerinde sürekli oldu undan yine 

bu bölgede sürekli olacakt r. Bu halde ba ta ele ald m z a göre öyle bir 

)1(0  bulabiliriz ki    

2121 ,tt   olmak üzere her Btt ),(),,( 2211  için  
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tftf ),(),( 2211  

elde edilir.Böylece,  

)1(

0
0 ),()()(

s
n sstGtyAtyA  

                           s
ss

r

n )1(

0

1

)1(

))()1()((

4

)1( 

                        

                           s
ss

s
ss

rr

n )1(

1

1

0

1

)1(

))()1()((

)1(

))()1()((

4

)1( 

                         

                          14

)1(
n

 

Bu e itsizlikte her iki taraftan maksimuma geçerek   

tyAtyA )()( 0  

e itsizli i elde edilir ve bu e itsizlik bize A

  

operatörünün sürekli oldu unu 

gösterir.  

imdi A

  

operatörünün kompakt oldu unu  gösterelim. bu amaçla 

herhangi s n rl )1(,0K kümesini ele alal m. )(KA kümesinin  )1(,0C 

içinde pre kompakt oldu unu göstermemiz gerekiyor. 

Bunu göstermek için Arzela-Ascoli Teoreminden yararlanaca z.  

Ky

 

alal m. 
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)1(

0

))(,(),()1()(
s

n
n ssysfstGtyA 

                               

                                    
)1(

0

))(,(),(
s

n ssysfstG  

MyttytfQ ,)1(,0:))(,(max  

oldu u için 

                          
)1(

0

),()(
s

n sstGQtyA  

                                       s
ss

Q
r

n )1(

0

1

)1(

))()1()((

4

)1(  

                                        MQ
n

4

)1(  

e itsizli i bulunur. Bu e itsizlikte her iki taraftan maksimuma geçersek her 

Ky  için 

MtyA )(  

elde edilir. Böylece )(KA ya ait fonksiyonlar ayn dereceden s n rl ve A

 

operatörü K

 

kümesini invaryant b rak r. 

Ky

 

alal m. 

Verilen her 0

 

say s için öyle 0  bulunabilir ki  tt 21  için  



 
45

 
tyAtyA )()( 21  

oldu unu gösterelim.  

)1(

0
2121 ))(,(),(),()()(

s
nn ssysfstGstGtyAtyA   

))(,( sysf

 

fonksiyonu sürekli oldu undan kapal bölgede s n rl d r. 

Bu nedenle  

2
)1(,0

))(,(max csysf
def

My
s

  

olarak tan mlarsak,  

)1()()( 221 ctyAtyA

  

elde edilir. Böylece )(KA ya ait fonksiyonlar ayn dereceden süreklidir.  

Arzelo-Ascoli Teoremi ile KKA :  kompakt bir  operatördür. 

Schauder Sabit Nokta Teoreminden dolay  A   operatörü K   da  bir sabit 

noktaya sahiptir. 

                                                                                                                    

  

Sonuç 3.2.1 ))(,( tytf , )1(,0

 

de  s n rl ve sürekli ise (3.1)-(3.2) 

Lidstone s n r de er probleminin bir çözümü vard r.  

spat  ))(,( tytf

 

s n rl oldu undan sup de eri vard r. Bu nedenle  
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yttytfP ,10:))(,(sup  

olacak ekilde bir P

 

ve MP
n

4

)1( 
olacak ekilde yeterince büyük M

 

say s seçebiliriz. Böylece,  

MyttytfQ ,)1(,0:))(,(max  

olmak üzere QP

 

olacak ekilde bir Q say s vard r ve   

Q

M

P

M
n

4

)1(  

e itsizli i sa lan r. Böylece Teorem 3.2.3 ten dolay (3.1)-(3.2) LSDP nin bir 

çözümü vard r.    

                                                                                                            

  

3.3 Alt ve Üst Çözümler  

süreklide)1(,0),(::
2

tyyD
n

   

kümesini ve Dvu,  için  

vwuDwvu ::,  

aral n tan mlayal m.   
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Tan m 3.3.1  Du  fonksiyonu için,  

                         )),(,()()1(
2

tutftu
nn                           1,0t                

,0))1(()1(,0)0()1(
22 ii

uu ii    10 ni  

artlar sa lan yorsa; )(tu , )1(,0

 

üzerinde (3.1)-(3.2) probleminin bir alt 

çözümüdür denir. 

Benzer ekilde; Dv  fonksiyonu için   

                         )),(,()()1(
2

tvtftv
nn                            1,0t                

,0))1(()1(,0)0()1(
22 ii

vv ii    10 ni  

artlar sa lan yorsa; )(tv ,  )1(,0

 

üzerinde (3.1)-(3.2) probleminin bir üst 

çözümüdür denir.  

Özellik 3.3.1  )1(,0)( 2Ctu  olsun. )(tu  fonksiyonu  

0u ,       1,0t 

0))1((,0)0( uu  

artlar n sa l yorsa;  )1(,0t  için  0)(tu  d r.  
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spat  0u oldu undan  )(tu nin  1,0  üzerinde konkav fonksiyon oldu u 

aç kt r. S n r ko ullar ndan ve  )(tu nin  konkavl ndan  )1(,0t için  

0)(tu d r.                                                                                           

  

Özellik 3.3.2  )1(,0)( 2nCtu  olsun. )(tu  fonksiyonu   

                   0)1(
2n

un ,                                                1,0t                  (3.16)             

,0))1(()1(,0)0()1(
22 ii

uu ii    10 ni      (3.17)  

artlar n sa l yorsa;  )1(,0t  için  0)(tu  d r.  

spat   )()1(:)(
)1(21

1 tutv
nn

n    olarak tan mlayal m. 

Bu durumda, 1,0t   için 01nv  ve s n r ko ullar (3.17) den   

,0)0()1()0(
)1(21

1

n
uv n

n     0))1(()1())1((
)1(21

1 uv
nn

n     

d r. Böylece, Özellik 3.3.1 den   )1(,0t   için 0)(1 tvn d r. 

Benzer ekilde,   )()1(:)(
)2(22

2 tutv
nn

n

  

olarak tan mlarsak  1,0t için 

02nv   ve  s n r ko ullar (3.17) den   

,0)0()1()0(
)2(22

2

n
uv n

n    0))1(()1())1((
)2(22

2 uv
nn

n  

d r. Böylece, Özellik 3.3.1 den  )1(,0t  için  0)(2 tvn d r. 
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Bu ekilde devam ederek   1,0t  için  0u  ve  0))1((,0)0( uu 

elde ederiz. Buda bize Özellik 3.3.1 den )1(,0t için 0)(tu oldu unu 

gösterir. 

                                                                                                                    

 

Teorem 3.3.1  ),( ytf ,  )1(,0   de sürekli olsun. (3.1)-(3.2) Lidstone s n r 

de er probleminin  )1(,0t  için  )()( tvtu

  

olacak ekilde bir  )(tu alt 

çözümü ve bir )(tv üst çözümü var ise bu durumda  (3.1)-(3.2) probleminin 

)1(,0  de  

)()()( tvtytu

  

olacak ekilde  bir )(ty çözümü vard r. 

spat    1,0t  için    

)(,
1

)(
))(,(

)()(),,(

)(,
1

)(
))(,(

),(

tu
tu

tutf

tvtutf

tv
tv

tvtf

tF

  

fonksiyonunu tan mlayal m.  

))(,( tytF , )1(,0

 

de sürekli ve s n rl d r, ayr ca   )()( tvtu

 

ise 

),(),( tftF  olur. 

Sonuçtan dolay ,   
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                           )),(,()()1(

2
tytFty

nn         1,0t                              (3.18)                  

,0))1(()0(
22 ii

yy      10 ni             (3.19)  

Lidstone s n r de er probleminin    bir )(ty çözümü vard r. spat tamamlamak 

için  problemin çözümünün )1(,0

 

aral nda )()()( tvtytu

 

e itsizli ini 

sa lad n göstermeliyiz.  

Bunun için öncelikle bu aral kta )()( tvty

 

oldu unu gösterece iz. Bu 

e itsizli i ispatlamak için olmayana ergi yöntemi kullan larak tersinin do ru 

oldu unu kabul edelim. Bu durumda  1,0t  için 

0)()( tvty   ve  

                                         ))(,()()1(
2

tytFty
nn

 

                                                                
)(1

)()(
))(,(

ty

tvty
tvtf

 

                                                                ))(,( tvtf

 

                                                                )()1(
2

tv
nn

  

elde edilir. 

Buradan,  0)()()1(
2

tvy
nn e itsizli ini ve s n r ko ullar ndan  10 ni 

için  0)0()()1(
2i

vyi  ve  0))1(()()1(
2i

vyi ; e itsizliklerini elde 

ederiz. O halde, Özellik 3.3.2 den  )1(,0t için 0)()( tvty olur ki, buda 

bizim kabulumüz ile çeli ir. Bu nedenle, her )1(,0t için )()( tvty

 

elde 

edilir. 
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Benzer ekilde bu aral kta  )()( tytu

 
oldu unu gösterelim. Bu e itsizli i 

ispatlamak için olmayana ergi yöntemi kullan larak tersinin do ru oldu unu 

kabul edelim. Bu durumda  1,0t  için 

0)()( tuty   ve   

))(,()()1(
2

tytFtyn n

 

                                                                  
)(1

)()(
))(,(

ty

tuty
tutf

 

                                                                   ))(,( tutf

 

                                                                   )()1(
2

tu
nn

  

elde edilir. 

Buradan,  0)()()1(
2

tuy
nn e itsizli ini ve s n r ko ullar ndan  10 ni 

için  0)0()()1(
2i

uyi  ve  0))1(()()1(
2i

uyi ; e itsizliklerini elde 

ederiz. O halde, Özellik 3.3.2 den  )1(,0t için 0)()( tuty olur ki, buda 

kabulumüz ile çeli ir. Bu nedenle, her )1(,0t için )()( tytu

 

elde edilir. 

Böylece, )(ty fonksiyonu (3.1)-(3.2) probleminin  )()()( tvtytu

 

olacak 

ekilde bir çözümüdür.    

                                                                       

  

Örnek 3.3.1                    ),()(sin)()1(
63 tytyty       1,0t                          

,0))1(()0(
22 ii

yy         30 i  

Lidstone s n r de er problemini ele alal m.  
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0)(tu için  

,0)()(sin0)()1(
63 tututu     1,0t 

0)0()1(
2i

ui ve 0))1(()1(
2i

ui ,   30 i 

olur. O halde, 0)(tu , )1(,0  de bir alt çözümdür.  

2
)(tv  için 

,
2

1)()(sin0)()1(
63 tvtvtv       1,0t 

                          0)0()1(
2i

vi  ve 0))1(()1(
2i

vi ,       30 i 

olur. O halde, 
2

)(tv ,  )1(,0

 

de bir üst çözümdür. Böylece, Teorem 3.3.1 

den problemin )1(,0  üzerinde  
2

)(0 ty çözümü vard r.  

3.4 Pozitif Çözümlerin Varl

   

Bu bölümde, )1(,0:f sürekli olmak üzere  

                             )),(,()()1(
2

tytftyn n
        1,0t ,                     

,0))1(()0(
22

yy
ii       

10 ni  

nonlinear Lidstone s n r de er problemini ele alarak, bu problemin Guo-

Krasnosel skii sabit nokta teoremi yard m ile 00f , f ve 0f , 

0f durumlar alt nda problemin pozitif çözümünün varl incelenecektir. 
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Bu nedenle bu bölümde,  

y

ytf
f

y

),(
lim:

0
0

 
 ,    

y

ytf
f

y

),(
lim:

  

olmak üzere geni letilmi reel say larda limitlerin var oldu unu kabul edece iz. 

00f ve  f olma durumuna superlinear durum, 0f ve 0f olma 

durumuna da sublinear durum denir.  

Teorem 3.4.1 (Guo-Krasnosel skii  sabit nokta teoremi) B bir Banach uzay ve 

BP  bir koni olsun. 21,

 

P nin aç k alt kümeleri olmak üzere 10  ve 

21

 

olsun. Ayr ca   

PPT )\(: 12

  

tamamen sürekli bir operatör olmak üzere   

)(i uuT ,  1Pu  ve uuT , 2Pu   veya  

)(ii uuT , 1Pu  ve uuT , 2Pu  

ko ullar ndan birisi sa lan yorsa  T

  

operatörünün bir sabit noktas vard r.  

Teoerem 3.4.2  E er  00f ve f superlinear veya 0f ve 0f 

sublinear durumlardan birisi sa lan yorsa, (3.1)-(3.2) LSDP nin bir pozitif 

çözümü vard r.  
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spat  B

 
uzay n , )(max:

)1(,0
tyy

t

 
ile normlanm )1(,0: CyyB

 
Banach uzay olarak tan mlayal m. n  Önerme 3.1.3 te verilen sabit olmak üzere   

)),(()1(min
)1(

4
,min:

,

* sGn
n

s

n

nn  

olsun. B  de P  konisi olarak   

ytyvetyByP n
tt

*

)(,)1(,0
)(min0)(min::  

tan mlayal m. P  nin )1(,0C uzay na ait negatif olmayan fonksiyonlardan 

olu an bir koni oldu u aç kt r. 

BPT :  operatörünü  )1(,0t  için   

)1(

0

))(,(),()1(:)(
s

n
n ssysfstGtyT  

ile tan mlayal m ve bu operatörün tamamen sürekli oldu unu gösterelim. Bunun 

için T

 

öperatörünün sürekli ve kompakt oldu unu göstermeliyiz.  T

 

operatörünün  sürekli oldu u, Teorem 3.2.3 deki A

 

operatörünün süreklili inin 

gösterildi i gibi kolayca görülebilir.  

T

 

operatörünün PPT : oldu unu yani P

 

konisini invaryant  

b rakt n gösterelim. Her Py

 

ve her )1(,0t için 0),()1( stGn
n 



 
55

 
oldu undan 0)(tTy ve dolay s yla  0)(min

)1(,0
tyT

t 
dir. Önerme 3.1.3 

kullan larak   

)1(

0
,,

))(,(),()1(min)(min
s

n
n

tt
ssysfstGtyT 

            
)1(

0

))(,(),(max
s

nn ssysfstG

 

                                                 yTn

  

                                                  yTn
*

  

e itsizli i ve Önerme 3.1.2 kullan larak  

)1(

0

))(,()),(()1())((
s

n
n ssysfsGyT 

        
)1(

0

* ))(,(
4

)1(

s

n

n ssysf

 

                                                 yTn
*         

e itsizli i elde edilir. Böylece  PyT   dir.  

Ayr ca,   yTtyT n
tPy

*

)(,
)(minmax

  

oldu undan )(PT ye ait fonksiyonlar ayn 

dereceden s n rl d r. 

imdide )(PT ye ait fonksiyonlar n ayn dereceden sürekli oldu unu gösterelim. 

Py

 

alal m.  

Verilen her 0

 

say s için öyle bir 0  bulabiliriz ki tt 21  için  



 
56

 
)1(

0
2121 ))(,(),(),()()(

s
nn ssysfstGstGtyTtyT  

yaz l r. ),( stGn fonksiyonunun sürekli olu undan 21 tt  için 

),(),( 21 stGstG nn e itsizli i sa lanacak ekilde öyle bir 0

 

say s 

vard r. Böylece, 

)1(

0
21 ))(,()()(

s

ssysftyTtyT  

elde edilir. 

))(,( tytf

 

fonksiyonu sürekli oldu undan  )1(,0

 

de s n rl d r. Bu nedenle  

1
)1(,0

))(,(max csysf
def

s

  

olarak tan mlarsak   

)1()()( 121 ctyTtyT

  

elde edilir. Böylece )(PT ye ait fonksiyonlar ayn dereceden süreklidir. Arzela-Ascoli 

Teoremi ile PPT : kompakt bir operatördür. Bu nedenle T

 

sürekli ve kompakt 

oldu undan tamamen süreklidir.   

Superlineer durum olan 00f ve f oldu unu kabul edelim. Bu 

durumda  )1(,0

 

üzerin 0
),(

lim
0 y

ytf

y 
d r. O halde 0

 

için 0r 

vard r ki ry0  ve  )1(,0t  için yytf ),( d r. Öyleyse , 



 
57

 
n

)1(

4
:

  
için 0r say s vard r ki  

ry0  ve )1(0 t  için  yytf ),( 

d r.  

BryBy ::1 aç k yuvar n alal m. 1Py  için  

                   

                    
)1(

0

))(,(),()1()(
s

n
n ssysfstGtyT  

                             ssysf
ss

s

n

))(,(
)1(

))()1()((

4

)1(
)1(

0

1

 

                             ssy
ss

s

n )1(

0

1

)(
)1(

))()1()((

4

)1(  

                             s
ss

r
s

n )1(

0

1

)1(

))()1()((

4

)1(  

                             yrr
n

4

)1(  

e itsizli i elde edilir. Böylece, 1Py  için   

yyT

 

d r. 



 
58

 
Di er taraftan )1(,0  üzerinde 

y

ytf

y

),(
lim d r.  

,0t alal m ve   

                                  0),()1(:

1

0
* sstGn

n
n  

say s için limit tan m ndan 0R vard r ki Ry  için   

                                    yytf ),(   

d r.E er  
*

,2max:
n

R
rR

 

olarak tan mlarsak ve  BRyBy ::2 

al rsak, 2Py  için  

RRyty nn
t

**

)(,
)(min  

olur. Böylece, )(,t  için   

Rtytytf n
*)())(,(

  

elde edilir. Bu durumda   

                               
)1(

0
00 ))(,(),()1()(

s
n

n ssysfstGtyT  



 
59

 
                                   

s
n

n ssysfstG ))(,(),()1( 0  

                                   
s

n
n

n sstGy ),()1( 0
*  

                                   Ry

  

e itsizli i elde edilir. Böylece 2Py  için   

                                         yyT

   

elde edilir.   

Sonuç olarak, Teorem 3.4.1 )(i kk ndan T

 

operatörünün 

)\( 12P de bir sabit noktas vard r ve bu sabit  nokta (3.1)-(3.2) LSDP nin 

bir pozitif çözümüdür.  

Sublineer durum olan 0f ve 0f oldu unu kabul edelim. , 

ispat n ilk k sm ndaki sabit say olmak üzere   için 01r vard r ki   

10 ry  ve )1(0 t  için yytf ),(  

d r. Böylece, Py  ve 1ry  için   

                           
)1(

0
00 ))(,(),()1()(

s
n

n ssysfstGtyT  



 
60

 
                                       

s
n

n ssysfstG ))(,(),()1( 0  

                                       
s

n
n ssystG )(),()1( 0  

                                       
s

n
n

n systG ),()1( 0
*  

                                       
*

* 1

n
ny

  

                                       1ryy

  

elde edilir. Böylece, ,1 B

 

1r yar çapl orijin merkezli yuvar ise  

1Py  için  

                                                 yyT

 

elde edilir. Di er taraftan,   

0
),(

lim
y

ytf
f

y
 ise 0  için 02r vard r ki  2ry  ve )1(0 t 

için  yytf ),( d r. Öyleyse,   

                                              
n

4

)1(1

  

 için  de 02r vard r ki 2ry ,   )1(,0t  için  



 
61

 
                                               yytf ),( 

d r.  

),( ytf  için iki durum söz konusudur.  

1.Durum  ),( ytf   ),0()1(,0

 

da s n rl olsun.  

Öyleyse 0N vard r ki )1(,0t ,  ),0(y  için   

                                        Nytf ),(   

dir. Bu durumda  

                                      },2max{ 12
N

rr

  

olarak seçebiliriz. Böylece Py , 2ry  ve )1(,0t  için  

                           

                                
)1(

0

))(,(),()1()(
s

n
n ssysfstGtyT  

                                          
)1(

0

),()1(
s

n
n sstGN  

                                           
n

N
4

)1(  

                                           2r
N

 

e itsizli i elde edilir. 



 
62

 
 O halde 22 :: ryBy

 
aç k yuvar olmak üzere 2Py  için   

                                            yyT

  

elde edilir.  

2.Durum  ),( ytf ),0()1(,0

 

da s n rs z olsun.Bu durumda   

}0,)1(,0:),(max{:)( rytytfrg

  

olarak tan mlayal m ve )(lim rg
r

 olsun. 

Böylece 20 rr  için    

)()( 2 rgrg

  

olacak ekilde },2max{ 22 rrr  seçebiliriz. 

Bu durumda Py  ve 2ry  için  

                               

                          
)1(

0

))(,(),()1()(
s

n
n ssysfstGtyT  

                                   
)1(

0
2 )(),()1(

s
n

n srgstG  

                                    
)1(

0
2 ),()1(

s

n
n sstGr  



 
63

 
                           yrr

n

22 4

)1(  

e itsizli i elde edilir. Dolay s yla 22 :: ryBy

 

aç k yuvar için 

2.durumda da 2Py  için   

                                           yyT

  

elde edilir.            

Sonuç olarak, Teorem 3.4.1 )(ii kk ndan T

 

operatörünün 

)\( 12P de bir sabit noktas vard r ve bu sabit  nokta (3.1)-(3.2) LSDP nin 

bir pozitif çözümüdür. 

                                                                                                        

 



 
64

 
5. SONUÇ   

Bu tez çal mas nda zaman skalas nda yüksek mertebeden Lidstone s n r 

de er probleminin Green s fonksiyonunun özellikleri incelenerek, monoton 

metod yard m yla çözümün varl ve tekli ini verecek sonuçlar ispatlanm t r. 

Son olarak bu problemin pozitif çözümlerinin varl ispatlanm t r.  
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