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OZET

ZAMAN SKALASINDA YUKSEK MERTEBEL1
SINIR DEGER PROBLEMLERI

CETIN, Erbil
Y Uksek Lisans Tezi, Matematik BOlUm
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Serap Gulsan TOPAL
Ocak 2007, 68 sayfa

Giris bolumu disinda bu tez esas olarak iki bolimden olusmaktadir.

fkinci bolimde, zaman skalasi ile ilgili temel kavramlar ve bazi teoremler
verilmistir.

Uclinci bolimde, zaman skalasi tizerinde tammli yiksek mertebeden
Lidstone simir degser problemi (LSDP) ele alinmustir. ilk olarak, Green’s
fonksiyonunun 6zellikleri incelenerek, Schauder sabit nokta teoremi yardimiyla
cozumlerin varligr ispatlanmustir. ikinci olarak, bu problemin ¢oziminin varlig
ile ilgili sonuclar monoton metod ile verilmistir. Son olarak, Krasnosel’skii sabit

nokta teoremi yardimyla pozitif ¢cozimlerin varlig: ispatlanmustir.

Anahtar sozcukler: Zaman skaasi, Lidstone simir deger problemi, pozitif

¢cozumler, alt ve Gst cozimler.
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ABSTRACT

HIGHER ORDER BOUNDARY VALUE PROBLEMS
ONTIME SCALES

CETIN, Erbil

MSc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Yrd. Doc. Dr. Serap Guilsan TOPAL
January 2007, 68 pages

Except the introduction, thisthesis consists of two main sections.

In the second section, some basic rules and theorems of calculus have
been given on time scales.

In the third section, higher order Lidstone boundary value problems have
been considered on time scale. Firstly, examining the properties of the Green’s
function, by using Schauder fixed point theorem, we have obtained the existence
of solutions to a Lidstone boundary value problems (LBVP). Secondly, existence
result for this problem is aso given by the monotone method. Finally, by using
Krasnosel’skii fixed point theorem, it is proved that the LBVP has a positive

solution.

Keywords. Time scale; Lidstone boundary value problem; positive solutions;

upper and lower solutions.
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1. GIRIS

Son yillarda pek ¢ok matematikgi icin ilgi odagi olan zaman skalasi
teorisi, sirekli analiz ve diskret analizi birlestiren ve genelleyen bir teori olarak,
1988 yilinda Stefan Hilger’in doktora tezinde [14] tamtilmustir. Diferansiyel
denklemler ileilgili birgok sonug, fark denklemleri icin benzer sonuglara kolayca
tasimir. Bu sonuclarin, dogal olarak diferansiyel denklemler igin verilen
sonuclarla tamamen aymi  olmacdigi kolayca gorulir. Zaman skalasi Uzerinde
dinamik denklemler calismasi, bu tir farkliliklar aciklamakta ve sonuclari hem
diferansiyel hemde fark denklemleri icin ayr1 ayr ispatlamaktan kurtarmaktadhr.
Bu teorinin tamtimi ve son yillardaki gelisimi ilk olarak Kaymakcalan,
Laksmikatham ve Svasundaram tarafindan yazilan kitapta [17] yapilnis ardindan
da zaman skalasi andlizinde bircok temel tamm ve teoremin bulundugu

M.Bohner, A. Peterson yazarli iki kitap [3, 4] literatlre gegmistir.

Temel amag, bilinmeyen fonksiyonu zaman skalasi olarak adlandirilan
reel sayilarin kapali bir alt kiimesi Gizerinde tammli, bir dinamik denklem icin
sonug ispatlamaktir. Bu elde edilen sonug, zaman skalasini reel sayilar kimesi
secerek, adi diferansiyel denklem ileilgili bir sonucu; zaman skalasini tam sayilar
kimesi segerek, fark denklemi icin bir sonucu ortaya koyar. Bununlabirlikte, reel
sayilar ve tam sayilar kimelerinden baska bir cok zaman skalasi oldugundan elde
edilen sonug, surekli ve diskret hali genellememize yardimci olur. Kisaca bu
soylediklerimizi 6zetleyebilir ve zaman skalasi analizinin iki temel vasfinin

“Birlestirme ve Genisletme”

oldugunu ifade edebiliriz.
[ M. Bohner and A. Peterson *“ Dynamic Equations
on Time Scales, An Introduction with Application”
Birkhauser ( Preface), 2001]



Iki noktal1 ve U¢ noktalr simr deger probleminin ve Listone sinir deger
probleminin pozitif ¢ozimlerinin incelendigi, bircok diferensiyel ve dinamik
denklem igin koni teorisi teknigini kullanilmaktadir [1, 2, 5, 7, 22]. Listone sinir
deger problemleri, sirekli ve diskret halde, bircok matematikci tarafindan ele
aiinmis ve Ozellikle son yillarda Henderson ve Prasad tarafindan yapilan
calismalarda elde edilen sonuclar genellenmeye calisilmistir [8, 10-13]. Bu tezde
bizim amacimiz, Lidstone sinir deger probleminin Green’s fonksiyonunun
Ozelliklerini de kullanarak, dahaiyi sonuclar elde etmeye calismaktir.

Uc boliimden olusan tezin ikinci bolimiinde, zaman skalasinda analiz, bu
tezin diger bolumine 1s1k tutacak sekilde A - tlrev operatori icin tamtilmis ve A -
integral kavrami verilmistir.

Uclincli bolimde, yilksek mertebeden Lidstone simir deger probleminin
¢Ozlimleri icin varlik teoremleri incelenmektedir. Elde edilen sonuglar alt ve Ust
¢6zUm kavramlarina dayandirilmaktadir.

Bu tezde ele alinan,
)"y M= fyT @), tefod]
v 0 =y (@) =0, O<i<n-1

problemi zaman skalasinda tanimli yiksek mertebeden Lidstone simir deger
problemi (LSDP) olarak bilinir. Bu ¢alismada, ilk olarak Schauder sabit nokta
teoremi ile ¢cbzimun varlig: ispatlanmistir. Daha sonra da, monoton metod olarak
bilinen, at ve ust ¢ozimler yardim ile bu ¢ozimler arasinda kalacak sekilde
¢OzUmUnN varlig1 garantilenmistir. Son olarak, Kransnosel’skii sabit nokta teoremi

kullamlarak, Lidstone simr deger problemi icin f,=0, f, =0 veya
fo =0, f, =0 sartlarindan birinin saglandigi durumda pozitif ¢ozumlerin

varlig incelenmistir.



2. ZAMAN SKALASI iLE ILGILI TEMEL BILGILER

Bu bolimde Stefan Hilger tarafindan [16]° de gelistirilen Zaman Skalas
Uzerinde analiz tamtilmistir. Zaman skalasi Uzerinde, A tlrev kavrami tanitilarak

bu tirev ile ilgili bazi temel 6zellikler ve ornekler incelenmistir. f:T- IR

fonksiyonuicin A integral kavrami ve A integralin 6zellikleri yine bu bdlimde

yer verdigimiz temel kavramlardir [15,19].

Tamim 2.1 Reel sayilarin bostan farkli kapali bir alt kimesine zaman skalasi
denir ve T ile gosterilir. Ornegin, reel sayilar, tam sayilar, doga sayilar ve
kantor kimesi birer zaman skalasidir. Fakat, rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar,
complex sayilar ve (0,1) aralig1 birer zaman skalasi degildir.

Tanim 2.2 T bir zaman skalast olsun. Her teT , t<maxT icin
a(t):inf{s: seT, s>t} ile tanimlanan ¢:T—- T operatorine ileriye atlama

(forward jump) operat6rii adh verilir.

Her teT , t>minT icgin p(t):sup{s: seT, s<t} ile tamimlanan

p.T— T operatbrine geriye atlama (backward jump) operat6rii adh verilir.

Ayrica, o(maxT) =maxT ve p(minT)=minT olarak tanimlanr. T

kapal1 oldugundan her te T icin o(t)e T ve p(t)e T olur.

o(t)=t ise te T ye sag yogun (right dense) nokta ve o(t)>t ise sag
yayilmis (right scattered) nokta adh verilir.



p(t)=t ise te T ye sol yogun (left dense) noktave p(t)<t isesol yayilmis
(left scattered) nokta adh verilir.

pt)=t=c(t) ise te T ye sol yogun ( dense) ve p(t) <t<o(t) isete T
ye ayrik (isoleted) nokta adh verilir.

Ornek 2.1 Eger T =R ise herbir te T igin
c(t)=inf{s: seT, s>t} =inf(t,») =t
ve benzer sekilde p(t)=t elde edilir. Oyleyse, her te R noktasi yogun noktadr.
Eger T=Z iseherbir te Z igin
c(t)=inf{s: seT, s>tf=inf{t+1t+2.} =t+1
ve benzer sekilde p(t)=t—-1 elde edilir. Oyleyse, her teZ noktas ayrik
noktadhr.

Ornek 2.2 T zaman skalasini

T= {O}U{%: ne N}U{XG R 2< x<3JU{45
olarak alalim. Bu durumda

e Her t e (23) noktas: sag yogun ve sol yogun noktadir.

2, 5 noktasi sag yogun ve sol yayilmis noktadir.

3 noktalar sag yayilmis ve sol yogun noktalardir.

4 noktasi sag yayilmis ve sol yayilmis, yani ayrik noktadir.

e ne N icintim 1 noktalar sag yayilmis ve sol yayilmis noktalardir.
n



Bir T zaman skalasinaait [a,b] araigi, a,be T olmak iizere
[a,b]={te T:a<t<hb}
olarak tammlanir.

Zaman skalasinda slreklilik ve tirev kavramlarint verebilmek igin,

oncelikle zaman skalasinda komsuluk kavramina ihtiyacimiz olacaktir.

Tanim 2.3 U c T olsun. Her 6 >0 igin
U,(t) ={se T:|s-t| <5}
kimesine t nin 6 komgulugu denir. t nin sag sol komsuluklari sirasiyla
Ust)={se T:t-d<s<t} ve U;(t)={se T:t<s<t+7}

ile tanimlanir.

Egerher 6 >0 icin Uy = O ise, buhalde t ye U icin sol limit noktast ve
U =3 ise t yeU iginsag limit noktas: denir.

Eger her 6 >0 icin Uy =0 ise, t ye U igin soldan ayrilmis nokta ve

Us; = ise t yeU icinsagdan ayrilmig nokta denir.

Tamm 2.4 t; € T olsun. Verilenher ¢ >0 veher t eU(ty) icin,

[T @) - f(to)<e
olacak sekilde bir U (t,) komsulugu bulunabiliyorsa, f:T- IR fonksiyonuna
t =t, noktasinda sureklidir denir.

Bu tez boyunca, A dinamik denklemler ile calisacagiz. Bu ylzden sadece
A- tlrev ve A- integra tammlarini verecegiz. A analizinde, o operatori yerine
o operatori ainarak V analizi elde edilebilir.



2.1 Zaman Skalasinda Turev

Zaman skalasinada tirev  kavramimi  verebilmek  icin, T
diferansiyellenebilirlik bolgesine ihtiyacimiz var, soyleki eger maxT <« ve

max T sol yayilmis ise T¢ = T-{maxT} iletammlanr, aksi halde T* = T olur.
Ozetle,

T - T/(p(max T), max T|, maxT < «
T , MaxT=w

dir. Sonolarak f :T— IR bir fonksiyon olsun. f°:T— IR fonksiyonu her t € T
icin
fo)=fot)="foo(t)

olarak tanimlanir. Yani f¢ = f oo dhir.

Tanim 2.1.1 f: T- R fonksiyonu ve t € T¥ noktas: verilsin. Eger sonlu bir

acR sayisiicin £ >0 verildiginde t noktasinin
| f(o(t)) - f(s)—a(a(t)—s)| < 5|0'(t)—s| , VselU

olacak sekilde bir U komsulugu varsa, f fonksiyonuna t noktasinda A-
tirevienebilir denir. Bu esitsizlikteki a redl sayisinada f fonksiyonunun t
noktasindaki A -tlirevi denir ve a= f * (t) yazilarak gosterilir.

Baska bir deyisle,

f A(t): lim f (O-(t)) — f (S)
st o(t)-s

yazilabilir.



Ornek 2.1.1 T herhangi bir zaman skalasi olsun. f:T- R, her teT igin
f(t)=t daim;

£3(0)=limZ -1 _ 4y oS _,
st o(t)-s s>t g(t)-s

oldugu goral r.

Ornek 2.1.2 T herhangi bir zaman skalasi olsun. f:T- R, her teT icin
f(t)=t? aaim;

2 @)= lim e =) _ o o?O -8
st O'(t)—S st O'(t) _s

=limo(t) +s=o(t) +t
s>

2t, T=R
=< 2t+1, T=Z
X, T={2":neB U{0}

oldugu gordlr.

Onerme2.1.1 Eger f:T— IR fonksiyonu ve t e T noktasinda A tiirevlenebilir
ise, bu halde a= f(t) degeri tektir.
Bu 6nermeile, f:T- IR fonksiyonunun A -tirevlienebilirlik kiimesinin

T* oldugu kolayca goriiliir. Aksini kabul edelim, yani t=maxT noktas: sol
yayilmis bir nokta ve f(t) fonksiyonuda bu noktada A -tlreve sahip olsun.

Oyleyse,



|f(a(t))— f(s)- fA(t)(o-(t)—s)l <elo@)-s), VseUs(t)

esitsizligi dogru olur. t noktasimn U 4 (t) komsulugu sadece t i icerir. O halde
s=tigin
| f(c®)- f@©) - F* () (a®)-1)]| < &]ot)—|
| fO-fO- -1 <eft—
0<0
esitsizligi elde edilir. Boylece, A-tirev tarumi her f“(t) degeri icin saglanir.

Bundan dolay: f“(t) tek tiirlii belirlenemez ve 6nermeile celiski elde edilir.

Ornek 2.1.3 ¢:T — T fonksiyonu her T zaman skalasinda A - tirevienemez.

Ispat T herhangi bir zaman skalasi ve toe']I"‘, o(ty) >t, ve p(ty) =t,

olsun. Kabul edelimki o (t) fonksiyonu t, da turevlenebilir olsun. O halde

Ve>0, 3d(g) >0 vardir ki VseU(t,) icin
|0(5(te)) 0 () ~ 0" (to) (0 (te) )| < e]o(to) ]

elde edilir. Ozel olarak s=t, alalim.

£0ign o(a(ty))—o(s) - (t,)(c(ty)—5) =0 eldeedilir. O halde

o(a(ty)) —a(to)
a(ty) —to

O'A(to) =

bulunur. se (t, —o,t,) iginde

|o(o(to) ~o(8) ~ 0 (to) (o(t0)-9)| < [ o(te) ]



|o(o(te)) — 5= 0" (to) (o(to) 9| < ¢|a(to) -9
S—>t, icin

a(a(ty)) _to_O'A(to)(U(to)—S) =0

a(o(t)) —to

o’ (ty) =
() a(ty) —to

olur. Bu durumda Onerme 2.1.1 den o(t,) =t, olmalichr. Bu ise bir celiskidir.
Cunki o(ty) >t, kabul etmistik. O halde o(t) fonksiyonu her T zaman

skalasinda A - tUrevlenemez.

Asagida ispatsiz ifade edecegimiz teoremler [1, 4, 15, 18, 20, 21]
referand arinda bulunabilir.

Teorem 2.1.1 f: T—>IR fonksiyonu ve t € T¥ noktas: verilsin.
i) f fonksiyonu t de A - tirevlenebilirise, f fonksiyonu t de sireklidir.

i) Eger f fonksiyonu t desirekli ve t sag yayilmis ise, f fonksiyonu t

de A - turevlenebilirdir ve

BV IGO0
o(t)-t

olur.

lii) Eger t sag yogun nokta ise, bu halde f fonksiyonunun t de A-

tirevlenebilir olmasi icgin gerek ve yeter kosul
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i fO=f()

st t—s

degerinin sonlu olmasidir ve bu durumda

£2(t) < lim—t W=
st t—s

olur.

iv) f fonksiyonu t de A- tirevlenebilir ise, bu halde

flo®)=f®)+ 1) (at)-1)
esitligi dogrudur.

Ornek 2.1.4 f: T— R fonksiyonu olmak tizere T=1R ve T=Z icin f*(t) yi
inceleyelim.

i) Eger T=1R ise Vte R sag yogun oldugundan Teorem 2.1.1 (iii)
sikkindan f :IR— IR fonksiyonu t e R de A- tirevlenebilir olmasi icin gerek ve
yeter kosul

F) = lim— D=1

st t—s

var olmasidir.

Eger f'(1) :Iimw var ise f fonksiyonu t de tirevlenebilir(alisiimis
S— —

tirev)dir. O halde Teorem 2.1.1 (iii) den

fA(t):IimM: f(t)
s—t t—s

elde edilir.
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i) Eger T=7Z ise VteZ sag yogun oldugundan Teorem 2.1.1 (ii)
sikkindan f :Z— IR fonksiyonu t € Z de A - turevlienebilirdir ve

sy T(o@)-Ff()  fE+D)-f(t) ey
f2()= o - —ft+D) - f()=A f()

elde edilir. Buradaki A ileri fark operatoridur.

Teorem 212 f,g:T—>IR  fonksiyonlar ve teTX noktasinda A-
turevlenebilir ise,

i) f+g fonksiyonuda t e T noktasinda A - tiirevlenebilirdir ve
(f+9)'M=1"1+9°(®)-

i) Her k sabiti icin kf fonksiyonu da teT* noktasinda A-

turevlenebilirdir ve
(k) )=k f2(t) .
iii) fg fonksiyonudat e T* noktasinda A - tiirevlenebilirdir ve

(fo)'M="1"®aM) + f(c®)g* =M g*t) + " (1) 9(a(1)).

iv) g(t)g(o(t))=0 ise, bu halde r fonksiyonu da t € T noktasinda A-
g

tirevlienebilirdir ve

[lJA(t):fA(t)g(t)—f(t)gA(t) |
gt g(a(t))
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Onerme 2.1.2 f(t), [ab]c T de monoton artan bir fonksiyon ise, Vt € [a,b)

icin  f*(t)>0 olur.

ispat t,c[ab) aam. ispain yapilabilmes icin iki durum géz oniine
alinmalidir.
Eger t, c[a,b) sag yayilmis nokta ise, o(t,)>t, ve f(o(t,)) > f(t,)

olduguigin

f(o(t,)-f(t,) >0

)= o(te) -t

dogrudur.

Eger t, € [a, b) sag yogun noktaise, s>t, ve f(s)> f(t,) olduguicin

£2(t) =lim =10 5 g

st tO —-S

dogrudur.

Onerme2.1.3 f(t), [a,b]cT de monoton azalan bir fonksiyonise, Vt < [a,b)

icin  f*(t)<0 olur.

ispat t,e[a,b) aaim. ispatn yapilabilmes icin iki durum géz oniine
alinmalidir.

Eger t, c[a,b) sag yayilmis nokta ise, o(t,)>t, ve f(o(t,))< f(t,)
olduguigin

o) - (k) _,

)= o (ty) 1

dogrudur.
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Eger t, € [a, b) sag yogun noktaise, s>t, ve f(s) < f(t,) olduguicin

F4() = lim— =1 g
st t,—S

elde edilir.

Teorem 2.1.3 Eger f:T—R fonksiyonu [a,b] (zerinde sirekli ve [a,b)

Uizerinde A - tirevlenebilir olsun. f(a) = f(b) ise 3&,7 < [a,b] vardir ki

F2£) <0< f2(2)

esitsizligi dogrudur.

Ispat f(a)= f(b) oldugundan ve f(t) sirekli bir fonksiyon oldugundan ya
f(t) sabit fonksiyondur yada f(t) en az bir noktada ekstremuma sahiptir. O
halde f(t) nin [a,b) icinde minimum m ve maksmum M degerine sahip
oldugu noktalar vardir. Eger f(t) sabitise Vt [a,b) igin f*(t) =0 dr.

Eger f(t) fonksiyonu bir & noktasinda maksimum M degerine ve ¢

noktasinda minimum m degerine sahip ise A - tirev tanimindan

£3(&) <0 ve £2(r) 20
elde edilir. O halde f*(£) <0< f(z) dir.
Teorem 2.1.4 (Ortalama Deger Teoremi) Eger f:T—IR fonksiyonu [a,b]

Uzerinde surekli ve [a, b) Uzerinde A- tdrevlenebilir olsun. f(a)= f(b) ise

3 u,¢ €[a,b) vardir ki
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<f2(0)

A f(b)- f(a)
Pw=—

esitsizligi dogrudur.

ispat [a,b] de

ht) = f(t) - f(a)

_ f(b)_ f(a)(t—a)
—a

fonksiyonunu tammlayalim.
h(t), [a,b] desirekli, [a,b) de A- tiirevienebilir ve h(a) = 0= h(b) elde edilir.
O halde Teorem 2.1.3ten dolay: 3 1,¢ < [a,b) vardir ki

h* () <0<h*(<)

elde edilir. O halde

£ () - f(bk)):;(a) C0< () f(bg:;(a)
olur. Buradan da

f(b)- f(a)
b-a

f*(u) < < (<)
esitsizligi dogrudur.

Sonug 2.1.1 Eger f:T— R fonksiyonu [a,b]NT* tizerinde A -tirevienebilir

ve f*(t)=0 ise f fonksiyon sabittir.

ispat t, €[a,b]N'T* secelim. Teorem 2.1.4tendolayr 3 u,¢ [ a,t,) vardir ki
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0= () <T@ g2y
t,-a

olu. O halde f(a)=f(t,) elde edilir. Boylece her te[a,b]NT* icin
f(a) = f(t) oldugundan f fonksiyonu sabittir.

2.2 Zaman Skalasinda Yuksek Mertebeden Turev

Tamim 221 f:T- R fonksiyonuigin f*:T* IR fonksiyonu T = (T*)¥
da A-turevlienebilir ise f fonksiyonu ikinci mertebeden A- turevlienebilirdir
denir ve

FA8 (40T SR

dir. Benzer sekilde, f nin n. mertebeden A- tlrevieri AT LR

taumlanir. Her t € T igin

o’ (t)=o(o(t)) ve p*(t) = p(p(1))

vebunagore ne N icin o"(t) ve p"(t) tammlanr. Ayrica,

P’ =c'(t)=t, £ =f veT< =T

olarak tamimlanr.

Ornek 221 T herhangi bir zaman skalasi olsun. f:T— IR, her teT icin

f(t)=t alaim; Ornek 2.1.1 den VteT* icin f*(t) =1 oldugunu biliyoruz. O

halde, VteT*
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AA ox (£ AVA 4\ _I; f2(a(t) - f2(s) o -1
FO=t5"0=1mn o(t)—s B 's'i'?a(t)—s_

oldugu gordl r.

Ornek 2.22 T herhangi bir zaman skalasi olsun. f:T— IR, her teT icin
f(t)=t> aam ; Ornek 2.1.2 den VteT* icin f(t)=o(t)+t oldugunu

biliyoruz. O halde, VteT<"

1) = (f")* = () +1)* =" (t) +t*
elde edilir. o(t) fonksiyonunun her zaman skalasi icin tirevienemez. oldugunu

Ornek 2.1.3 te gostermistik. Oyleyse f nin herhangi bir zaman skalasi icin

tirevini bulamayiz. Ozel zaman skalalar igin f **(t) yi inceleyelim.

Eger T=RR ise o(t) =t oldugundan
fA) =t +t* =2
bulunur.
Eger T=Z ise o(t) =t+1 oldugundan
M) =0t+D* +t* =2
bulunur.
Eger T={0}U {2” ‘Ne Z} ise o(t) = 2t oldugundan
fA%) =(2)" +t* =3

oldugu gordl r.
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Ornek 223 Eger f veg ikinci mertebeden A- tirevienebilir ve f7 A-

turevlenebilirise f g ikinci mertebeden A - tlrevienebilirdir ve
(fg)* =g+ 7 g
oldugunagore f2° = £47 ve £ = 7 olmak tizere
(fg)* =(f%g+f7g")"

:fAAg+angA+faAgA+faagAA

— fAAg-‘r fAO'gA+ fO'AgA+ fGUgAA
elde edilir.

Onerme 2.2.1 [4] f(t) fonksiyonu [a,b] de siirekli ve [a,b]* tizerinde f2(t)

stirekli ve A - tirevlenebilir olsun. Oyle bir ¢  (a,b) vardir ki
f(c) = max{f (t):t < [a,b]}

ve her t (c,b] igin
f(t) < £(c)
ve

f2)<0 , *(p(c) <0

dr.
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2.3 Zaman Skalasinda Integral

Tanim 2.3.1 f:T—IR fonksiyonu verilsin. Eger F:T— R fonksiyonu T*
lizerinde A - tirevlenebilir ve her teT* icin F*(t)= f(t) ise, F fonksiyonuna

f nin A- anti tirevi veyailkeli denir.

Tamm 2.3.2 Eger f:T—IR fonksiyonunun A- anti tirevi varsa, f ye A-

integrallenebilir fonksiyon denir. Bu durumda a ve b, T icinde herhangi

noktalar olmak tzere f nin a dan b ye A integrali
b
[T At=F(b)-F(a)
a

olarak tammlanir.

Teorem 231 f:T>IR ve g:T—>IR fonksiyonlari A- integrallenebilir
olsunlar, yani A- anti tirevi var olsun. Bu durumda her a,b,c € T icin asagidaki

formiller dogrudur.

b b b
) [[ft)+gm]at=[fO)At+]gt)At

a

b b
i) Her k sabiti icin _[k f (t)At = k_[f(t)At
iii) ?f(t)At:O

iv) bjf (t)At = —ajf (t)At
a b
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b c b
V) jf (t)At = jf (t)At +jf (t)At
b p b
vi) [fle®)amat=fmam)] - [f*©at)At

b p b
vii) [f(©)g* MAt=fO)g®)] - [f*Og(ot)At

Teoremdeki (vi) ve (vii) formullerine kismi integrasyon formdailleri denir.

Teorem 232 f:T—>IR fonksiyonu A- integrallenebilir olsun. Bu durumda
teT icin

a(t)
[f(9as=[ot)-t]f (1)

esitligi dogrudur.

ispat f:T—R fonksiyonu A- integralenebilir ise f(t)=F*(t) olacak
sekilde 3F : T—>IR A- anti tdrevi vardir ve

o(t)
[f(99As=F(c(t)-F()

=[o(t) -t]F*(t)

=[o®) -t]f(t)
elde edilir.
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Teorem 2.3.3 Eger te[a,b]icin f* >0 ise f artandur.

ispat te(a,b]icin f*(t)>0 olsun. a<s<t<b olacak sekilde s,t ¢ T alalim.
O halde,

t
f(t)=f(9+ [f*()Ar=f(s)
S
oldugundan f fonksiyonu artandir.

Teorem 234 a ve b T icinde a<b olacak sekilde iki noktave f(t) ve

g(t) fonksionlart T de A - integrallenebilir olsunlar. Her t € [a,b] igin
b
i) f(t)=0 ise jf(t)mzo
a

b b
i) f(t)<g(t) ise [f(DAt<[g(t)At

i) f (1)) < 9(t) ise

b
j f(t)At

b
< jg(t)At

Iv)

b
[f(®)At

< bj|1= At < [sup| f (t)|](b— a)

a<t<p(t)

esitlikleri dogrudur.
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Teorem 235 a,beT ve a<b olsun. Eger f(t) fonksiyonu [a,b] tizerinde

surekli ise asagidaki esitlikler dogrudur.

p(b)

b
) [f®at="[f®)at+[b-pO)]f (o)
b b
ii)jf(t)At =[o(a)-a] f(a) + J'f(t)At
a o(a)
Teorem 2.3.6 [1] Eger f ve f* fonksiyonlar1 iki degiskenli fonksiyonlar

olarak siirekli ise, bu halde asagidaki formiiller dogrudur. Burada f 2 (t,s) ile s
degiskeni sabit tutularak f(t,s) fonksiyonunun t ye gore A turevi belirtilmistir.

) []f(t,s)As} = f(o-(t),t)+t_[fA(t,s)As

b A p
i) (If(t,s)Asj = ij(t,s)As— f (o (t),t)

Ornek 231 f:T—IR fonksiyonu A- integrallenebilir olsun. Bu durumda
a,be T icin

b b
i) Eger T=TR ise jf(t)At: jf(t)dt

i) Eger [a,b] araliz1 sadece ayrik noktalardan ol usuyor ise
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Y (ct)-t)f(t), a<b
te[a,b]

b
jf(t)m: 0 . a=b
a - [Zb:](a(t)—t)f(t), a>b

oldugunu goérelim.
i) Ornek 2.1.4 ten ve analizin temel teoreminden esitligin varlig1 gorulir.

if) a<b kabul edelimve a=t, <t, <t, <..<t,; <t, =b olmak Uzere

[a,b]={ty,t;,...t,} olsun.

bjf (t)At = t1jf (At + Iij At +...+ trjf (At

to t thot

n-1ti+1 n1°(t)

_ El tij f (At = El tij f (t)At

= Y (c@)-t)f(t)
te[a,b]
elde edilir.

b a
Eger a>b ise jf(t)m:—jf(t)m kullanarak
a b

b
j fAt=— 3 (o(t)—t)f(t)
a telb,a]

elde edilir.

b
Teoerm 2.3.1 (iii) den a=b ise jf (t)At =0 dr.
a
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Ornek 2.3.2 T=Z icin a= 0 olmak lizere
J'atAt

belirsiz integralini inceleyelim.

oldugundan
t
IatAt -2 ¢
a-1
elde edilir (¢ =sabit).

t
Ornek 233 T=[-11]uU[3,4] olsun. f(t)=t igin jf(s)As integralinin

-1
degerini bulalim.
t? 1

t t
t<1i As= |sds=—-=
|se_{ss _{ss > >

t 1 3
t=3ise [sAs=[sAs+ [sAs=0+(c()-1) f (1) =(3-1)1=2
-1 -1 1

t 3 t t 2
t>3ise jsAs: jsAs+ J'sAs:2+ J'sds:2+3—|t
-1 -1 3 3 2 3
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3. ZAMAN SKALASINDA
YUK SEK MERTEBEDEN SINIR DEGER PROBLEMI

Bu bslimde, f :[0,6(1)]x R — IR siirekli fonksiyon ve n>1 olmak {izere,

D"y ()= ey (1),  te[od] (3.1)

v 0=y (cm)=0,  0<i

IA

n-1 (3.2

Lidstone simir deger problemi (LSDP) ele alinacaktir. Oncelikle bu problemin
Green’s fonksiyonu ile ilgili esitsizlikler ve Schauder Sabit Nokta Teoremi [9]
yardimi ile (3.1)-(3.2) probleminin ¢bziminin varligi ispatlanacaktir. Daha

sonra at ve ust ¢ozumler yardim ile ¢ozimin varligr ve tekligi igin f
fonksiyonu Uzerindeki kosullar incelenecektir. Bu calismada o (1) i sag yogun
kabul edecegiz. Budurumda j >1icin o'(1) =c(1) olacaktir.

3.1 Green’s Fonksiyonu ve Ozellikleri

Tamm 3.1.1 y(t) fonksiyonunun (3.1)-(3.2) LSDP nin bir ¢6zimi olmast igin
gerek ve yeter kosul y:[0,6(1))] > R ile tammlanan siirekli y fonksiyonunun
t € [04] icin (3.1) denklemini ve (3.2) sinir kosullarim saglamasidir.

(3.1)-(3.2) LSDP probleminin bir ¢dzimuinun var oldugunu bulmak ve bu
coziminun seklini tayin edebilmek icin bu problemin G, (t,s) Green’s

fonksiyonunaihtiyacimiz vardir. G, (t,s),

v (1) =0, tefod]

IN

yA2i 0) = yA2i (c(D)) =0, 0<i<n-1
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homojen simir deger probleminin  Green’s fonksiyonu olmak Uzere
(-D"G,(t,s), (3.1)-(3.2) LSDP probleminin Green’s fonksiyonudur.

Problemin ¢ozimunun varligint ve yapisint gosterirken asagida verecegimiz

Green’s fonksiyonunun 6zelliklerini kullanacagiz.
Ozellik 3.1.2[22] y*(t)=0, telo]] (3.3)
y(0) =y(c())=0 (34)

probleminin Green’s fonksiyonu

G(t,s) = ——

0 (3.5)

to(s)-o(D), t<s
{O'(S)(t —o®), t>o(s)

ile tanmlanir.

Ozdllik 3.1.3 G(t,s), (3.3-(3.4) probleminin Green’s fonksiyonu ve

G, (t,s) = G(t,s) olmak Uzere 2< j <nigin

a(1)
G;(t,9) = [G4(t.,r)G(r,s)Ar (3.6)
0

dir.
Ispat 2<j=<n igin, G,(t,s) fonksiyonu

y“ (0 =fty’®), tefod] (3.7)

v 0 =y~ (c()=0, O<i<n-1 38)
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probleminin Green’s fonksiyonu olsun.

. A2] 2200 )24 " . . ..
Oyleyse, y (t)=(y ) (t)= f(t,y° (1)) oldusundanve i=j—-1icin

AZ(I -1) ©0) = y* 209 (6(1) =0, sinir kosulu saglandigindan
Azu -1) o0
(t) = j G(t,s)f (s, ¥’ (s)As
dir. Boylece
e o()
‘0= [G(t9f(sy ()as
s=0

v (0) =y (6@)=0, 0<i<j-2

probleminin ¢dzima
a1 a1
yt) = [ GiL(tr) [ G(r,9)f(sy’(s)AsAr
r=0 s=0
seklindedir. Baska bir ifadeyle

oo

yit)= | [ G_1(t.r)G(r,s)f(s, ¥ (s)AsAr

r=0s=0

iki katl1 integrali ile ifade edebiliriz ve integral sinirlarinin sabit olusundan
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o) a(l)
= [ [ G4(t,r)G(r,9)f (s, y7(9)ArAs

s=0r=0

seklinde yazabiliriz.
Ayrica y(t) fonksiyonu (3.7)-(3.8) problemininde bir ¢cozimudir ve

a(1)
y) = [ G;t9f(sy (9)As
s=0
seklindedir. Boylece
a(1)
G;(t,9)= [G,(t.,r)G(r,s)Ar
r=0
elde edilir. 0

Ozellik 3.1.4 V(t,s) €[0,0(1)]x[01] icin 1< j <n olmak lizere

(-1)G;(t,9>0 (3.9)

dir.

ispat ispati j Uzerinden tumevarimileyapacagiz. (t,s) € [0,c(1)]x[04] icin

G(t.s) L{t(o“(s)—a(l)), t<s

T o@ lo()(t-o®), t>o(s)

fonksiyonu G(t,s) <0 esitligini saglar. Buradan

-G(t,8)>0
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oldugu gorulr. Oyleyse j =1 icin (3.9) ifades dogrudur.
j=k-1icin (-)*G, 4(t,s)>0 dogru olsun. Ozellik 3.1.3 ten

a(d)
dolay1 Gy (t,s)= ijfl(t,r)G(r,s)Ar oldugundan
0

(- Gy (t.9) = U(f) () "G (t, (D G(r,9)Ar
0

olur. (—1)"‘1Gk_1(t,r)20, (-DG(r,s) >0 ve integra ozelliklerinden j =k

icin
(-D*G, (t,5) =0

dir. Boylece 1< j <n olmak Uzere (—1)jGj (t,s)>0 dr.
Onerme3.1.1 V(t,9) €[0,6()]x[01] igin

(-D)"G,(t,9) = |Gn (t, s)| < (#J (3.10)
chr.

Ispat Ispati n lzerinden timevarim ile yapacagiz. i1k olarak
v(t,s) €[0,c@)]x[01] icin

IG(t,9)]| <|G(c(9),9)|

oldugunu gosterelim. (3.5) ile verilen Green’s fonksiyonun tanimindan
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t(c(@) —o(s))
a(Ne®-a(9)’
o(s)e@ 1)
a((eD) - o(s)’

G(t,s)
G(o(s),9)

t>o(9)

elde edilir. Buradan G(t,s) nin
IG(t,9)| <|G(c(9),9)|

esitsizligini saglachg goriilir. se[0,0(1)] icin

G(o(9),9)| = a(S)e@®-o(s) ._ h(o(9)
oD

olsun. O halde xe[0,0(1)] igin

h(x) = W dir. X, € R h(x) inekstremum noktasi olsun. O halde
(e

h’(x0)=a(1?‘T2XO=O ve boylece x0=% bulunur.

h"(x) = _Ti) <0 oldugundan x, = %, h(x) igin maksimum noktadhr.
O

Buradan h(x,) = %, h(x) fonksiyonunun maksimum degeridir. Bu nedenle

6(o(s).9)| = LD =05 _ o)

py , (3.11)

esitsizligi elde edilir. Boylece V(t,s) € [0,0(1)]x[0] igin
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o)

G(t.9) < T2 (3.12)

esitsizligi dogrudur.

k
(-D Gy (t,9) = |G (t,9)| < (#j

oldugunu kabul edelim. (3.6), (3.9) ve (3.12) kullanilarak kabulden dolayi

a1
(D61 (9 = [Geat, 9| < [IGc (LG, 9] Ar
0

a(2) 1
< | e 9)ar

”(1)[“@ (t,r)|Ar + ”Gk(t r)|Ar

<%( "(1) et -1

s%[(@) +(c() -1 j |Gk (& 1)]|G(r 1)|Ar}

elde edilir. |G(r,1)|=0 oldugundan dolay:
k+1
o(l
(-DGys (1,9 =[Gra (9] < ( ”j

esitligi dogrudur.
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Tezin bundan sonraki bolimiinde

E= min{teT:tzﬂ} ve
4
a)::max{teT:tg‘%—(l)}
4
o(1) _ 30(1)

degerlerinin var oldugunu ve = E<w< 1 esitsizliginin saglandigim

kabul edecesiz. Aynca, eser o(w) =1 ise, o(w) < o(1) kabul edecesiz.
Onerme3.1.2 V(t,8) € [0,0()]x[04] igin

n-1
(—D”Gdn$:464n$ksfﬁfj B8 e
dir.
Ispat ispati n tizerinden tiimevarim yoéntemiyle yapacagz.
(t,s) €[0,0()]x[01] icin (1.5) ten kolayca goriilebilirki
G.(t, 9| =[G(t.9)| < o(S)(o) - o(s) (3.14)

o(1)

olur. Oyleyse (3.13) esitsizligi n=1 icin dogrudur. n=k icin (3.13)
esitsizliginin var oldugunu kabul edelim. Boylece (t,s) € [0,a(1)]x[0] icin
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o()
|Gkt s)| < [|Gk(t.r)||G(r,s)|Ar
=0

r

< "(Il)(oa)jk_l o()e® -o() AW -0(s) .

o\ 4 (1) (1)

_ (0(1)]“ (oM - a(9) "(f’ c(NE®-o()
4 o o

r=0
. (ijk—l (oM - o(9) [ 11 o((e®-o()
4 o ’ o

r=0

L e)e® o) Ar]
r=1 0'(1)

k-1
o(1) 4 oD

3 (a(l)jk (e - a(s)
4 a(d)

elde edilir. Bundan dolay1 (3.13) esitsizligi n=k+1 dogrudur.

|
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Onerme3.1.3 de (O,izl)) verilsin. V(t,s) € [6,0(1) - 5]x[0,] igin

Gn(é){ 5 Jn£520(1)—25Jn1
(1) (D)

olmak Uzere
(078 (1,9 =[G 1,92 0, X I (315
esitsizligi vardir.
Ispat ispat1 n tizerinden tiimevarim ile yapacagiz.
(t,s) e[6,0(1) - 5]x[04] icin (3.5) kullamlarak
-0

i _| . 6ts |_Jo(se@®-a(s)’
o) " |G(e(9),9)| | ()@ -1)
a(s)(e(@) - a(9)’

IN

t>o(9)

elde edilir.Boylece,

6 _o(s)(o@)—o(s))
o fo )]

o
IG(t,9)| > ElG(G(S)’ s)|=

olur ve n=1 igin (3.15) esitsizliginin dogru oldugu goruldr.



Kabul edelim ki (3.15) ssitszligi n=k ic¢in dogru olsun.

(t,s) e[6,0(1) - 5]x[0]] icinve o(r)>r>6  oldugundan

o)
G t.9) = [IGk . n|G(r.s)|Ar

r=0
. "‘f}, (5 2NED-0() 5 o(eW-o()
-k o  o® o

_ o
- 0, (6) j(l) "(S)(C’f()l) o(s) ;1) [o(n(e®-orar

=0

a(S)(c(D)-0o o(@)-o
20,0)- T L o) ot

r=o0

2 oc(1)-6 o())-6
=9k(5)[0‘(31)j “(S)(G(l)_a(s))[ Joar - _[a(r)ArJ

o(d)
o(1-5) o-o
— jr Ar
é r=49

2 oc()-5
J | a(9(c®-o(s)
> 6, (5)[(@) 0 [0(1)(0(1) —28)-((cM)-5)%2-6%) + j 5 Ar}

r=90

r=90 r=90

2
o8 ) 2@ =0 v s
—@(5)(0(1)) gy [(1)( (1)-25) (rr




2
0, (5)[ 05 ] 7D =90 (;2(1) _ 2506 + 2(1) + 20(1)5 + (o (1) - 25))

@ a(1)

2
_ 6 | a(s)e@-0o(9) _
= Ok (5)[0(1)j o0 6(c(1) - 29)

:(L]k( 52 a(l)—zéJ“[ ) ]2 oW -0(9) 5y 25
(1) (1) (1) o(d)

=( KA jk”( 52 a(l)—zaJk (e - o(9)
o o) o)

o(s)(c@ —a(s)

= O1(5) (D

elde edilir. Boylece (3.15) esitsizligi n=k+1 icin dogru olur.

AyricaOnerme 3.1.2 kullanlarak

n o(s)(ec@® - a(9)
(=D"Gn(t,8) 2 6,(5) oD

n-1
4
20,0) — Gn(t,
>0, )(dDJ max. (G (.9

esitsizligi elde edilir. 52%& (O,%) icin

35
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(el

4 \o( ~ 9513 T o5n-3

oldugundan

-D)"G,(t,9) >

max |G, (t,s
25n-2 te[o,a(l)]l ()

esitsizligi elde edilir, burada 7, :2%

— oOlmak lizere O0<y,<1 dr.

Ozellik 3.1.4 V(t,) €[0,0()]x[01] icin Green’sfonksiyonu G (t,s)
siireklidir.

Ispat Ve >0 igin 35(¢) >0 vardirki |t; —ty| <5 iken

|Gn (tl — S) - Gn (t2 - S)l <é&
oldugunu gosterecegiz.

&> 0 verilsin. ispat1 n Uzerinde timevarim ile yapacagiz.

|G1(ty ) ~ Gy (t2 ~ 9)| =|G(ty — ) - G(t, —9)

1 {tl(a(s) —o®), h<s 1 {tz(a(s) —o®), t,<s
o) o9ty -o@), ty=0(s) o) (o((tz-0c(@), t;=0(9



t(o(9) — o) ~ta(a(9 ~ o),  tp<s
t(o(9) - o) -o(S(t ~o), L <S<a(s)<t
ot~ o) -t (0(9-oD), ty<s<a(9<h
(9t~ o) ~a(t, ~ o),  ty,=0(9)

(t; —t2)(e(s) - o)), tip<s
t10(S) —to0(D) —a(S)t, —tro (D), t) <s<o(s) <ty
o(9)t; —a(s)a (D) —tro(s) —tro(D), t, <s<o(s)<ty
o(S)ty —a()o(D) —a(ty —a(s)a(d), 1y, >0(s)

ft ~t2|(o(8) — o (), ti,<s
oYt ~t2) ~o Dty -0(s),  t<s<o(s)<t,
a(S)(t; —t,) —o)(~t, +0(5), t,<s<o(s)<t;

a(s)(ty 1), 2 > 0(9)

Ity —to]lo(s) — o (@), tp<S

O'(S)ltl —t2| + O'(l)ltl - O'(S)l, tl <s< O'(S) < t2
a(ty —to| + o @)|o(s) — t) t, <s<og(s)<ty
a(ty —to), ty o > a(s)

Ity —tolo (), 1, <s

o(Sty —to] +o@ty —to], t <s<a(9)<t,
o(ty —to| +o@ty —to], tr<s<a(s)<ty
O'(l)ltl — t2|, t1,2 > O'(S)
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oDty —t,|, 1, <s

1 20'(1)|t1—t2|, tl <s< O'(S) Stz
O'(l) 20'(1)|t1—t2|, t2 <s< O'(S) Stl
o@Dty —t,|, ty 5 > 0(S)

1
<—20@ft, -t,| <25 =
o) G()|1 2| 2

oldugundan G (t,s) streklidir.

n=Kk icin |Gy (ty,s) - Gk (t2,)| < & dogruolsun.

n=k+1igin
a())
|Gsa(t1,S) — Gy (t2,9)| < _“Gk (ty,1) = Gy (t2,1)]|G(r, s)| Ar
r=0
oD B
L, 7o -o()
r=0 0(1)
2
< g(ﬂ)
2
oldugundan Gy, (t,s) sireklidir. O

Bu boluimde, (3.1)-(3.2) LSDP nin ¢ozimunun varligin ve tekligini

inceleyecegiz. Bunun icin dncelikle gerekli olan bilgileri verecegiz.
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3.2 Varhk Prensibi

Teorem 3.2.1 (Schauder Sabit Nokta Teoremi) [9] E bir Banach uzay ve
A: E — E tamamen surekli bir operator olsun. K < E sinirli, kapal1 ve konveks
bir kime olmak Uzere A operatort K kimesini invaryant birakiyor

(A(K) c K) ise bu durumda A operatorinin K iginde en az bir sabit noktas

vardir.

Tamm 3.2.1 Eger bir donusum strekli ve kompakt ise bu donlistime tamamen

surekli denir.

Tanim 3.2.2 Eger bir kiimenin elemanlarimn her dizisinden yakinsak bir at dizi
secilebiliyorsa bu kimeye pre kompakt kime denir. Yakinsadigi deger, kiime
icinde ise bu kiimeye kompakt kiime denir.

Tamm 3.2.3 Eger bir donisim her sinirli kimeyi pre kompakt bir kiimeye

dondstiriyorsa bu donistime kompakt dontsim denir.

Teorem 3.2.2 (Arzela-Ascoli Teoremi)[6] Bir M c C[a,b] kiimesinin siirekli
fonksiyonlar ailesinin pre kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul M ye ait
fonksiyonlarin ayni dereceden sinirli (equi-bounded) ve ayn dereceden siirekli

(equi-continuous) olmasidr.
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Tamm 3.2.4 M, C|a,b] icinde bir kiime olsun.

e VxeM, Vtelab] icin |x(t)<c olacak sekilde bir ¢ sayisi

varsa M kimesine ait fonksiyonlara aym dereceden sinirh

fonksiyonlar denir.

e £>0 veilsin, vtt,elab] ve vxeM icgin |t,—ty|<
esitsizligi saglandiginda |x(ty) — x(t)| <& olacak sekilde bir

0 >0 sayisi bulunabiliyorsa M kimesine ait fonksiyonlara ayn

dereceden siirekli fonksiyonlar denir.
Teorem 3.23 f(t,y? (1)), [0,6()]xIR Uizerinde sirekli olsunve Q > 0 say1si
Q= max|[f(t.y’ ®)]:te[0.0@]. | y[<M |

esitsizligi saglasin ; eger M > 0 say1si

2o

esitsizligini saglarsa, bu durumda

D"y M) = fty (1), te[od]

v¥ (0 =y* (¢@)=0, O<i<n-1

Lidstone sinir deger probleminin bir y(t) ¢cozimu vardir.
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ispat B uzaym, |y|= ter[g%)ﬂ y(t)| ile normlanmis B =C[0,o(1)] Banach

uzay: olarak tammlayalim. K == {y e B:y|< M} olsun. K, B nin kapali,simirl

ve konveks bir alt kimesidir. (3.1)-(3.2) Lidstone sinir deger problemini ¢cozmek
a(1) .
yt) = [ (-D"G,(t,9) f(s,y"(s)As
s=0

integral denklemini ¢dzmeye denktir. Bundan dolay,

A:K = B,te[0,0()] icin

o)
AY() = | (-D"G, (.9 f (s Y’ (s)As

s=0

ile tammlanan operatdri sabit noktasini bulmaya denktir.

A: K — B sirekli oldugunu gosterelim.
& >0 verilsin. 35(¢) > 0 vardir, dyleki |y - yo < & esitsizligi saglandiginda

|Ay - Ayo| < & olur.

a(D
[AY®) - Ayo®=| | CD"Gatt.9)[f(sy" () - f(s.¥ (s»]m{
s=0

o(1)

< [ Gat9)|f(sy" ()~ F(s,¥5())]As
s=0

f(s,y°(s)) fonksiyonu [O,a(l)]xIR Uzerinde strekli fonksiyon oldugundan
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ly=Yo|<d = te@%)]ly(t) —Yo(t)| <6
esitlizi dogrudur. O halde t € [0,0(1)] icin

| y(t) - yo(t)| < 6
elde edilir.

def
| vo| = max ]| Yo)|=c, ise her te[0,0®] icin |y,(t)|<c, yazlr.

te[O,a(l)

| y— y0| < § ise norm 6zelliginden dolayy,
ylI-=lvoll| <6

yazilir ve bu durumdaher t €[0,o(1)] igin

—d+c <|y|<d+c
elde edilir.
Kapal1 ve sinirl

def
E={t):0<t<1|r|<l+cfc[0lxR

kimesini alaim. f(t,z) fonksiyonu E bdlges tzerinde surekli oldugundan yine

bu bdlgede surekli olacaktir. Bu halde basta ele adigimiz ¢ ’a gore dyle bir
0 >0(0 <1) bulabiliriz ki

ty—to| <8, |ri—72| <5 olmak tizereher (ty,7y), (t,,7,) € B igin
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|f(t1,71)_ f(tz’fz)|<3

elde edilir.Boylece,

a(d)
| Ay(t) - Ay, (t) <& [|G,(t,9)|As
s=0

S (@ J““(Il’a(sxa(l) ()
4 r=0 0'(1)

. (@j( [ 2@ —a(s) o FolSe® o) AS}
4 r=0 0'(1) r=1 U(l)

< 8(%}] =&

Bu esitsizlikte her iki taraftan maksimuma gegerek
| Ay - Ayo (0] < &

esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlik bize A operatérinin strekli oldugunu
gosterir.

Simdi A operatorinin kompakt oldugunu goésterelim. bu amacla
herhangi sinirli K < [0,0(1)] kiimesini ele alaim. A(K) kimesinin  C[0,o(1)]
icinde pre kompakt oldugunu gostermemiz gerekiyor.

Bunu gostermek icin Arzela-Ascoli Teoreminden yararlanacagiz.
ye K aamm.



a()
|AY®)]|=| | (-D"G,(t,9) (s y"(s) AS{

s=0

a(1)

< [l s)||f (s,y° (s))| As
s=0

Q> max{| fty’ O)|:tef0o@]]y[<m |
olduguigin

a(2)
| AY(®)]=Q [[G,(t.9)As
s=0

n-1,
SQ(@) (Il)”(s)(”(l()l)_”(s)) AS
r=0 o

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikte her iki taraftan maksimuma gegersek her
y e K i¢in
[Ayo]<m

elde edilir. Boylece A(K) yaait fonksiyonlar ayni dereceden sinirli ve A

operatori K kumesini invaryant birakir.
ye K aaim.

Verilen her £ >0 sayisiigin dyle § > 0 bulunabilir ki |t, —t,| < icin



| Ay(t,) - AY(tz)l <e

oldugunu gosterelim.

@

a(1)
| AY(t) - AY(t)| < | [Gnlti, 9~ Gult, 9| (s, y7 ()] A
s=0
f (s, y? (s)) fonksiyonu strekli oldugundan kapal: bolgede sinirlidir.

Bu nedenle

def
Ser[g%)ﬂ f(sy (9)]=c
|y| <M

olarak tammlarsak,
| Ay(ty) - Ay(t,)| < ec, (D)

elde edilir. Bdylece A(K) yaait fonksiyonlar ayn dereceden stireklidir.

Arzelo-Ascoli Teoremi ile A: K — K kompakt bir operatordr.
Schauder Sabit Nokta Teoreminden dolay1 A operatdri K da bir sabit
noktaya sahiptir.
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Sonu¢ 3.2.1 f(t,y° (1)), [0,0(1)]><]R de sinirli ve sirekli ise (3.1)-(3.2)

Lidstone sinir deger probleminin bir ¢6zuma vardir.

Ispat f(t,y? (t)) sinurl oldugundan sup degeri vardir. Bu nedenle
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P>sup{| f(t,y"(t))|:0§t§], y’? eIR}
n
olacak sekilde bir P ve P(#j <M olacak sekilde yeterince buyik M
say1s1 secebiliriz. Boylece,

Q=max|| f(t.y"®)|:te[0.o@]| <M |

olmak Uzere P > Q olacak sekilde bir Q sayisi vardir ve

(ﬂjn<M<M
P Q

esitsizligi saglanmir. BOylece Teorem 3.2.3 ten dolay: (3.1)-(3.2) LSDP nin bir

¢OzUmMU vardhr.

3.3 Alt ve Ust Coziimler

D= {y: v~ (), [0,0(1)] de siirekli }
kimesini ve u,ve D ic¢in
[uv]:={weD:usw<v}

araligini tammlayalim.
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Tanim 3.3.1 ue D fonksiyonu igin,

“)"u (1) < f(t,u” (1)), teo]]
D' (<0, (h'u¥ (c@)<0, O<isn-1

sartlart saglanmiyorsa;  u(t), [O,a(l)] Uzerinde (3.1)-(3.2) probleminin bir alt
¢OzUmudar denir.

Benzer sekilde; ve D fonksiyonuicin

“D)™A" (1) = (V7 (1)), telo]]

v ()20 )V (c@)=0, 0<i<n-1

sartlan saglamyorsa; v(t), [O,a(l)] Uzerinde (3.1)-(3.2) probleminin bir st

¢OzUmUudur denir.
Ozellik 3.3.1 u(t) e C2[0,0(1)] olsun. u(t) fonksiyonu

—u* >0, telo]]
u(0)>0, u(c(®)=0

sartlanni sagliyorsa; t €[0,0(1)] igin u(t) >0 dr.



48

ispat —u™* >0 oldugundan u(t) nin [0,1] Uzerinde konkav fonksiyon oldugu
aciktir. Sinir kosullanindan ve  u(t) nin  konkavhigindan te[0,0(1)] igin

u(t) >0 dir. 0
Ozellik 3.3.2 u(t) e C2"[0,0(1)] olsun. u(t) fonksiyonu

)"u" >0, tefo1] (3.16)

) (020 (D'ut (6M)=0, O<i<n-1  (317)

sartlarini sagliyorsa; t € [0,6(1)] icin u(t)>0 dhr.

ispat v, ()= ()" () olarak taimlayalim.
Bu durumda, t [0,1] igin —v}4 >0 vesinir kosullar (3.17) den

V10 = ()" (020, voa(e@®) = (D" 6@) 20

dir. Boylece, Ozellik 3.3.1den t<[0,6(1)] igin v, 4(t) >0 dur.
Benzer sekilde, Vv, ,(t) = (-)™2u™" 7 (t) olarak tammlarsak t e [0] icin

—va%, >0 ve sinir kosullar: (3.17) den

Vo 2(0) = ()" (0)2 0, v, ,(0@) = ()" 2u*" (e() 20

dir. Boylece, Ozellik 3.3.1den te[0,a(1)] igin v, ,(t) >0 dur.
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Bu sekilde devam ederek t<[04] igin —u* >0 ve u(0)>0, u(c()=0
elde ederiz. Buda bize Ozellik 3.3.1 den te[0,0(1)] igin u(t)>0 oldugunu
gosterir.
U
Teorem3.3.1 f(t,y°), [0,6()]xR desirekli olsun. (3.1)-(3.2) Lidstone sirur
deger probleminin te[0,0(1)] icin u(t) <v(t) olacak sekilde bir u(t) alt
¢OzUmU ve bir v(t) Ust ¢ozimi var ise bu durumda (3.1)-(3.2) probleminin
[0,6(1)] de
u(t) < y(t) < v(t)

olacak sekilde bir y(t) ¢ozUmu vardir.
ispat te[0d]icin

F(EV7 (1)) - €I+V| 5?) v
Ft.e) =1 1(t.2) U7 (M) <& <V (D)
(U (1)) - ifat) CEsu)

fonksiyonunu tanimlayalim.

F(t,y° (1)), [0,0(D)]xR de sirekli ve siurlidir, ayrica  u° (t)<&<v(t) ise

F(t,&) = f(t,¢) olur.
Sonugtan dolay,
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)"y O =Fty’®), telod] (3.18)

yA2i 0) = yA2i (c(®) =0, 0<i

IN

n-1 (3.19)

Lidstone simir deger probleminin  bir y(t) ¢ozimi varchr. Ispati tamamlamak
icin problemin ¢éziiminin [0,0(1)] araliginda u(t) < y(t) <v(t) esitsizligini
sagladigin gostermeliyiz.

Bunun ic¢in oncelikle bu aralikta y(t) < v(t) oldugunu gosterecegiz. Bu
esitsizligi ispatlamak icin olmayana ergi yontemi kullamilarak tersinin dogru

oldugunu kabul edelim. Bu durumda t e [0] igin
ye(t)-ve(t)>0 ve
2n
D"yY ) =F(ty’ ®)

= f (t,VO- (t)) - yO' (t) -V’ (t)
1+]y” (0)

< f(t,v° (1)

< (D)"Y (1)

elde edilir.

Buradan, (—1)”(y—v)Azn (t) <0 esitgzligini ve sinir kogullarindan 0<i<n-1
icin (<) (y-vwX' (0)<0 ve (D (y-v)* (6())<0; esitsizliklerini elde
ederiz. O halde, Ozellik 3.3.2 den t < [0,0(1)] igin y(t) —v(t) <0 olur ki, buda

bizim kabulumiiz ile gelisir. Bu nedenle, her te[0,0(1)] icin y(t) <v(t) elde
edilir.
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Benzer sekilde bu aralikta u(t) < y(t) oldugunu gosterelim. Bu esitsizligi
ispatlamak icin olmayana ergi yontemi kullanilarak tersinin dogru oldugunu
kabul edelim. Bu durumda t € [0,1] igin

yo(t)-u(t)<0 ve

D"y (1) = Ft,y” (1)

_ f(t,uo-(t))— yG (t) _uo-(t)
1+]y” (0)

> £ (t,u’ (1)

> (=D)"ud" ()

elde edilir.
Buradan, (—1)”(y—u)A2n (t) > 0 esitsizligini ve sinir kogullarindan 0<i<n-1

icin (—1)i(y—u)A2i =0 ve (—1)i(y—u)A2i (c(D) > 0; esitsizliklerini elde
ederiz. O halde, Ozellik 3.3.2 den te[0,6(1)] igin y(t) —u(t) >0 olur ki, buda
kabulumiiz ile gelisir. Bu nedenle, her t €[0,0(1)] icin u(t) < y(t) elde edilir.
Boylece, y(t) fonksiyonu (3.1)-(3.2) probleminin u(t) < y(t) <v(t) olacak

sekilde bir ¢ozUmudur.

[
Ornek 33.1 D3y @ =sny’®-y" (), telo]]
v (0) =y~ (c@) =0, 0<i<3

Lidstone sinir deger problemini ele alalim.
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u(t) =0 icin
3 M) =0<snue () -u’(t) =0, telod]

D't (0)<0 ve (-1)'u®” (6M)<0, 0<i<3
olur. O halde, u(t) = 0, [0,0(1)] de bir alt gdziimdir.

v(t) :% icin
D3 (t) = 0> sinve (t) = v (t) = 1—%, telog]

D' (020 ve (<)'v (c@) >0, O0<i<3

olur. O halde, v(t) :%, [0,5(1)] de bir Uist goziimdiir. Boylece, Teorem 3.3.1

den problemin [0,0(1)] tizerinde 0< y(t) g% cozimii vardir.

3.4 Pozitif Cozimlerin Varhga

Bu bslimde, f :[0,6(1)]xR" — R" siirekli olmak lizere

D"y =y ), tefod],

v (0) = y* (6(D) = 0, 0<i<n-1

nonlinear Lidstone simir deger problemini ele alarak, bu problemin Guo-

Krasnosel’skii sabit nokta teoremi yarchm ile  fy =0, f, = ve fg=co,

0

f,, =0 durumlar: altinda problemin pozitif ¢ozumuntn varlig1 incelenecektir.
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Bu nedenle bu bolimde,

o= lim 20V g iy 1Y)

y—0" Y yoo Y

olmak Uzere genisletilmis reel sayilarda limitlerin var oldugunu kabul edecegiz.

fo =0 ve f, = olmadurumuna superlinear durum, f; =0 ve f, =0 olma

durumuna da sublinear durum denir.

Teorem 3.4.1 (Guo-Krasnosel’skii sabit nokta teoremi) B bir Banach uzay: ve

P < B bir koni olsun. Q21,Q5 P ’ninagik alt kiimeleri olmak lGzere 0 € Q; ve

Q, < Q, olsun. Ayrica
T:PN(Q,\Q;) > P

tamamen siirekli bir operatér olmak Uzere

@) [Tul<|u], uePnoQ, ve|Tu|z|u|, ue PnoQ, veya

(i) [Tu|=|u]. uePnoQ ve|Tu|<|u|. ue PnoQ,

kosullarindan birisi saglamyorsa T operatdrinin bir sabit noktas: vardir.

Teoerem 34.2 Eger fy=0 ve f, = superlinear veya fo =00 ve f, =0
sublinear durumlardan biris saglamyorsa, (3.1)-(3.2) LSDP nin bir pozitif

¢OzUmu vardhr.



ispat B uzayin, ||y|| | ()| ile normlanmus B ={y: y e C[0,c(D)]}

o (1)]

Banach uzay1 olarak tammlayalim. y,, Onerme 3.1.3 te verilen sabit olmak Uizere

. in in (—1"G. (o(w
Vn = mm{yn,(am) i (=1)7Ga o ),S)}

olsun. B de P konis olarak

{yeB min _y(t)>0 ve mln y(t)>yn||y||}

t€[0,0(1)] te[é,o(

tanumlayalim. P nin C[0,c(1)] uzayina ait negatif olmayan fonksiyonlardan
olusan bir koni oldugu agiktir.

T:P — B operatorini t e [0,0'(1)] icin

a(1)

Ty®) = | (-D"G,(t,9)f(s,y" (9)As

s=0

ile tammlayalim ve bu operatériin tamamen sirekli oldugunu gosterelim. Bunun
icin T Operatorinun sirekli ve kompakt oldugunu gostermeliyiz. T
operatbrunun srekli oldugu, Teorem 3.2.3 deki A operatérinun surekliliginin
gosterildigi gibi kolayca gorulebilir.

T operatorinin T:P— P oldugunu yani P konisini invaryant

biraktigini gosterelim. Her ye P ve her te[0,0()] icin (-1)"G,(t,s)>0
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oldugundan Ty(t) >0 ve dolayisiyla [rgl?l)Ty(t)>O dir. Onerme 3.1.3

kullanlarak

a1
n[nn Tyt = | tn[}i n](—l)”Gn (t,9) (s y’(s)As
ootelé

tg]

> ynajl) max|G, (t, )| f (s, y7 (s))As

27TV
27T

esitsizligi ve Onerme 3.1.2 kullanilarak

a1
Ty(e(@) = [ (-1)"G,(a(w).9) f(s,y"(s))As

s=0
(1)

27, | (@j f(s.y"(9)As
s=0

270 TY]

esitsizligi elde edilir. Boylece Ty e P dir.

Ayrica, max{ min T y(t)} >y, TY| oldugundan T(P) yeait fonksiyonlar ayr

te[¢,0 ()]
dereceden sinirlidir.
Simdide T(P) ye ait fonksiyonlarin ayn: dereceden siirekli oldugunu gosterelim.
ye P aam.

Verilen her & >0 sayisiigin dylebir 5 > 0 bulabiliriz ki |t, —t,| <4 icin
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a()

TY() -TY(t)| < [ |Gyt 9)-Galtz, )| f (s, y7 ()] As
s=0
yazilir. Gy (t,s) fonksiyonunun siirekli olusundan ft; —t,| < & igin
G (t1,5) — Gy (t2,9)| < & esitsizligi saglanacak sekilde dyle bir § > 0 sayisi

vardir. Boylece,

a(1)

Ty) -Tyt)|<e [ |f(sy (9)]as
s=0

elde edilir.

f (t,y (t)) fonksiyonu siirekli oldugundan [0, (1)] de sinirlidir. Bu nedenle

def
max [f(s,y" ()] = ¢

s<[0,6(2)

olarak tammlarsak

ITy(t,) -Ty(t,)| < eco()

elde edilir. Boylece T(P) yeait fonksiyonlar aynm dereceden stireklidir. Arzela-Ascoli

Teoremi ile T : P — P kompakt bir operatérdir. Bu nedenle T siirekli ve kompakt

oldugundan tamamen streklidir.

Superlineer durum olan fy =0 ve f, =c oldugunu kabul edelim. Bu

durumda [0,0(1)] Uzerin lim TEY) _ o dr. 0 hade V7 >0 igin 3r>0
y—=0" Y

vardirki 0<y<r ve te[0,c@)]icin f(t,y)<ny dr. Oyleyse,
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(4
=50

icin 3r > 0 sayisi vardir ki

0<y<rveO<t<o(@ icin f(t,y)<ny
chr.
Q,={yeB Iyl< r}c B agik yuvarni alahim. y e P aQ igin

a(d)

Ty = [ (-D"G,(t.9)f (s y"(s)As

s=0

ol 4 o)
s\ o(s)(a () 0 (9)) _,
S”( 4j R A

- 4 s=0 c(2)

<o D r-r-

esitsizligi elde edilir. Boylece, Vy e Pn0Q; igin

ITyl<Ivl

dir.
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Diger taraftan [0,o(1)] tizerinde lim REUS)
y—oo Y

to € [£, 0] daimve

-1
;ﬁ—[yﬁkD”Gn@yQA%] >0
3

sayisi icin limit tanimindan 3R > 0 vardir ki yzﬁ icin

ft,y)yzuy

dirEger R:= max{Zr,E*} olarak tammlarsak ve Q, = {ye B vl< R}c B
”n

alirsak, ye PnoQ, igin

Jnin - y(©) > ralYl=7mR=R

olur. Boylece, Vt € [&,0(o)] igin

f(t,y7 ()= #y° (1) = uyoR

elde edilir. Bu durumda

a(d)

TY(to) = | (-D"G,(t,9) f (s, y7(s)As

s=0
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4]

> [(-D"G(to,9) f (s, Y7 (9))As

$=¢

> 1y |Y]| J(-1)"Gn(to,5)AS
s=¢

=[vl=R

esitsizligi elde edilir. Boylece Vy e PN 0 Q, igin

[Tyl=1yl

elde edilir.
Sonug olarak, Teorem 34.1 (i) sikkindan T  operat6rinin

PN (Q,\Q;) debir sabit noktasi vardir ve bu sabit nokta (3.1)-(3.2) LSDP nin
bir pozitif cozUmudur.

Sublineer durum olan fy =0 ve f, =0 oldugunu kabul edelim.u,

ispatin ilk kismundaki sabit say1 olmak Gzere VE > g igin 3ry > 0 vardir ki
O<y<nveO<t<o() icin f(t,y)=ny
dir. Boylece, vy e P ve |y =r, icin

a()

Ty(te) = [ (-D"G,(to,9) f (s, y"(s)As

s=0
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0]

> [(-D"Gy(to,9) f (s, Y7 (9))As

S=¢

>1 [(-)"Gy (to,9)y ()As
s=¢

> [(“D"G, (to, 9| y|jAs

s=¢

I 1
= y|nra—
U

n
“Ivk=zIvl=n

elde edilir. Boylece, Q; — B, r4 yar1 ¢apli orijin merkezli yuvar ise

Vye PnoQ, igin

[Tyl=[v]

elde edilir. Diger taraftan,

f,, = lim -0
yoo Y

icin f(t,y) <nydr. Oyleyse,

=0ise Vy>0icin3r, >0 vardirki y>r, ve 0<t <o(l)

icin de 3r, >0 vardirki y>r,, te[0,0)]igin



61

ft,y)y<ny
dir.

f(t,y) iciniki durum sz konusudur.

1.Durum f(t,y) [0,0(1)]x(0,:0) dasirurl: olsun.
Oyleyse 3N > 0 vardir ki t €[0,6(1)], y e (0,) igin

f(t,y)<N

dir. Bu durumda

r, = max{2r1,ﬁ}
n

olarak segebiliriz. Boylece y € P, || y]|=r, ve vt € [0,c(D)] icin

a(d)

TyM) = [ (-D"G,(t,9)f (s y"(s)As

s=0

o
<N j(—1)“c;n (t,)As

s=0

< N(ﬂj
4

N
n

<—<r,

esitsizligi elde edilir.
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O halde Q, = {ye B:y[< rz} acik yuvar: olmak lizere Vy e PnoQ, igin

ITyl=<lvl
elde edilir.

2.Durum f(t,y) [O, a(l)]x(o,oo) da sinirsiz olsun.Bu durumda
g(r) =max{ f(t,y):te[0,0(D)], 0<y<r}

olarak tanimlayalim ve lim g(r) = oo olsun.
r—o

Boylece O0<r <r, icin
9(r2) > g(r)

olacak sekilde r, > max{2r,E} secehiliriz.

Bu durumda vy e P ve || y| =r, igin

a(1)

Ty®) = [ (-)"G,(t,9)f (s y"(s)As

s=0

o

< [(0"G,(t.9)g(r)As

s=0

a(2)
<nty [(D"G,(t,9)As

s=0
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1 n
< ’”2[%) <r, =[]

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla Q, ={ye B:||y||<r2} acik yuvart icin

2.durumdada Yy e PnoQ, icin

ITyl<Iyl

elde edilir.
Sonug olarak, Teorem 3.4.1 (ii) sikkindan T operatbrinin

PN (Q,\Q,) debir sabit noktasi vardir ve bu sabit nokta (3.1)-(3.2) LSDP nin

bir pozitif ¢ozimudur.



5. SONUC

Bu tez calismasinda zaman skalasinda yuksek mertebeden Lidstone sinir
deger probleminin Green’s fonksiyonunun ¢zellikleri incelenerek, monoton
metod yardimiyla ¢ozmin varligi ve tekligini verecek sonuclar ispatlanmustir.

Son olarak bu problemin pozitif cozumlerinin varlig: ispatlanmustir.
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