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Semboller
Z. :-Tamsayilar kimesi

Q :Rasyonel sayilar kiimesi
R :Reel sayilar kiimesi
7" :Pozitif tamsayilar kiimesi

Q" :Pozitif rasyonel saylar kiimesi
R™:Pozitif reel sayilar kiimesi
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Ozet

Bu tez galismasinin amaci Smarandache Yarihalkalari ile ilgili kavramlari inceleyip bu yarihalkalarla
ilgili 6zellikleri analiz etmek ve konuyla ilgili yapilmis calismalara ilavelerde bulunmaktir.

Yarihalkalar, Gzerlerindeki iki ikili isleme godre tanimlanan ve bir gok 6zelliklere sahip olan cebirsel
yapilardir. Smarandache yarihalkalari, yarihalkalara goére daha kuvvetli cebirsel yapilara sahiptir. Her
Smarandache yarihalkas! bir yarihalkadir fakat her yarihalka bir Smarandache yarihalkasi degildir.

Bu calismada 6zellikle Smarandache sifir bolen konusunda ilging sonuglar elde ettik. Bir yarihalkada
her sifir bélenin bir Smarandache sifir bélen olmadigini ve S :ZOxZOX...xZO(n defa,n > 3)

yarihalkasinda her sifir bélenin bir Smarandache sifir blen oldugunu ispatladik.

Cesitli drneklerle konunun igeriginin daha akici olmasini sagladik.



Abstract

The aim of the study is to examine the notions related with Smarandache semirings and to analyse the
properties of these semirings and to make additions to the studies about this project.

Semirings are algebric structures with two binary operations which have several properties.
Smarandache semirings have stronger algebric stuctures than semirings. Every Smarandache
semiring is a semiring but not every semiring is a Smarandache semiring. In this work we study about

especially Smarandache zero divisor. We prove that in a semiring every zero divisor is not a
Smarandache zero divisor and in the semiring S =7Z°xZ°x...xZ°(n times,n >3), every zero

divisor is a Smarandache zero divisor.

We give several examples to make the concept lucid.



Girig

Sayilar teorisi ile ilgili dnemli calismalar yapan Florentin Smarandache’in Smarandache yarihalkalari
ile ilgili ozellikleri Padilla Raul tarafindan 1998 yilinda “Smarandache Algebric Structures”
(Smarandache Cebirsel Yapilari) adl kitapta ele alinmistir.

Bu tez calismasinda bu konuyla ilgili yapilan ¢alismalardan faydalanilarak konuyla ilgili arastirma
problemleri ve problemlerden bazilari ¢dzulmis ve ilgili bolimlere 6rnek veya teorem olarak
sunulmustur.

Calisma Ug¢ boélimden olugsmaktadir. Birinci boélimde yarigrup, grup, Smarandache yarigrubu gibi
kavramlardan bahsedilerek bunlarin hatirlanmasi saglanacaktir. Yine bu boélimde Smarandache
yarihalkalarinin ingasinda oldukg¢a sik kullanilan latislerle ilgili kavram ve drneklere yer verilecektir.
ikinci boliimde yarihalkalar ve ozellikleri ele alinacaktir. Yarihalkalarin ingasinda latisler kullanilacak,
polinom yarihalkalari, grup yarihalkalari, yarigrup yarihalkalari gibi kavramlar tanitilacaktir .

Uglincii béliimde Smarandache yarihalkalari tanitilarak her yarihalkanin bir Smarandache yarihalkasi
olmadigi gosterilecektir. Ayrica bu bolimde S-sifir bélen, S-idempotent eleman, S-ideal gibi kavramlar
sunulacaktir. Yine bu bélimde birincilere nazaran daha zengin yapiya sahip olan ll.seviye
S-yarihalkalari ele alindiktan sonra S-anti yarihalkalariyla da galisma sona erecektir.

Her boélimde o6rnek problemler c¢oézilerek kavramlarin ve teoremlerin daha iyi anlasilabilmesi

amaclanmistir.



BOLUM 1

BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde bu ¢alismada kullanacagimiz bazi temel tanimlara yer verip bunlari birkag érnekle
acgiklamaya galisacagiz.

1.1. Latisler
“Latis” ibaresi bazi kaynaklarda “6rgl” bazi kaynaklarda ise “kafes” adi altinda kullaniimistir.
Biz burada latis olarak kullanacagiz.

Tanim 1.1.1: 4 ve B bostan farkh iki kiime olsun. 4’dan B’ye bir R bagintisi A x B nin bir

alt kimesidir. Bir R bagintisinda (a,b) € R ise bu kisaca aRb olarak gosterilir.

A’dan A’ya bir R bagintisina kisaca A Uzerinde bir baginti denir. A Uzerinde bir R
bagintisi asagidaki gibi bazi 6zelliklere sahip olabilir.

Va € A igin aRa ise R yansiyandir.

Va,b € A igin aRb olmasi bRa olmasini gerektiriyorsa R simetriktir.

Va,b € Aigin aRb = bRa olmasi a = b olmasini gerektiriyorsa R antisimetriktir.

Va,b,c € Aigin aRb ve bRc olmasi aRc olmasini gerektiriyorsa R gegismelidir.
Eger A’'daki R bagintisi yansima, simetri, gegisme Ozelliklerine sahipse R’ye denklik
bagintisi denir. Bu durumda herhangi bir @ € A’nin denklik sinifi, [a] = {b S A|aRb}

kiimesidir.

Tanim 1.1.2 : Bos olmayan bir 4 kimesi (izerinde yansima, antisimetri ve gegisme &zellikleri

olan bir bagintiya kismi siralama bagintisi veya kisaca siralama bagintisi denir. Siralama
bagintilari (6zel bir sembol kullanilmadiginda) “<” semboliiyle gosterilir. (A4,<) ikilisi A
kiimesinin “<” bagintisiyla kismi siralandigini gosterir. Bu durumda A’ya kismi siralanmis

kiime veya poset denir. (Poset kelimesi “Partial Ordered Set” kelimelerin bas harfleriyle

olusturulmustur.)

Bir (A,<) posetinde x <y ve x # y ise bu “ x <y " ile gosterilir.

Tanim 1.1.3: (A,<) bir posetve (a,b)e Ax A olmak lizere, a<bh veya b<a ise a ve b
elemanlarina “<” bagintisina gére kiyaslanabilir elemanlar denir.

Eger (A,<) posetindeki A4’nin bitin elemanlar ikiser ikiser kiyaslanabilirse < bagintisina

total (tam) siralama bagintisi ve (4,<) sistemine de bir zincir denir.



Ornek 1.11: A= {1, 2,3, 4,7} olsun. Kigiik yada esit olma bagintisini “<” olarak gdsterirsek

bu durumda ('4,<) bir zincirdir.

Ornek 1.1.2: X = {1, 2,3} kiimesini alalim. X ’in kuvvet kiimesi,

P(X):{@,X,{l},{Z},{3},{1,2},{1,3},{2,3}} seklindedir. P(X ), “c” kapsama

bagintisina gore bir kismi siralama bagintisidir.

Sonlu elemanli kismi sirali kiimeler Hasse diyagramiyla gosterilir. Buna gére Ornek 1.1.1 deki
A’min poseti agagidaki sekilde gosterilir, (Sekil 1.1.1).

97

L

Sekil 1.1.1

Ornek 1.1.2 deki P( X )’in poseti agagidaki gibidir, ( Sekil 1.1.2)).

{123}

Sekil 1.1.2

Tanim 1.1.4: (4,<) bir poset ve B < A olmak lGzere A iginde B ’'nin her elemanindan biylk

bir eleman varsa, buna B ’'nin bir st sinirn denir. Benzer sekilde A4 icinde B’nin her

elemanindan kiiglk bir elemani varsa buna da B ’nin bir alt siniri denir. B ’nin en blyik alt



sinirma B 'nin infinimumu denir ve inf B ile gosterilir. B ’nin en kigik Ust sinirna B 'nin

supremumu denir ve sup B ile gosterilir.

Tanm 115 : (L,<) bir poset olsun Eger her (x,y)eL icin sup(x,y)eL veya

inf(x,y) e L ise (L,<)’ye bir yar! latis siralama denir.

Tanim 1.1.6 : (L,<) bir poset olsun. Her (x,y)eL icin hem Sup(x,y)eL ve hem de

inf(x,y) € L ise (L,<)’ye bir latis siralama denir.

Tanimlardan asagidaki sonuglari verebiliriz.
Sonug : 1) Her sirali kime latis siralidir.

2) (L,<) latis sirali kiimesinde her x igin asagidaki ifadeler denktir.
a) x<y
b) sup(x,y) =y

c) inf(x,y) =X.
Latisler Gzerinde kullanilan cebirsel islemleri asagidaki gibi tanimlayacagiz.

Tanim 1.1.7 : Bostan farkli bir L kimesi (zerindeki iki ikili islem “U” (birlesim) ve “N”
(kesisim) olsun. Eger her x,y,z € L igin asagidaki ozellikler saglaniyorsa (L,m,u) 'ye bir
“cebirsel latis” adi verilir.
L:xny=ynx, XUy=yux
Ly:xn(ynz)=(xNny)nz, xU(yuz)FH(xuy)uz

Li: xn(xvuy)=x, XU(xNy)=x

L;’G kullanarak yani x N x =x N(x U(x N x)= x olmasiyla yeni bir 6zellije yani L,’e
ulasilir:

L,:xNnx=x,xUx=x olur.

Burada L, degisme, L, birlesme, L, yutma ve L, idempotent 6zelligi olarak adlandirilir.

Latis sirali kiimelerle cebirsel latisler arasindaki baglantilardan asagdidaki sonuglari verebiliriz:



Sonu¢ : 1) (L,£) bir latis sirali kime olsun. x Ny =inf(x,y) =X ve XUy
=sup(x,y) =y olarak tanimlanirsa (L,M, ) bir cebirsel latis olur.
2) (L,N, V) cebirsel latis olsun. Eger,"x < y & x N y=x"

(veya “x <y < x U y=y") seklinde tanimlarsak bu durumda (L,<) bir latis sirali kiime

olur.

Yukaridaki sonuglara goére latis sirali kimelerle cebirsel latisler arasinda birebir baginti

kurulabilecegini gordik. Simdi latislerle ilgili drnekler verelim:
Ornek 1.1.3 : Li asagidaki Hasse diyagraminda verilen latis olsun. Buna “besgen latis” adi

verilir.

Sekil 1.1.3: L, besgen latis.

Ornek 1.1.4: L‘Z asagidaki Hasse diyagramda verilen latis olsun. Buna “elmas latis” ad verilir.

1

Sekil 1.1.4: L elmas latis.

Tanim 1.1.8 : (L,<) bir latis olsun. Eger ” <” kismi siralama bagintisi ve L bir latis sirali ise

L’ye bir zincir latis adi verilir. Yani bir zincir latisde her a,be L icin a<bveyab<a

seklindedir.

Ornek 1.1.5 : L kiimesi [a,b] kapali araligi olsun. [a,b] kismi siralama bagintisina gore bir

zincir latisdir.



Ornek 1.1.6 : [0,oo) sonsuz mertebeli bir zincir latisdir.

Ornek 1.1.7 : (—oo,l] sonsuz mertebeli bir zincir latisdir.

Ornek 1.1.8 : L={0,1} iki elemanli kiimesini alallim. L zincir latisini asadidaki Hasse

diyagraminda gésteririz ve L, (C,) olarak adlandiririz.

1

|

0

Sekil 1.1.5: L, (C,) latis.

Tanim 1.1.9 : L bir latis ve S, L 'nin bostan farkl bir alt kimesi olsin. Eger S, L ‘deki igsleme

gore bir latis oluyorsa S 'ye alt latis adi verilir.

Tanim 1.1.10 : L ve M herhangi iki latis olsun . /' : L — M donlGstimiine ,
1.x U y=z = f(x)Uf(y)=f(z) ise birlegsim homomorfizmasi,
22.xN y=z= f(x)n f(y)=f(z) ise kesigsim homomorfizmasi,

3.x<yisef(x)< f(y) (Vx,ye L)ise siralama homomorfizmasi
ad verilir.

Eger f, hem birlesim hem kesisim homomorfizmasi ise f ‘e latis homomorfizmasi denir.

Tanim 1.1.11 : L bir latis olsun. Eger Vx,y,ze L igin, x U(y Nz)=(xU y)N(x U z)

veya x N (y U z)=(xnN y)u(xn z) Ozelliklerinden herhangi biri saglaniyorsa L’ye

dagiimali latis denir.

Tanim 1.1.12: L bir latis olsun. Eger VXx,y,z € L igin xéy:>xv(y/\z)=(xvy)/\z

oluyorsa L 'ye modiiler latis denir.



Ornek 1.1.9 : Asagidaki Hasse diyagramiyla verilen L latisi dagiimalidir.

1

a b
c
0
Sekil 1.1.6
Ornek 1.1.10 :
1
a .‘/ d
®cC
Do e
~. ~
~l
*
Sekil 1.1.7

Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen L latisini goz 6niine alalim.
an(bvc)=anl=a ve
(anb)v(anc)=bv0=b

oldugundan a A (bvc)# (anb)v(anc) di.

Dolayisiyla L dagilmali degildir.

Ornek 1.1.11:

Sekil 1.1.8. Elmas latis



Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen elmas latisini g6zdnune alallm. Burada

a,b,ce L igin a/\(bvc) # (a /\b)v(a/\c) oldugundan bu latis dagiimal degildir.
Ayrica 0,a,b € L igin OSb:>Ov(b/\a)=(0vb)/\a ve

a,bleLigna<b=av (b /\1) = (a v b) Al oldugundan bu latis latisi modilerdir.

Ornek 1.1.12:

Sekil 1.1.9

Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen beggen latisini alalim. Burada a,b,c € Ligin
bv (a A c) # (b v a) A (b v c) oldugundan bu latis dagilmali degildir.

Benzer sekilde a,b,ce Licginb<a=bv (a A c) # (b v a) A ¢ oldugundan bu latis modiiler

degildir.

Ornek 1.1.13: Asadidaki L latisini g6z 6niine alalim. Burada b,c,d € L igin
ba(cvd)=bnra=b ve
(bArc)v(bad)=0v0=0

oldugundan bA(cvd) # (bac)v(bAad) dir.

Dolayisiyla L dagilmali degildir.

Sekil 1.1.10



Teorem 1.1.1 : Butin zincir latisler dagilmalidir.

ispat :

.a,—l
.a:,—l
®:
®:
9
®=0

Sekil 1.1.11

Yukaridaki latisde herhangi 0,4a,,a; € Ligin 0v (a, Aa;)=(0va,)A(0vay) dr.
Yine a,,a,,1€ Ligin a, v (a; Al)= (a2 vas)/\(a2 vl) ve

a, ,,a,,,leligina, ,v (an_l Al)= (an_2 va,,) /\(an_2 vl)

dir. Bu sekilde hangi 3 elemani alirsak alalim “v” ve “A” iglemlerine gbre dagiima 6zellidi

daima saglanir. Dolayisiyla zincir latisler dagilmali olur.

Tanim 1.1.13 : L bir latis olsun. Eger her x € L igin xNny =0 ve x U y =1 olacak sekilde
en az bir y € L varsa y ‘ye x’in komplementi denir.

Eger L ’'deki bitiin elemanlarin komplementi varsa L 'ye komplementli latis adi verilir.

Ornek 1.1.14:

Sekil 1.1.12

Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen L latisi icin x, Nx, =0 (i # j) ve x, Ux; =1(i# j)

dir. Yani her x; elemaninin komplementi 7 # j iken x;’dir.



Sonug : L dagilmal bir latis olsun. Bu durumda her x € L ’nin en gok bir komplementi vardir.

Bu x' seklinde gosterilir.

Ornek 1.1.15:

b
C
d
.,
Sekil 1.1.13

Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen latis komplementli degildir. Cinki d € L igin d Ac=0
fakat d vc=a dir. Oysa d v c =1 olmasi gerekirdi. Bu durumda d 'nin komplementi yoktur.
Ustelik L’de Ovel harig higbir elemanin komplementi yoktur. Dolayisiyla L komplementli

degildir.

Ornek 1.1.16 : Asagidaki besgen latisini alalim.

Sekil 1.1.14

be Ligin barc=0 ve bvc=1 oldugundan b 'nin bir komplementi ¢ 'dir.

Ayni sekilde bAa =0 ve bv a=1 oldugundan b 'nin diger bir komplementi a 'dir.

Tanim 1.1.14: Eger bir L latisi komplementli bir dagiimali latis ise bu latise” Boolean cebiri *
veya Boolean latisi denir. Boolean cebirindeki dagima o&zelligi komplementlerin tekligini

garantiler. Yani Boolean latisinde de bir elemanin tekbir komplementi vardir.
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Tanim 1.1.15: B, ve B, iki Boolean cebiri olsun. ¢: B, = B, donistimii latis homomorfizmi

olsun. Eger bu donisim Vx e B, igin (I)(x'):((l)(x)) ozelligini sagliyorsa ¢: B, — B,

donldsimiine “Boolean cebiri homomorfizmasi” denir.

Ornek 1.1.17 : X={x1,x2,x3,x4} olsun. X’in kuvvet kiimesi P (X ) 16 elemanli bir Boolean

cebiridir.

1.2. Yarigrup, Grup ve S-Yarigrubu
Tanim 1.2.1 : S bos kiimeden farkl bir kiime olsun. S (izerinde tanimlanan bir “* " iglemi

1) Va,beSicina*beS (kapalilk)
2) Va,b,ce S igin (a*b)*c=a*(b*c)eS (birlesme)

Ozelliklerine sahipse (S, *) 'ye bir yari grup denir.

Tanim 1.2.2 : Eger (S,*) yarigrubunda Va,be Sigina*b=b*a oluyorsa (S, *)
yarigrubuna degismeli yari grup denir.

Eger S yarigrubundaki elemanlar sonlu sayida ise S ‘ye sonlu mertebeli aksi taktirde sonsuz

mertebeli yarigrup denir.

Eger S vyargrubu bir e elemanini Va € S icin a*e=e*a =a olacak sekilde igeriyorsa bu

durumda S ’ye birimli yarigrup veya monoid denir.
Eger S monoidinde bir x € S igin xy = yx = e olacak sekilde bir y € S varsa y’ye xnin tersi

veya inversi denir.

Tanim 1.2.3: (S,*) yarigrup olsun. Bostan farkli bir H < S alt kimesi S 'deki isleme gore bir

yarigrup oluyorsa H ’ye bir alt yarigrup denir.

Tanim 1.2.4 : (S,*) bir yarigrup ve S ’nin bostan farkl bir altkimesi / olsun. Eger her
seS veieliginisel (siel) oluyorsa [ 'ya bir sag (sol) ideal denir.

Eger I hem sag hem sol ideal oluyorsa I 'ya bir ideal denir.
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Tanim 1.2.5 : (S,*) ve (Sl,o) iki yarigrup olsun. Eger bir ¢:(S,*)—>(Sl,o) donisim

¢5(s1 *Sz) = ¢(Sl)o¢(s2) (Vs,,s, € S) ozelligini sagliyorsa ¢ ’ye bir yarigrup homomorfizmi

denir.

Ornek 1.21 : Zgy = {O,l,...,8} kiimesi mod 9 ’a gdre verilen ¢arpma iglemi ile mertebesi 9

olan birimli ve degismeli bir yarigruptur.

Ornek 122 : S :{0,2,4,6,8,10} kimesi mod12’'ye gére verilen carpma islemi ile

degismeli bir yarigruptur. Bu yarigrup birimli degildir.

Ornek 1.2.3 : 7 tam sayilar kiimesi alisilmis carpma islemine gére mertebesi sonsuz olan

degismeli ve birimli bir yarigruptur.

Ornek 1.2.4 : ZZ={O,$2,$4, ..... ,$2n,...} kiimesi garpma iglemine gére mertebesi sonsuz

olan degismeli bir yarigruptur. Bu yarigrup birimli degildir.

. ab
Ornek 1.25: S, , = {( dj| a,b,c,d e Z4} kiimesini alalim. Bu kime mod 4’e gdre matris
c

¢arpimi islemine gére degismeli olmayan, sonlu mertebeli bir yarigruptur. Bu yarigrubun birimi
1 10 di
= ir.
2x2 O 1

Ornek 1.2.6 : M,, ={(a b

cd

)| a,b,c,d € QQ (rasyonel sayilar cismi)} kimesini alalim. M, ,,

0
matris carpimi islemine gére degdismeli olmayan, sonsuz mertebeli ve birimi 7, , = [O lj olan

bir yarigruptur.

Ornek 1.2.7 : (Z,-) yarigrubunu alalim. pZ = {0,$p,$2p,....} kiimesi Z 'nin bir idealidir.

Ornek1.2.8: Z,, = {0,1, ..... ,13} kiimesi mod 14 ’e gére garpma iglemine gére bir yarigruptur.
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1={0,7} ve J={0,2,4,6,8,10,12} kiimeleri Z,,’in idealleridir.

Ornek 129 : X :{1,2,3,...,71} ( msonlu bir tamsayi) olmak tzere X 'in kendi lizerine olan

bitin dontsimlerinin kiimesini S(n) ile gosterelim. S(n) bu donlsumlerin bileskesi islemine

gOre bir monoiddir.

Tanim 1.2.6 : Bostan farkl bir G kimesi tizerinde bir “e " ikili islemini alalim. Eger bu ikili iglem
asagidaki ozellikleri sagliyorsa (‘G e )’ye bir grup denir.

1) Va,b e G igin asb € G (kapalilik),

2) Va,b,ceGigin as(bec)= (a-b)-c (birlesme),

3) VaeG igin ase =e+*a = a olacak sekilde bir e € G vardir (birim eleman).

4) VaeGigin asa™ = aea =e olacak sekilde bir a* vardir (ters eleman).
Eger bir G grubunda Va,b € G igin asb = bea oluyorsa G ’ye degdismeli grup denir. G 'deki

farkli elemanlarin sayisina da G ’'nin mertebesi denir.

Ornek 1.2.10: S =Zp\{0} (p asal) mod p’ye gore verilen garpma islemi ile mertebesi

p—1 olan degismeli bir gruptur.

Tanm 127 : (G,e) ve (G,*) iki grup olsun. Bir $=G— G, donisimi
(I)(a-b) = d)(a)*(l)(b) (Va,b e G) 6zelligini sagliyorsa bu dénlslime bir grup homomorfizmi

denir.

Tanim 1.2.8 : (G,») birgrupve D # H < Golsun. Eger H, G ‘deki isleme gore bir grup
oluyorsa H 'ye G ’nin bir altgrubu denir.

X:{xl,...,xn} olsun. X'in kendi lzerine bitiin birebir dénistmlerinin kiimesini S, ile
gosterelim. S, donustimlerin bileske islemine gore degismeli oimayan bir gruptur. Bu gruba n

elemanin simetrik grubu veya n elemanin permutasyon grubu denir. Bu grubun mertebesi n

n!
sonlu ise sonludur ve n! dir. S, nin mertebesi E} olan bir A < S alt grubu vardir. Bu gruba

alterne grup denir.
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Tanim 1.2.9 : E@er bir S yarigrubunun bir 6zalt kiimesi bu yarigruptaki isleme gore bir grup

oluyorsa bu yarigruba Smarandache yarigrubu denir ve S-yarigrubu olarak yazilir.

Tanim 1.2.10 : S bir S-yarigrubu olsun. Eger S 'nin bir 4 06zalt kiimesi degismeli bir grup ise

S ‘ye degismeli Smarandache yarigrubu denir.

Ornek1.2.11: Z,, = {O,l, ..... ,11} kiimesi mod 12 ’ye gére verilen garpma iglemiile bir

S-yarigrubudur. Glinkli 4, = {1, 5}, A4, = {9,3}, A4, = {4,8}, A4, = {1, 5,7,11} kiimeleri bu

isleme gore grup 6zelligini tasirlar.

Ornek 1.2.12: S(5) yarigrubunu alalim. S; < S(5) bir gruptur. Dolayisiyla S(5) bir

S- yarigrubudur.

nxn

Ornek 1.213 : M :{(al.j)’ al.jeZO} kimesi elemanlari Z°’dan alinan nxn tipindeki

matrislerin kimesi olsun. Bu kime matrislerin garpimi iglemine gdre bir yarigruptur.

P._ <M, teki olmayan (yani determinanti sifirdan farkli olan) matrislerin kiimesi matris

nxn

carpimi islemine gore bir grup oldugundan M, bir S-yarigrubudur.

Ornek 1.2.14 : p asal olmak lizere Zp = {0,1,2, ..... ,p—l} kiimesi, mod p 'ye gore verilen

carpma islemi ile bir yarigruptur. 4 = {1, p —1} (e Zp bir gruptur. Dolayisiyla Zp bir

S- yarigrubudur.

1.3. Halkalar ve Cisimler
Cisim ve yaricismi kargilastirmak ve grup halkalari ve yari grup halkalari gibi kavramlari

¢alismak amaciyla bu bélime yer verilmigtir.

Tanim 1 .3.1: Bir R kiimesi (zerinde iki ikili islem “+ "ve “» “olsun. Eger

1) (R,+) degismeli bir grup
2) Vr,s,t € R igin res € R (kapalilik) ve r-(s-t) = (r-s)-t (birlesme 6zelligi)

3) Vr,s,t € R igin r-(s +t) =res+ret ve (r + t)-s =res+5et (dagilma ozelligi)
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Ozellikleri saglaniyorsa (R,+,-) " ya bir halka denir.

(R,+) 'daki etkisiz eleman 0 'dir. Herhangi bir » € R 'nin toplamaya gore tersi ise —r olarak

gosterilir. Ayrica res yerine ise rsyazilir.

Eger R halkasinda her a,b € R igin a*b = bea oluyorsa bu halkaya degismeli halka denir.
Eger le R igin, ler =rel=r (Vr e R)ise 1€ R’ye halkanin birimi denir.
Eger s=0 olmasi =0 veya s =0 (Vr,s € R) olmasini gerektiriyorsa bu durumda R 'ye

tamlik denir. Deg@ismeli ve birimli bir tamliga ise “tamlik bolgesi” adi verilir.

(R,+,-) bir halka olsun. Eger (R \ {0},-) bir grup ise bu durumda R 'ye b6éime halkasi (veya

carpik cisim ) denir. Ayrica yukaridaki duruma ilave olarak R degismeli ise bu durumda R '’ye

bir cisim denir.
R 'nin karakteristigi, V¥ € R icin kr =r+r+...+r=0 (k tane ) esitligini saglayan en kiigiik

k dogal sayisidir. Eger boyle bir k yoksa R ’nin karakteristigi 0 olarak tanimlanir.

Ornek 1.3.1 : Q rasyonel sayilar kiimesini alalim. (Q,+,-) bir cisimdir ve karakteristigi O dir.

Ornek 1.3.2: R karakteristigi 0 olan bir cisimdir.

Ornek 1.3.3 : (Z,+.) tamlik bdlgesidir, fakat bir cisim degildir.

Ornek 1.3.4 : M, elemanlar Q’dan alinan biitin nxn tipindeki matrislerin kiimesi olsun.

Matris toplama ve garpim islemine gére M . bir halkadir ve bu halka degismeli degildir. Ayni

zamanda bu halkanin sifir bélenleri vardir ve M bir béime halkasi degildir.

Ornek 1.3.5: M'  elemanlari Q dan alinan tekil olmayan 7 x n’lik matrislerin kiimesi olmak

n

tuzere, M'  bir bdime halkasidir.

Ornek 1.3.6 : Zzs’ mod 28’e gore verilen carpma ve toplama islemine gére degismeli bir

halkadir. Bu halkada 7.4 = 0(mod28) oldugundan 7 ve 4 sifir bolenlerdir.

Ornek 1.3.7 : 2,5, mod 23’e gore verilen garpma ve toplama islemine gére bir cisimdir ve bu

cismin karakteristgi 23’tur.
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Tanim 1.3.2 : F' bir cisim olmak lizere eger F 'nin cisim olan bir 6zalt kimesi yoksa F''ye bir
asal cisim denir.

Ornek 1.3.8 : Zp (p asal) karakteristigi p olan bir asal cisimdir.

Ornek 1.3.9 : Q karakteristigi 0 olan bir asal cisimdir. Karakteristgi 0 olan biitiin asal cisimler

Qya izomorftur.

Tanim 1.3.3: R ve S herhangi iki halka olsun. Eger ¢: R — S donisimi Va,b € R igin

$(a+b)=¢(a)+¢(d)
¢(a-b)=¢(a)4(b)

ozeliklerini sagliyorsa ¢’ye bir halka homomorfizmi denir.

Tanim 1.3.4: R birhalkave I/ — R, R ’nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
1) I bir alt halka,
2YVreR veiel iginirel (riel)

ozellikleri saglaniyorsa [ 'ya R ’nin sag (sol) ideali denir.

Eger I hem sag hem sol ideal oluyorsa bu durumda [ 'ya ideal denir.

Ornek 1.3.10 : Z tamsayilarin halkasi olmak tzere, pZ ={0,£p,*2p,...} ( p € Z) kimesi

7. 'nin bir idealidir.
Ornek1.3.11 : Z,, :{0,1,...,11}, mod 12 ’ye gbére verilen carpim ve toplama iglemine gore

bir halkadir. / = {0,6}  Z,, kiimesi, Z,,nin bir idealidir. Ayni sekilde P ={0,3,6,9} ve

I, = {O, 2,4,6,8,10} kiimeleri de Z,, 'nin idealleridir.

Ornek 1.3.12 : ]R[x] bir polinom halkasi ve  p(x)=p,+ pX+..... +pnx”e]R[x]

(pos Py P, €R) mertebesi n olan bir polinom olsun. Bu durumda p(x)’in arettgi

(p(x)) bir idealdir
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Tanm 135 : ¢:R—>R' bir halka homomorfizmi olmak Uzere ¢’'nin cekirdegi

Cekg = {x € R|¢(x) = O} olarak tanimlanir. Cek¢ 'nin R ’nin bir ideali oldugu agiktir.

Tanim 1.3.6 : R bir halka ve [ ,R’nin bir ideali olsun. 1%={a+1|aeR} kiimesini

tanimlayalim. Bu kiime tzerinde
(a+1)®(b+1)=(a+b)+1 ve
(a+1)O(b+I)=ab+1

ile @ ve © iglemleri tanimlansin. Bu taktirde % bir halka olur. Bu halkaya bdlim halkasi

denir. Agik olarak bu halkanin birimi 1 dur.

Ornek 1.3.13: Z,, = {O,l,...,ll} halkasinda [ = {0,2,4,6,8,10} idealini alalim.
Zl% = {a + 1|a € le} bolim halkasini olugturalim.

[=<2>={xeZ,|x=2kkeN} ve I+1={1,35,7,9,11} olmak iizere

Zl% = {I,I+1} dir.

Acik olarak (le/,+,-) bir halkadir. Bu halka degismeli ve birimli bir halkadir. 7 +1 bu

halkanin birimidir.

Ayrica I © M olacak sekilde Z,, den farkli bir M ideali bulunamacagindan / maximal

idealdir. Dolayisiyla Zl% bir cisim olur.

1.4. Grup Halkalan

Bu boélimde grup halkalari ve vyarigrup halkalar ile ilgili cesitli Ozellikler verilecektir.
Caligmalarimizda R yi bir cisim veya degismeli bir halka ( birimi 1) olarak alacagiz.
G , herhangi bir grup olacak ve bu grup Uzerindeki islemi garpma olarak alacagiz.

S ise yine garpma iglemine gore bir yarigrup olarak alinacaktir.
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Tanim 1.4.1 : R birimli ve degismeli bir halka ve G = {gi |i € I} bir garpimli grup olsun. RG

kiimesi a, € R ve 8; € G olmak tizere bitiin sonlu ZOCigi formal toplamlarin kiimesi olsun.

1

Burada sonlu sayida harig bitin ¢, ’ler sifirdir. RG 'nin iki elemaninin toplamini

(Zaigij—'_(zbigij = Z(ai +bi )gi

i=1 i=1 i=1
ve garpimini
(zaibiJ(zbigij = Z( z ajka

iel iel iel \ g;8:=8;
olarak tanimlarsak, RG bir halka olur. Bu halkaya R Uzerinde G ’'nin grup halkasi denir.
RG etkisiz elemani 0 olan birlesmeli bir halkadir. 1€ R oldugundan G =1-G < RG ve
Ree=R < RG ’dir (burada e, G ’nin birimidir).

Eger G grubu yerine S yarigrubu alirsak RS yarigrup halkasini elde ederiz.

Ornek 1.4.1 : Q rasyonel cismini ve G=<g‘g2 =1> devirli grubunu alalim. QG grup

halkasi QG = {a +bg

a,beQ,ge G} seklindedir. Bu halka degismelidir ve karakteristigi

O-dr.

Ornek 1.4.2 : Z;=(0,...,7} halkasini ve 3 elemanin S, simetrik grubunu alahim. ZyS,, S,’Un

ZS Uzerindeki grup halkasidir. Bu halka degismeli degildir ve karakteristigi 8 dir.

Ornek 1.4.3 : S, n elemanin simetrik grubu olsun. RS~ grup halkasi karakteristigi O olan

ve degismeli olmayan bir halkadir.

Ornek 1.4. 4 : Z, ={0,1,...,4} karakteristigi 5 olan asal cisim ve G = (g’gl2 =1) mertebesi

12 olan devirli grubunu alalim. ZSG grup halkasi karakteristigi 0 olan degismeli bir halkadir

ve bu halkanin sifir bélenleri vardir. Ornegin 1+ g6 ve 4+6g6 birer sifir bélendir.
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BOLUM 2

YARIHALKALAR VE OZELLIKLERI

Bu bdlimde Smarandache yarihalkalarinin daha iyi analiz edilebilmesi i¢in dncelikle klasik
cebirden bilinen yarihalka kavrami verilip onunla ilgili bazi 6zelliklerden bahsedilecektir..

2.1. Yarihalkalar

Tanim 2.1.1 : S bostan farkli bir kime olmak Uzere bu kiime lzerinde “+” ve “«” iglemleri
asagidaki 6zellikleri sagliyorsa (S,+,-) 'ye bir yarihalka denir.

1) (S,+)degi§meli bir monoiddir (Yani (S,+) yarigrup ve a+e=e+a =a olacak
sekilde bir e € .S vardir),

2) (S,-) bir yarigruptur,

3) (a +b)-c =aec+bec ve a-(b+c) =asb+aec (VYa,b,ce§)
Eger (S,+,-)yar|halkasmda (S,-) da monoidse yani asl=1ea=a (VaeS) olacak sekilde
bir 1e S varsa (S,+,-) yarihalkasina birimli bir yarthalkadir denir.

Eger x+ y =0 olmasi x = y =0 olmasini gerektiriyorsa bu yarihalkaya “strict (tam) yarihalka”
ad verilir.

(S,-) degismeli ise S’ye “degigsmeli yarihalka” adi verilir. Eger (S,-) birim elemana sahip,
degismeli bir yarihalka ve x+y =0 olmasi x=y =0 olmasini gerektiriyorsa bu degismeli

yarthalkaya bir “yaricisim” adi verilir.

Burada kullanacagimiz ifadelerde Z° =7" {0} ve benzer olarak Q° =Q* U{0} olarak
anlasilacaktir.

Tanim 2.1.2 : (S,+,-) bir yarihalka olsun. Bu yarihalkanin karakteristigi ms=s+s+...+s5=0
(VseS) esitligini saglayan en kiuglk m  dogal sayisidir. Eder boyle bir m sayisi

bulunamiyorsa S yarihalkasinin karakteristigi O dir denir.

Burada yarihalkalarin halkalardan farkli olarak karakteristiklerinin belirtilemedigi durumlarin

varolduguna dikkat ¢cekmek gerekir. Clinki latislerde bir yarihalkanin karakteristigi belirtilemez.

Eger S yarihalkasinin sonlu sayida elemani varsa S'ye sonlu mertebeli denir ve mertebesi

|S| veya O(S) seklinde gosterilir.
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Ornek 2.1.1 : (Z°,+,-) sonsuz elemanli bir yarihalkadir ve karakteristigi 0 dir. Ayrica Z°

birimli ve degismeli bir yarihalkadir.

. ab
Ornek 2.1.2: M, , :{ d]‘ ab,c,d EZO}elemanlan 7°’dan alinan nxn’lik matrislerin
c

10
kiimesi olsun. M, , dedismeli olmayan ve birimi (0 J olan bir yarihalkadir. Ayrica M, _, nin

karakteristigi O dir ve sonsuz elemanlidur.

Ornek 2.1.3: S asagidaki Hasse diyagraminda verilen zincir latis olsun.

®0

Sekil 2.1.1

Bu durumda S Uzerindeki inf ve sup ikili islemlerine gore bir yarihalkadir. Bu yarihalka

sonlu mertebeli dedismeli bir yarihalkadir ve karakteristigi belirtilemez.

Ornek 2.1.4 : Agagidaki hasse diyagramiyla verilen L latisini alalim.
1

d b

Sekil 2.1.2
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M, ,= {(%)‘ a; € L} kimesi degismeli olmayan, sonlu mertebeli bir yarihalkadir. Bu

100
yarihalkada | 01 0 | elemani birim elemandir.
001

Ornek2.1.5: M, = {(al.j)‘aﬁ € ZO} mertebesi sonsuz olan ve karakteristigi O olan bir

yarihalkadir.

Ornek 2.1. 6:

<X é
i
Sekil 2.1.3

Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen latis degismeli bir yarihalkadir. Bu yarihalka sonlu
mertebelidir ve karakteristigi belirtilemez.

Tanim 2.1.3: §, ve S, ikiyarihalka olsun. S, x S, direkt garpimi,

S, xS, = {(Sl,S2)|S1 €s,,s, € SZ} seklinde tanimlanir.

Sl X S2 bilesen tarzinda verilen toplama ve c¢arpma islemine gbére (yani, her
(sl,sz), (tl,tz) e §; xS, icin (sl,s2)+(t1,t2) =(sl+t1,s2 +t2) ve

(sl, S, )-(tl, tz) = (slctl, S, -tz) islemlerine gbre) bir yarthalkadir.

Benzer bir diigtinceyle S, S, ..., S, , n tane yarihalka olmak Uzere,

S, x 8, %x..S, :{(sl,sz,...,sn)

s, €8 ,i=1, 2,...,n} seklinde yazilabilir.

Ornek 2.1.7 : Z° yarihalkasini alahm. Z° x Z° x ZO={(a,b,c)

a,b,ce ZO} bir yarihalkadir.



21

Ornek 2.1.8 : S, iki elemanl bir zincir latis ve S, asagidaki Hasse diyagramiyla verilen latis

olmak tzere,

Sekil 2.1.4

S, x8,= {(0,0),(0,1),(O,a),(O,b),(l, 0),(1,1),(1,a),(1,b)} kiimesi bir yarihalkadir.

S, xS, ’yi agagidaki Hasse diyagramiyla gosterebiliriz.

Sekil 2.1.5

Ornek 2.1.9 : S asa@idaki Hasse diyagramiyla verilen latis olsun.

1

Sekil 2.1.6

Bu durumda S birimli ve degismeli bir yarihalkadir. Bu yarihalka sonlu mertebelidir.
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XX

142 .. . , e - . .

Soo :{( jxl,xz,x3,x4 GS} kiimesi, elemanlari S 'den alinan bitiin 2x 2’lik matrislerin

X
374

a b b
kiimesi olsun. 4 2( j ve B 2( . Zj elemanlariigin S, , Uzerindeki “+” islemi
3 Y4

a, a, b, b, a, Vb, a, b, §
A+B= + = olarak tanimlansin. Buna goére (S, ,,+)
a, a, b, b, a;, Wb, a, b,

degismeli monoiddir.

(al azj (bl sz ((almbl)u(azmbii) (almbz)u(azm[%)j
"e”iglemi de AeB = + = olarak
a, a, b, b, (a;nb)u(a, vby) (a;nb,)U(a, Ub,)

tanimlanirsa (S,,,, *) bir yarigrup olur.

Carpmanin toplama Uzerine dagiima 6zelligi bulundugundan yarihalka olma sartlari saglanir.

ab la 11 al
A= , B= icin AeB = ve Bed= oldugundan AeB # BeA olur.
01 bb bb 0b

Dolayisiyla (S,,,,+.) bir yarihalkadir ve bu yarihalka degismeli degildir.

2.2. Yarihalkalarin Ozellikleri
Bu bélimde bir yarihalkadaki altyarihalka, ideal, idempotent, sifir bélen gibi kavramlar

aciklanarak bunlarla ilgili 6rnekler verilecektir.

Tanim 2.2.1 : § bir yarihalka ve P < S olsun. Eger P, S’deki igleme goére bir yarihalka

oluyorsa bu durumda P ’ye bir altyarihalka denir.
Ornek 2.2.1: Z° vyarihalkasini alalim. 2Z° ={0,2,4,...} kiimesi, Z°’in bir altyarihalkasidir.

Ornek 2.2.2: 7Z° [x] polinom yarihalkasini alahm. Z°, Z° [x]’in bir altyarihalkasidir.
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Ornek 2.2.3:

Sekil 2.1.7

Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen S latisi dagimalidir. Bu latis bir yarihalkadir.
L= {1, a,c,d,e,g,h,O} c S zincir latis oldugundan yarihalkadir. Dolayisiyla L, S 'nin bir

altyarihalkasidir.

Tanim 2.2.2 : S bir yarihalka ve S ’'nin bostan farkl bir alt kimesi I olsun. Eger [ yarihalka

ve Viel ve se S igin is € I(si e l) oluyorsa [ 'ya bir sag (sol) ideal denir.

Eger I hem sag hem sol idealse bu durumda [, .S 'nin bir idealidir denir.

Ornek 2.2.4 : Z° yarihalkasini alalim. n herhangi bir tamsay| olmak uzere n Z°, Z°'n bir

idealidir.

Ornek 2.2.5: S asa@idaki Hasse diyagramiyla verilen latis olsun.

1

0
Sekil 2.1.8
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Bu taktirde S bir yarihalkadir. 1={0,d,c,a,b} bir zincir latis oldugundan altyarihalkadir.

Ayrica [’dan alinan her eleman ile S ’den alinan her elemanin garpimi [ 'nin bir elemani

oldugundan [, S ’nin bir ideali olur.

Tanim 2.2.4 : S bir yarihalka olsun. Eger bir xeS\{O} icin  xey =0 olacak sekilde bir

y #0e S bulunabiliyorsa x'e S 'nin bir sifir béleni denir.

Tanim 2.2.5: S birimli ve dedismeli olmayan bir yarihalka olsun. Eger bir x € S'igin xey =1
(veya yex =1) olacak sekilde bir y €S bulunabiliyorsa x e .S'ye S’nin bir sag (veya sol)

birimsel elemani denir.

Tanim 2.2.6: S bir yarihalka olsun. Eger bir x € S igin xex =x?=x oluyorsa x & S ‘ye bir

idempotent eleman denir.

Ornek 2.2. 6: S asa@idaki Hasse diyagramiyla verilen yarihalka olsun.

1

Sekil 2.1.9

a,b € S icin asb =0 oldugundan a bir sifir bdlendir. Ayrica a’=a ve b*=b oldugundan a

ve b idempotent elemanlar olur.

Ornek 227 : S=7Z°x Z° x Z° olsun. Bu durumda S bir yarihalkadir. a=(8,0,2) ve

bz(0,6,0) igin a-b:(0,0,0) oldugundan a ve b, S ’nin sifir bélenleridir.

Bundan bagska sifir bélenler de bulunabilir.

Ornek 2.2.8: §=Q° x Q° x Q° x Q° yarihalkasini alalim. (1,1,1,1) bu yarihalkanin birimidir.
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a= 3EEZ e S alirsak b= 14Eg e S igin a-b:(l,l,l,l) oldugundan a’nin
4 3 2 3 57

inversi (tersi) b € S olur. Béylece S ’nin birimsel elemanlari vardir.

N ab
Ornek 2.29 : M, , :{( d]‘ a,b,c,de(@o} matris toplam ve c¢arpim islemine goére bir
c

yarihalkadir. M, , dedismeli degildir ve asikardan farkli birimleri vardir.

Tanim 2.2.7: S ve S'’ iki yarihalka olsun . Eger ¢ : S — S'dénisimi Va,b € S igin

¢(a+b) = ¢(a)+¢(b) ve ¢(a-b) =¢(a)-d)(b) ozelliklerini sagliyorsa ¢ 'ye bir yarihalka
homomorfizmi denir. Eger ¢ birebir ve 6rtense bu durumda ¢’ye bir yarihalka izomorfizmi

denir.

Ornek 2.2.10 :

Sekil 2.1.10

Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen C ve L, latisleri arasindaki bir homomorfizm
p= {(O,O),(al,c),(az,c),(a3,a),(a4,a),(1,l)} seklindedir. Gergekten de
$(a,va,)=¢(a,)vé(ay) ved(a, nay)=¢(a,)nd(a,),

¢(a3 va4) =¢(a3)v¢(a4) ve ¢(a2 /\a4) :¢(a2)/\¢(a4)

oldugu kolayca gortlebilir.
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Tanim 2.2.8 : S bir yarihalka olsun. Egera+b=0 olmasi a=0ve b=0 olmasini

gerektiriyorsa S 'ye bir tam (strict) yarihalka denir.

Ornek 2.2.11: Z° ve @0 yarthalkalari tam (strict) yarihalkalardir.

Ornek 2.2.12 : Asa@idaki Hasse diyagramiyla verilen zincir latis bir  yarihalkadir. Bu
yarihalkada aVv b =0 olmasini saglayan a =0 ve b # 0 olacak sekilde hicbir eleman yoktur.

Dolayisiyla bu yarihalka bir tam (strict) yarihalkadir.

1

Sekil 2.1.11

Tanim 2.2.9 : S birimi 1 olan bir yarihalka olsun. Eger bir x €S igin xy= yx =1 olacak

sekilde bir y € S varsa x e “terslenebilirdir” veya “ x nin tersi vardir” denir.

Ornek 2.2.13 : Q° yarihalkasini alalim. QO\{O} 'daki her eleman terslenebilirdir.

2.3. Dagilmali Latislerde Yarihalkalar
Bu bélimde yarihalka olan dagiimali latisler ve bunlarin 6zelliklerinden bahsedilecektir. Burada

C, , n elemanli bir zincir latis olarak asagidaki Hasse diyagramindaki gibi alinacaktir. Burada

en kugik eleman 0, en blyiik eleman 1'dir.
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®=1
L |
®:
®:
®5
®; =0
Sekil 2.3.1

“U” (veya max) ve “N” (veya min) ikili islemlerini alahm. C, zincir latisi bu islemlere gére

dagilmali bir latis olur ve  C, bir yarihalkadir.

Teorem 2.3.1 : (L,u,m) dagilmali latis olsun. Bu durumda L bir yarihalkadir.

ispat : L, “U” islemine gére degismeli bir yarigruptur ve “0” birim elemandir. L,” N” islemine
goOre degismeli bir gruptur ve U ve M digeri Uzerine dagiimahdir. Dolayisiyla (L,u,m) bir

yarihalkadir.

Sonug : 1) Bitin zincir latisler yarihalkadr.

2) Bir kimenin kuvvet kimesi birlesim ve kesisim islemlerine gére dagilmali bir
yarihalkadir.

Uyar : Bitiin latisler yarihalka degildir. Ornegin asagidaki Hasse diyagramiyla verilen elmas
latisde

an(bvc)=anl=a ve
(anb)v(anc)=0v0=0
oldugundan aA(bvc)# (anb)v(anc) dir.

Dolayisiyla bu latis bir yarihalka degildir.

Sekil 2.3.2
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Ornek2.31: M, . = {(aii)’ a; €C, :(0,1)} olmak tizere

a0000O0
0,000
A=3{00c¢c00 | a,b,c,d,eecC, » kimesiigin 4+4= A oldugundan A4 bir idempotent
000dO0
0000e

matristir. M, . ‘ten alinan herhangiiki 4 ve B elemaniigin A*B # B+A oldugundan M. .
degismeli degildir. Matrisin elemanlari C, latisinden alindigindan ve latislerin karakteristigi

belirtilemediginden M . nin karakteristigi de belli degildir.

Teorem 2.3.2 : B bir Boolean cebiri olsun. Bu durumda B bir yarihalkadir.

ispat : B dagilmal bir latis oldugundan Teorem 2.3.1’den B bir yarihalka olur.
Teorem 2.3.3 : Dagiimali latislerin direkt carpimi bir yarihalkadir.

ispat : Dagilmali latislerin direkt carpimi yine dagiimalidir ve dagilmali latisler yarihalka

oldugundan bunlarin direkt ¢carpimi bir yarihalka olur.

Ornek 2.3.2 : L, L,, L;, asagidaki Hasse diyagramiyla verilen latis olmak Uzere,

S'= L xL,xLjolsun. Budurumda S bir yarihalkadir.

> ;

Sekil 2.3.3

Dagilmali latisleri kullanarak sonlu ve degismeli olmayan yarihalkalar insa edilebilir. Ornegin

L, 0 ve 1'iigeren dagilimali latis olsun. Bu durumda L = {O,xl,xz,...,xn,l} seklindedir.
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M, = {(aij)|al.j. € L} olsun.

Toplama “+ ” ve garpim “«” iglemlerini asagidaki gibi tanimlayalim:

a= (al.j ),b = (bl.j) olmak Uzere,

a+b= =(al.jubﬁ) ve

ay...a,, \|(by..by, Cyy--Cy,

Ay...0y, || by...b,, Cpp--Cy),
aob = o = ,

a,..a, )\b,..b, Cy.Cpp

burada ¢, =[(a;; N b, )V (a, N by)U...(a, N b,)dr.

“U” ve “N" iglemlerinin birbiri Gzerine dagiima 6zelligi oldugundan (ginki L dagiimalidir)

(Mw,+,-) sonlu ve degismeli olmayan bir yarihalka olur. Bu yarihalkada sifir matrisi

toplamsal birimdir ve kdgsegen elemanlari 1 ve diger elemanlart O olan [ matrisi birim

nxn

elemandir.

Yukarida da goérildigu Uzere bu insa yontemiyle sonlu ve degismeli olmayan yarihalkalar elde
edebilir. Ayrica bu yarihalkalarin sifir bélenleri de olabilir.

Ornek 2.3.3 :

.

®d

LN

Sekil 2.3.4
B, ve B, yukaridaki Hasse diyagramlariyla verilen latisler olmak lizere, B, x B, bir

yarihalkadir.
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)10)=(0,0),
2)(d,0)=(0,0),

(
¢,0)+(0,1)=(0,0)

(0
Bu yarihalkada 6rnegin (0
(
oldugundan (O,y),(l,O),(O,Z),(d,O),(c,0),(0,1),... gibi elemanlar sifir bolenlerdir.
Ayrica B, x B, deki hangi elemani alirsak alalim
(6rnegin (d,y)-(d,y) = (d,y), (O,v)-(O,v) = (O,V),...) bu elemanin kendisiyle carpimi yine

kendisine esittir. Dolayisiyla her eleman idempotent elemandir.

Yine her eleman igin (6rnegin (d, x),(c, z) € B, x B, igin (d,x)-(c, z) = (c, z)-(d, x) ) carpma

islemine gére degdisme 6zelligi mevcut oldugundan B, x B, degdismeli olur.

Ornek 2.3.4 :

®0

Sekil 2.3.5

Sekildeki Hasse diyagramiyla verilen L latisini alahm. M, , :{(aﬁ)’aij EL} elemanlar L

alinan bitiin 3x 3’luk matrislerin kiimesi olmak lizere, M, , O6rnek 2.3.2 ‘deki tanimlanan

islemlere gore degismeli olmayan sonlu bir yarithalkadir.

Teorem 2.3.4: A sonlu elemanl bir kiimesi ve P(A) , A’nin kuvvet kiimesi olsun. P(A) 'da

i) & ve A harig her eleman bir sifir bélendir.

ii) Her eleman bir idempotent elemandir.

ispat: i) P(A) 'daki tek elemanl alt kiimeler birer sifir bélendir. iki elemanli bir alt kiimenin sifir

bdlen olmasi igin P(A) ‘da bu iki elemanl kiimede igerilmeyen bir eleman segilerek
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kesigimlerinin bos kiime olmasi sagdlanir. Ornegin

{xl} ,{xz} € P(A) icin {xl} m{xz} =0,

{x, %} (x5, x,} € P(A) igin {x,x,} N {x;,x,} =D

olur. Bu yolla P(A) ‘daki butlin elemanlar igin kesisim bos kiime olacak sekilde elemanlar
secilebilir. Tanim geregi & sifir bélen olamaz. Ayrica kesisim bos olacak sekilde eleman
bulunamadigindan kiimenin kendisi de sifir bolen olamaz. Dolayisiyla P(A) 'daki & ve A
hari¢ her eleman bir sifir bélendir.

i) Vx e P(A) icin x ‘ler birer kiime oldugundan ve bir kiimenin kendisiyle kesisimi (¢arpimi )

yine kendisine esittir. Yani x M x = x dir. Dolayisiyla Vx € P(A) bir idempotent elemandir.

2.4 Polinom Yarihalkalari
Polinom yarihalkalari daha ziyade Smarandache yarivektér uzaylarinin insasinda kullanilir. Biz

burada sadece tanimini ve birkag 6rnek verecegiz.

Tanm 241 : S birimli ve degismeli bir yarihalka olsun. s,+sx+..+s x"

(n dogalsayl, s,,...,s, €S) formundaki elemanlardan olusan kiime polinomlarin bilinen
toplama ve g¢arpma iglemine gdre bir yarihalkadir. Bu yarihalkaya polinom yarihalkasi denir ve

S[x] seklinde gosterilir.

Ornek 2.4.1 : 7° yarihalkasini alalim. Z° [x] bir polinom yarihalkasidir ve bu yarihalkanin

sifir bélenleri yoktur.

Ornek 2.4.2 : S asagidaki Hasse diyagramiyla verilen dagilmal latis olsun. Bu durumda
S[x] bir polinom yarihalkasidir. Bu yarihalka sifir bdlensiz ve degismeli bir yarihalkadir.

91
®

L

Sekil 2.4.1
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Ornek 2.4.3 : S asagidaki Hasse diyagramiyla verilen dagilmali latis olsun. S[x] degismeli ve

sifir bélenli bir polinom yarihalkasidir.

C

O

Sekil 2.4.2

2.5 Grup Yarnihalkalari ve Yarigrup Yarihalkalari
Grup yarihalkalari ve yarigrup yarihalkalari dnce sonlu ve degismeli olmayan yarihalkalar igin

verilecektir. Daha sonra bu metod sonsuz ve degismeli olmayan yarihalkalara genigletilebilir.

Tanim 2.5.1 : S birimli ve degismeli bir yarihalka ve G = {gl. |i S I} bir carpimli grup olsun.

SG kimesi a;, €S ve g;€G olmak izere biitiin sonlu Zal.gl. formal toplamlarin kiimesi

olsun. Burada sonlu sayida harig bitin &, ’ler sifirdir. SG 'nin iki elemaninin toplamini

(z aigij+(zbigiJ = Z(ai +b,' )gi
i=1 i=1 i=1
ve carpimini

(zaibij(zbigij=2[ ) afbk]

iel iel iel \ g;8k=8;

olarak tanimlarsak, SG bir yarihalka olur. Bu yarihalkaya S (izerinde G 'nin grup yarihalkasi

denir.

leG veleS icin 1:G=G < SG ve S1=5c SG dir.

SG grup yarihalkasi G 'nin degismeli olmasi durumunda degismeli grup yarihalkasi adini alir.
Eger S karakteristigi O olan sonsuz mertebeli yarihalka ise SG de karakteristigi O olan
sonsuz mertebeli grup yarihalkasidir.

Eger S sonlu yarihalkasi sonlu bir dagiimal latis ise SG de sonlu bir grup yarihalkasi olur.

Ama karakteristigi belirsizdir. Clnki dagiimali latislerde karakteristik belirsizdir.
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Tanim 2.5.2 : S degismeli ve birimli bir yarihalka ve L g¢arpma islemine gére birimli bir
yarigrup olsun. LS yarngrup yarihalkasi da grup yarihalkasina benzer olarak tanimlanir.

Burada tek degisen G grubu yerine L yarigrubunun alinmasidir.

Yarihalkalarin karakteristikleri i¢cin asagidaki durumlar vardir :

1) Yarihalkalarin karakteristikleri 0 olabilir. Q°,Z° R® gibi ...

2) Yarihalkalarin (sonlu yada sonsuz) bir karakteristigi olmayabilir. Bitiin dagiimali latisler
gibi...

3) Yarihalkalarin karakteristigi 7 gibi pozitif bir tamsayi olabilir.

3. duruma sahip olan yarihalkalarin varligi bir agik problemdir.

Ornek 2.5.1 : Z° yarihalkasini ve S, simetrik grubunu alalim. ZOS3 grup yarihalkasi sonsuz

mertebeli, degismeli olmayan bir grup yarihalkasidir. Bu grup yarihalkasinin karakteristigi 0
dir.

Ornek 2.5.2 : Q° vyarihalkasini ve G =(g|g" =1) devirli grubunu alahm. Q°G bir grup

yarihalkasidir. Bu grup yarihalkasi sonsuz mertebeli, degismeli ve karakteristigi O olan bir grup

yarihalkasidir.

Ornek 2.5.3 : § bir zincir latis olsun. 4 elemanin S, simetrik grubunu alalim. SS, grup

yarihalkasi degismeli olmayan ve sonlu mertebeli bir grup yarihalkasidir. Bu grup yarithalkasinin

karakteristigi belirsizdir.

Ornek 2.54 : Z° yarthalkasini ve 5 elemanl bir kimenin kendi Uzerine olan butin
déntistmlerin kiimesi olan S(5)’i alalim. S(5) bir yanigruptur. Z°S(5) yangrup yarihalkasi

degismeli olmayan ve karakteristigi O olan bir yarigrup yarihalkasidir.

Ornek 2.5.5 : X sonlu bir kime ve P(X ), X in kuvvet kimesi olsun. L=P(X ) kimesi ,

“U” iglemine goére bir yarigruptur. QO bir yarihalkasini alalim. Bu durumda QOL yarigrup

yarihalkasi degismeli ve karakteristigi O olan bir yarigrup yarihalkasi olur.
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Ornek 2.5.6 :

Sekil 2.5.1

Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen S latisi bir yarihalkadir. G=<g‘g5 =1) mertebesi 5
olan bir devirli grup olsun. Bu durumda o = ag +bg® ve f=ag’+b igin, a, B € SG\ G dir.
Fakat a<f =(ag erg?’)(ag3 +bg ): ag* +bg* =(a+b)g* =g" €G olur. Yani burada

a, f ¢ G olmasina ragmen a+f3 € G elde edilmis olur.

Teorem 2.5.1 : G=(g|g" =1) mertebesi n olan bir devirli grup ve S de mertebesi 2 den

bliyiik bir Boolean cebiri olsun. Bu durumda «, 8 € SG\G igin her g' € G elemani a+f
seklinde gosterilebilir.

ispat: g' € G olsun. k+i=r olmak lizere a = (a,g" +a,'g") ve B=(a,'g" +a.'g")
(a,,a,"€ Sicin aa,'=0 ve a,+a,'=1)alalim. Buradan

af=(ag+a'g)a'g" +ag)=(a+a") g =1g =g G elde edilir.
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BOLUM 3

SMARANDACHE YARIHALKALARI

Bu bdlimde Smarandache yarihalkalari ile ilgili bilgiler verip onlarla ilgili bazi sonuglardan
bahsedecegdiz. Her yarihalkanin bir Smarandache yarihalkasi olmadigini gosterecegiz. Cesitli

orneklerle konunun daha kolay anlasiimasini saglayacagiz.

3.1.Smarandache Yarihalkalan
Tanim 3.1.1(Smarandache,Florentin) : S bir yarihalka olsun. Eger S’nin bir B 06zalt kiimesi
S 'deki isleme gobre bir yaricisim ise S ‘ye bir Smarandache yarihalkasi denir ve kisaca

S-yarihalkasi olarak yazilir.

Ornek 3.1.1: Q° yarihalkasini alaim. Z°  Q° 6zalt kiimesi bir yaricisim oldugundan Q°

yarihalkasi bir S-yarihalkasidir.

Ornek 312 : M ={(aﬁ)’ al.jeZ+u{O}} olsun. M

nxn

matris toplama ve c¢arpim

nxn

islemlerine goére bir yarihalkadir. 4 = {(al.j) a;=0,i#j ve a,el’ U{O}} kiimesi,

elemanlari Z+u{0} ‘dan alinan butin diagonal (kdsegen) matrislerin kimesidir. Bu kime

matris toplama ve garpim islemlerine gére bir yaricisimdir. Dolayisiyla M, . bir S- yarihalkasi

olur.

Ornek 3.1.3 : S, asagidaki latis diyagramindaki gibi olsun. Min-max islemine gére S bir

yarihalkadir. 4 = {1,b,g,h,0} kiimesi bir yaricisim oldugundan S bir S-yarihalkasi olur.

L]

Sekil 3.1.1
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Ornek 3.1.4 : Z° yarihalkasini alaim. Z°’in yaricisim olan bir 6zalt kimesi olmadigindan Z°

bir S-yarihalkasi degildir.

Teorem 3.1.1: Her yarihalka bir S-yarihalkasi degildir.
ispat : Ornek 3.1.4 de verilen yarihalka bir S-yarihalkasi degildir. Bir bagka érnek olarak G,

zincir latisini alabiliriz. C,’'nin yaricisim olan bir ézalt kiimesi olmadigindan C, de bir

S-yarihalkasi degildir.

Ornek 3.15: Z° [x] polinom yarihalkasini alalim. 7° < 7° [x] Ozalt kimesi bir yaricisim
oldugundan Z° [x] bir S-yarihalkasi olur.
Ornek 3.1.6: C, [x] polinom yarihalkasini alalim. C, < C, [x] Ozalt kimesi bir yaricisim

oldugundan C, [x] bir S-yarihalkasi olur.

Teorem 3.1.2: S bir yaricisim olsun. Bu taktirde S[x] polinom yarihalkasi bir
S-yarihalkasidir.
ispat: S yaricisim ve S[x]‘de igerildiginden S[x] polinom yarihalkasi bir S-yarihalkasi

olur .

Teorem 3.1.3 : 0 ve 1’iigeren bitiin dagiimali latisler S-yarihalkasidir.

ispat : L latisi Ovel'i iceren dagimali bir latis olsun. L, O vel’i icerdiginden

A= (0,1) c L bir yaricisim olur. Dolayisiyla L bir S-yarihalkasidir.

Yukaridaki érneklerde degismeli S-yarihalkalarini ele aldik. Simdi ise sonlu ve sonsuz degismeli

olmayan S-yarihalkalarinin yapilarini gérelim .

Ornek 3.1.7: M, = {(aij)’al.j € ZO} kiimesi, elemanlari Z°'dan alinan biitiin 7x 7 tipindeki

matrislerin kiimesi olsun. Bu kiime matris toplama ve ¢arpim islemine gére bir yarihalkadir. Bu

yarihalka degismeli degildir. A= {(aii) a; = 0,i#j ve a; € ZO\{O}} U {sifir matrisi}

kiimesini alirsak 4 < M, bir yaricisim olur. Dolayisiyla M, bir S-yarihalkasidir.
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Tanim 3.1.2 : E§er bir S-yarihalkasi sonlu sayida elemana sahipse buna sonlu bir S-yarihalkasi

aksi halde sonsuz bir S-yarihalkasi denir.

Ornek 3.1.8 : M, , kimesi, elemanlari agagidaki dagiimali latisten alinan 3x 3’lik matrislerin

kiimesi olsun. Bu kiime bir yarihalkadir.

Sekil 3.1.2
000
A= {(al.j) a;=0,i#j ve a, eL\{O}}u 000 |;cM,, kimesi bir vyaricisim
000

oldugundan M, , bir S-yarihalkasi olur.

Ornek 3.1.9: 7Z° yarihalkasini alalim. Z°  bir S-yarihalkasi olmamasina ragmen

S=7"x7°x7°x7° yarihalkasi bir S-yarihalkasidir. Ginkii P:{(x,0,0, 0)’er°} c S bir

yaricisimdir.

3.2.S-yarihalkalarindaki Altyapilar
Bu bélimde S-altyarihalka, S-ideal,... gibi kavramlardan bahsedilecektir.

Tanim 3.2.1: § bir yarihalka olsun. S 'nin bir A 06zalt kiimesinin P gibi bir 6zalt kiimesi S

deki isleme gore bir yaricisim oluyorsa A 'ya bir S-altyarihalkasi denir.

Ornek 3.2.1 : Ornek 3.1.7 de verilen M yarihalkasini alalim. M, . bir S-yarihalkasidir.

nxn
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a4, 0..0 0
0 0.00

B=4|. . .. |layvea, eZ U{0}
0 . 00
00 Oa,

kiimesi bir S-altyarihalkasidir.

Teorem 3.2.1 : S bir yarihalka olsun. Eger S 'nin bir S-altyarihalkasi varsa bu durumda S bir
S-yarihalkasidir.
ispat : S yarihalka ve A4, S’nin bir S-altyarihalkasi olsun. Bu durumda bir Pc A4 o6zalt

kiimesi yaricisim olacak sekilde bulunur. P — A — S oldugundan S bir S-yarihalkasi olur.

Ornek 322 : 7° [x] yarihalkasini alalim. A:{p(x)eZo [x]| derp(x)zgift} olsun. Bu

durumda A bir S-altyarihalkasidir. Ginkii Z° < A bir yaricisimdir.

Ornek 3.2.3 : Z° yarihalkasini alalim. Her p tamsayisi igin pz ={0,p,2p,...} kiimesi Z°'in

altyarihalkasidir. Bu altyarihalka bir S-altyarihalkasi degildir.

Bu 6rnekten de anlasilacagi lGzere her S-yarihalkasinin bir S-altyarihalkasi bulunmak zorunda
degildir. Ayni sekilde her altyarihalkada da bir S-altyarihalkasi bulunmayabilir.

Ornek 3.2.4 : S asagidaki Hasse diyagramina sahip olan bir latis olsun. Bu durumda S bir

yarihalkadir.



39

Sekil 3.2.1

Bu yarihalkada A= (0,1) < S bir yaricisim oldugundan S bir S-yarihalkasi olur.

S’nin altyarihalkalari mevcuttur. Bunlardan Bz{d,b,c,a,O} bir altyarihalkadir fakat B ’'nin

yaricisim olan bir alt kimesi bulunmadigindan B bir S-altyarihalkadegildir.

Teorem 3.2.2 : § 'nin her altyarihalkasi bir S-altyarihalka degildir.
ispat :Ornek 3.2.4 te gorildiugi gibi S bir S-yarihalkasidir 4 = {a,O} c S bir altyarihalkadir

fakat S-altyarihalkasi degildir.

Ornek3.25: M, , = {(aii)’ a; € ZO} bir S-yarihalkasidir.

a,,0 0
A=4/0ay,0 ‘ a,,a, €7’ < M, , kimesi M, ,'in bir altyarihalkasidir.

000
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a,,0 0
P=41000 alleZO c A bir vyaricisim oldugundan A bir S-yarihalkasi olur.
000
100
P yaricisminin  birim elemani |0 O O | dir ve bu birim eleman M, ,’Un birim elemani
000
degildir.
Ornek 3.2.6 :

Sekil 3.2.2

Yukaridaki Hasse diyagramiyla verilen latis bir yarihalkadir. 4 = {O,e,d,c,b,l} kiimesi bir

yaricisim oldugundan bu yarihalka bir S-yarihalkasidir. Bu yarihalkanin birimi 1 dir.
Vx € L igin x+y =1 olacak sekilde bir y #1e L bulunamadigindan bu yarihalkadaki

elemanlarin tersleri yoktur.

Tanim 3.2.2 : S bir S-yarihalkasi olsun. Eger S 'nin degismeli bir S-altyarihalkasi varsa S 'ye
bir S- degismeli yarihalkasi denir.

Aciktir ki bir yarihalka eger degismeli ve S-yarihalkasi ise S-yarihalkasi da degismeli olur. Fakat
yarthalkanin degismeli olmadigi buna karsilik S-yarihalkasinin degismeli oldugu durumlar da

s6zkonusudur. Bunu asagidaki 6rnekte gorelim:

Ornek 3.2.7 : M, , (3.2.5. 6rnekteki) degismeli olmayan yarihalkadir. Bu yarihalka bir
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a,0 0
S-yarihalkasidir. A=4|0 a,,0 || a,,a,, €Z°} = M, alirsak, A degismeli bir altyarihalka
000

olur.

Ornek 3.2.8 : Degismeli bir S-yarihalkasi degismeli bir yarihalka olmayabilir. Buna érnek olarak
Ornek 3.2.7 gésterilebilir. M, , degismeli bir yarihalka degildir ama degismeli bir
S-yarihalkasidir.

Tanim 3.2.3 : S bir yarihalka olsun. Asagidaki sartlari saglayan bir P — S 6z alt kiimesine
S-sag(sol) ideal denir,

1) P bir S-altyarihalkasidir.

2)Her pe P ve VYae A ( Ac P biryaricisim)igin ap( pa)e Adr.

Eger P hem sag, hem sol ideal ise bu durumda P ’ye S 'nin bir S-ideali denir.

Ornek 3.2.9: S=7"xZ°x7° yarihalkasini alallm. K = {(x, O,y)’x,y € ZO} c S alalim.
P= {(x,0,0)x € ZO} c K bir yaricisim ve her k€ K ve p e P igin kp(pk) eP

oldugundan K = {(x,O,y)’x,y GZO} kiimesi S ’'nin bir S-ideali olur.

Ornek 3.2.10 : M, , (3.2.5.6rnekteki ) yarihalkasini alalim.

a,,0 0
P=:0 a,0||a,,a,cZ’} kimesi M, in bir S-idealidir.

000

Ornek 3.2.11 : M, ,elemanlari C, zincir latisinden alinan bitin 2x 2’lik matrislerin kiimesi

olsun.
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oollool oo} {oo}lualas Hoahlao ao 2} o)
il

seklindedir. {( j ( j}CMM bir yaricisim oldugundan M, , bir S-yarihalkasidir.

M,,, =

00
:{( J ( j}cMz , bir altyarihalkadir fakat bir S-altyarihalkasi degildir. Dolayisiyla
00)\00

10}(10)(00
S, M, 'nin S-ideali olamaz. B = , , kiimesi de bir S-altyarihalkasi
00){01)(00

olmasina ragmen M, , nin bir S-ideali degildir .

Teorem 3.2.3 : S bir S-yarihalkasi olsun. S 'nin her S-ideali bir S-altyarihalkasidir ama her

S-altyarihalkasi S 'nin bir S-ideali degildir.

ispat : =) Tanimdan aciktir.

, 10)(10)(00
<): Ornek 3.2.11de oldugu gibi 4= , , c M, , bir S-altyarihalkasidir
00){01){00

fakat bir S-ideali degildir.

. ab
Ornek 3.212: M, , = {( dj’ a,b,c,d e ZO} yarihalkasini alalim.
c

ab ol .. N a0 0 .
A= 0 ’ a,b,c €7} bir S-altyarihalkasidir. Cink( B = 00 ’ aecZ +c A bir
c

yaricisimdir.

ab kO
Fakat x = (O j €eAve y= [0 Oj € B igin x+y € 4 olmasina ragmen yex ¢ 4 oldugundan
c

A bir S-ideal olmaz (sadece S-sol ideal olur).

10) (00) (10
Benzer sekilde P = , , c M, , de S-altyarihalkasi olmasina ragmen bir
01,100,100

S-ideal degildir.
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Teorem3.23: M, , = {(aii)’ a; €C, :(0,1)} kiimesini alalim.

4,0 00 a;,00 0
K= Oa2200|a Ay a3, €C ¢, L= 0a2200|a a,, € C, v kiumeleri M, ,’in
00 a0 [ A=t 0000 Ardest 4x4
0000 0000
S-idealleridir.
a; 0. 00
0 ay,..0 0
Bunu nxn igin genisletecek olursak, K =</ .......ccoenins | 1110595000, 4, 4 €C,
0 1,4 0
0 00
iy 0.0 0 a, 0......0 0
0 ay,...0 0 0 a,..0 0
o | e |a11)azz!--)an72nfzecz ~v=llo 0. 00 |a11,azz€Cz
0. a, ,, , 0
(0 AT 00
O 00 (0 AT 00
[ 00
formundaki kiimeler S-ideal olur.
a,000
ispat: M, , :{(%)‘ a; €C, =(0,l)} kiimesi icin A4 = 0 000 4. C, b M, bi
: 0 000
0 000

yaricisimdir. K kiimesinden alinan her eleman ile bu yaricisimden alinan her elemanin garpimi

A’nin elemani oldugundan K bir S-idealdir. Benzer sekilde L de bir S-ideal olur.

Benzer bir diigtinceyle M, = {(aﬁ)’ a; € Cz} kiimesi igin

a, 0.0 0
0 0..00
0 0...0 0f
Ouooereneen 00
Ouooereneen 00

a,, € C, < M, , bir yaricisimdir. Ayrica 7"’den alinan her eleman




44

ile K,L,N kimelerinden alinan her elemanin garpimi 7 ’'nin bir elemani olur. Dolayisiyla

K,L,N kimeleri birer S-idealdir.

Tanim 3.2.4 : S biryarihalkave & # A C S bir 6z alt kime olsun. Eger A kimesi bir P

S-altyarihalkasinda igeriliyorsa veya P bir yaricisim ve A bu yaricisimde igeriliyorsa A4'ya
S-pseudo altyarihalka denir.

Ornek 3.2.13: S asagidaki Hasse diyagramiyla verilen latis olsun.

1

0
Sekil 3.2.3

S bir S-yarihalkasidir. B = {1,a,b,d,0} igin 4= {O,a,b,d} alirsak A — B dir ve bu kiime

S-pseudo altyarihalkasi olur.

Burada sunu da belirtelim ki bitiin alt kiimeler S-pseudo altyarihalkasi olmayabilir. Ornegin
K= {O,a,d,b,c} kiimesi bir 6zalt yaricisimde igerilmediginden bir S-pseudo altyarihalkasi

degildir.

Teorem 3.2.4 : Bir § yarihalkasinin her 6zalt kimesi S-pseudo altyarihalkasi degildir.

ispat : Ornek 3.2.13 da verilen K = {O,a,d,b,c} bir S-pseudo altyarihalkasi degildir.

Teorem 3.2.5 : S bir yarihalka olsun. Eger S bir S-pseudo altyarihalkas! igeriyorsa bu
durumda S bir S-yarihalkasidir.
ispat : S bir yarihalka olsun ve bir 4 S-pseudo yarihalkasini icersin. Bu durumda A bir P

yaricisminde igerilir. P < A < S oldugundan S bir S-yarihalkasi olur.
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Tanim 3.2.5: S bir yarihalka olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan bir J # A S alt kimesine
bir S-pseudo sag (sol) ideal denir:

i) 4 bir S-pseudo altyarihalkadir. (yani 4, S’deki bir P yaricisminde igerilir. )
iyher pe Pveac Aiginape 4 (paeA) dir.

Eger 4 hem sagd hem sol S-pseudo ideal ise A ’ya S-pseudo ideali denir.

. a b 0 . .. a O 0
Ornek 3.214: M, , = 4 ’ a,b,c,d € Z" ; kimesini alalim. P = 00 ‘ acl
c

a0
kimesi 4 :{0 j‘ a,ceZO}cMZX2 yaricisminin bir 6zalt kimesidir. Vp e P ve a€ A
c

icin ap (pa) € P oldugundan A bir S- pseudo ideal olur.

Tanim 3.2.6: S bir yarihalka olsun. Eger bir J# A S kiumesi agsagidaki sartlar sagliyorsa
A’ye S-dual ideal denir.

i) 4 bir S-altyarihalkasidir.

i) Vae A ve pe P\ {0} (Pc A) igin a+ p e Pdir.

Ornek 3.2.15: S asagidaki Hasse diyagraminda verilen bir yarihalka olsun. Bu taktirde

Sekil 3.2.4

S bir S-yarihalkasidir. 4 = {O,l} yaricismi igin P = {O,a,b,d,l} S nin bir S-dual idealidir.
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" ab
Ornek 3.2.16: Mmz{ d)'a'b'c’decz} (C, iki elemanli zincir latis) kimesi bir
C

10)(00 a0
yarthalkadir. 4 = , yaricismi igin P = |a,be C, t,M, ,’nin bir S-dual
01)100 0b

idealidir.

Ornek 3.2.17: Z° [x] S-yarihalkasini alalim. P = {Zz [x]'dekigift dereceli polinomlar}
kiimesi olsun. Z° < P bir yaricisim oldugundan P kiimesi Z° [x]’in bir bir S-altyarihalkasi

olur. Fakat p(x)e P igin p(x)Z° ¢ Z° oldugundan P, Z° [x]’in bir S-dual ideali degildir.

Tanim 3.2.7 : S bir yarihalka olsun. Eger bir & # A c S asagidaki sartlari sagliyorsa A’ya
bir S-pseudo dual ideal denir:

i) A bir S-pseudo altyarihalkadir (yani 4 < Pigin P, S de bir yaricisimdir veya P bir
yaricisim igerir.)

iiyher pe Pve aec Aigin p+ae Adr.

b
Ornek 3.2.18: M, , = {(a dj|a,b,c, deC,= (O,l)} kiimesi icin
c

S I

10
A= {(O J} C P alirsak her pe P ve Vae A igin a+ p € 4 oldujundan A bir S-pseudo
dual idealdir.
00 10)(00 00
Fakat € £ igin * = ¢ A oldugundan A bir S-pseudo dual ideal
00 01){00 00

olmasina ragmen S -pseudo ideal degildir.

Tanim 3.2.8 : S bir S-yarihalkas! olsun. Eger asagidaki sartlari saglayan bir A c S varsa
S’ye bir S-yaribélme halkasi denir.

i) A degismeli olmayan bir S-altyarihalkasidir,

i) 4‘nin bir P altkimesi bir yaribolme halkasidir (yani P ’nin sifir bélenleri yoktur ve

P degismeli olmayan bir yarihalkadir)
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Uyari : S-yaribdlme halkasi sadece yarihalkanin degismeli olmadigi durumlarda tanimlanabilir.

. 0 X y 0
Ornek 3.219: M, , = {(aij)’al.j e } yarihalkasini alalim. A = 0 ’x,y,z eZ" ; olsun.
z

x0
Bu durumda B = {0 O]’x € ZO} c A vyaricisim oldugundan A bir S-altyarihalkasi olur.

Xy 0 00 : .
P= 0 ‘x,y,zeZ {0} U 00 alirsak bu durumda P bir yaribéime halkasi olur.
z

Dolayisiyla M, , bir S-yaribdlme halkasidir.

Teorem 3.2.8: S bir S-yarib6ime halkasi olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler dogrudur.
1) S bir S-yarihalkasidir.

2) S ’nin bir S-altyarihalkasi mevcuttur.

ispat : S- yaribéime halkasi tanimindan ézelliklerin dogru oldugu gériilebilir.

Aklimiza dogal olarak bir S -yarihalkasina ait bir A S-altyarihalkasinin bir S-yarib6ime halkasi
olup olmayacagi sorusu gelebilir. Bunun cevabi, bitin S-altyarihalkalarinin bir yaribélme

halkasi olamayacagi seklindedir.

. ) ab
Ornegin, M, , Ornek 3.2.19 daki kiime olsun. S, , = {( J’a,b € ZO} kiimesi M, , nin bir
00

S-altyarihalkasidir ama S, _, bir yaribélme halkasi degildir.

3.3. S-Yarihalkalarindaki Ozel Smarandache Elemanlar
Bu bolimde S-idempetent eleman, S- sifir bdlen, S-birimsel ve S-invers eleman gibi

kavramlardan bahsedilecektir.

Tanim 3.3.1 : S herhangi bir yarihalka olsun. Asagidaki sartlari saglayan a€S ve be S
elemanlarina S-sifir bélen denir.

ab=0 ve x,yeS\{{a,b,0} (x#y) igin

1) ax=0 veya xa=0

2) by =0 veya yb=0
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3) xy#0 veya yx#0

Ornek 3.31: S=Z°xZ°xZ°xZ° yanhalkasinin alahm. P = {(x,0,0,0)‘x IS ZO} c S bir
yaricisim oldugundan S bir S-yarihalkasidir. «a =(0,0,4,2) ve b=(5,0,0,0) igin
ab= (0,0, 0,0) oldugundan bunlar sifir bélenlerdir.

x:(2,8,0,0) ve y:(O,l,0,0) eSS\ {a,b,(0,0,0,0)} alirsak, ax=0 ve xa=0, by=0

ve yb =0 dir. Ayrica xy:(0,8,0,0) ;t(0,0, 0,0) oldugundan a ve b birer S-sifir bolen olur.

. ab
Ornek 332 : M,, 2{( dj‘ a,b,c,deZO}elemanlan 7°dan alinan bitin 2x2’lik
c

matrislerin kiimesi olsun. Bu durumda M, _, bir yarihalkadir.

10 00 103)(00 00
A= ve B= alinirsa AeB = = olur.
(O Oj (le (0 Oj (le (O Oj

dir.

00Y(0O 00 00Y(00O
XY = = #0 ve YX =

01/{11 01 11 /{01
elemanlar1 S-sifir bolen olur.

00 ) 00)(0O 00 00
Benzerolarak A=B= alirsak A° = = elde edilir. X = alirsak
10 10)(10 00 11

00
AX =
oo
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00 00
XA= * ve
10 00
, (00)(00) (00 00
X°= = #*
11 ){11 11 00
olur. Dolayisiyla A elemani da M, , nin bir S-sifir bolenidir.

Teorem 3.3.1 : S bir yarihalka olmak lzere eger x €S bir S-sifir bélen ise x ayni zamanda
bir sifir bolendir.

ispat : S-sifir bélen tanimindan her S-sifir bélenin ayni zamanda bir sifir bélen oldugu agiktir.

Uyari: Bu teoremin tersi dogru degildir. Yani bir S yarihalkasinda x € S sifir bélense x bir

S-sifir bélen olmak zorunda degildir. Ornegin (G = <g’g2 :1>) olmak Uzere Z,G

yarihalkasini alalm. a =1+ g€ Z,G ve b=3+g € Z,G igin ab= (1+ g)(3+ g) =0 dir.
x=14+3g,y=2+2g € Z,G i¢in

ax=(1+g)(2+2g)=0

by = (3+g)(2+g) =0

fakat xy = (1+ 3g)(2+ 2g) =0 olur. Dolayisiyla a € S sifir bdlen olmasina ragmen bir S-sifir

bdlen degildir.

Teorem 3.3.2: A sonlu bir kime ve A ’nin kuvvet kiimesi P(A4) olsun.

i) |A|= 2 ise (P(A),u,N) yarihalkasinda S-sifir bdlen yoktur.

i) |A| =n>3 ise (P(A4),u,Nn)’nin n—1 elemanl alt kimeleri harig diger alt kiimeleri birer
S-sifir bélendir.

ispat: i) A={x,x,} alam. P(4)= {A,@, {x} ,{xz}} olurBurada {x|N{x,} =& dir.

Fakat {x,} M x = olacak sekilde bir x € P(A) \{@, {x} ,{xz}} bulunamaz. Dolayisiyla

S-sifir bolen de bulunamaz.
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i) A={x,X,,....%,,}, P(4) nin n—1 elemanl alt kimesi olsun. B ={x,} ign ANB =0
dir. Fakat bu durumda ANX = olacak sekilde bir XGP(A)\{A,B,@} bulunamaz.
Dolayisiyla P(A4) nin n—1 elemanl alt kiimesi bir S-sifir bélen degildir.

P(A4) nin tek elemanli alt kiimelerinin hepsi ayrik kimeler oldugundan herhangi iki tek
elemanli  kiimenin kesisimi bostur. Ayrica bu sekildeki her A,B kimesi igin

X,Y e P(A) \{A, B, @} bulunabileceginden tek elemanl alt kiimeler birer S-sifir bélendir.

P(4A)'nn n—m (2<m<n—1)elemanl| alt kimelerinden biri A={x1,x2,... X } olsun.

B={x, .} isn ANB=@ dir. X={x}veY={x,x,} alnrsa ANX=0 ve

BNY=J ve XNY # elde edilir. Bu secim bitinn—m elemanl alt kimeler igin

yapilabileceginden n—m elemanli kiimeler birer S-sfir bélendir.

Teorem 3.3.3: S=7Z°xZ"x..xZ° (n defa, n>3) yarihalkasini alalim. S'nin en az iki
bileseni ve en cok 7 —2 bileseni 0 olan her elemani bir S-sifir bdlendir.

ispat: Eger S = Z° xZ° ise bu taktirde S ’nin S-sifir blenleri yoktur.

n>3igin S =7Z°x7Z°x...xZ° yarhalkasinda a = (al, ay,...,a, ) € S ’nin bilesenlerinin hepsi
sifirdan farkl ise a sifir bélen olamayacagindan S-sifir bélen de olamaz.
a=(a1,a2,...,an)eS’nin bir bileseni 0 olsun. Ornegin a=(0,a2,...,an) alirsak  bu
durumda b=(5,0,0,..,0) olur. x,yeS\{0,a,b} icin ax=0ise x=(x,0,0,..,0)
formunda olmalidir.

by=0ise y= (O,yz,...,yn) formunda olmalidir. Buradan xy = (xl,O,...,O)(O,yz,...,yn ) =0
elde edilir ki yine bu da a ve b ’nin S-sifir bolen olamayacagini gosterir.
a=(0,4,,0,a,,...a,)€S i¢n b=(0,0,b,,...b,) (a,#0,b,#0, ab,=0,i=3,4,...,n)
olmak kosuluyla x:(xl,O,x3,...,xn) icin ax=0 ve y =(y1,y2,0,y4,...,yn) icin by=0
olur. Buradan da x, y, bilegenlerini x), #0 olacak sekilde segebilecegimizden

Xy = (xlyl,0,0,...,O) # 0 elde edilir. Dolayisiyla bilesenlerinden en az ikisi O olan her a € S

bir S-sifir bolen olur.
Not: Burada dikkat edilecek olursa b ile a’nin Kkarsilikli bilesenlerinin en az biri 0 olacak

sekilde secilmigtir.
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Tanim 3.3.2: S bir yarihalka olsun. Bir xe€ S igin asagidaki sartlar saglayacak bir

y €S bulunabiliyorsa x € S 'e bir S-anti sifir bélen denir:
xy#0ve a,be S\{O,x,y} igin

1) ax #0veya xa#0
2) by #0 veya yb#0
3) ab=0veya ba=0

" ab o 10
Ornek 3.33: M, , = p ‘ a,b,c,d € Z" ; yanhalkasini alahm. 4= 01 € M, , icin
c

01 00 00 00
eger B= alinirsa AB #0olur. X = ve Y= elemanlari igin AB # ,
10 10 01 00

00 00 003Y(00O 00
AX # , BY # ve XY= = oldugundan A bir S-anti sifir
00 00 10/{01 00

boélen olur.

Teorem 3.3.4 : S bir yarihalka olsun. x € § bir S-anti sifir bdlen ise x ayni zamanda bir sifir

bdlen olmak zorunda degildir.

, 10
Ispat : 3.3.3. Ornekteki (0 J elemani M, ,’nin birim elemanidir. M, ,’deki sifirdan farkl

10
higbir eleman igin (O J bir sifir boélen degildir ama bir S-anti sifir bolendir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

Ornek 3.3.4: S=7"xZ°xZ° x Z° x Z° x Z° x Z° olsun. S ’nin birim elemani (1,1,1,1,1,1,1)
dir. Bu elemanin bir S-anti sifir béleni oldugunu goérelim :

Herhangi bir x € S\{O} icin x (1,1,1,1,1,1,1)=x dir.
x:(0,0,2,3,1,0,0), a=(2,l,0,0,6,0,0) ve b=(0,0,1,2,0,3,4) olsun .

a (1,1,1,1,1,1,1) # 0, bx #0ve ab =0dir. Dolayisiyla (1,1,1,1,1,1,1) bir S-anti sifir bélendir.
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Teorem 3.3.5 : EGer S birim elemanli bir yarihalka ve sifir bolene sahipse bu birim eleman bir

S-anti sifir bolendir.

ispat : S nin a,be S\ {0} elemanlari ab =0 olan sifir bélenleri olsun. 1 de S nin birim

elemani olsun. 1x # 0 olacak sekildeki herhangi bir x € S icin al#0, bx #0 dir. Dolayisiyla
ispat tamamlanir.

Burada akla “acaba sadece birim eleman mi S-anti sifir bélen olur?” sorusu gelebilir. Bdyle
olmadigini asagidaki 6érnekte gérelim:

Ornek3.3.5: S=Z°xZ°xZ°xZ° xZ vyarihalkasini alalim.

x=(1111,0) e S igin ) =(0,0,0,0,4) alinirsa xy, =0 fakat y=(0,0,6,7,0) alinirsa
xv=(0,0,6,7,0) olur.

a=(3,2,0,0,0) ve b=(0,0,0,9,2) segelim. Bu durumda
ax=(3,2,0,0,0),by =(0,0,6,3,0)ve ab=(0,0,0,0,0) olur. Dolayisiyla (1,1,1,1,0) bir

S-anti sifir bélendir ve bu S-anti sifir bélen birim degildir.

Tanim 3.3.3 : S bir yarihalka olsun. Agagidaki sartlari saglayan bir 0# a € S elemanina

S-idempotent elemani denir.
1) a’= a
2)i)b*=a veii) ab=b(ba=b)veya ba =a(ab =a) olacak sekilde bir
be S\{a} vardir.
Ornek 3.3.6: C, zincir latisini alalim. 3 elemanin S, simetrik grubu alinirsa C, S;, S,

grubunun C, yarihalkasi tizerindeki bir grup yarihalkasi olur.
123 123 123 123 123
S un elemanan 1= 1 5 5] > P7{132) P27 \g21) 7\ 213) P T(231)
123 _ . )
Ds = 312 seklinde alinirsa, 1+ p,+ p;, € S3 igin (1+p4+p5 ) =1+ p,+ ps olur.

. . 2
P+ p,+ py e S, icin (p1+p2+p3) =1+ p,+ ps ve

(1+ p,+ p NP+ P, + P3)= P, + P, + p, olur. Dolayisiyla 1+ p, + p., C, S;’nin  bir

S-idempotent elemanidir.
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Ornek 3.3.7: S=Z°xZ°xZ°xZ° xZ yarhalkasini alaim.(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),
(1,1,1,1,0),(1,1,0,1,1),(0,1,1,1,1),... elemanlari S nin trivial olmayan idempotent elemanlaridir.

Fakat bunlarin higbirisi S-idempotent elemani degildir .

Teorem 3.3.7: S bir yarihalka olsun. Her idempotent eleman bir S-idempotent elemani degildir.

ispat: Ornek 3.3.7 de S ’nin S-idempotentleri yoktur.

) 0 00)(00)(10)(11)(01
Ornek 3.3.8 : M2X2 = {(al..)‘ a, € Z } yarihalkasini alalim , , , ,
/ Y 01)(11 00)l00)01

elemanlari idempotent elemanlardir. Bunlar S-idempotent degildir.

10 01 ) )
a= 01 , b= 10 alinrsa a“ =a,b” =a ve ab = b sarti gergeklestiginden a ve b,

S-idempotent eleman olur.

Teorem3.3.8: S =Z°xZ°x..xZ" (n defa) yarihalkasinin S-idempotentleri yoktur.
ispat : S ’nin idempotent elemanlari

(0,0,...,O,l),(0,0,...,O,l,l),(0,0,...,0,1,0,0),(0,0, ...... ,0,1,0,1),... dir. Bunlari asagidaki

semadaki gibi gdsterebiliriz.

2% e ] e 24 23 22 21 20
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1
2 0 0 0 0 1 0
3 0 0 0 0 1 1
4 0 0 0 1 0 0
5 0 0 0 1 0 1

Sekil 3.3.1: Ikili sayi sisteminde yazilmis dogal sayilar
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Bu elemanlardan herhangi birini alalim. Ornegin (0,0,...,l,l) igin
(a,b, ...,k,l)(a,b, ...,k,l) = (0,0,...,1,1) olmalidir. Buradan
(az,bz,...,kz,lz) =(0,0,...,1,1)d|r. Boylece a’ =0,b% =0,...,k* =1,1* =1 elde edilir.

a’=0isea=0

b*=0iseb=0
a,b,k,l € Z° oldugundan re

k*=1isek=1

I*=1isel=1

olmahdir. Yani bir x € .S elemaninin S-idempotent eleman olmasi igin xX=x sarti saglanir.
Fakat y2 = x sartini saglayan x 'den farkl bir y elemani bulunamaz. Dolayisiyla S 'nin

S-idempotentleri yoktur.

Tanim 3.3.4: S, birim elemani 1 olan bir yarihalka olsun. Bir x € S \{1} elemani icin asagidaki
sartlar saglayan bir y € S elemani varsa x e bir S-birimsel eleman denir.
1) xy =1
2) a,be S\{x,y,l} elemanlariigin i) xa=y veyaax=y
i)y yb=x veyaby=x
i)y ab=1
53

Ornek 3.3.8: S =R°xR°xR° yarihalkasini alallm.x:(l,g,gj ve y :(2,—,—j
253 32

2 1 4

elemanlari, xy =1 ve a = 4,—5,g b= —,i,— eSicin ax=y,by=xve ab=1
9 4 4 259

oldugundan S-birimsel elemanlardir.

Sonug: S = ROxR%x...xR° (n defa) yarihalkasindaki S-birimsel elemanlarini bulabilmek

icin X, y,a,b elemanlar xy=1= y=x", a=y’ve b=y olacak sekilde segilmelidir.

3.4 Ozel S-yarihalkalari
Bu bolimde S-kongruans bagintisi, S-c basit yarihalkasi, S-acc, S-dcc,...gibi kavramlardan

bahsedilecektir.
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Tanim 3.4.1: S bir yarihalkasi ve 4 < S bir S-altyarihalkasi olsun.“~ “ denklik bagintis igin
asagidaki sartlar gergeklesiyorsa S bir S-kongruans bagintisina sahiptir denir.

Vx;,x,,cePc A4 igin (P, S dekiisleme gore yaricisim )

c+x ~c+x,

X +c~x,+c
X~ X, =
cx, ~ cx,

X,C ~ X,C

Eger S’nin higbir S-altyarihalkasinda S-kongruans bagintisi tanimlanamiyorsa bu durumda

S ’ye bir S-kongruans basit yarihalkasi denir. Ve kisaca S-c basit yarihalkasi olarak yazilir.

Tanim 3.4.2 : S bir S-yarigrubu olsun. V' (S) = Su{oo} S olsun. Bu durumda S dekicarpma
ve toplamayi agagidaki gibi V' (S) 'ye genisletebiliriz:

Vx e V(S) igin xo0 =oox =00 olarak ve

Vx,yeV(S),x#y iginx+x=x ve x+y=00

olarak tanimlanir.

Teorem 3.4.1 : S bir sonlu yarigrup olsun. Eger S bir S-degismeli yarigrubu ise bu taktirde
V(S) bir S-c-basit yarihalkadir.
ispat : S S-degismeli yarihalkasi oldugunda V'(S), bir S-c-basit yarihalkasi olur. Yani S en

az bir G S degismeli alt grubuna sahip bir S-yarihalkasidir. Dolayisiyla, G 'nin sonlu bir
degismeli bir grup olmasi durumunda V' (G) bir S-c-basit yarihalkasi olur. Buradan V' (S) bir
S-c-basit yarihalkadir.

Ornek 3.4.1 : {xl,xz,xs,x4} kiimesinin elemanlarinin kendi Gzerine donuglmlerinin kimesi

olan S(4) ‘U alahm. Bu kime bu doénisimlerin bileske islemine goére bir yarigruptur.

(xl X, X3 X,

tarafindan Uretilen bir G grubu mertebesi 4 olan devirli bir gruptur. Devirli her
X, X3 X, X,

grup degismeli oldugundan G de degismelidir. Dolayisiyla V(S(4)) bir S-c-yarihalkasi our.
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Ornek 3.4.2 : S(n) n tane elemanin yine kendi Uzerine olan donlsumlerine gore bir

yarigruptur. V(S(n)) X= J tarafindan Uretilen bir grubu igerir. Bu grup

devirli oldugundan degismelidir. V(G)CV(S(n)) oldugundan V(S(n)) bir S-c-basit

yarihalkasidir.

Ornek 3.4.3: V(le) sonlu bir S-c-basit yarihalkasidir. Clinkli 4 = {3,9} C Z,, mertebesi 2
olan degismeli bir gruptur.

Benzer sekilde V(S(B)) de sonlu bir S-c-basit yarihalkadir. Cink
123) (123) (123

A= : : < S(3) mertebesi 3 olan devirli bir gruptur.
123 )1 231) (312

Ornek 3.4.4 : V(ZG), V(ZS) yarihalkalari S-degismeli c-basit yarihalkalardir. ClnkU {4,2}
ve {1, 5} gruplar Zg’nin degismeli altgruplaridir. Ayni sekilde {1,3},{1,5},{1,7},{1,3,5,7}

gruplari da Zg’nin degismeli alt gruplaridir.

Teorem 3.4.2 : Her sonlu pozitif n tamsayisi igin V(S(n)) bir S-degismeli kongruans basit
yarihalkasidir.

ispat : S(n) bir S-yarigrubu oldugundan S(n)’nin degismeli bir 6zalt grubu vardir. Teorem

3.4.1den V(S(n)) bir S-de@ismeli kongruans basit yarihalkasi olur.

Teorem 3.4.3 : V(S(n))’nin en az n—1 tane degismeli grup olan 6zalt kiimesi vardir.
Dolayisiyla V(S(n)) bir S-degismeli kongruans basit sonlu yarihalkasidir.

ispat : l<m<n olan her m icin mertebesi m olan ve G, ile gbsterecegimiz bir devirli
grup vardir dyle ki V(Gm) bir degismeli, kongruans basit sonlu yarihalkadir. Bdylece

V(S(n)) bir S-degismeli kongruans basit sonlu yarihalkadir.
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Cayley teoremine gore “Her sonlu grup uygun bir # igin .S ’nin bir alt grubuna izomorfiktir. Bu

teorem S-yarigruplari igin “Her S-yarigrubu S(n)’nin bir S-altgrubuna izomorfiktir. "seklinde

ifade edilebilir.

Bunu kullanarak asagidaki sonucu verebiliriz:

Teorem 3.4.4 : G sonlu degigsmeli grup ve bir S degismeli kongruans basit sonlu yarihalkasi
icin V' (G) S'ye izomorfik olsun. Bu taktirde her ¥ (G) uygun bir 7 igin V(S(n))

S-c-basit yarihalkasinda izomorfik bir gériintliye sahiptir.

ispat: Cayley teoremine gére G, uygun bir 7 igin S ’nin bir alt grubuna izomorfiktir.

S c S(n) oldugundan S(n) bir S-yarigrubudur. Buradan V(G) c V(Sn) c V(S(n)) elde
edilir.

Ornek 3.4.3: C , n elemanli bir zincir latis olsun. M

n

. » €lemanlari C ’den alinan bitin #x¢

tipindeki matrislerin kiimesi olsun. Bu taktirde M, vyarihalkasi bir ~S-sonlu kongruans basit

Xt

yarithalkasidir. Boylece t'yi degistirerek S-sonlu kongruans basit yarihalkalari elde edilebilir.

Tanim 3.4.3 : S bir yarihalka olsun. Eger S 'nin S-sag idealleri tamsirali ise S 'ye S-sag zincir

yarihalkasi denir. Benzer sekilde S’'nin S-sol idealleri tam sirali ise S'ye S-sol zincir
yarihalkasi denir.

Eger bltlin S-idealleri tam sirali ise S 'ye S-zincir yarihalkasi denir.

Ornek 3.4.4 : C, zincir latisini alalim. Bu durumda C, mertebesi 9 olan bir yarihalkadir. Bu

yarthalka bir S-zincir yarihalkasidir.

Not: Bitln zincir latisler S-zincir yarihalkasidir.

Tanim 3.4.4 : § bir yarihalka olsun. Eger S, c S, —.... S, S-ideallerin bir monoton artan

dizisi ve her s>r igin, S, =S, olacak sekilde bir pozitif » tamsayisi varsa bu taktirde S

yarihalkasinda S-idealleri igin S-monoton artan zincir kosulunu (S-acc) saglar denir.

Ornek 3.4.5 : Eger zincir latis olan herhangi bir S-yarihalkasini alirsak bu durumda S-acc

Ozelligi saglanir.
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Tanim 3.4.5 : S herhangi bir yarihalka olsun. Eger S 'deki S-ideallerinin her kesin azalan

N, DN, > ..dizisi sonlu uzunlukta ise bu taktrde S'’ye N, S-idealleri izerinde

1

Smarandache azalan zincir kogulunu (S-dcc) saglar denir.
Eger S ’deki S-ideallerinin verilen herhangi bir P kimesi igin P kimesinde diger herhangi

bir ideali 6z olarak igermeyen bir ideal varsabu taktirde S ‘de S-idealler igin Smarndache

minimum kosulu (S-mc) saglanir denir.

Ornek 3.4.6 : Z,, yarhalkasini alaim. I, ={0,2,4,....,22} , Z,, "in bir idealidir.

A= {0,8,16} C 1, bir yaricisim oldugundan [, bir S-altyarihalkadir ve /,’den alinan her

elemanile Z,, den alinan her elemanin garpimi 7, 'de igerildiginden I, bir S-idealidir.
1,={0,4,8,12,16,20} de bir S-idealidir. ({0,8,16} I, bir yaricisim oldugundan )
I, c I, € Z,, oldugundan S-acc ozelligi saglanir.

Tersine alarak Z,, > I, D I, oldugundan S-dcc &zelligi saglanir.

Sonug olarak sonlu bir yarihalkada S-acc 6zelligi saglaniyorsa S-dcc de saglanir.

Tanim 3.4.6 : S bir zincir yarihalkasi olsun ve bu yarihalkadaki idealler S-acc kosulunu
saglasin. Eger S 'deki S-ideallerinin bostan farkli her P kiumesi P 'deki diger herhangi bir

S-idealinde 6z olarak igerilmeyen bir S-ideal igeriyorsa bu taktirde S ‘de S-idealler igin

S-maximum kosulu (S-MC ) saglanir denir.

Tanim 3.4.7 : S bir yarihalka olsun. Eger S 'nin bir A 6zalt kiimesi (.S 'nin bir altyarihalkasidir)
asa@idaki kogullari sagliyorsa S ’ye bir S-idempotent yarihalkasi denir:

1) A bir S-altyarihalkasidir.

2) A bir idempotent yarihalkadir.

Ornek 3.4.7: (@ [x] polinom yarihalkasini alalim. C, [x] bir S-idempotent yarihalkasidir.
Ciinkii C; < C, [x] kiimesi,

1) G, [x] nin altyarihalkasidir.

2) C, bir S-altyarihalkasidir.

3) VaeC(, igin C; de a+a=a
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Tanim 3.4.8 : S bir yarihalka ve G bir S-yarigrubu (yani G yarigrubunun grup olan bir

altkimesi vardir) olsun. SG yarigrup yarihalkasina Smarandache grup yarihalkasi (S-grup

yarihalkasi) denir.

Ornek 3.4.8 : ZOS(n) yarigrup yarihalkasini alalim. ZOS(n) bir S-grup yarihalkasidir.

Ornek 3.4.9 : C,Z,,C,Z,, yanhalkalari birer S-grup yarihalkasidir. Glinkii Z ¢ 'nin altgruplari

{4,2} ve {1,5} tir. Z,, nin alt gruplari ise {1,5},{9,3},{4,8},{1,7},{1,11},{1,5,7,11} dir.

Ormek 3.4.10: M}, = {(aj)

a; €R" ve det(al.j) # O} cM,,= {(al.j)’aij G]R*} mertebesi

sonsuz olanbir gruptur. C, zincir latisini alirsak M, ,C, sonsuz mertebeli bir S-grup

yarihalkasi olur.

Tanim 3.4.9 : G bir S-anti grubu (yani G ‘nin yarigrup olan bir 6zalt kimesi var) ve F' bir

yarihalka olsun. F'G grup yarihalkasina bir Smarandache yarigrup yarihalkasi denir.

Ornek 3.4.11 : Q" carpma islemine gére bir gruptur. Z" < Q" bu isleme goére bir yarigruptur.

C, zincir latisini alirsak C, Q" bir S-yarigrup yarihalkasi olur.

Ornek 3.4.12: R" carpmaya gére bir gruptur. Z" < R" ise bir yarigruptur. C,R" bir
S-yarigrup yarihalkasidir.

Su ana kadar gorilecegi Uzere, sonlu S-yarigrup yarihalkalari insa edemedik. Bu ¢6ziime acik

bir problemdir!

3.5. ikinci Seviye S-Yarihalkalari
Simdiye kadar anlatilan S-yarihalkalarini birinci seviyeden yarihalka olarak adlandiracak olursak
daha zengin bir yapiya sahip olan ikinci seviye Smarandache yarihalkalarini tanimlayabiliriz.

Bunun i¢in 6nce ikinci seviye S-yarihalkalari icin S-karma direkt carpimi tanimlayalim.

Tamim 3.5.1: S, ve S, iki farkli cebirsel yapi olsun. S-karma direkt ¢arpimi ,

S, xS, = {(sl,s2)| s, €8,8, € SZ} olarak tanimlanir. S, x.S,, S, ve S, nin cebirsel ézelliklerini

tasir.
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Ornek 3.5.1 : Z° yarihalkasini ve Z, cismini alaim. S =Z°xZ_bir yarihalkadir ve bu

yarihalka S-karigik direkt carpimdir. S yarihalkasi {0} /e Z° x 7. yi cisim olarak igerir .

Tanim 3.5.2 : S bir yarihalka olsun. Eger S 'nin cisim olan bir 6zalt kiimesi varsa S 'ye ikinci

seviye bir S-yarihalkasi denir ve ll.seviye S-yarihalkasi olarak yazilir.

Ornek 3.5.2: §, C,, yarihalkasi ve Q cisminin S-karma direkt carpimi olsun. Bu taktirde S

Il. Seviye bir S-yarihalkasidir.
Ornek 3.5.3: S =7°xQ, ll.seviye bir S-yarihalkasidir. Ginkii {0} xQ < Z° x Q bir cisimdir.

Yukaridaki érneklerden de goérilecegdi Uzere eger bir yarihalka S-karma  direkt ¢arpimdan

olusmayan bir yarihalka ise cisim olan bir 6zalt kimesi bulunamaz.

Ornek 3.5.4: S=7Z,xQ olsun. S yarihalkasi II. seviye S-yarihalkasidir.

Ornek 3.5.5: S =7, xCy,, ll.seviye S-yarihalkasidir. Bu yarihalkanin S-idealleri ve

S-altyarihalkasi vardir ve S ayni zamanda bir S-idempotent yarihalkasidir.

Ornek 3.5.6 : S=C, xR, Il seviye bir S-yarihalkasidir. S, = C, xR® bir S-altyarihalkasidir.
Gunki C,xQ° c C,xR’ c C, xR bir yaricisimdir.
S, =C,xQ° da bir S-altyarihalkasidir. Giinkii C,xZ’ = C,xQ° = C,xR bir yaricisimdir.

Fakat S; = {0} xZ° bir S-altyarihalka degildir.

Teorem 3.5.1 : Il. seviye S- yarihalkasi tam olmayan (non-strict) bir yarihalkadir.
ispat : S ll.seviyeden bir S-yarihalkasi olsun. Bu durumda S bir P cismini igerir. P cisim
oldugundan x+ y =0"1saglayan x # 0,y # 0 elemanlari vardir. Halbuki tam (strict) yarihalka

tanimina gére bu elemanlarin ikisi de O olmalidir. O halde S non-strict bir yarihalkadir.

Dolayisiyla buradan Il.seviye S-yarihalkalarinin tam olmadigi goruldr.

Burada sunu da belirtelim ki ll.seviye S-yarihalkalari tam olmamalarina ragmen hentiz birinci

seviye tam olmayan (non-strict) bir S-yarihalkasi bulunamamistir.



61

Bu drneklerden sonra ll.seviye S-yarihalkalari igin de S-sifir bdlen, S-birimsel, S-idempotent gibi

kavramlari verelim.

Tanim 3.5.3 : S ll.seviye bir S-yarihalkasi olsun. Eger S 'nin bir A 06zalt kiimesinin bir P

oOzalt kimesi cisim oluyorsa, A ’ya ll.seviye bir S-altyarihalkasi denir.

Ornek 3.5.6 : L asa@idaki Hasse diyagramiyla verilmis latis olsun.

Sekil 3.5.1

7., karakteristigi 11 olan asal cisim olsun. .S = L><Z11 dersek S, Il.seviyeden bir

S-yarihalkasi olur. 4= {1, O} X Zu Il.seviyeden bir S-altyarihalkadir.
Il.seviye bir S-yarihalkasinda birinci seviyeden S-altyarihalkalari bulunabilir.

Ornek 3.5.7: S =C,xZ ll.seviye bir S-yarihalkasidir. 4 ={1,0}x2Z birinci seviyeden bir

S-altyarihalkasidir. Clnku {1, 0} x{O} yaricismi A ’da igerilir.

Sonug: S ll.seviyeden bir S-yarihalkasi olsun. S 'nin hem |l. seviyeden hem de l.seviyeden

altyarihalkalari olabilir.

Teorem 3.5.3: §, |.seviyeden bir yarihalka ise Il.seviyeden bir altyarihalkaya sahip degildir.

ispat : S yarihalkas! ll.seviyeden bir altyarihalkaya sahip olsun. Bu durumda S ’nin bir 4
Ozalt kiimesi cisim olacak sekilde mevcuttur. Bu da bizi tekrar Il.seviye S-yarihalkasina gotirir
ki bu bir geligkidir. Clnkii basta S ’nin l.seviye oldugunu kabul etmistik. Dolayisiyla S 'nin

Il.seviye altyarihalkalari mevcut degildir.
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Tanim 3.5.4 : S ll.seviyeden bir S-yarihalkasi olsun. S’nin bir 4 6zalt kimesi agagidaki
sartlari sagliyorsa A 'ya ll.seviyeden bir S-ideal denir:

i) A ll.seviyeden bir S-altyarihalkadir,
ii)Her a€ A veher pe P (P c A bir cisim) icin ap( pa ) € P dir.

Ornek 3.5.8 : S=Zm><ZO Il.seviye bir S-yarihalkasidir. Pl={0,5}><{0} bir cisimdir .
P, ={O,2,4,6,8}><{O} de bir cisimdir. Buradan A1={0,5}><2ZO ll.seviye bir S-ideal ve

4, ={0,6} x 37" da baska bir Il.seviye S-ideal olur.

Ornek 3.5.9: S =C, xZ, yarihalkasinda [ = {0} X Zy5 . seviye bir S-idealidir. Clink{i

P= {0} x{0,5,10} < I bir cisimdir. Ayrica P den alinan her elemanile [ ’dan alinan her

elemanin garpimi P ’nin bir elemanidir.

Teorem 3.54: S=C, xZ , (7, karakteristigi p olan bir asal cisim) Il. Seviye bir
S-yarihalkasini alalim. Bu taktirde S, degismeli kongruans basit sonlu bir Smarandache
yarihalkasidir.

ispat : S:Canp’nin bir S-degismeli kongruans basit sonlu bir yarihalkasi olan bir S-

altyarihalkas1 mevcuttur.

Uyari : Sadece Il. seviye bir S-yarihalkalari S-degismeli kongruans basit sonlu bir yarihalkadr.

Tanim 3.5.5: S II. seviye bir S-yarihalkasi olsun. Eger S, < S, c.... olacak sekilde monoton
artan S, S-ll. seviye idealleri S =S, (VS > r) olacak sekilde (7 pozitif bir tamsayi)

mevcutsa, bu taktirde S ’e bu Il. seviye S-ideaaleri igin S-Il. seviye artan zincir formunda
Denir ve kisaca S-acc Il olarak yazilr.

Burada S-acc Il daha 6nce tanimladi§imiz S-acc den farkhidir. Agiktir ki I. seviye bir
S-yarihalkasi S-acc II' nin gartlarini saglayamaz.

Bu tanima benzer olarak S-dcc Il de tanimlanabilir.

3.6. Smarandache Anti Yarihalkalari
Smarandache anti yarihalkalri Florentin Smarandache tarafindan Smarandache anti grubuna

benzer bir dustinceyle insa edilmistir. Bir grubun yarigrup olan bir 6zalt kiimesi varsa bu gruba
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S-anti grubu denir. S-anti grubu herhangi bir gruba gére daha kuvvetli bir yapiya sahiptir.

Benzer olrak S-anti yarihalkasi da normal bir halkaya gére daha kuvvetli bir yapiya sahiptir.

Tanim3.6.1: R bir halka olsun. Eger R’nin yarihalka olan bir altkimesi varsa R ’ye bir

Smarandache anti yarithalkasi denir ve kisaca S-anti yarihalkasi olarak yazilir.

Ornek 3.6.1: 7Z bir halkasini alalim. 7Z" < Z bir yarihalka oldugundan 7 bir S-anti

yarihalkasidir.

Ornek 3.6.2: Q rasyonel sayilar kiimesi bir cisimdir. Q" bir yarihalka oldugundan Q bir S-anti

yarihalkasi olur.

Ornek 3.6.3: R reel sayilar kiimesi bir cisimdir. R bir yarihalka oldugundan R bir S-anti

yarihalkasi olur.

Ornek 3.6.4: C kompleks sayilar kiimesi bir cisimdir. Z", Q", R" birer vyarihalkadir.

Dolayisiyla C bir S-anti yarihalkasi olur.

Ornek 3.6.5: M,, :{(aij)‘aij EZ} kimesi matris toplama ve carpim islemine gbre
karakteristgi 0 olan ve degismeli olmayan bir halkadir. M} , = {(%—)’a;j € ZO} bir yarihalka

olarak igerildiginden M, , = {(aij)‘aij € Z} bir S-anti yarihalkasi olur.

Ornek 3.6.6: Q[x] polinom halkasini alalim. Q" [x] yarihalkasi bu halkada icerildiginden

Q[x] bir S-anti yarihalkasi olur.

Ornek 3.6.7: M asagidaki Hasse diyagramiyla verilen modiiler latis olsun. S = {1,a,b,f,0}

bir yarihalkadir. Fakat M bir S-anti yarihalkasi degildir. Clnki modiiler latisler halka &zelligi

tasimaz.  Dolayisiyla M , bir yarihalkaya sahip olsa bile kendisi bir halka 6zellgi

tagsimadigindan S-antiyarihalkasi olamaz.
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Sekil 3.6.1

Ornek 3.6.8: M asagidaki Hasse diyagramiyla verilen latis olmak (izere
P, ={(al.j)’ a, eM} kiimesi bir S-anti yarihalkasi degildir. H={1,a,e,0} dagiimal latisi

M kimesinde igeriimesine ragmen M moddiler bir latis oldugunda halka 6zelligini tagimaz.

Dolayisiyla M bir S-anti yarihalkasi degildir.

Sekil 3.6.2

Butin halkalarin bir S-antiyarihalkasi olmasi gerekmez. Ornegin Zn:{O,l,...,n—l}

halkasinin higbir alt kiimesi yarihalka olmadigindan  Z, bir S-anti yarihalkasi degildir.

Ornek 3.6.9: Q rasyonel sayilar kiimesi bir cisimdir. G =< g‘g3 =1> devirli grubunu alirsak

QG bir grup halkasi olur. Q+G={Za[gi‘a[ eQ, g, EG} kimesi QG de igerilen bir

yarihalkadir. Dolayisiyla QG bir S-anti yarihalkasidir.
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Ornek 3.6.10: S =7, x7Z,, xZ,, halkasi bir S-anti yarihalkasidir. Clnki

K = {0,5} X {O} X {0,5} — S kimesi bir yarihalkadir. Bunu gérelim:

+ (0,00) (0,05) (500) (5,0,5)
(0,0,0) |(0,00) (0,05) (500) (50,5)
0,05) | (0,05 (000 (505 (50,0)
(5,0,0) | (5,00) (505) (0,00) (0,0,5)
(5,05) | (5,05) (500) (0,05) (0,0,0)

. (0,0,0) (0,05) (50,0) (5,0,5)
0,0,0)0 10,000 (0,00) (0,0,0) (0,0,0)
0,0,5) |(0,0,0) (0,05) (0,00) (0,0,5)
(5,0,0) |(0,0,0) (0,00) (0,00) (0,0,0)
(5,0,5) |(0,0,0) (0,05) (0,00) (0,0,5)

Sekil 3.6.3. (K, +) ve (K ) tablosu

(K,+) bir degismeli bir monoid ve (K,-) bir yarigruptur. Ayrica ¢arpmanin toplama tzerine
dagilma 6zelligi de bulundugundan (K, +,-) bir yarihalka olur.

Dolayisiyla S = Z, xZ,, X Z,, bir S-anti yarihalkasidr.

Teorem 3.6.1: [ karakteristigi O olan bir cisim ve G bir grup olmak tizere FG grup halkasi
bir S-anti yarihalkasidir.

ispat: F nin karakteristigi O oldugundanya Q c F veya F =Q dir. Her iki durumda da
Q" bir yarihalka olarak icerilir. Q*G grup yarihalkasi, FG de igerildginden F'G bir S-anti

yarihalkasi olur.

Sonug : F karakteristigi O olan bir cisim ise F'x F X...x F' bir S-anti yarihalkasidir.
ispat : F nin karakteristigi 0 oldugundan F =Q veya Q — F alabiliriz. Buradan hareketle

QxQx.xQ=FxFx..xF veya QxQx..xQ c FxFx..xF yazilabilir. Her iki
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durumdada Q" xQ" x...xQ" bir yarihalkadir. Dolayisiyla F' x F' x...x Fbir S-anti

yarihalkasidir.
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