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In this thesis, the concept of transnormal embeddings of m-dimensional smooth manifolds
into an (m+k)-dimensional Euclidean space is studied. Our main references for this study
are Milnor (1963), Robertson (1964), Robertson (1967), Wegner (1970) and Robertson
(1984). In the first section, the basic definitions and concepts are stated on differentiability
in Euclidean spaces and differentiable manifolds. In the second section, the critical points
of the smooth functions defined on manifolds is studied and in particular, the distance
functions and the Morse index theorem are given. In the third section, costant width for
manifolds and some examples are studied. In the fourth section, the concept of transnormal
embeddings of manifolds into an (m+k)-dimensional Euclidean space and some known

related results examined.
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SIMGELER DiZINi

topolojik yap1
A nin ici
A nin kapanisi

f nin X noktasindaki diferensiyeli
f nin x; degiskenine gore kismi tiirevi

f nin x noktasindaki Jakobiyeni

m -boyutlu bir manifold

tam atlas

(m+1) -boyutlu Oklid uzay1

m -boyutlu birim kiire yiizeyi

M manifoldunun p noktasindaki teget uzay1
normal vektor alani

M nin normal demeti

u¢ nokta doniistimii

X sabit noktasindan tanimlanan uzaklik fonksiyonu

f nin p tabanli fokal noktalarinin kiimesi

f nin p tabanli transnormal gatisi

L, uzaklik fonksiyonun i indeksli kritik noktalarinin sayis1

M manifoldunun Euler Sayis1

k.(n—k) boyutlu Reel Grassmann Manifoldu

X



BOLUM 1
ON BIiLGILER VE TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde, tez calismasindaki diger boliimleri izleyebilmek i¢in gerekli temel tanim ve

kavramlar bulunmaktadir.
1.1 TOPOLOJIK UZAYLARDA TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 1.1.1 X bos olmayan bir kiime olmak iizere I, X in kuvvet kiimesi olan P(X) in

bir alt kiimesi olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan 3 ailesine X iizerinde bir topoloji veya

topolojik yap denir.

() X,Te3,

(i) G,,G,,...G,€eI=[)G eI, neN ,

i=1

(iii) A bir indis kiimesi olmak tizere VA€ A i¢cin G, e I = U G, 3.
AeA
3, X iizerinde bir topoloji ise (X ,S) ikilisine topolojik uzay denir. 3 nun elemanlarina da

bu topolojik uzayin agik kiimeleri ad1 verilir. Bir F < X i¢in X \ F agik ise F ye kapali

kiime denir.

Tamm 1.1.2 (X, 3J) bir topolojik uzay olsun. Eger her x,ye X (x#Yy) i¢in xeG, yeH
ve GMNH=¢ saglanacak sekildle G ve H c X agik alt kiimeleri bulunabilirse (X,3)

topolojik uzayina bir Hausdorff uzay: veya T, -uzayi denir.



Tamm 1.1.3 (X,3) bir topolojik uzay, U = X ve x,€ X olsun. Eger bir Ge3J acik
kiimesi i¢in X, € G cU saglaniyorsa bu U — X kiimesine X, € X noktasinin bir komsulugu
denir. Bir X, € X noktasinin tiim komsuluklarindan olusan aile U, (x) ile gosterilir.

(X,3) bir topolojik uzay ve Ac X olsun.

A ={xeX :3U el (x)i¢in xeU < A}, A={xe X : YU el (X) isin UnA=Q]|

kiimelerine sirastyla A nin i¢i ve kapanist denir. A’ agik, A kapal1 bir kiimedir.

Tanmm 1.1.4 (X,S) bir topolojik uzay olsun. Eger X bos olmayan ayrik, acik iki kiimenin

birlesimi olarak yazilamiyor ise bu (X, J) topolojik uzayna baglantilidir denir.

Tammm 1.1.5 Bir A kiimesi dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesine denk ise A ya

sayilabilir  bir kiime denir. Baska bir deyisle, f:A—N bire bir fonksiyonu

tanimlanabiliyorsa, A kiimesine sayilabilirdir denir.

Tamm 1.1.6 (X,3) bir topolojik uzay ve B < 3 olsun. Eger, her Ge J i¢in 3B =B dyle

ki G= U B seklinde yazilabiliyorsa bu B ailesine I topolojisi i¢in bir taban adi verilir..
Be®

Teorem 1.1.1 X bir kiime ve B EP(X) olsun. B nin X {izerindeki bir topolojinin tabani

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

a) X =|JB ve

Be®B
b) Her B,,B, €® ve her xe B, nB, i¢cin 3B, € B 0Oyle ki xe B, = B, nB, saglanmasidir
(Biilbiil, 2004).

Tanmm 1.1.7 ( X, S) bir topolojik uzay olsun. Eger bu topolojik uzayin sayilabilir bir tabani

mevcut ise bu uzaya ikinci sayilabilir topolojik uzay denir.



Tanmm 1.1.8 (X,S) ve (Y,S*) iki topolojik uzay, f:X —Y bir fonksiyon ve x,€ X
olsun. Eger f(X,) noktasmin her agik V komsulugu i¢in f(U)cV olacak sekilde X,

noktasinin en az bir U agik komsulugu mevcut ise f fonksiyonuna X, noktasinda siireklidir

denir.

Eger f fonksiyonu her Xe X noktasinda siirekli ise bu f fonksiyonuna X kiimesi

iizerinde siireklidir veya kisaca siireklidir denir.

Tamm 1.1.9 (X,3) ve (Y,S*) iki topolojik uzay, f : X —Y bire-bir ve érten bir fonksiyon

olsun. Eger f ve f~' fonksiyonlar siirekli iseler f fonksiyonuna bu topolojik uzaylar

arasinda bir homeomorfizma denir.

Eger iki topolojik uzay arasinda en az bir homeomorfizma mevcut ise bu iki uzaya

homeomorfik veya topolojik es yapili uzaylar denir.

Tamm 1.1.10 (X, J) topolojik uzay ve Ac X olsun. |, indis kiimesi olmak tizere, (U,), .

A nin bir ortlimi, yani Ac UU/1 olsun. Eger her A€l i¢in U, acik, yani U, €3 ise
Ael

(U,),., ailesine A kiimesinin bir agtk értiisii denir.

Tamm 1.1.11 X bir kime Ac X ve U=(U,) A nin bir ortiimi olsun. Eger bir |'c |

Ael ?

igin W'=(U,), . ailesi A mn yine bir ortiimii oluyorsa U' ne 1 nun bir alt értiisii denir.

Tamm 1.1.12 (X,3) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger A kiimesinin (X,3J)

topolojik uzayindaki her agik ortiimiiniin sonlu bir alt Ortlimii bulunabilirse A kiimesine

kompaktar denir.

Teorem 1.1.2(Heine-Borel Teoremi) M — R" kiimesi kompakttir ancak ve ancak M kapali

ve smirlidir.



Tanim 1.1.13 (X,3) bir topolojik uzay ve M = X bir alt kiime olsun. Eger M = X ise M

alt kiimesine (X ,3) topolojik uzayinda yogundur denir.

1.2 R™ DE TUREVLENEBILME

Tanmm 1.2.1 U cR™ agk kiime, f:U —>R" bir fonksiyon ve xeU olsun. Eger
f(x+h)—-f(x)-L(h) -

=0 sartim saglayan bir L:R™ - R" lineer doniisimii mevcut

lim

0 [n

ise; f fonksiyonuna, x noktasinda tiirevlenebilirdir denir. Bu tanimi saglayan L lineer

doniisimii tektir. Bu L doniisimii Df, ile gosterilir.

Tanmm 1.2.2 Eger f:U cR™ - R" geklinde tanimlanan fonksiyonda 1< j <m olmak tizere

f(x+he;)-f(x)

Lim limiti mevcut ise bu limite f fonksiyonunun X; degiskenine gore
-0

c o OoF ()
kismi tiirevi denir ve # ile gosterilir.

i

Tamm 1.2.3 x=(X,X,,...%,)€R" ve f:R" >R", f(x)=(f(x),.... f,(x)) seklinde bir

I
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun her bir degiskene gore r -inci dereceden tiim kismi
tirevleri mevcut ve siirekli ise f fonksiyonuna C'- sinifindandir denir. Ayrica eger f

fonksiyonunun her bir degiskene gore her dereceden tiim kismi tiirevleri mevcut ve siirekli ise

f fonksiyonuna C” - sinifindandr denir.

Tamm 1.2.4 f:R™ - R" fonksiyonu C'- sinifindan olsun. 1<i<n ve 1< j<m olmak

lizere {a—'(x)} matrisine f fonksiyonunun X noktasindaki jakobiyen matrisi denir ve
nxm

X;

Df (x) seklinde gosterilir.



Eger f:R™ >R seklinde bir fonksiyon ise 1< j<m olmak ilizere f fonksiyonunun x

noktasindaki jakobiyen matrisi {gi(x)} seklinde satir matrisdir. Bu matrise f
Ixm

X;

fonksiyonunun X noktasindaki gradiyenti denir ve grad f (X) seklinde gosterilir.

Tamm 1.2.5 f:R™ - R" fonksiyonu C'- sinifindan olsun. 1<i<n ve 1< j<m olmak

tizere Df (x)= {si(x)} olsun. Eger Df (X) maksimum ranka sahip degil ise X noktasina
X .
] nxm

f fonksiyonunun kritik noktas: denir.
Tanmm 1.2.6 f:R" >R, x=(X,X,,...,X,) fonksiyonu r>2 olmak iizere C"- sinifindan

o* f
OX,0X;

olsun. 1<i<m ve 1<j<m olmak iizere { (X):l simetrik matrisine f
mxm

fonksiyonunun x noktasindaki Hesiyen (Hessian) matrisi denir ve Hess f (x) ile gosterilir.

Tanmm 1.2.7 U ve V, R" nin agik alt kiimeleri ve f :U —V bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu bir homeomorfizma ve f, f~' fonksiyonlar1 C'-smifindan ise f fonksiyonuna

C' - difeomorfizma denir. C” - difeomorfizma yerine kisaca difeomorfizma denir.

1.3 MANIFOLDLAR

Tanm 1.3.1 M bir topolojik uzay olsun. U, M topolojik uzayinin ve U’, R™ uzayinin
acik alt kiimeleri olmak tizere y:U — U’ bi¢iminde bir ¥ homeomorfizmasina, M topolojik
uzay1 lizerinde m-boyutlu bir koordinat sistemi denir. Elemanlar1 M i¢inde m-boyutlu
koordinat sistemleri olan bir <+ kiimesi asagidaki iki 6nermeyi saglarsa <& kiimesine M

topolojik uzayi tizerinde m-boyutlu bir atlas veya C” - atlas adi verilir.

(1) M nin her bir noktasi, #& kiimesinin en az bir elemaninin tanim boélgesinde bulunur.

(i) & kiimesi i¢indeki her iki koordinat sistemi diizgilin olarak ortiislir. Diger bir ifade ile

YV, e A koordinat sistemi icin ' o ve ¢ ' oy birer difeomorfizmadir.



#, M topolojik uzay iizerinde bir atlas olsun. «& kiimesinin elemanlar ile diizgilin ortiisen
her koordinat sistemi yine <& nin eleman1 oluyorsa, <& kiimesine M iizerinde bir tam atlas

denir.

M Hausdorff uzay1 tizerinde m- boyutlu bir tam atlas mevcut ise, bu tam atlas ile birlikte M

ye diizgiin (smooth) veya tiirevlenebilir (differentiable) manifold denir. m - boyutlu bir M
manifoldu kisaca M™ ile gosterilebilir. Bir manifoldun A, -uzay1 oldugu yani ikinci

sayilabilir uzay oldugu kabul edilir.

Tamm 13.2 R"™ de st yann uzay olarak adlandinlan HcR"™  kiimesi

H= {(Xl, Xy Xy ) ER™ X, 2 0} ile tanimlanir.

Bu durumda 0H = {(X,,X,....,X,;,0):V I1<i<m-1igin x, e R} olacaktur.

LA R RREEIAT S )

Eger diizgiin manifold tanimindaki i :U — U’ koordinat sistemlerinde U’ c R™ agik kiimesi

yerine U'c H™  agik kiimesi olarak alinirsa sinirli manifold kavramma ulasilir. M sinirh

manifoldunun smir1 6M ile gosterilir ve' M manifoldunun atlasina ait koordinat sistemleri

altinda goriintiisiic OH"™ de olan M nin tiim noktalarindan olusur. A¢ik¢a OM — M dir. Eger
oM =0 ise M ye sinirt olmayan manifold denir. Bu ¢alismada, aksi sdylenmedikce, sinir1

olmayan manifoldlarla ilgilenilecektir.

Tanimm 1.3.3 M ve N sirasiile m ve n-boyutlu iki manifold ve f:M — N bir fonksiyon,
peM ve A, B swrasi ile M ve N dizerinde C”- atlaslar, ayrica peUcM,
f(p)eVcN ve (U,p) ve (V,p) sirastile p ve f(p) noktalarinda koordinat sistemleri
olsunlar. Eger @o foy™ 1y (U)—> (V) fonksiyonu y(p)eR"™ noktasinda tiirevlenebilir

ise f fonksiyonuna p € M noktasinda tiirevlenebilir fonksiyon denir.

Butanim peM ve f ( p) € N noktalarinda se¢ilen koordinat sistemlerinden bagimsizdir.



Tammm 1.3.4 M bir manifold ve peM olsun. M manifoldundan R ye giden diizgiin

fonksiyonlarin kiimesi z‘(M) ile gosterilmek tizere asagidaki iki 6nermeyi dogrulayan bir

u,: z'( M ) — R fonksiyonuna p noktasinda bir teget vektor denir.

(i) Va,beR ve Vf,ger(M) igin u,(af +bg)=au, (f)+bu (g),

(i) vf,gez(M) igin u (f-g)=u,(f)-g(p)+f(p)-u,(g), (Leibniz Kriteri)

p noktasindaki tim teget vektorlerin kiimesi T M ile gosterilecektir. T /M kiimesinde

toplama ve skaler ile carpma islemleri f e T M ve 1€ R olmak iizere,

seklinde tanimlanir. Bu iglemler ile T,M bir reel vektor uzayidir ve boyutunun da m oldugu

bilinmektedir.

M bir manifold ve peM olmak iizere T M vektér uzayma M manifoldunun p

noktasindaki teget uzayt denir.
1.4 R™ DE OLCUM

Tamm 1.4.1 Her i=1,2,...,m i¢in &, e R ve b, € R olsun.

[a.b]x[a,,h,]x..x[a,.,b,] = R"

m?>™~m
kiimesine R™ de bir kapali dikdértgen veya dikdirtgen,

(a.b)x(a,,b,)x...x(a,,b, )= R"

m>™~m



kiimesine R™ de bir a¢tk dikdortgen denir.

Tamm 1.4.2 D=[a,b]x[a,,b,]x..x[a,,b,] = R" kapali dikdortgenin m -boyutlu olgiimii
(b-a)-(b,—a,)-....(b, —a,) e R" seklinde tanimlamr ve A" (D) ile gosterilir. Bu tanim

acik dikdortgenler icin de gecerlidir.

Tanimm 1.4.3 B c R" bir kiime olsun. Eger her £>0 igin B kiimesini ortecek sekilde en az

bir {Dl, DZ,...} kapali dikdortgenler dizisi bulunabiliyor dyle ki z/”tm (Di ) < ¢ saglaniyorsa

i=l

B kiimesinin m -boyutlu élgiimii sifirdir denir.

Bu tammin bir sonucu olarak; B R™ ve A" (B) =0 ise R™\B kiimesi R" de yogundur.

1.5 IMMERSIYONLAR VE EMBEDDINGLER

Burada iki manifold arasindaki immersiyonlarin genel tanimlar1 verilip Oklid uzayindaki
immersiyonlarla, baska bir ifade ile f:M™ — R™* seklindeki diizgiin immersiyon veya

embedinglerle ¢aligilacaktir.

Tanmm 1.5.1 M, N sirasi ile m , n- boyutlu ve m<n sartim1 saglayan manifoldlar ve

f:M — N diizgiin bir fonksiyon olsun. Eger her peM igin df :T,M — T, N bire-bir

f(p)

ise f fonksiyonuna immersiyon (immersion) denir. Eger f bire-bir bir immersiyon ve

f:M — f(M)c N homeomorfizma ise f doniisiimiine bir embeding (embedding) denir.

Burada, eger M kompakt ve f bire-bir immersiyon ise f nin bir embeding oldugu kolayca

gosterilebilir.

Tanimm 1.5.2 (Mm,@%) ve (N”,?B), C" —manifold ve M c N olsun. Eger Vpe M igin
3(U,p)eB oyle ki U, p nin N de komsulugu, (o’l(Rm):U AM  ve

(U NM ,(p|UmM ) e A saglantyorsa M ye N nin bir alt manifoldu denir.



Buna gore, f :M™ — N" bir embeding ise f(M), N manifoldunun bir alt manifoldudur ve

f(M) nin topolojisi N den gelen alt uzay topolojisinin aynidir.
Tamm 1.5.3 T)M teget uzayi kisaca su sekilde belirlenebilir. (U ,(o) p €M noktasi
komsulugunda bir koordinat sistemi olsun. f bir embeding (veya immersiyon) oldugu igin
T.M o o of li bag kiimesi tarafind il dir. Burad

M, ineer bagimsiz kiimesi tarafindan gerilen uzaydir. Burada ¢, p

a_pl,a_pz,...,a

noktas1 komsulugunda bir koordinat sistemi olmak tizere 1 <i<m i¢in

%(p)=a—x(¢(p))

olarak tammlanir. Bu durumda df ) :TM — T, (R™)={f(p)}xR™* = R™" bire-bir dir.
Burada R™" iizerinde standart <,> i¢ ¢arpim vardir. Boylece p noktasindaki normal uzayi,

Imdf | nin normal tiimleyeni olarak tanimlamr. v (f), f(M) ye f(p) noktasinda dik olan

k -boyutlu diizlem olsun. f nin normal demeti
N(f)={(p.v)e M xR™" : f(p)+vev,(f)}
seklinde tanimlanir. Buradan

N(F)={(p.v)e M xR™*: f(p)+vev, ()] ={(p,v)e M x R™ ZVE(TpM)L}

seklindedir. Bu N ( f)kiimesinin (m+k)-boyutlu diizgiin manifold oldugu 2. Bélim de

gosterilecektir.



BOLUM 2
MANIFOLDLARIN ODAK NOKTALARI
2.1 REEL DEGERLi FONKSIYONLARIN KRIiTiK NOKTALARI
Bu boliimde manifoldlar tizerinde tanimli reel degerli diizgiin fonksiyonlarin kritik

noktalar ile ilgili temel bilgiler ve manifoldlarin odak noktalarina iligkin sonuglar ve

ornekler incelenecektir.

Tanim 2.1.1 M"™, m—boyutlu diizgiin manifold ve f:M" — R diizgiin bir fonksiyon ve

peM” olsun. Eger df, =0, yani p noktasi komsulugunda alinan bir (U ,(p) koordinat

4 B »
sistemi i¢in (o(p) noktasinda (a(f P )’ﬁ(f ¢ ) ”’8(1; 4 )
X

=(0,0,...,0) 1
ox, ox, " ( ) wer

9.

noktasina f fonksiyonunun bir kritik noktast, f ( p) ye de f nin bir kritik degeri denir.

M" nin diger noktalarina da f* nin regiiler noktalari denir.

p, f nin bir kritik noktas1 olmak iizere p noktasindaki Hesiyen matrisin determinanti,

82
det [#J #(0 ise p noktasina f fonksiyonunun dejenere olmayan kritik noktast
Xl xj mxm

o’/ (p)

Ox,0x

denir. Eger det( J =0 ise p noktasmma f fonksiyonunun dejenere kritik

noktasi denir.

Simdi kritik noktanin ve kritik noktanin dejenere olup olmamasinin segilen koordinat

sisteminden bagimsiz oldugunu goérelim.
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(Ua,(ﬂa) ve (U ﬂ,q)ﬁ), p noktasin igeren iki koordinat sistemi olsun. Dolayisiyla

@p° @, fonksiyonu difeomorfizma olup Pg o @, fonksiyonunun Jakobiyen determinanti

sifirdan farklidir.

@5 op, =1 olacagindan fog,” =fo((0ﬂ_1 o%)o%“ :(fo(pﬂ‘l)o(goﬂ o%‘l) dir. Her

iki tarafin Jakobiyen matrisi bulunursa,

[a(fogoaI)J_[a(fo(pﬁl)].[a(%o%I)J o (M] s tipindeki matrisi

ox, oy, ox, Oox,

l 1 1

X; oy,

1

o fop,™ ofop,”
regiiler oldugundan [%J =0 [M} =0 dir. Yani kritik nokta secilen

koordinat sisteminden bagimsizdir.

Tekrar tlirev alinip Hesiyen matris olusturulursa,

(ZUe)] (2 ) Aee ), (2o ) 2o )

1 1

o(f>0.")

i

bulunur. Bir kritik noktada her 1 <i<m i¢in =0 olacagindan,

[ HUe|- (2] Ao

1

olur.

Ox,

1

] , mxm tipindeki matris regiiler oldugundan
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o (feo0,")
Ox,0x

O*(fo0,")

0y,

& _62 (f ° (/)/’71 )
0y,

0o # 0 veya =0 olur.

az(fwﬁ)‘z

Ox,0x,

Yani kritik noktanin dejenere olup olmamasi da sec¢ilen koordinat sisteminden bagimsizdir.

Tanmm 2.1.2 f:M" — R diizglin bir fonksiyon olsun. Eger p, f nin dejenere olmayan
kritik noktast ise p noktasindaki Hesiyen matrisin negatif 6zdegerlerinin sayisina f nin

p noktasindaki indeksi denir ve indf, ile gosterilir. Bu tammdan anlagilacagi gibi

0 <indeks <m olur.

Eger p noktasi, f nin dejenere kritik noktasi ise d’ S, hesiyeninin sifir olan 6z

degerlerinin sayisina p dejenere kritik noktasinin derecesi denir. Agik olarak p kritik

noktasinin derecesi sifir ise p dejenere olmayan bir noktadir.
Ornek 2.1.1 T, r yaricapli cemberinin, gemberin bulundugu diizlem iizerinde yatan ve
cemberi kesmeyen bir dogru etrafinda déndiiriilmesinden {iretilen yiizey olsun. Ornegin ii¢

boyutlu R* uzayinda yz-diizleminde 0 < r < a olacak sekilde (0,a,0) merkezli, » yaricaph

bir ¢ember (y—a)’+z° =r> denklemiyle veriliyor. Bu c¢emberi z-ekseni etrafinda

dondiirerek asagida denklemi verilen T tor yiizeyini elde ediyoruz. Bu Tor yiizeyinin

kartezyen denklemi
X+ =N =22 +a) =X+ —a=ANr’'-z2 =2 =r-(Yx*+y’ —a)’

olarak bulunur.

a:R SR, alx,y,z)=Rx"+y —a)+z’

olarak tanimlanirsa, & fonksiyonu her (x, y) # (0,0)i¢in diferensiyellenebilirdir ve
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oa 2x(«/x +y° —a) oa 2y(«/x +y° —a) oa

— =2z

ox NE'S +y 5)’ NES +y 5

dir. #*, a nin regiiler degeri oldugundan tor regiiler ve diizgiin bir yiizeydir.

Sekil 2.1 R* de bir Tor

Tor ylizeyinin parametrik gosterimi asagidaki gibi verilebilir. Yukarda verilen ve Sekil 2.1

de goriilen torun denklemi 0 <u <27 ve 0<v <27z olmak lizere,
X(u,v)=((rcosu+a)cosv,(rcosu +a)sinv,rsinu) dir.

Ornek 2.1.2 f,g:T° >R , f(x,y,z)=x ve g(x,»,z)=2z ile tamimlannus olsun. /" ve

g nin kritik noktalarin belirleyelim.
X:R* 5T  X(u,v)=((rcosv+a)cosu,(rcosv+a)sinu,rsinv)

fonksiyonunun goriintii kiimesi R® de standart toru kaplar. Hatta u ve v yi 2z moduna

gore alirsak, bu fonksiyon torun bir embedingidir.

foX:R* >R fonksiyonunu goz dniine alalim. (foX)(u,v)=(a+rcosv)cosu dir ve

buradan, D(foX)(u,v)=(—sinu(a+rcosv) , —rsinvcosu) olur.

13



f nin ranki 1 den kiigiik ise X (,v), f nin bir kritik noktasidur.

Bu durumda D(foX)(u,v) nin her bir elemani 0 dir. Bu yiizden f nin X (u,v)

noktasinda ranki O dir.

—sinu(a+rcosv)=0 2.1

—rsinvcosu =0 (2.2)

dir. (2.1) ve (2.2) ortak ¢ozilirse sinu=0 ve sinv=0 olacagt anlasilir. Yani

(u,v)=(kzx,ix), (k,1€Z) bulunur.Buradan f nin kritik noktalarmm (+(a+1),0,0) ve

(£r,0,0) oldugu gbriiliir.
Benzer sekilde,
(goX)(u,v)=rsinv

dir. Buradan,
D(goX)(u,v)=(0, rcosv)

bulunur ve cosv=0 oldugu noktalar da g nin kritik noktalaridir. Bu noktalar
v=(2k+1)%, (keZ) seklinde, yani tor iizerindeki (acosu,asinu,tr) tipindeki

noktalardir. Bu noktalar (0, O,r) ve (0, 0, —r) merkezli ve a yarigapl iki ¢gemberdir.

Ornek 2.1.3 Ornek 2.1.2 deki f,g:T> — R fonksiyonlarinin kritik noktalarmin dejenere

olup olmadiklarini inceleyelim. Bunun i¢in, / ve g nin Hesiyen matrislerini bulmaliyiz.

D(foX)(u,v)= (—sinu (a+rcosv), —rsin vcosu) oldugundan Hesiyen matris,
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(o))<

—cosu(a+rcosv) rsinusiny j

rsinvsinu —rcosvcosu
seklindedir ve (1,v) = (kz.1x), (k, 1 € Z) olan kritik noktalarda,
‘H(foX)(u,v)‘ =rcos’ucosv(a+rcosv)#0

olacagmdan £ min kritik noktalar1 dejenere degildir.
D(goX)(u,v)=(0, rcosv)

oldugundan Hesiyen matris,

—rsinv

0 0
HleeX)w)=(g 0
olup v:(2k+1)%, (k €Z) olan kritik noktalarda,

‘H(goX)(u,v)‘ =0
dir. Dolayisiyla g nin tiim kritik noktalar1 dejeneredir.

Teorem 2.1.1 (Morse Teoremi) p, f:M" — R fonksiyonunun dejenere olmayan bir
kritik noktas1 olsun. (U , (p) , p nin uygun bir komsulugunda koordinat sistemi, 0 <A <m

bir tam sayr olmak iizere, ¢@(p)=0 ve x=(x,..x,)ep(U) igin;

m

(f°¢‘l)(x)=—§xf+2 x2+f(p) dir.

i=A+l1

Bu teoremdeki A sayist f nin p noktasindaki indeksini gosterir. Morse Teoremi nin bir

sonucu olarak; 4 =0< p, yerel minimum, A =m < p, yerel maksimum noktasidir.
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Ornek 2.1.4 A =0 ise kritik nokta daima bir yerel minimum noktasidir. A =m ise kritik

nokta yerel maksimum noktasidir. Eger m =2 ve A =1 ise kritik nokta eyer noktasidir.

Bu yiizden Ornek 2.1.3 deki f:7% — R fonksiyonunda (—(a +1),0,0) noktasi i¢in indeks
0, (£r,0,0) noktas i¢in indeks 1, ve ((a+1),0,0) noktasi i¢in ise indeks 2 dir. Dolayisiyla
(—(a+1),0,0) bir yerel minumum noktasi, (—r,0,0) bir eyer noktasi ve ((a+1),0,0) bir

yerel maksimum noktasidir.

Teorem 2.1.2 M"™, m-—boyutlu diizgiin bir manifold ve f:M" —-> R diizgin bir

fonksiyon olsun. f nin dejenere olmayan kritik noktalar1 izeledir (ayriktir) (Gauld, 2006).

M fzerinde tanimh reel degerli bir f fonksiyonunun sadece dejenere olmayan kritik
noktalar1 varsa bu f fonksiyonuna dejenere olmayan fonksiyon veya Morse fonksiyonu

denir.

Teorem 2.1.3 Kompakt bir M manifoldu tizerindeki herhangi bir Morse fonksiyonunun

sadece sonlu sayida kritik noktas1 vardir (Gauld, 2006).

Kritik noktalar arasinda en az bir yerel minimum (indeks=0) ve en az bir yerel maksimum

(indeks=m) noktalar1 vardir.

2.2 MANIFOLDLARIN ODAK NOKTALARI

Bolim 1 de tammladigmz N(f)= {(p,v) eMxR"": f(p)+vev, (f)} normal

demetinin (m + k) -boyutlu diizgiin bir manifold oldugunu gdsterelim.

Teorem 221 M cR"™", m-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda her

P, €M" cR™* igin p, n M iizerinde bir W agik komsulugu vardir ki her p e W < M

icin (T M )L nin {.fl ( p) &, ( p) yeres &p ( p)} seklinde ortonormal bir taban1 vardir.
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Ispat Bu teoremin ispatim1 Madsen ve Tornehave (1997) den yararlanarak yapalim.

P, €M keyfi olsun. p, 1n komsulugunda segilen bir koordinat sisteminin tanim

kiimesindeki her p i¢in 7,M nin bir tabanini olusturan x,,x,,...,x, seklinde diizgiin teget

vektor alani vardir. (T M )L normal uzaymm v,,v,,...,v, seklinde herhangi bir tabanini
segelim. x; ve v, ler lineer bagimsiz oldugu igin (m+k)x(m+k)-boyutlu,
(xl ( p),x2 ( p), e X, ( p),vl, Vyseons vk) matrisinin  p, noktasindaki determinant: sifirdan

farklidir. Dolayistyla p, m bir W acik komsulugundaki her p i¢in bu matrisin

determinant1 sifirdan farkli olacaktir, ¢iinkii determinant fonksiyonu siireklidir. Gram-

Schmitd ortonormallestirme metodu, her p e W < M ig¢in,

X (p),x2 (p)a"-axm (p),vl,vz,...,vk
vektorlerine uygulanirsa,

5(p). % (p)sn %, (£):E () E(P)sn & (D)

vektorleri R”** i¢in bir ortonormal taban olusturur ki buradaki % (p),%,(p).....%, (»)
vektorleri 7,M teget vektor uzayimi gerer. Gram-Schmidt ortonormallestirme metoduna
gdre W lzerindeki X, ve &, ler diizgindiir. Bdylece & (p),S,(p),...,&,(p) fonksiyonlari

istenen ozelliklere sahip olur. Yani VpeW igin (1</<k) olmak iizere & (p) ler

(T M )L nin ortonormal tabanidirlar.
Simdi,
N(f):{(p,v)eMxR””k :f(p)+vevp(f)} ={(p,v)eM><R"”k :ve(TpM)L}

ve ( p,v) eN ( f ) olsun. p e M oldugunda p nin uygun bir agik komsulugunda tanimh

p:UcM —R" koordinat sistemi vardir. f(U) c f(M) ,f(p) € f(U) ve Teorem
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2.2.1 geregince f(p) nin uygun bir W < f(U) agik komsulugunda tanimli &,¢,,...,¢,

diizgiin ortonormal vektor alanlar1 vardir. v e (T M )L oldugundan p noktasinda,

v=t¢& (p)+f2§2 (p)+"'+tk§k (p)

seklinde yazilabilir. ¢:UxR""* < N ( f ) — R"™*,

P(p.v)=@(pt& + 086+ +4,E) = (0(p)stistynnt, ) €R™

seklinde tanimlanirsa ¢, ( p,v) noktasinin bir a¢ik komsulugunda N ( f ) icin diizgilin bir

koordinat sistemidir. Boylece N ( f ) in (m+k)— boyutlu diizgiin bir manifold oldugu

elde edilir.

Tanmm 2.2.1 &:M" > R”™*  diizgin bir fonksiyon olsun. Eger VpeM igin

f(p)+&(p)ev,(f) ise & ye f igin bir normal vektor alant denir.

Tamm 2.2.2 M, m-boyutlu, baglantili, sinir1 olmayan diizglin bir manifold ve
fiM" —>R"™" bir immersiyon olsun. E:N(f)->R"*, E(p,v)=f(p)+v ile

tanimlanan £ fonksiyonuna u¢ nokta doniisiimii denir.

E nin diizgiin bir fonksiyon oldugu kolayca gosterilebilir.

Tamim 2.2.3 x e R""* ve pe M olsun. Eger (p,x—f(p)) € N(f) , E fonksiyonunun bir
kritik noktas1, yani mnk(DE (x)) <m+k ise xeR"™"* noktasma f(M) nin p tabanh

odak noktast denir. Eger (p,x—f(p)) notasinda rank(DE(x)) =m+k—p ise u ye x

odak noktasinin kathhig: denir.

E nin kritik noktalarm X(f) ile gosterelim. X(f)cN(f) dir. peM igin

N,(f)=N(f) ﬂ({p} x R””k) ve T (f)=2(f)NN,(f) esitlikleri kullaniimaktadir. Bu

p
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N ( f ) de cebirsel bir ifadedir, yani k& degiskenli m. dereceden bir polinomun

p
koklerinden olusur. f* nin p tabanh odak noktalarmin kiimesi F, ( f ) =F (2 » ( f )) dir.
M deki tiim odak noktalarin kiimesi U F,(f) dir.

pPeEM

Tamm 2.2.4 ( DisDPrs s D, ) , M nin bir p noktasindaki koordinat sistemi olmak tizere f

nin p noktasindaki birinci temel formu [<§i,§i>J simetrik matrisidir.

i J

2

Herhangi bir p € M noktasindaki

vektorii f(p) noktasinda f (M) ye teget ve
i (v) (1)

normal olan iki vektoriin toplamu olarak yazilabilir. Bu vektdriin normal bilesenini /; ile

gosterelim. z, f (M ) ye f ( p) noktasinda dik olan herhangi bir birim vektor olsun.

]

2
(<z, 88 af >J=(<z l>) matrisine /(M) nin p noktasndaki ve z dogrultusundaki
PioP;

ikinci temel formu denir.

Tamm 2.2.5 pe M, (p,z)e N(f) ve |z| =1 olsun.

o o \\(], 22 2
o, " op, "op.op, '

matrisinin K, (p),K,(p), - K, (p) 6zdegerlerine f (M) nin f(p) noktasindaki ve z

dogrultusundaki asli egrilikleri (temel egrilikleri) denir.

K.(p)#0 olmak tizere , ! RN sayilarina z dogrultusundaki egrilik
K (p) K (p) K, (p)
yaricaplary denir. Ayrica K(p)=K,(p)-K,(p)- --- -K, (p) sayisida z dogrultusundaki

ve p noktasindaki Gauss egriligi olarak tanimlanir.
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p €M™ noktasinda uygun bir koordinat doniisiimii ile birinci temel form matrisini birim
matrise dOniistiriilebiliriz. Bu koordinat degisimi 7,M" teget uzayinda bir taban
degisimine karsilik geleceginden (2.1) matrisi bir simetrik matrise denktir. Bundan dolay1
f (M ’") nin her hangi bir f(p) noktasindaki asli egrilikleri iyi tanimlidir, yani p noktasi

komsulugunda secilen koordinat sisteminden bagimsizdirlar. Buradan (2.1) matrisinin

belirledigi

2
AT M" ST M", A= 91(p)
’ i Ox,0x,

lineer donligiimiine f immersiyonu i¢in p noktasindaki ve z dogrultusundaki sekil

operatorii denir.

f (M ’") nin odak noktalar1 ile f (M ’”) nin temel egrilikleri arasindaki iligski asagidaki

teoremde verilmistir.

Teorem 2.2.1 M , m -boyutlu manifold, f:M" — R""* immersiyon, pe M, zeR""
f(M) ye f(p) noktasinda dik olan birim vektdr olsun. f (M) nin f(p) noktasindaki

ve z birim normal vektorii dogrultusundaki odak noktalar1 1<i<m i¢in K,(p)# 0 olmak

tizere f(p)+ z 1 z seklindedir.

i

Ispat Bu teoremin ispatini Milnor (1963) deki ispata benzer sekilde asagidaki gibi

verebiliriz.

ELE e E M > R™ ) f igin p noktasmin bir U agik komsulugunda normal vektor

alanlar1 olsun. Bu durumda VpeU i¢in z, f ( p) nokyasinda f i¢in bir birim normal

k
vektér olmak tizere E(p,z)=f(p)+ .1, (p) seklinde yazilabilir. Buradan,
=1
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OE _of Zf o

op, op, Pp;
OE
atl = é] (P)
. N . - of of -
dir. Bu vektorlerle, lineer bagimsiz 5y S I (m+k) tane vektoriin
p] pm

tim i¢ carpimlarindan olusan, (m+k)><(m+k) tipindeki matrisin ranki, E nin

Jakobiyeninin ranki ile aynidir.

Bu matris, 1<i, j <m+k ve 1 </ <k olmak lizere acik¢a asagidaki forma sahiptir.

L 08 ) (%,
(G55, (Ee)

J

Bu yiizden rank, sol iist taraftaki blogun rankina esittir. Her 1<i, j<m ve 1</<k igin

g, si =0 oldugundan,

i

o208 o NN S i
] o ) = o

J P J i i

e

ifadesini kullanirsak sol {ist kdsedeki blogun, (&‘Z’K@Jﬁj ile tamamen ayni
l=1
oldugunu goriiriiz.

O halde x=f ( p)+tz, M nin p tabanli bir odak noktasidir ancak ve ancak

(g,-#(z.1,)) singillerdir. Simdi (g,) nin birim matris oldugunu kabul edebiliriz. Bu

durumda (1 —t{z,li])) singiilerdir ancak ve ancak %, ((z,lij)) matrisinin bir 6zdegeridir.
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Ayrica (1 —t(z,li])) nin ranki m+k — u ise — tipindeki 6zdegerlerinin sayisi ranka esittir
' 4

ve boylece ispat tamamlanir.

Tamm 2.2.6 f:M — R"" bir immersiyon olsun. Sabit bir xe R"** igin L :M - R,
L(p)= Hx— £ p)”2 seklinde tanimlanan fonksiyona uzaklik fonksiyonu denir. Burada,

Hx - f ( p)”2 ifadesi standart Oklidyen uzakligin karesini géstermektedir.

Simdi sabit bir x e R™* i¢in, L.:M >R, L, (p) = Hx—f(p)”z fonksiyonunu ele alalim.

Acikea,
L(p)=|x=7r(p) =2 =205, £ (p)+(f (p). /(P

ve buradan ZL" = —2(§l,x— f ( p)} elde edilir. Buna gore p, L_ in bir kritik noktasidir
P P

ancak ve ancak x— f(p), f(p) de f(M) ye diktir, yani x— f(p)=1tv seklindedir. Bir

kritik noktada ikinci mertebeden kismi tiirevler,

oL, o o, &f
8p,-5p_,_2(<5p,-’5p,> <6pﬁp_,’x f(p»J

2
ile verilit. x—f(p)=tv oldugundan, 88 L, =2(g, —#(v.];)) seklinde olur. Bunun

iy

sonucu olarak asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 2.2.2 Bir p e M noktasinin L_ uzaklik fonksiyonunun kritik bir noktasi olmasi
icin gerek ve yeter sart, x€v, (/) olmasidir. Ustelik p nin L, fonksiyonunun dejenere

olmayan kritik noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x in f nin p tabanli odak noktasi

olmamasidir.
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Boylece, F, ( f ) = {x e R™*: p, L, in dejenere kritik nokt351} olur. F, ( f ) nin bu

gosterimi p tabanli odak noktalarin hesaplanmasinda kullanilmaktadir.

Teorem 2.2.3 (L, i¢in indeks Teoremi) L_ in dejenere olmayan bir peM kritik
noktasindaki indeksi, f ( p) yi x e birlestiren dogru pargasi lizerindeki f nin p tabanl

odak noktalarimin sayisina esittir. Buradaki her bir odak nokta kathiligiyla birlikte

hesaplanmaktadir.

Ispat Dejenere olmayan bir p € M noktasinda indeks, x— /' (p)=1v, (¢>0) olmak iizere,

’L
( op 8; }= 2(&-,» —Kv, l,.j)) Hesiyen matrisinin negatif 6zdegerlerinin sayisina esittir. Bu
i)

sayl, ( g; —Kv, lij>) matrisinin negatif 6zdegerlerinin sayisi ile aynidir. Yine bu sayzi, ( gl.j)

birim matris kabul edilebileceginden, ((v,lij)) matrisinin A >¢ tipindeki pozitif

Ozdegerlerinin sayisina esittir ve boylece Teorem 2.2.2 g6zoniine alinirsa, istenen sonug

elde edilir.

Teorem 2.2.4 (Sard Teoremi) Eger M, W sayilabilir topoloji tabanina sahip aym
boyutlu iki C”-manifold ve @:M —W fonksiyonu C'-smifindan ise & nimn kritik

noktalarinin goriintli kiimesinin 6l¢timii sifirdir (Milnor, 1963).

Bu teorem, Oklid uzayinimn alt uzaylarina uygulanabilir. f:M"” — R™" bir immersiyon
olmak iizere, E:N(f)— R"" ug nokta déniisiimii aym boyutlu iki manifold arasinda
tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Dolayisiyla odak nokta tammindan xeR™* nin odak

nokta olmasi i¢in gerek ve yeter sart x noktasinin £ doniisiimiiniin bir kritik noktasinin

goriintiisii, yani bir kritik degeri olmasidir. Dolayisiyla odak noktalarin olusturdugu
kiimenin R™"* daki 6l¢iimii sifirdir. O halde R”* da f nin odak olmayan noktalarmin
kiimesi yogundur. Bu ise, hemen hemen her xeR™" igin L :M" —R uzaklik

fonksiyonunun bir Morse fonksiyonu oldugunu gosterir. Yani herhangi bir manifold

tizerinde daima Morse fonksiyonlar1 bulunabilir.
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2.3 ORNEKLER

Ornek 23.1 f:R—->R’, f(0)=(6.6") egrisinin odak nokta kiimesini uzaklik

fonksiyonundan yararlanarak bulalim.

ZI—J; = (1, 29) #* (0, O) oldugundan f bir immersiyondur.

w= (x, y) e R’ sabit noktasin1 alalim.
L :R>R,L, (0) = H(x, y) - f ((9)”2 seklinde uzaklik fonksiyonunu tanimlayalim.
Buradan,

’ =(x—0)2+(y—6’2)2

1))~ (0.7)

bulunur.
dL

w = _Dx+20—-40y+46° =0 (2.3)
do
'L, =2-4y+126° =0 (2.4)
46° Y ) '

dsz 2 2 1 2

det > =det(2-4y +1207 ) =2-4y+120° =0 :>y=§+30 (2.5)

(2.5) esitligi (2.3) te yerine yazilirsa,

:>—2x+2€—4¢9(%+3492j+403 =0 = x=-46
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bulunur. Buradan, odak noktalarin parametrik denklemi

(x.7)

(—46?3,l+3492j
2

olarak elde edilir. Parabol ve odak noktalari i¢in Sekil 2.2 ye bakiniz.

ui]

=
m

..

o
iy
b
ut
g
hJ
iy
o

Sekil 2.2 Parabol ve odak noktalari

Ornek 2.3.2 f:R—>R?, f(@) = (acos&’, bsin 6’) ile
x2 2

f(R)= {(x, M=+ Jb;—z = 1} — R* elipsinin odak noktalarmi bulalim.
a

Burada;

af

20 = (—a sind,bcos 0) # (O, O) oldugundan f bir immersiyondur.

verilen

w=(x,y)e R’ sabit noktasini alahm. L :R*> >R*, L (6)= H(x,y) - f(@)”2 oldugundan

L,(0)= H(x,y) —(acos@,bsin 9)H2 =(x—acos 0)2 +(y—bsin 0)2 olmak iizere,

w=(x,y)e R’ sabit noktasini alahm. L :R* — R uzaklik fonksiyonunu,
L,(0)=](xy)- £ (6) =(x-acos@) +(y—bsin6)
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seklinde tanimlayalim. Buradan,

dL,

d’L

=2axsin @ —2bycos @+ (2b” —2a*)sin O.cos 6

——% = 2axcos @+ 2bysin @+ (2b” —2a’)(cos’ 6 —sin> &)

do’

bulunur.

dL d’L
do do*

2 2

elde edilir. Bu da odak noktalarin denklemidir. a =8 ile b=6 ve a=8 ile b=5 degerleri
icin Sekil 2.3 de elips egrisinin gorlintlisii ve her iki durum i¢in odak noktalarinin
geometrik yeri verilmistir. Odak nokta kiimesi elipsle kesisebilir ya da tamamen elipsin

sinirladigi bolgenin iginde kalir. Ancak odak nokta kiimesi elipsin smirladigi bdlgenin

wo__

=0 cos’ 19,1)%asin3 0)

0 denklemlerinin ortak ¢6ziimii yapilarak,

tamamen diginda kalamaz. Bu, elipsin konveks olmasindan kolayca elde edilir.
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Sekil 2.3 Elips ve odak noktalar1
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Ornek 233 f:R—>R"™, f(60)=(6,cos0,sin0) seklinde verilsin. / nin R den f(R)

ye bir homeomorfizma ve tiirevlenebilir oldugu agiktir. Ayrica

% =(1,—sin@,cos #) #(0,0,0) oldugundan f bir embedingdir.

6 noktasindaki birim teget ve normal vektorler ,

% =(1,—sin#,cos 0) = (0,0,0) olmak iizere,
1 . 1 df

T(0)=——(1,-sinf,cos0)=——

(9) \/5( sin#,cos0) 75 d0

S (‘9) = —(O,—cos 0,—sin 6)

dir. & ve &, normal uzayin ortonormal taban vektorleridir.
w= (x, V, Z) , R’ de 0 noktasinda bir odak nokta ise,

(x,,2)=f(0)+1t&(0)+5&,(0) seklinde, yani @ noktasindaki normal uzay iizerinde

olacaktir.

L,(9) :Hw—f(é?)H2 = (x—@)2 +(y —cos 9)2 +(z—sin6’)2 olur. Buna gore

oL, =—2(x—0-ysinf+zcosd)=0 (2.6)
0o

2
%:2(1+yc050+zsin9)=0 (2.7)
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bulunur.

Buradan ,
1

2

(x,y,2)=f(O)+15(0)+5&,(0) =(0,c0s0,s1n 0) + tL (1,—sinf,cos )+ s

V2

(0,—cos@,—sin )

yazilir ve

1
x=(0+—t
( > )

NG

y= (cos@—%(fsin@ﬂrcos@))

NG

z=(sin9+i(tcost9—ssin6’))

NG

bulunur. Bu degerler (2.6) denkleminde yerine yazilirsa bir 6zdeslik elde edilir ve (2.7)

denklemlerinde yerine yazilirsa,

r . s . r . s .
1+cos’ @——=sinGcos @ ———=cos* @ +sin’> @ +—sinfcos§ ———sin’ @ =0

V2 V2 V2 V2

denkleminden ise,

N

N

2——==0 olup s = 2+/2 bulunur. Boylece odak noktalar, ¢ € R olmak {izere

1
x=(0+——t
( > )

NG

y= (cos@—%(tsin9+2x/§cos¢9)) = —cos@—itsiné’

B B

z:(sint9+%(tcos9—2\/§sin0)):—sin9+itc0s¢9

N N

seklinde bulunur.
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Ornek 2.34 f:RxR—>S’ R, f(6,4)=(cos8,sinb,cos ,sing)

seklinde tanimli bir doniisiim olsun. Buradaki 8 ve ¢ ,27 modiiliine gore alinirsa f~ ,
f:S'xS' 5S’ =« R*? seklinde tamimlanan 7> tor yiizeyinin R* e kiiresel bir

embedingini verir.

9 _ (—sind,c0s6,0,0),
00

% =(0,0,—sing,cos #) oldugundan

£(0,¢)=(cosO,sinf,cos p,sing),
& (0,¢)=(—cos,—sinO,cos ¢,sinp)

]7 icin birim normal vektdr alanlar1 ve V(0,¢)ERXR icin normal uzaymn taban

vektorleridir. f( ) dontigiimii asagidaki sekilde tanimlanir.

i (0:8)= 1 (0,0)+1£,(0,8)+5&,(0.9)

:((l+t—s)cos6’,(1+t—s)siné?,(1+t+s)c0s¢,(1+t+s)sin¢).
Simdi odak noktalar belirlemek igin x =(x,,x,,x;,x,) € R* olmak iizere,
2

L, (0.)=|x=7(0.9)] =(x—cos@) +(x, ~sin@)" +(x,—cosg)’ +(x, ~sing)’

seklinde tanimli uzaklik fonksiyonu kullanilirsa,
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%:(M sin@—x, cos ),

00

%l; =(x,sing—x, cos¢),
2

a@;" =(x,cos@+x,sind),
2

88;; =(x,cosg+x,sing),
L _OL _,

0§00 0604

bulunur. Ayrica,

89; 0
Hess (Lx) =H= 2L
o’

dir. O halde f(m) (6,¢) noktasinn f nin (@,4) tabanli odak noktasi olmas icin gerek ve

yeter kosul (9,¢) noktasimin L in dejenere kritik noktast olmasidir. Boylece

oL, _,_ oL,

20 - o4 ve t,s € R olmak tizere, V(0,¢)E]R2 i¢in xzf(t’s)(ﬁ,qﬁ) icin det H =0

olacaktir. Buradan
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olmak iizere,

det

((x1 cos @ +x,sin6) 0 ]
0

(x; cos g +x, sing)

olur. Bu esitlikten

det((l-i_;_s) (1+?+s)}=0 & (1+t—s)(1+t+s)=0

o (1+1) =5 =0

& s=%(1+1)

bulunur. Buradan ise,

olarak elde edilir. Bu ise 7 € R olmak iizere sirasiyla s =(1+¢) ve s =—(1+¢) alindiginda

x, =0 x, =2cosO(1+t)
X, =0 X, =2sinO(1+1)
x; =2cosg(l+1)’ X, =

x, =2sing(1+1) x,=0

seklinde baslangi¢ noktasindan gegen bir ¢ift dik dogrudan olugmaktadir.
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BOLUM 3
3.1 SABIT GENISLIKLI (CONSTANT WIDHT) MANIFOLDLAR

Bu boliimde, M, m-boyutlu, diizgiin, baglantili ve siir1 olmayan bir manifold olmak iizere

bdyle bir manifoldun (m+1) boyutlu bir Oklid uzayina sabit genislikli embedingi kavramm

Robertson (1984) den yararlanarak tanitilacak ve bazi 6rnekler incelenecektir.

Tamm 3.1.1 M, m-boyutlu bir manifold ve f:M™ —R™" kapali (yani f(M)cR™'
kapali) bir embeding olsun. Eger f (M) nin iki noktasini birlestiren kiris iki u¢ noktasindan
birinde normal oluyorsa bu kirise f(M) ye normaldir denir ve eger bu kiris her iki ug

noktada da normal oluyorsa bu kirise binormaldir denir. M nin her bir normal kirisi

binormal ve tiim bu kirisler ayni uzunlukta iseler f ye M manifoldunun sabit genislikli

(constant width) bir embedingi denir.

Ornek 3.1.1 1-boyutlu durumda, sabit genislikli egriler denince aklimiza ilk olarak ¢ember
gelir. Bir cember bir karenin i¢ine, tiim kenarlarina teget olacak sekilde yerlestirilirse, gemberi
karenin i¢inde dondiirdiigimiizde dort kenara da teget olmayr siirdiirecektir. Bunu Sekil 3.1
de gorebiliriz. Bu tip egriler i¢in ¢cember tek drnek degildir ama bu egrilerden (kenar uzunlugu
sabit tutuldugunda) en biiyiik alana sahip olanidir. Bunu sonug¢ 3.1.1 den dolay1 Teorem 3.1.1

de verilen izoperimetrik esitsizlikten gorebiliriz.

Teorem 3.1.1 y basit kapali bir egri, I(y) bu egrinin uzunlugu ve A(int(y)) egrinin

sinirladig1 bolgenin alani olsun. Bu durumda,

Aint()) < 4i 1)
T

dir. Esitliginin olmasi i¢in gerek ve yeter sart  nin bir cember olmasidir (Pressley, 2000).

Sekil 3.1 de sabit genislikli bir egri 6rnegi olan gember verilmistir.
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N

Sekil 3.1 Cember

Ornek 3.1.2 Sabit genislikli (constant width) egriler igin cember disinda en iyi bilinen 6rnek
Reuleaux liggenidir. Reuleaux ii¢geni, bu tip egriler i¢inde yani ¢evre uzunlugu ayni olan
sabit genislikli egriler ig¢inde, en kiiclik alana sahiptir. « acisina sahip ii¢ esit uzunluklu
¢embersel yayin bir eskenar tiggenin kenarlarini birlestirmesiyle olusur. Bu ¢emberin yarigapi

r olsun.

{
5_/ \ Z E \\f
{ [
i‘ 1’ / f)

N

Sekil 3.2 Reuleaux Uggeninin olusumu
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Uggenin Alam

A/ ,\\\‘\

Tarali Par¢anin Alani

/’f'\
47 |\
. L.

A Y
o r A

Reuleaux Uggeninin Alani: A, = A +3A = %(72‘ —B)r?

Sekil 3.3 Reuleaux Uggeninin alanmin hesaplanmasi

Reuleaux tiggeni sabit genislikli bir egridir ve sekil 3.3 de alanini hesapladik. Asagida, sekil
3.4 de her karenin karsilikli kenarlar1 bu egriye bir noktada degen paralel destek dogrular
olmak {izere, karenin dondiiriilmesi durumunda simirlar kareye bir noktada degiyorken

genigligin sabit oldugu acik¢a goriilmektedir. Ancak Reuleaux iiggeni tiirevlenebilir bir egri

degildir.

Sekil 3.4 Déndiiriilmiis kareler ve Reuleaux Ucgeni
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Simdi sabit genislik kavramini daha yakindan inceleyelim.

Ornek 3.1.3 R* Oklid diizleminde diizgiin basit kapali bir S egrisi alalim.

S egrisini, t=f'(s) yay uzunlugu parametreli (birim hizli) olmak iizere f:R — R’
bi¢imindeki C’-simifindan bir embedinginin goriintiisii olarak diisiinebiliriz, yani f(R)=S
dir. Elbette burada kabuliimiiz, S egrisinin uzunlugu | olmak iizere f nin | periyodlu

oldugudur.

f doniisiimiiniin S egrisini saat yoniiniin tersine parametrelendirdigini yani R*\S nin
siirli bolgesinin egrinin solunda kaldigini varsayalim. Her S € R igin tek bir birim i¢ normal
n vektorii vardir. S nin f(s) deki x egriligi icin t =xn ve n =-«t Serret-Frenet

bagintilar1 yazilabilir.

Egriligi pozitif olan kapali egrilere oval denmektedir. O halde bdyle bir S egrisinin oval

olmasi i¢in gerek ve yeter sartk > 0 olmasidir.

Bu durumda t ile pozitif X-ekseni arasinda kalan ¥ agist S nin sinirli monoton artan

fonksiyonudur. Bu yiizden her bir se R ye t, = f'(s.) iken t+t. =0 olacak sekilde bir tek
S. € R yi karsilik getiren ve yonii koruyan bir 6:R — R difeomorfizmasi vardir. Benzer
sekilde n, =n(s,) yazarsak n+n, =0 oldugu goriilebilir. Dogal olarak p. = f(s.), p= f(s)

nin kars1 (antipodal) noktasidir.

Yukaridaki tanima bagli olarak simdi de S egrisinin R* de p noktasindan gegen T teget ve
N normal afin dogrularini ¢izelim. Ayni islemi p. ic¢in tekrarlayarak T, ve N, teget ve

normal dogrularini ¢izelim. o, T ile T. dogrular arasindaki, # da N ile N, dogrulan

arasindaki dik uzakliklar olsun. Sekil 3.5 ¢ bakiniz.
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Sekil 3.5 Bir ovalin karsilikli noktalar1 (Robertson, 1984).

Bu durumda Sekil 3.5 ten de anlasilacagi iizere p. = p+ ft+an yazlabilir. Her iki tarafin S
ye gore tlirevini alirsak;
¥ _p o oy da

t+—p+—n+
0s 0S O0s 0S 0S 0S

ﬁLs(s)): f(s)+f(s)f +xnB+na +an

0
f'(5(3))-5(s)=t+t8 —axt+xnfB+na
£'(s.)-8(s)=t(1+ B — ) +n(fc+ ')
t.5(s) =t(1+ S —ax)+n(fx+a)
—t5(s) =t(1+ B —ax)+n(fx+a)
—t(0(8) +1+f —ax)—n(fx+a)=0

t ile n lineer bagimsiz olduklarindan,

1+5(s)=—f +ax ve a +Pc=0 bagmtilarini elde ederiz. Burada = c:j_‘P yazarak
S

bagintiy1,
ds+ds,=—df+ad¥, da+£d¥Y =0
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formuna getirebiliriz.

S nin p deki genisligi (widht) veya t vektorii yoniindeki genisligi @ dir. Genel olarak bir
ovalin genisligi (width) p degerine baghdir. ¢ nin p den bagimsiz oldugu bazi 6zel

durumlarda, S egrisi « sabit genislikli (constant width) diizgiin bir egri olarak adlandirilir.

Yukaridaki Ornek 3.1.3 deki agiklamalarin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilecektir.

Teorem 3.1.2 (Barbier Teoremi) S ovalinin sabit geniglikli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her s i¢in da =0 dir. Béylece S nin sabit genislikli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her S
icin =0 olmasidir (Robertson, 1964).

Sonu¢ 3.1.1 Eger S, sabit genislikli ve | uzunluguna sahip ise bu uzunluk, =0

ds +ds,
dy

oldugundan ds+ds, =ady olup a =

:]E( ds jd‘P ajd‘P a(r—-0)=ar

dir. Yani « sabit genislikli bir kapali egrinin ¢evre uzunlugu oz dir. r yarigapli gember 2r

genislikli olup ¢evresi (2r)z dir.

Sonu¢ 3.1.2 Bu sartlar altinda basit kapali oval egriler ailesinde sabit genislikli egrilerin

smiflandirilmast =0 olmasi 6zelligine baglidir. Bu kriter su formda da ifade edilebilir: S

ovali sabit genisliklidir ancak ve ancak bu ovalin karsilikli noktalarindaki normalleri

cakisiktir. Bagka bir ifadeyle S ovali sabit genisliklidir ancak ve ancak S in her p noktasi

ile p* karsi (antipodal) noktasini birlestiren kiris S ye her iki u¢ta da normaldir.

Ornek 3.1.4 C, R de tam olarak n (n>3) koseye (cusp) ve R”de baslangi¢ noktasindan

cikan her bir dogrultu icin bir tek teget dogrusuna sahip C*-smifindan bir egri olsun. C nin

involutii de C’-sinifindan sabit genislikli (constant width) bir S egrisidir. Béyle S egrileri
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2n tane tepe noktasina sahiptirler. Burada tepe noktasi egrinin egrilik fonksiyonunun

tiirevinin sifir oldugu yerlerdir. n =3 igin sekil 3.6 da 6rnekleme yapilmistir.

Sekil 3.6 3 tane kdseye sahip sabit geniglikli bir egri

Simdi de R’ de sabit genislikli kompakt yiizeyleri inceleyelim.

Kabul edelim ki M, R’ de, kompakt, simir1 olmayan ve K Gaus egriligi her yerde pozitif
olan C?-smifindan yiizey olsun. Bu durumda M nin S* kiiresine difeomorfik oldugunu
biliyoruz. R* iin her bir diizlemi M ye birden fazla noktada teget olamaz ve R’ deki paralel

diizlemlerin her bir sinifinda T ve T, gibi tam olarak iki diizlem M ye pve p. seklinde
karsilikli iki noktada tegettir. Bu noktalardaki N ve N, normal dogrulari birbirlerine
paraleldirler. Bu durumda 6nceden belirttigimiz gibi T ve T, arasindaki dik uzaklik o ve
N ve N. arasindaki dik uzaklik da g olarak adlandirilabilir. & sayist M ovaloidinin N

dogrultusundaki ya da p noktasindaki genisligidir.

M nin, o sabit genislikli olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ nin p den bagimsiz olmasidir.

Bunun saglanmast i¢in gerek ve yeter sart her p i¢in f =0 olmasidir.

Sabit genislikli egrilere geri donecek olursak, bu tip egrilerin bir 6zelligini de sOyle

aciklayabiliriz.
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0:R —> R difeomorfizmas1 i¢in ° =505 bileske doniisiimii birim doniisim olup 7o

peryodludur. Buradan, §'(s,) =6 (s)”' oldugunu goriiriiz. . = «(f(s.)) yazarak her s igin;

I 1

K K

(04

sonucu elde edilir. Bu sonu¢ p ve p., S nin karsihikli p ve p. noktalarindaki egrilik

yarigaplari olmak {izere
PTp.=a
seklinde daha giizel bir gosterimle ifade edilebilir.

Robertson (1984) e gore bu bagintinin sabit genislikli (constant width) ovaloidler i¢in Mellish
tarafindan yapilan ve arkadaslarinin Mellish (1931) de yayinladigi bir genellestirilmesi vardir.

Bu genellestirme asagidaki gibi yapilmaktadir.

M, R’ de kompakt ve sabit genislikli (constant width) bir ovaloid olsun. Bu durumda

VpeM i¢in T teget diizleminde p noktasindan gegen A, dogrusu bir asli yon dogrusu ve
o da bu dogrultudaki asli egrilik yaricap1 olsun. M iizerinde p nin tek karsi noktasi olan p.
noktasindaki teget diizlem T, ve bu diizlem tizerinde p. noktasindan gegen ve A, ye paralel

olan dogru A, olsun. Bu durumda p+ p, =a bagmtisi gegerlidir.

a sabit genislikli kiiresel olmayan ovaloidi igin basit bir érnek verelim. R* de bir N normal
dogrusunu simetri ekseni olarak kabul eden « sabit genislikli S ovali olsun. Simdi R’ yi
z =0 diizlemi ile R’ iin bir alt kiimesi olarak alalim ve S yi R’ de N etrafinda dondiirelim.

Donme sonucu olusan M yiizeyi « sabit genislikli ovaloididir.

Tamm 3.1.2 M " baglantili, sinir1 olmayan, diizgiin (C”), m— boyutlu manifold, k > 0 igin
f:M™ > R™* diizgiin embedingini ele alalhm. Her peM i¢in f(M) nin f(p)

noktasindaki afin normal k-—diizlemi v (f) olsun. Herhangi bir gqeM igin
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f(@ef(M)nv,(f) oldugunda , v (f)=v,(f) oluyorsa f (M ) altmanifoldu

transnormaldir ve f yede M manifoldunun transnormal embedingidir denir.

Eger bu k —diizlemi f (M ) altmanifoldunu r defa normal olarak kesiyorsa f (M ) ye

de M nin r — transnormal embedingi denir.

Ornek 3.1.5 Reuleaux Uggeninin yapisim degistirecegiz. Boylece S* — R’ standart birim

kiiresinin R* e C” smifindan egriligi sabit olmayan ve kiire yiizeyinden farkli bir yiizey

olarak 2 -transnormal embedingini elde edecegiz.

T, R*cR’ de A B,C koseleriyle verilen bir eskenar iiggen olsun. «, 8,7 T iginde T nin
kenarlarinin D, E,F orta noktalarini ikiser ikiser birlestiren icbiikey yaylar olsun. g ve y D
de C” smifindan ve bunlarin D deki ortak tegetleri EDF agisim esit iki par¢aya bolsiin.
Ayn1 durum E ve F noktalarindaki tegetler i¢in de gegerlidir. y,a ve «, f ciftleri E ve F

de Sekil 3.7 deki sekle sahiptirler ve «, £, baska higbir yerde kesismezler.

BF=FA
Fe BA

Sekil 3.7 Diizgiinlestirilmis Releaux Uggeni
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Lile a,f yada y nin teget dogrularinin 1 parametreli C* sinifindan ailesi gosterilsin. Sekil
3.7 de L tegetiicin L € £dir. Lnin A,B ve C den gegen ortogonal yoriingesi C” simifindan

cembersel olmayan R* de sabit genislikli basit kapali egridir. Yani A, B ve C noktalarindan
gecen ve odak noktalarinin kiimesi «, £,y egrilerinin olusturdugu geometrik yer olan sabit

genislikli bir egri vardir.

Bu egriyi R’ de A daki agiortay dogrusu etrafinda dondiirelim. Bu sekilde iiretilen S kapali
yluzeyi C”-smifindan sabit genislikli fakat sabit olmayan pozitif egrilikli bir yiizeydir ve

standart kiireye difeomorfiktir.

Ornek 3.1.5 f:R—>R*, f(t)=(t,e') donisimii verilsin. f:R— f(R)cR* ye bir
homeomorfizmdir. Ayrica f (t)=(1,e')#(0,0) olup f bir embedingdir. f icin bir normal

vektor alan1 £:R - R* |, £(t) = (-, 1) alinabilir.
(£, F'(0) =((—e",1),(1,e)) =0 —€" +e' =0 = e" =e' > t=t,

oldugundan, her normal dogru egriyi sadece bir noktada kesmektedir. Bu durumda f ye

1—transnormal diyecegiz.

Ornek 3.1.6 f:R—>R’, f(0)=(cosf,sinh) ile tammlanan f fonksiyonu bir
immersiyondur. Eger @, 27 moduna gore almirsa f, S' standart birim ¢emberinin bir
embedingini verir. f ()= (-siné,cosd) oldugundan f igin bir birim normal vektdr alani
£(@)=(—cos@,—sin@) dir. &(0)=1£(0,) <= 0=6, veya@=6,+x dir. Buradan, her
noktadaki normal dogru f(S') ile tam olarak iki defa kesistignden f embedingi 2-

transnormaldir.

Ornek 3.1.7 f:R* > R*, f(0,9)=(cosOcosp,cosfsing,sinf) ile tanimlanirsa f nin
goriintiisii f(R*)=S" = {(X, V,2)eR : x> +y* +2° = 1} standart birim kiiresidir. f nin bire-

bir olmadig1 agiktir. f nin S’ standart kiire yiizeyinin R® e bir transnormal embedingini

verecegini gosterelim.
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—sinfdcosep —cosdsing
df (8,p)=| —sinfsing cosfcos@
cos@ 0

olup 8, 7 moduna gére ¢ de 27 moduna goére alinirsa ve —% <f< %, 0 <@ <2r olmak

tizere (bu kisitlama altinda birim kiire {izerinde sadece bir yay agikta kalir) df (4,¢) nin ranki
acikca goriildiigii gibi tanim kiimesinin boyutuna esittir yani 2 dir. Bu nedenle f, S* nin bir

embedingini verir.

Simdi bu embedingin transnormalligini inceleyelim. f embedingi i¢in birim normal vektor
alan1 £(0,¢9)=—1(0,¢p) olarak alnabilir. £(0,9+7)=-1(0,p+7)= f(0,p) oldugundan
verilen asil aralikta £(6,¢) =%£(6,,9,) < (0,9)=(6,,9,) veya (0,¢9)=(6,,9,+ ) bulunur

ve sonug olarak f , 2—transnormaldir .

Ornek 3.1.8 Tor yiizeyi icin yeni bir doniisiim asagidaki gibi tanimlansin.

f:S'xS' > R*, f(0,9) =(cosd,sin G,cos @,sin @)
—sin @ 0
0 0
df 0.0)=| .
—sin @
0 cos @

olup 6,9, 2r moduna gore alinirsa df (4,¢) nin ranki agikga goriildiigi gibi tanim
kiimesinin boyutuna esittir yani 2 dir. Bu nedenle 6,9, 27 moduna gore alinirsa f, S'xS'

in bir embedingini verir.
Simdi bu embedingin transnormalligini inceleyelim.

ﬂ =(—sind,co0s4,0,0) ve ﬁ =(0,0,—sin @, cos @)
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oldugundan birim normal vektor alanlari

&(0,p) = \/_ (cos@,sin @,cos @,sin @) = _T f ve &(0,p)= \/_ (cos@,sinp,—cosf,—sinH)

olarak bulunur.

<§1<9 )af(g;‘”°)> <§1<0 ¢>af(9°’¢°)> 0
op

<§2(0 o). 8f(90,<00)>

of (6 9)
20 <§z(9 ?), o0 > 0

denklemleri ¢oziiliirse

0,9)=(6),9,),
(0,0)= (6,0, +7)
(0,0)= (6, +7,0,)
(0,0)= (6, + 7,0, + )

olacag goriiliir. O halde bu noktalardan ge¢en normal diizlemler aynidir. Gergekten,

981(9»(/’)2—51(9“‘7[,(/""7[):51(9"‘7?»(04‘7[):51(94‘”9(?"‘7[),
6:(0,9)==C,0+7m,9+7)=5,(0+7,0+7)=c,(0+7,0+7)

olup f 4—transnormaldir.
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BOLUM 4
MANIFOLDLARIN TRANSNORMAL EMBEDINGLERI

Bu son boliimde manifoldlarin transnormal embedingleri ve ilgili sonuglar incelenecektir. Bu
amagla Robertson(1964), Robertson(1967), Robertson(1984), Wegner(1970) makalelerinden

bir derleme yapilacaktir. Burada 6nemli kavramlardan birisi ortii uzay1 kavramdir.
4.1 ORTU UZAYLARI VE TRANSNORMALLIK

Tanim 4.1.1 X bir yol baglantili ve yerel yol baglantili topolojik uzay, Y bir topolojik uzay
ve 7:Y = X bir fonksiyon olsun. Eger Vxe X i¢in JU €U, agik ve yol baglantili

komsulugu vardir oyle ki ﬂ_l(U):UVi, V. cY ayrik, acik ve Viel i¢in U ile V,

i
iel

homeomorfik oluyorsa 7z ye bir értii doniisiimii ve Y ye de X in bir értii uzayt denir.

Teorem 4.1.1 (Y,7), X in bir ortii uzay1 ve y:[0,1]—> X siirekli bir egri olsun. yeY ve
7z(y) = y(0) ise, bu durumda, 7(0)=Yy ve Vte[0,1] igin 7o 7(t) = y(t) olacak sekilde bir tek

7:[0,1] > Y siirekli egrisi vardir (Massey, 1997).

Teorem 4.1.2 (Y,7z), X in bir ortii uzay: ise Vxe X igin 77'(X) ler aym eleman sayisina

sahiptirler (Massey1997).

k<n olmak iizere H, ,(R) ile R" deki k-boyutlu afin diizlemleri ve G,  (R) ile R" deki
baslangi¢ noktasindan gegen K-boyutlu alt uzaylar1 gosterelim. G, (R) nin Hausdorff ve

ikinci sayilabilirlik 6zelliklerine sahip, sinir1 olmayan, kompakt bir diizgiin manifold oldugu

ve boyutunun k(n—k) oldugu bilinmektedir. Bu G, (R) ye kapali reel Grasmannian

manifoldu ve H, (R) ye agik reel Grasmannian manifoldu denmektedir. Ornegin G ;(R)
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manifoldu reel Projektif uzay:r olan RP? dir. G, ,(R) manifoldu ile ilgili detayli bilgiler

Munkres (1963) de bulunabilir.

f:M —>R™" transnormal bir embeding olsun. Bu durumda 7:M —H,  (R),

z(p)=v,(f) seklinde bir peM yi f(p)e R™* noktasinda f(M) ye dik olan K -boyutlu

diizleme goétiiren bir donilisiim tanimlanabilir. W =7z(M) olsun. Burada transnormalligin
tanimiyla agik bir iliski vardir ki bu da W nun bir m -boyutlu manifold ve 7 nin M den W
ya C” -sinifindan yerel olarak difeomorfik bir immersiyon olmasidir. Hatta bunlardan daha

giiclii olarak 7 nin ortii doniistimii oldugunu belirten asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 4.1.3 7:M ->W cG (R) bir ortii doniisiimiidiir (Robertson, 1964, Wegner,

k,m+k

1970).

W =7z(M) olup W en azindan C’-siifindan bir manifolddur ve 7 siirekli ve M baglantil

oldugundan W da baglantilidir ve M kompakt ise W da kompakt olacaktir.

f:M — R™* transnormal bir embeding olsun. Teorem 4.1.2 den dolay1 VpeM igin

ﬂ’l(vp( f)) lerin eleman sayilar1 (kardinaliteleri) aymidir. Eger bu say1 sonlu ve r ise f ye
r - transnormal denilmektedir. Ayrica f (ﬂfl(vp( f ))) kiimesine de f nin transnormal catisi
denmektedir. Bu kiimeyi ¢(p) ile gosterelim, yani ¢(p) = f (ﬂ_l(Vp( f ))) dir. Her pe M igin

bu transnormal gatilarm R™* nimn izometrik alt kiimeleri oldugu bilinmektedir (Robertson,

1964, Wegner, 1970).

Teorem 4.1.4 f:M—>R™ transnormal  bir  embeding, p,qeM ve

f(q)ev,(f)n f(M)olsun. Bu durumda X, f nin p tabanli odak noktasidir< X, f nin g

tabanli odak noktasidir (Robertson, 1964, Wegner, 1970).

Bu teoremin bir sonucu olarak transnormal bir manifold ile odak noktalar1 kesismezler.
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Teorem 4.1.5 f:M—>R™ transnormal bir embeding olsun.

F ZZ{XERmk

X, f(M) in bir odak nokta31d1r} ise f(M)nF =y dir.

Ispat Bir qe M igin f(q)e f(M)NF oldugunu varsayalim. Bu durumda bir p € M vardir
oyle ki f(q), f(M) nin p deki odak noktasidir ve ayn1 zamanda qev,(f)n f(M) dir.

Teorem 4.1.4 den f(Q) nun f(M) igin g tabanli bir odak noktas1 oldugu ¢eligkisine diistiliir.

Sonu¢ 4.1.1 Boylece bir peM icin x= f(p) almnirsa L, uzaklik fonksiyonu dejenere

olmayan bir fonksiyon, yani bir Morse fonksiyonudur. Dolayisiyla kompakt manifoldlar

sadece sonlu transnormal olabilirler.

Teorem 4.1.6 f : M — R™* I-transnormal bir embeding ise M™, R™ ye homeomorfiktir.

Ispat Bir peM igin x= f(p) almrsa L uzaklik fonksiyonu dejenere olmayan bir
fonksiyondur ve p dejenere olmayan minimum noktasidir. 1-transnormallikten dolay1 p tek

kritik noktadir. Bu durumda M™ bir m -boyutlu agik daireye homeomorfiktir ve dolayisiyla

R™ ye homeomorfiktir.

Teorem 4.1.7: f :R™ — R™* | r -transnormal bir embeding ise r =1 dir.

Ispat f, r- transnormal embeding ise R™, W = E(Rm) nin r -katli, yani sonlu katl1 bir ortii

uzayidir. Buradan r =1 olmalidir.
Eger karsit boyut k =1 ise asagidaki sonug gegerlidir.
Teorem 4.1.8 f :M™ — R™" r -transnormal bir embeding ise r =1veya r =2 dir.

Ispat f, r- transnormal embeding ve r>3 oldugunu kabul edelim. Bir p,eM igin
X = f(p,) almwrsa L, uzaklik fonksiyonu dejenere olmayan bir fonksiyondur ve p, dejenere

olmayan minimum noktadir. r -transnormallikten dolayr L, in kritik noktalarinin sayist r dir
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ve bunlar { P> Pys Pysees pr} olsun. Buradan 9( pl) = { f ( pl)’ f(pz)a f (p3)""a f (pr)} dir.
Vi<i<r igin f(p;)ler v, (f) dogrusu iizerinde olduundan f(p,) ile f(p,) nin birbirine

en uzak oldugunu kabul edebiliriz.

Simdi, Robertson (1967) ve Wegner (1970) de oldugu gibi p,,p, e M™ i¢in y(0)=p, ve
y()=p, olacak sekilde pargali tirevlenebilir bir y:[0,1]]>M™ egrisi vardir.
moy:[0,]] >W egrisi v, (f)eW da kapali bir egridir. O halde p, e M™ igin bir tek
Yy, :[0,]]>M™ parcali tirevlenebilir egrisi vardir dyleki y, (0)=p, ve Vte[0,1] i¢in
moy, O)=moy(t) saglanir. y, (1)=q ise z(q)=zoy, ()=7ey()=7x(p,) olacagindan
qe{p.p,, Py, Py} dir. O halde | f(p,)— f(p,)|=]f(p;)—f(@)| olur ki bu bir geliskidir.

O halde r =1veya r =2 olmak zorundadir.

Verilen iki transnormal embedingin kartezyen c¢arpimini olusturarak yeni transnormal

embedingler elde edebiliriz.

Teorem 4.1.9 f:M™ 5>R™* ve g:N™ —>R™"™, sirasiyla r-transnormal ve s-

transnormal iki embeding olsun. Bu durumda
fxg:MMxN™ 5 RMUxR™ ™ = RM™, - (fxg)(p,a)=(f(p).9(p) ,
doniisiimii de bir embedingdir ve (IS) -transnormaldir.

Ispat f xQ doniisiimiiniin bir embeding oldugunu ve transnormal oldugunu gostermek

kolaydir. Bu embedingin rs-transnormal oldugunu gosterelim.

Bir (p,,0,)eM™xN™ i¢in (x,y)=(f(p,),9(q,)) alnirsa L., dejenere olmayan uzaklik
fonksiyonunu diigtinelim. Buradan L, (p,q)=L,(p)+L,(q) oldugu kolayca goriilir.
Ayrica (p,q), L,,, bir kritik noktasidir ancak ve ancak p, L, in ve ¢, L, nin bir kritik

noktasidir. r-transnormallikten dolayr L, in kritik noktalarmin sayist r dir ve bunlar
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{pl, P,, Py, pr} ve s-transnormallikten dolayr L, in kritik noktalarinin sayisi s dir ve

bunlar {ql,qz,q3,~--,qs} olsunlar. O halde 1<i<r ve 1<j<s i¢in L,  nin tim kritik
noktalar1 (p;,q;) tipindeki noktalardir ve bunlarin sayisi rs olacaktir. Boylece fxg

embedingi (IS) -transnormaldir.

Bu teoremin bir sonucu olarak Ornek 3.1.8 de verilen Tor yiizeyinin R* e embedinginin

4 —transnormal olacagi gikar.
4.2 KOMPAKTLIK VE TRANSNORMALLIK

Teorem 4.1.8 in bir sonucu olarak kompakt manifoldlar i¢in asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonu¢ 4.2.1: f:M™ - R™" 2 -transnormal bir embeding ve M kompakt ise f(M) sabit

genisliklidir.

Teorem 4.2.1 f :M™ — R™* 2 -transnormal bir embeding ve M™ kompaktise M™, S™ ye

homeomorfiktir.

Ispat Bir peM igin x= f(p) almrsa L, uzaklik fonksiyonu bir Morse fonksiyondur. 2 -
transnormallikten dolay1 L, in kritik noktalarinin sayis1 2 dir ve p minimum noktadir, diger
kritik nokta qe M ise maksimum nokta olacaktir. Bu durumda Reeb teoremine gore M™,

S™ ye homeomorfiktir. (Reeb teoremi; kompakt bir manifold tizerinde iki kritik noktasi olan

bir Morse fonksiyonu varsa bu manifoldun ayni boyutlu kiire ile homeomorfik oldugunu ifade

eder, Milnor(1963)).

Daha genel olarak, M nin kompakt olmadigi durumda asagidaki Teorem 4.2.2 Robertson
(1964) de ispatlanmuistir ve 2 —transnormal embedingi bulunabilecek tiim manifoldlarin bir
siniflandirimasini vermektedir. Bu teoremin ispatinda da yine uzaklik fonksiyonun diger bazi

ozelliklerinde yararlanilmaktadir.
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Teorem 4.2.2 f:M" —>R™* 2—transnormal bir embeding olsun. Bu durumda
M™ =V, xV, seklinde bir kartezyen ¢arpim manifolduna difeomorfiktir ve burada V,, S ye

ve V, de R™ ye (0 < j <m) homeomorfiktirler.

Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 sonlu transnormal hiperyiizeyleri (yani karsit boyut k =1 olma
durumunu) siiflandirir. Ozel olarak, kiire, silindir ve diizlem R’ e sonlu transnormal olarak

embedingi yapilabilen yiizeylerdir. Ayrica R* de transnormal kompakt egrilerin smifi sabit

genislikli (constant width) diizgiin egriler sinifiyla ¢akigir.

Teorem 4.2.3 f:M™ > R™* r—transnormal bir embeding ve M kompakt olsun. Bu

durumda r ¢ifttir.

Ispat r-transnormallikten dolay1 herhangi bir pe M igin V,(f) normal diizlemi f(M) yi
tam olarak r tane noktada kesmektedir. M kompakt oldugundan M yi hi¢ kesmeyen v, (f)

ile ayn1 boyutlu bir diizlem vardir. Boyle bir diizlemin 2 moduna gére M ile kesisme sayis1

0 dir. Ayni boyutlu iki diizlem biri digeri iizerine gotiiriilebileceginden buradan v, (f)

normal diizleminin M ile kesisme sayis1 2 moduna gore 0 olur. Bu ise r nin ¢ift olacagini

gosterir.

Teorem 4.2.4 f:M™ — R™* r—transnormal bir embeding olsun. Bu durumda manifoldun

Euler sayis1 y(M™)=0 veya y(M™)=r dir.

Ispat p,eM ve x=f(p,) olsun. L :M — R, Lx(p)=HX— f (p)”2 olsun. Burada L,, C”

smifindan ve dejenere olmayan bir fonksiyondur, yani L, bir Morse fonksiyonudur.

C,, L, in i indeksli kritik noktalarinin sayis1 olsun.
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Bu durumda, r -transnormallikten dolayz, ZCi =r dir . Ayrica manifoldun Euler sayisinin
i=0

;((M)=Z:(—1)iCi oldugu ve bu saymin verilen Morse fonksiyonundan bagimsiz oldugu

i=0

bilinmektedir, Milnor (1963).

7:M -G, . (R), 7(p)=V,(f) donisiimi Teorem 4.1.3 den dolayt M den z#(M)=W ye
r -katl1 bir ortli dontisiimii oldugundan y(M)=r (W) olur. Agitkga C; >0 ve C >0 dir. O

halde —-r< y(M)<r ve —1< y(W) <1 elde edilir. Bu yiizden y(W)=0 veya y(W)=1 dir.

Buradan y(M)=0 veya y(M)=r elde edilir ve ispat biter.

Sonu¢ 4.2.2 Yukaridaki ispatta, ZCi =r ve y(M)=r ise bu O0<i<m ve i tek say1 i¢gin

i=0

C, =0 oldugunu gosterir. Buise 0 <i<m ve i tek sayisi i¢cin C, =0 oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.4 {in sonuglarin1 Robertson (1967) den uyarlayarak asagidaki gibi 6zetleyebiliriz:

1) Transnormal embedingi yapilabilen herhangi bir kompakt manifoldun Euler sayis1 sifir

veya pozitif bir ¢ift sayidir.

2) R** ya transnormal embedingi yapilabilen iki boyutlu bir kompakt yiizey kiire, tor ya da

Klein sisesi olmak zorundadir. (Projektif diizlemin Euler say1si1 1 dir)

3) S™ cift boyutlu kiiresinin R*™* ya verilen herhangi bir transnormal embedingi

2 —transnormaldir. Ciinkii S*™ nin Euler say1s1 2 dir.

4) Sonug 4.2.2 den dolay1, Euler sayisi sifirdan biiyiik olan herhangi bir transnormal manifold

iizerindeki herhangi bir uzaklik fonksiyonunun tek indisli kritik noktas1 yoktur.

5) RP>™ ¢ift boyutlu Projektif uzaylarnin R*™* ya transnormal embedingi yoktur. Ciinkii bu

uzaylarin Euler sayisi -1 dir.
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Sonug olarak transnormallik geometrik bir 6zellik olmakla birlikte manifoldun topolojisi
iizerine gliclii kisitlamalar getirmektedir. Buradan da transnormalligin tanimlayici 6zelliginin

giiclii bir geometrik 6zellik oldugunu sdyeleyebiliriz.
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