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OZET

Steenrod Cebirinde verilen bi(T) Milnor elemaninin dier P(R) ve (P(S) gibi iki
(veya daha fazla ) Milnor elemanlarinin ¢arpiminda bulunup bulurgnydal ilgili
Demetlenmi ve Parcalanmi Taraklar metodu, J.Silverman [12] tarafindan mod 2
Steenrod Cebirinde verilgive daha sonra Karaca-Tanay [16] tarafindan mdéteenrod
Cebirine geniletiimistir. Bu calsmada, ti =0 veya tj =p"™ olmak Uzere
T = (ty,t2,...,ts) dizisi icin P(T) tipindeki Milnor elemanininrP(R). P(S) carpiminin bir
terimi olmasi icin gerek ve yetgartina(T), demetlenmi targzi Gzerinde 1. kismC(S) ve
2. kismi daCp(R) olan parcalaglarin sayisi olmak Uzere(T) # 0 modp oldugu

verilmistir.
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ABSTRACT

The method, named bundled and partitioned comb, intoroduced by Judith H.Silverman
[12] in mod 2 Steenrod Algebra then generalized to mo&teenrod Algebra by
Karaca-Tanay [16]. This method gives whether a given Milnor elenif) is a
summand in product of the Milnor elemeri®$R) and P(S). Let a(T) denote the number
of partitions of canonical bundled combC,(T) whose first parts ar€(S) and whose
second parts ar€,(R). In this study, it is given that The Milnor element in the form
P(t1,t2,...,ts) which ti =0 or tj = p" is a summand in the product if and only if

a(T) +# 0 modp.
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SEMBOLLER veKISALTMALAR DiziNi

VA Tam sayilar kimesi

Z, Zlpz

R Reel sayilar kimesi

@ Direkt toplam

Op Standarp-simpleks

Oi i. ylz operatori

0 Sinir homomorfizmasi

Sh(X) X uzayiinn-boyutlu singtler zincir grubu
Zn(X) n-devirlerin grubu

Bn(X) n-sinirlarin grubu

Hn(X) X uzayinin singulen.homoloji grubu
Hn(X,A) X uzayininA alt uzayina gore relative singulemhomoloji grubu
f. Homoloji icin f nin Urettgi homomorfizma
A®B Aile B grubunun tensor ¢arpimi

f®g file g fonksiyonlarinin tensér ¢carpimi

Tor(A,B)  Aile B grubunun torsion ¢arpimi
Hn(X;G)  XuzayminG katsayili singlen.homoloji grubu
Hom(A,G) A’danB ’ye homomorfizmalarin kiimesi

0 Kosinir homomorfizmasi

S'(X) X uzayininn-boyutlu singuler kozincir grubu
Z"(X) n-kodevirlerin grubu

B"(X) n-kosinirlarin grubu

H"(X;G)  XuzayininG katsayil singiilen.kohomoloji grubu
H"(X,A;G) (X A) ikilisinin G katsayili singtilen.kohomoloji grubu

f* Kohomoloji iginf nin trettgi homomorfizma

Ext(A,B)  Aile B grubunun exterior carpimi

aub aile b’nin cup carpimi

Sl HAI(X;Z,) 'denH*(X; Z,)’ye giden homomorfizma

P! H9(X;Zp) 'den H*2®P-D(X; 7,,)'ye giden homomorfizma

degP(R)) P(R) Milnor elemaninin derecesi



SEMBOLLER veKISALTMALAR DiziNi

ex(P(R)
I(P(R))
Cc(m)
W(C(T))
ex(C(T))
Cn(T)
PCy(T)

P(R) Milnor elemaninin excess i
P(R) Milnor elemaninin uzunigu

T dizisinin tara|

C(T) taragginin girhgi

C(T) targgInin excess i

T dizisinin demetlenmgitaras|

T dizisinin parcalanmgitarak demeti



1.GIRIS

Cebirsel topoloji, topolojik uzaylardaki problemlerin  cebirsel yapilara ¢esitli
funktorlarla aktarilarak ¢ozilmesini saglayan bir ¢alisma alanidir. Steenrod cebiri, bu
funktorlardan kohomoloji funktoru Uzerinden tanimlanan 6zel kohomoloji operasyonlari
tarafindan Uretilir. Bu cebirin dual cebirine cebir yapisi veren carpim, Milnor carpimi
olarak adlandirilir. Bu garpimin hesaplanmasi karmasiktir. Biz bu ¢alismada karmagik olan
bu carpimin daha kolay hesaplanabilmesi igin J.Silverman [12] tarafindan mod 2 Steenrod
Cebirinde verilmis ve daha sonra Karaca-Tanay [16] tarafindan mod p Steenrod Cebirine
genisletiimis Demetlenmis ve Parcalanmis Taraklar metodunu inceleyip bazi 6zel tipteki
elemanlar igin ¢arpimin sonucunu veren teoremler ifade ettik.

Cebirsel Topolojide 6nemli yeri olan Kategori , Funtor, Graded Cebir, Singller
Homoloji, Singller Kohomoloji ve Cup Carpim konularina bu calismada ¢esitli
bolumlerde yer vererek bu konuda calisacaklar icin 6zet bir kaynak nitigi tasimasl

distntlmistdr.



2.KAYNAK OZETLERI

2.1.Kategori ve Funtor Kavramlari

Tanim 2.1.1 :Bir K kategorisi

i) Ob(K) nesneler sinifindan,

if) Her sirali (X,Y) nesneler cifti icin Homk (X, Y) ile gosterilen morfizmalar kiimesinden,
iii) Her sirall (X,Y,Z) nesneler tglast igin, f : X — Yveg : Y — Z morfizmalar olmak
Uzeregof : X — Ziletanimli asagidaki aksiyomlari saglayan fonksiyonlardan olusur.

a) Her X,Y,Z,W nesnéleri icin f € Homk(X,Y),g € Homk(Y,Z) ve h € Homk(Z,W) ise
ho(gof) = (hog)of birlesme aksiyomu saglanir.

b) Her Y nesnesi icinf € Homk(X,Y) , g € Homk(Y,2) iselyof = fvego 1y = g olacak
sekilde 1y € Homk(Y,Y) birim morfizmasi vardir.

Tanim 2.1.2 : K kategorisi verilsin. f € Homk(X,Y) , g € Homk(Y,X) morfizimleri
fog = 1y sartinl sagliyor isef’ye g 'nin sol tersi, g 'yedef 'ninsag tersi denir. Eger g,
f"nin hem sag hem de sol tersi ise g ’yef 'niniki yanli tersi denir.

Teorem 2.1.3 :Eger f: X - Y ’'nin hem sag hem de sol tersi varsa bunlar esittir.

Tanim 2.1.4 :f : X — Y iki yanli tersi olan bir morfizim ise f *ye denklik denir ve bu
durumf : X ~ Y seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.5 :K 'dan L ’ye bir T kovaryant( veya kontravaryant ) funktoru, K "nin her X
nesnesini L * nin bir T(X) nesnesing, K 'nin her f: X — Y morfizmasini L 'nin bir
T : T(X) — T(Y) (veyaT(f) : T(Y) — T(X) ) morfizmasina esleyen bir fonksiyondur
Oyleki ;

) T(1x) = 11

i) T(gof) = T(g) - T(f) (veyaT(gof) = T() - T(9) )

Teorem 2.1.6 :T : K; — Kj bir funktor olsun. T funktoru K1 kategorisindeki denklikleri
K, kategorisindeki denkliklere goturir.

Tanim 2.1.7 : K;, K, Kkategoriler, Ti, T, :Kj; — K, ikiside kovaryant veya
kontravaryant olan funktorlar olsun. ¢ : Ty — T, fonksiyonu K; kategorisinin bir

nesnesini K, kategorisinin bir morfizmas ile esliyor ve Vf € Hom, (X,Y) icin Ty T»



kovaryant iken

LTESTRE S, P(%

p(X) | o(Y) ]

%) = Ty

T4, T2 kontravaryan iken

T1(f)
Pub

T1(X) T1(Y)
o(X) | o(Y) ]

%) 2 Ty

diyagramlarini degismeli kiliyorsa ¢ ’ye dogal transformasyon denir.



2.2.Graded Cebir

Tanim 2.2.1 : A degismeli monoid ve G degismeli grup olsun. 2 € A igin G, < G ve
G =G, ise (Gy)en adlesine G grubunun A tipinde bir graduationu denir. (Gj)ea

Aen

graduationu ile birlikte verilen G grubuna A tipinde graded (degismeli) grup denir.
Burada A , G grubunun derece kiimesidir. x € G icinx € G, ise x 'e A derecesinde
homogeneous denir ve deg(x) = 2 seklinde gosterilir. O her dereceden homogeneoustur.

x # Og ve homogeneous ise x tek bir G, 'nin elemanidir. y € Gisey = >_y; seklinde tek

Aen

bir gosterim vardir.
Tanim 2.2.2 :Bir A halkasi ve A halkasinin A tipinde bir (A3) e, graduationu verilsin. Bu
graduation asagidaki sartlari saglarsa A’ daki halka yapisi ile uyumludur denir.

VA u e AiGinAA, < Ay
(A1) e graduation ile verilen A halkasina, A tipinde graded halka denir.
Tanim 2.2.3 : A, graduationu (A;) 1e» Olan A tipinde bir graded halka, M bir A modul ve
(M2)2ea » M modiull Uzeride A tipinde bir graduation olsun. Bu graduation asagidaki
sartlar saglar ise M Uzerindeki A modul yapisiyla uyumludur denir.

VA, u e AiginAM, € My,
(M) e graduation ile verilen M moduline, A graded halkasl Uzerinde A tipinde bir
graded modul denir.
Tanim 2.2.4 :Ave A’ , graduationlari (A;)cx Ve (A}) ;e Olan A tipinde graded halkalar,
h: A - A" hakahomomorfizmasi ve 5 € A olsun. Eger VA € A igin

h(A) = Aj.s
sartl saglanir ise h homomorfizmasina é derecesinden graded halka homomorfizmasi denir
veder(h) = ¢ seklinde gosterilir.
Benzer tanim graded grup homomorfizmasi icinde yapilabilir.

Tanim 2.2.5 : A, graduationu (A;),c» Olan A tipinde bir graded halka, E bir A cebir ve
(Es) e » E cebiri Uzerinde A tipinde bir graduation olsun. Bu graduation asagidaki

sartlar saglar ise E Uzerindeki A cebir yapisiyla uyumludur denir.

Vl,‘u e A iginA,lEy C E,Hy



VA, u e AGNELE, < Ejy
(E,) 2e» graduationu ile verilen E cebirine, A graded halkasi Gizerinde A tipinde bir graded
cebir denir.
Tanim 2.2.6 : A, graduationu (A;);c. Olan A tipinde bir graded halka, E ve E' ,
graduationlari (E;);c» Ve (E})jca oOlan A tipinde graded A cebirler, h: E — E' cebir
homomorfizmasi ve 6 € A olsun. Eger VA € A igin

h(E:) = Ej.s

sartl saglanir ise h homomorfizmasina ¢ derecesinden graded cebir homomorfizmasi denir
veder(h) = ¢ seklinde gosterilir.
Not : Graduationlarin tipleri belirtilmedigi takdirde Z olarak alinacaktirlar.



3.MATERYAL ve YONTEM

3.1.Singuler Homoloji

Tanim 3.1.1 : x,ye R"olmak Uzere x ve ynoktaarini birlestiren dogru
parcasi{(1-t)x+yt | 0 <t < 1} seklinde tanimlanir.
Tanim 3.1.2 :C < R" kiimesi verilsin.Vx,y € C icin x ve y noktalarini birlestiren dogru
parcasi C de kaliyorsa C’ye konveks kiime denir.
Tanim 3.1.3 : A < R" kiimesi verilsin. A kiimesini kapsayan konveks kimelerin kesisim
kiimesine A’ nin konveks hull *u denir.
Tanm 3.1.4 : R" 'nin p+1 noktasl {Xo,X1,...,Xp; oOlsun. Eger
{X1 — X0, X2 — Xo, ..., Xp — Xoyvektorleri lineer bagimsiz ise {Xo,X1,...,Xp} kimesinin
konveks hull’ una bir p-simpleks denir.
Ozellik3.1.5 : {Xo,X1, ..., Xp} < R"kiimesi verilsin. Asagidaki ifadeler denktir.
a) X1 — Xo, X2 — Xo, ..., Xp — Xo lineer bagimsiz
b) Y sixi = D tixived s = > tiisei =0,...,picins; = t; dir.
Ozellik 3.1.6 : s psimpleksi {Xo,X1,...,Xp} kiimesinin konveks hull’u ise s'nin her x
noktas , her i icinti > 0, D_tj = 1 olmak Uzere x=)_tix; seklinde tek trli gosterime
sahiptir.

s’nin koseleri 6zel bir siraile verilirse s’ ye siralanmig simpleks denir.

S koseleri Xo, X, ...,Xp oOlan siralanmis p-simpleks olsun. o, kimesini asagidaki

sekilde tanimlayalim;
op = {(to,t1, ..., tp) € RPL | D"t = 1t > 0,i € 40,...,p}}

(to,ty,...,tp) — Ztixi

fonksiyonu bir homeomorfizmadir. Bdylece her sirdanmis p-simpleksi  op’'nin
homeomorfik gorantisudur.

Tanim 3.1.7 : op , kbseleri X, = (1,0,...,0),...,%, = (0,...,0,1) olan bir sralanmig



p-simplekstir. o, *ye standart p-simpleks denir.
Tanim 3.1.8 : X topolojik uzay! verilsin.
¢ :op— X
surekli fonksiyonuna singliler p-simpleks denir.
Not : Singuler O-simpleksler X uzayinin noktalariyla, singtler 1-simpleksler X uzayindaki
yollarla eslestirilebilir.
Tanim 3.1.9 : ¢ bir singller p-simpleks ve i€ {0,1,...,p} ise 0i¢ singuler
(p— 1)-simpleksi

(to, ..., tp) = ¢(to,...,ti-1,0,t,...,tp 1)
seklinde tanimlanir. 6;¢’ye ¢’ nini i. yliz( denir.
f: X — Y surekli bir fonksiyon ve ¢ X "de singiler p-simpleks olsun.Bu takdir de Y
"de bir f4(¢) singller p-simpleksi
fu(g) =fo o

seklinde tanimlanir. Benzer sekildeg : Y — W, 1x : X — Xsirekli fonksiyonlari igin

(@0 Du(@) = (9% o fu) () ve 1u(g) = ¢
esitlikleri vardir.
Tanim 3.1.10 : X topolojik uzayr verilsinX uzayindaki tim singller n-simplekslerin
Uretmis oldugu free abelyen grubu S,(X) ile gosterelim. S,(X) ’in bir elemanina n-zincir

denir ve bir n-zincir
2N ¢
¢

formundadir. Buradan, € Z* ve sonlu sayida ¢ hari¢ sifirdir.
0i, 1. ylz operatorii singiler n-simplekslerden singller (n— 1)-simplekslere bir

fonksiyon oldugu igin tek bir

O Si(X) — Sva(X)
2 Ng.p — D N;.0i4
¢ ¢

homomorfizmasi vardir. Bu homomorfizmalar yardimi ile sinir operatorii asagidaki sekilde

tanimlanir ;



0 1 Si(X) — Sva(X)
0= G001+ + (1) = (D)5,
i—0

Ozellik 3.1.11:000 =0

Bu 6zelligin geometrik anlami, bir n-zincirin sinir1, sinirt olmayan bir (n — 1)-zincirdir.
Tanim 3.1.12 : ¢ € S,(X) n-zinciri icin 6(c) = 0 ise ¢ 'ye n-devir denir. d € S,(X)
n-zinciri icin d(e) = d olacak sekilde bir e € Sy;1(X) (n+ 1)-zinciri varsa d 'ye n-sinir
denir.

0 homomorfizma oldugundan n-devirlerden olusan Kero kimesi S,(X) ’in alt
grubudur ve Z,(X) ile gosterilr.Benzer sekilde n-sinirlardan olusan /mo kiimesi S,(X) ’in
alt grubudur ve B,(X) ile gosterilir.

Ozellik 3.1.11 ' den Bn(X) = Zn(X) elde edilir.

Tanim 3.1.13:

Ha(X) = Zn(X)/Bn(X)

bolum grubuna X uzayinin n. homoloji grubu denir.
Burada calisiimak istenen objeler topolojik uzaydaki devirlerdir. Fakat devirlerin

sayisinin fazla olmasi nedeniyle bunlari denklik siniflarina ayirlyoruz dyleki c1,c; € Z,
icin

Ci~C <= C —C=deB,
Tanim 3.1.14 : C, ’'ler abel gruplar ve 0, ’'ler homomorfizmalar olmak Uzere eger

Om100n = 0ise
c:... e, 8o,

dizisine zincir kompleks denir ve {C, 0} ile gosterilir.

{C,0} ve {C',0'} zincir kompleksleri verilsin.Eger

p . C—C
homomorfizmasi her nigin
0" o@n=@n1°0

sartini saglarsa ¢ 'ye zincir donusima denir.

Ozellik 3.1.15 :¢ zincir doniisumii ise



De(Z.(C)) < Z.(C)

i)p(B.(C)) <= B.(C)
Ozdllikleri saglanir.

Bdylece homoloji gruplar arasinda

¢« 1 H.(C) — H.(C)

z+B.(C) — ¢(2 +B.(C")
homomorfizmas elde edilir.
Tanim 3.1.16 : S,(X) = {S(X)} graded grubu, 0 sinir operatori altinda bir zincir
komplekstir ve buna X uzayinin singuler zincir kompleksi denir. Bu zincir kompleksinin
homolajisine X uzayinin singiler homoloji grubu denir.
f: X — Y sirekli bir fonksiyon ve ¢, X uzayinda bir n-simpleks ise f4(¢) = fo ¢, Y

uzayinda bir singller simpleksidi. Bu durumda

fs 1 Si(X) — S(Y)
Cc= Z¢:n¢.¢ — f(z¢:n¢¢) = Z¢:n¢f(¢)

homomorfizmasi bir zincir déntstmdur.

Bdylece fx zincir donisumui ile homoloji gruplar arasinda
f* . Hn(x) - Hn(Y)

Z+ B.(X) — fx(2) + BL(Y)
homomorfizmasi elde edilir.
f: X—>Y,g:Y— Zvelyx : X~ Xsurekli fonksiyonlari icin
(@ofs =gsofi i Ha(X) — Ha(2)

(1)« = 1s,x : Ha(X) — Hn(X)
olur.

Ozellik 3.1.17 :X = {x} uzayi igin

o0~ 15 158

Ozellik 3.1.18 :X yol baglantili uzay olsun. Bu takdirde Ho(X) = Z .
Va € Aicgin
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0% 0% 0%
Ca:..._,Cg_,Cg_l_,...

zincir kompleksleri verilsin.)_ C* zincir kompleksi
acA

0 0 0
YCrie 5 YCES YCEy >
seklinde tanimlanir dyleki
0Cy :ae A =(0%, :aehA).

Teorem 3.1.19 H(3_C*) =~ > H«(C%)

Ozellik 3.1.20 : X topolgjik uzay ve {X, : a € A} X inyol baglantili bilesenleri ise

Hk(x) = Z Hk(xa)

Teorem 3.1.21 f : X — Y — homeomorfizmaise Vpicin

f. 1 Hp(X) — Hp(Y)
izomorfizmadir.
Teorem 3.1.22 :X < R" konveksise Vp > Oigin Hp(X) = 0.
C={C,0} ,C' ={C',0'} zincir kompleksler ve T : C — C' derecesi bir olan zincir
donustimi olmasi gerekmeyen bir graded grup homomorfizmasi olsun.Bu durumda
0 oT+To0:C— C

derecesi sifir olan 1 homomorfizmadir.

0 0 0 0
C — Cp+1 — Cp - Cp_l -
T T T
e e e
o o' o' o'
C/: e C;)+l - C;) - C;)—l -
0 0 0 0
| 0 oT+Tod | 8 oT+Tod | 0oT+Tod
C: - 5 Chy s, o s, L s,

Bu homomorfizma

0 0(@oT+T0d)=000"0T+0 0Tod=00Tod
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=0'0To0+To0000=(0"oT+To00)od
sartini sagladigindan zincir doniisimudur ve homolaji gruplari arasinda bir homomorfizma
uretir.
(0 oT+To0). : Hy(C) — Hp(C)
Z+B,(C) — (0 o T+ T00)(2) +B,(C"
Burada
(0 eT+To0)(@) = (0 M@+ (To0)(2) = (' > T)(2) € Bp(C)
oldugundan (0’ o T + T o 9), bir sifir homomorfizmasidir.
Tanim 3.1.23 :f,g : C — C' zincir dontistimler olsun. Eger T : C — C' derecesi 1 olan
ve 0'oT+To0="f-g olacak sekilde bir T homomorfizmasi varsa f ve g zincir

homotopidir denir.

Ozellik 3.1.24 :f,g : C — C' zincir homotopik ise
f.,0« : Ha(C) — Hn(C)
homomorfizmalari esittir.
Teorem 3.1.25 f,f' : X — Y homotopik donistimler ise
fofl : Ha(X) — Hp(Y)
homomorfizmalari birbirine esittir.
Ozellik 3.1.26 :f : X — Y bir homotopi denkligi ise Vnigin
f* . Hn(x) - Hn(Y)

izomorfizmadir.

Sonug 3.1.27 i.A — X, X uzayinin bir A retractinin igerme fonksiyonu ise
i @ Ha(A) — Ha(X)

bir direk toplam terimine monomorftur. Eger A, X uzayinin deformasyon retracti ise i, bir
izomorfizmadir.

Tanim 3.1.28:

cLbp2E
abel gruplarin ve homomorfizmalarin UglUsiine, im(f) = Ker(g) ise D ’de tamdir denir.
Tanim 3.1.29:
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fi+ fi
-+ — Gi1 — Gi — Gig — -

abel gruplarin dizisinde her tglt tam ise bu diziye tam dizi denir.
Tanim 3.1.30:

0-CLD2E—O
tam dizisine kisatam dizi denir.

C = {C\},D = {Dn},E = {En} zincir kompleksler ve f,g bunlar arasindaki sifirinci

dereceden zincir donlsimler olmak Uzere

0o-cLD2E-0O
kisadizisi tam olsun. Bu durumda Vpigin

f. .
Hp(C) = Hp(D) = Hy(E)

homolaji gruplarinin tglust vardir.

Tanim 3.1.31:

At Hi(E) = Hna(C)

z+Bn(E) = (g7 000 ™)(2) +Bnra(C)

homomorfizmasina baglayici homomorfizma denir.
Teorem 3.1.32:

0-CH>D2E—0O
zincir komplekslerinin ve sifirinci dereceden zincir dontisimlerinin kisatam dizisi ise

+ 5 Ha(D) & Ha(E) 5 Hna(C) = Hoa(D) & -

uzun diziside tamdir.
Tanim 3.1.33 : C = {C,,0} zincir kompleksi verilsin. Her n icin D, c C, ise
D = {Dy,0'} kompleksine C'nin alt kompleksi denir. Burada D’ nin sinir operatdrii C' nin

sinir operat6riiniin kisittanmis (6" = ¢ | p ) halidir. C/D bolim zincir kompleksi
C/D = {Cn/Dn,a”}
seklinde tanimlanir dyleki

a:—; Cn/Dn - Cn_lan_l

[c] — [0(0)]
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(Uygunluk igin bundan sonra tim sinir operatérlerini 0 ile gosterecegiz.)
Bu zincir dontsumleri arasinda, i icerme ve r projeksiyon fonksiyonlari olmak tizere
0-D-CcLCD—0
dogal kisatam dizisi vardir.Teorem 3.1.32 ' den homolgji gruplarinin
-+ — Hq(D) 2 Ha(C) 5 Ha(CID) 5 Hoa(D) 5 -
uzun tam dizisi vardir.
Dahagenel olarak E — D < C zincir kompleksleri icin
0—-DIE—-CE—-CD—0
kisatam dizisi vardir. Yine Teorem 3.1.32 ’den homolaji gruplarinin
-+ — Hn(D/E) — Hn(C/E) — Hn(C/D) = Hp1(D/E) — ---
uzun tam dizisi vardir.
(X,A) ikilisi ile X uzayini ve A < X at kimesini gosteriyoruz. S, (A), S.(X) ’in at
zincir kompleksidir.
Tanim 3.1.34 : X uzayinin A at uzayina gére elde edilen zincir kompleksi
S.(XA) = Sc(X)/S.(A)
seklinde tanimlanir ve bu zincir kompleksin homolojisine X uzayinin A at uzayina gore
relative singuiler homolgjisi denir. Baska bir ifadeyle
Ha(X,A) = Ho(S:(XA)) = Ha(S.(X)/S(A))

yazilabilir.Boylece (X, A) ikilisi igin zincir komplekslerin

0 — Si(A) > S.(0 5 S.(0/S.(A) = S.(X,A) — 0
kisatam dizisi ve dolayisiyla

= Ha(A) > Ha(X) 5 Ha(XA) 5 Haa(A) — -
uzun tam dizisi vardir. Burada H.(X,A), i, : H.(A) — H.(X) homomorfizmasinin
izomorfizmadan uzakligini Olger. Yani i, graded grup izomorfizmasidir ancak ve ancak
H.(XA) = 0.
Ozellik 3.1.35 : (X,A) ikilisinde A at uzayr X uzayinin deformasyon retracti ise
H.(X,A) = 0drr.

Daha genel olarak (X,A,B) Uglust ile X uzaym v Ac B c X at uzaylarini
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gosteriyoruz. Boylece (X, A, B) tclust igin zincir komplekslerin
0 — S,(AB) — S.(X,B) = S,\(X,A) - 0
kisatam dizisi ve dolayisiyla relative homoloji gruplarinin
. = Hn(AB) — Hp(X,B) — Ha(XA) 5 Hp1(AB) — -

uzun tam dizisi vardir.
Tanim 3.1.36 :(X,A) ve (Y, B) ikilileri verilsin. f(A) < f(B) sartini saglayan

f: (XA — (Y,B)
surrekli fonksiyonunavikililerin dénistmu denir ve

fx(S.(A)) < S.(B)
olacak sekilde

fi : SAXA) — Si(Y,B)

zincir donlstmi Gretir.
Teorem 3.1.37 : f,g: (X,A) — (Y,B) ikililerin dondstm ise
fr, 0« : H . (OX,A) — H.(Y, B) homomorfizmalari esittir.
Teorem 3.1.38 :(X,A) ikilisiveU — Aalt kiimesi verilsin dyleki 4 = A . Bu takdirde

i i (X-U,A-U) > (X,A
icerme donusUma
e : Hi(X=U,A-U) — H.(X,A)

izomorfizmasini Uretir.

Tanim 3.1.39 :A,B ve C abdl gruplari verilsin.
¢ AxB— C
dontisumu
1) ¢(ar + az,b) = ¢(a1,b) + ¢(az,b)
i) ¢(a,b1 + b2) = ¢(a,b1) + ¢(a,by)

sartlarini saglyor ise bilineerdir denir.

F(AxB),AxB ’nin Urettigi free abelyen grup olsun. F(A x B) "nin bir elemani

Zni(ai,bi)
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formundadir. Buradaki " ' " ifadesi sonlu sayida i hari¢ nj = 0 oldugunu belirtmek icin
kullaniimustir.

Tanim 3.1.40 :R(A x B),

(a1 + az,b) — (a,b) — (az,b)

(a,by +b2) — (a,b1) — (a,b2)
elemanlari tarafindan Uretilen F(A x B) "nin alt grubu olsun. A ve B’ nin tensor carpimi
A® B = F(A x B)/R(A x B)

seklinde tanimlanir.

¢ 1 Ax B — C donusumu bilineer ise

¢ F(AxB) — C

Zni(ai,bi) — Zni¢((ai,bi))
homomorfizmasi yardimi ile Uretilen
¢"=A®B— C
homomorfizmas vardir.
Ozellik 3.1.41 :
1)AQB=~B®A
2-)f:A— A" ,g:B— B'ise
feg: A®B —> A' QB
a®b— f(a) ® g(b)
3)f:A—A,f A —>A ,g:B>B,g: B —Bise
tehe@-9=F8g) (e
4)A=Y AiseA®B =Y (A ®B)
5-) vj e Jicin fj : A— A" homomorfizmalarl , a € A igin fj(@) sonlu sayida j icin

sifirdan farkli ise

d A A
a— Y fi(a
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homomorfizmasi tanimlanabilir. Bu takdirde keyfi g : B — B’ homomorfizmasi icin

Q.fHeg=Y.(feg
olur.
6-) A degismeli grup olmak Uizere
ARZ ~A
7-) A = F(aj) , B = F(b;) olmak tizere
A® B = F(a ® by)
8) A<A,B <Bigini;: A" — A,i,:B — B dt gruplarin icerme donistmleri
olmak uzere

AR®B
im(i; ® 1g) +im(1a ® i2)

AA' ® BB’ ~

) Zp®Lg=Lpg
10-)
A—-B—-C—0
tam dizi ve D abel grup olmak Gizere
AD -B®D -C®D — 0
diziside tamdir.
Genel olarak
o-ASBLCcoo0

kisatam dizisi ve D abel grubu icin

a®1p B®1p

0—-A®D - B®D — C®D —0
kisa dizis tam olmayabilir. Clinkii o« monomorfizmas i¢in ¢ ® 1p monomorfizma
olmayabilir.
Tanim 3.1.42 :A abel grubu verilsin. Go, G; free abel gruplar olmak tizere
0— Gy > Gy>A—0
kisatam dizisine A grubunun free resolutionu denir.

Tanim 3.1.43 :D abel grubu icin Ozellik 3.1.41'in 10. maddesiden

i®1p ®1p

Gi®D —- Go®D - A®D — 0
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dizisi tamdir. Ker(j ® 1p) grubuna A ve D gruplarinin torsion ¢arpimi denir ve Tor(A, D)
seklinde gosterilir. Bu ¢arpim j ® 1p homomorfizmasinin monomorfizmadan uzakligini
Olcer.

Ozellik 3.1.44 :

1-) Tor(zZ,A) =~ Tor(A,Z) = 0

2-)Tor(Z,7) =~ Tor(Z,Zy) ~ Tor(Zm,Z) = 0

3-) Tor(Zn,Zm) = Zmp)

4)A =3 A, B=Y BjiseTor(AB) =~ X Tor(A;,B))
i

5-) A, B abelyen gruplar ise Tor(A,B) ~ Tor(B,A)
6-) Afreeabelyengrupise Tor(B,A) = 0
7-) Tor(A,B) A’ nin free resolution segiminden bagimsizdir.
Tanim 3.1.45 :C = {C,, 0} free zincir kompleksi ve G abel grubu verilsin. Bu takdirde
C ® G zincir kompleksi
C®G={Ci®G,0Q® lc}
seklinde tanimlanir. Gergekten
(0®16)o(0®1c) =(0°0)®(1le°ls) =0®1c =0
oldugundan bu dizi bir zincir komplekstir.
C ve C' zincir kompleksler, f : C — C' zincir donisiim ve G abel grup olmak lizere
fels:C®G—-C' QG
homomorfizmasi
f®1ls)o(0®1le) = (fed) ®(lgols) = (fo0) ® 16
=0 H®1le=(0®1ls) e (f®1s)
sartin sagladigindan, C® G ve C' ® G zincir kompleksleri arasinda bir zincir
dontsumudr.
T, fo vef; zincir donustimleri arasinda bir zincir homotopi ise T ® 1¢
(0'®1e)e(TO®1e)+(T®1e) e (0®1e) =l ®1le-To® 1c
sartin sagladigindan fo ® 1¢ vef1 ® 1g zincir donistmleri arasinda zincir homotopidir.

Tanim 3.1.46 : Sabit bir G abel grubu aaim. (X,A) ikilisine karsilik gelen S, (X,A) free
zincir kompleksini kullanarak yeni S.(X,A) ® G zincir kompleksini elde ederiz. Buna



18

(X,A) 'nin G katsayili singuller zincir kompleksi denir ve S, (X, A; G) ile gosterilir.
SiKA) ®Z =~ S.(XA)
oldugundan S, (X,A) 'ye tamsay! katsayili singuler zincir kompleksi de denir. S, (X, A; G)
"nin homolojisi H.. (X, A; G) ile gosterilir.
f:(XA) — (XA)
ikililerin donistimu
f, t H.(XAG) — H,(X,A';G)
homomorfizmasini Uretir.
Simdi de (X, A, B) tclisunt alaim. Bu tcluye karsilik
0 — S.(ABG) — S.(X,B;G) — S.(XAG) — 0
kisadizis tamdir.
Teorem 3.1.47 :C free zincir kompleks ve G abel grup ise
Hn(C® G) =~ Ha(C) ® G @ Tor(Hn-1(C),G)
olur.
Sonug 3.1.48 (X, A) ikilisi i¢in
Hh(X,AG) = Hh(X,A) @ G @ Tor(Hn-1(X,A),G)
olur.
Tanim 3.1.49 : o, (X,A)ikilis ve n tamsayisini ¢ ,(X,A) abel grubu ile ve her
f: KA — (Y,B) ikililerin donistimind . @ @ n(X,A) — g n(Y,B) homomorfizmasl
ile eslestiren bir fonksiyon ve her nicin o : o n(X,A) — @ n-1(X,A) homomorfizmasi var
olsun. Eger ¢ asagidaki aksiyomlari saglar ise g bir homolgji teori Uretir denir.
1)id : (X,A) — (X,A) birim donistim ise
id, pn(X,A) = @n(XA)
birim homomorfizmadir.
2) f: XA — X ,A),g: (X,A) — (X", A") ikililerin dontstmleri ise
(of). = 0uof,
dir.
3)f: (KA — (Y,B) ikililerin dontsimu ise
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Oof, = (f |a)uod

i (AD) — (XD)vej: (X,F) — (XA) icerme donustimleri ise

D B D 9a0) B A S P (A) —
dizisi tamdir.
5f,9: (XA — (Y,B) ikili ddontstimleri homotopik ise
fo=0.
6) (X,A) ikilisindeU c Ave U c int(A) ise
i (X-UA-U) — (XA
icerme dontsUma icin
Lot on(X=U,A-U) = (XA

izomorfizmadir.
7)n =+ 0icin g n(pt) = 0dir ve g n(pt) 'ye katsay! grubu denir.

Singller homoloji  yukaridaki aksiyomlari saglar. Bdylece asagidaki teoremi
verebiliriz.
Teorem 3.1.50 :G abelyen grubu verilsin. Katsay! grubu G olan bir homolgji teori vardir
oyleki @ n(X,A) = Hh(X,A;G) .
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3.2.Singuler Kohomoloji

Tanim 3.2.1 :Ave G abelyen gruplar olmak Uzere
Hom(A,G) = {f | f: A — G, f homomorfizma}

seklinde tanimlanir. Hom(A, G) fonksiyonlarin toplama islemine gére abel gruptur.
Ozellik 3.2.2 :
1-) Hom(z, A) ~ A
2-) HOM(Z, Z ) =~ Zm
3-) Hom(Zn,Z) ~ 0
4 Hom(Zm, Z1) = Z )
5)A=> A ,B=3 Bjicin

i j

Hom(A,B) = > Hom(A;,B))
i

dir.
¢ : A — B homomorfizmasi
¢* : Hom(B,G) — Hom(A, G)
G—B:f— ¢¥f) =fog
homomorfizmasini Uretir ve ¢ : B — C homomorfizmasi igin
(pog) =¢op”
olur.

Tanim 3.2.3 : G abel grubu ve {C,0} zincir kompleksi verilsin. Her n icin C" abel

gruplari
C" = Hom(C,,G)
seklinde tanimlanir. ¢ : Cn,1 — C,, sinir operatérii igin
ot - Ccn — cntt
homomorfizmasi vardir ve
0% 0% =(000)*=0

olur.
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Burada zincir kompleksine benzeyen bir yapi vardir. Fakat dizimiz azalan degil
artandir. Boylece kozincir kompleks tanimini verilebilir.

Tanim 3.24 : {C"§},6 :C"— C™ olacak sekilde abel gruplarin ve
homomorfizmalarin bir toplulugu olsun. Eger

600=0
ise bu diziye kozincir kompleks, 6 homomorfizmasinada kosinir operatori denir. c" € C"
elemanina da n —kozincir denir.

{C",6} kozincir kompleksi i¢cin D, =C™ ve 0 =6 : Dy — D1 tanimlamaarini
yaparsak {Dy,d} bir zincir kompleks olur. Boylece bu iki yapinin birbirinin duali oldugu
goralmus olur.

Zincir kompleksteki temel tanimlamalar kozincir kompleks icinde yapilabilir.

Tanim 3.2.5 : {C",5} ve {D",8'} kozincir kompleksler olmak tizere f : C" — D™
homomorfizma koleksiyonu
fod=0"of
sartini saglarsaf ’ye k. dereceden kozincir donuistimt denir.
Tanim 3.2.6 :f veg 0. dereceden kozincir dontisimleri olsunlar. Eger
5 oT+Tos="f-g
sartini saglayan
T:C"— D!

homomorfizmalari varsaf ve g kozincir homotopiktir denir.
{C,0},{D,d'} zincir kompleksleri ve f,g: {C,0} — {D,d0'} zincir homotopik
dontsumleri ise keyfi G abel grubu igin
f#,g* : {HomD,,G),0"} — {Hom(C,,G), "}
kozincir dontisuimleri kozincir homotopiktir.
Tanim 3.2.7 :C = {C",§} kozincir kompleks olsun. n-kodevirlerin grubu
Z"(C) = Kero"
, N-kosinirlarin grubu

B"(C) = imo™L
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seklinde tanimlanir.Bdylece n.kohomoloji grubu
H"(C) = Z"(C)/B"(C)

olur.
A={A"} ,B={B"},C = {C"} kozincir kompleksler ve

0—-A—-B—->C—-0
sifirinci dereceden kozincir dontistimlerinin kisatam tam dizisi ise kohomoloji gruplarinin
= H"(A) — H"(B) — H"(C) > H™(A) — -
uzun tam dizisi vardir. Burada A baglayici homomorfizmasi homolojideki gibidir.
Tanim 3.2.8 : (X, A) ikilisi ve G abel grubu verilsin. (X, A) ikilisinin G katsayili n. boyutlu
kozincir grubu
S'(X A G) = Hom(S,(X,A),G)
seklinde ve bu kozincirgruplar arasindaki kosinir operatorii de
5 "X A G) — S™H(X A G)
6=0"
seklinde tanimlanir. Boylece (X,A) ikilisinin singller kozincir kompleksini tanimlamis
olduk.
Tanim 3.2.9 : Bu kompleksin homolgjisine (X,A) ikilisinin G katsayili singuler
kohomolaji grubu denir ve H* (X, A; G) seklinde gosterilir.
Homolojideki tim kovaryant Ozellikler kohomolojide kontravaryant hale gelir.
Ozdliklef : (X,A) — (Y, B) ikililerin doniistiminin Urettigi homomorfizma
f* : H*(Y,B;G) — H*(X,A;G)
olurveg : (Y,B) — (W,C) baskabir ikililerin dénistmi ise
(goh" =Fog
olur.
Tanim 3.2.10:
0-ALBACo0

abel gruplarin ve homomorfizmalarin kisa tam dizisi olsun. f(A) , B ’'nin direkt toplam

terimi ise bu diziye ayrilabilir tam dizi denir.
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Ozellik 3.2.11 :
0-FLHLZK=O
ayrilabilir tam dizi ve G abel grup ise
0 — Hom(K,G) = Hom(H,G) —» Hom(F,G) — 0
dizisi tamdir.
(X,A) ikilisi igin
0— S(A) — S(X) — Si(X,A) — 0

dizisi ayrilabilir tamdir ve Ozellik 3.2.11’ den dolay!

0 — S*(X,AG) —» S (X,G) —» S*(AG) — 0
kisadizisi tamdir. Bdylece singler kohomoloji gruplarinin

-+ — H"(X,A;G) — H"(X;G) — H"(A;G) — H™(X,A;G) — ---
uzun tam dizisini elde ederiz.
Ozellik 3.2.12:
ALlBScoo

dizisi tamise

0 — Hom(C,G) & Hom(B,G) > Hom(A,G)

dual diziside tamdir.
Gend olarak

0-ALBACo0
kisatam dizisi igin
0 — Hom(C,G) & Hom(B,G) > Hom(A,G) — 0
dizisi tam olmayabilir. Clnku f monomorfizmasi icin f# epimorfizma olmayabilir.
E abel grubu ve E "nin bir free resolutionu yani G, ve G; free abelyen gruplar olmak
Uzere
056G 5 Gy HE—O

kisatam dizisi verilsin. Keyfi G abel grubu icin Ozellik 3.2.12’ den dolay:
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0 — Hom(E,G) £ Hom(Go,G) > Hom(G,,G)
dizisi tamdir.
Ext(E,G) = Hom(Gy, G)/Im(a®)
grubuna E ve G 'nin Exterior Carpimi denir ve bu carpim o ’in epimorfizmadan
uzakligini olcer.
Ozellik 3.2.13 :
1)A=3 A ,B=Y Bise
i i

Ex(A,B) = > EXt(A;,Bi)

olur.
2-) Herhangi bir G abel grubu igin

Ext(Z,G) =0
3) EX(Z,Z) ~ EX{(Z,Zy) = 0
4-) EX{(Zm,Z) ~ Zm
5-) EX{Zm,Zn) = Z(mp)
6-) E free abel grup ise
Ext(E,G) =0

7-) Ext(E, G) , E ' nin free resolution segiminden bagimsizdir.
8)
0o-ALBLCc—o0
kisadizisi tamise
0 — Hom(C,G) % Hom(B,G) > Hom(A,G) — Ex(C,G) % Ex(B,G) > Ex(A,G) — 0
diziside tamdir.
Ozellik 3.2.14 : X topolgjik uzay ve {X,} sea , X uzayinin yol baglantili bilesenleri ise
H(X,G) = [] G,

aceN
olur.

Teorem 3.2.15 :(X,A) ikilisi ve U < int(A) olacak sekilde U < A alt kiimesi verilsin.
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i (X-UA-U) — (XA
ikililerin igerme donustuma
i* : H*(X,A;G) —» H*(X-U,A-U;G)
izomorfizmasini Uretir.
Teorem 3.2.16 : f,g: (X,A) — (Y,B) ikililerin donUstmleri homotopik ise bu
homomorfizmalarin Urettigi
f*,0* : H*(Y,B;G) — H*(X,A;G)
homomorfizmalari esittir.
Teorem 3.2.17 :(X,A) ikilisi ve G abel grubu verilsin. Bu takdirde
0 — ExtH, 10 A),G) — H'(X,A;G) — HomM(H,(X,A),G) — 0

ayrilabilir tam dizisi vardir.
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3.3.Cup Carpim

Tanim 3.3.1 : X topolojik uzayl ve R degismeli halkasi verilsin.g : 6,.q — X olmak

Uzere
P(XR) x SUX;R) = SPH(X:R)

<cPuUcYd ¢ >=<cP,¢gol(eo,€1,...,8p) >« < Ch¢pol(ep,epi1,... . Epiq) >

donlisuma tanimlansin. Buradaki cP U c9 kozincirine cP,cY kozincirlerinin cup carpimi
denir. ¢ ol(eo,€1,...,8p) dONUsUMU ¢ singiler (p+ g)-simpleksinin 6n p ylzine,
¢ o l(ep,€pi1, ... Eprg) DONUSUMU ise ¢ singller (p+ q)-simpleksinin arka q yiniine
kisitlanislaridir.

Teorem 3.3.2 : Kozincirlerin cup carpimi bilineer ve birlesmelidir. z° tim

0-simplekslerdeki degeri 1 olan kozincir olsun. z° birim elemandir. Ayrica
o(cPuch) = (6cP) U cl+ (-1)PcP U (oc9)
kosinir formuli gegerlidir.
Teorem 3.3.3 :Kozincirlerin cup carpimi
HP(X;R) x HI(X;R) = HPHI(X;R)
bilineer ve birlesmeli operatoriini Uretir. [z°] kohomolgji sinifi birim elemandir.
Teorem 3.3.4 :h : X — Y sirekli iseh* cup carpimi saglar.

Tanim 3.3.5 :H*(X;R) = ®@H'(X;R) olmak lizere cup carpimi bu grubu birimli halkaya
donusturdr ve bu halkaya X uzayinin R katsayili kohomolaji halkasi denir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1.Steenrod Cebiri

Tanim 4.1.1 : p,q sabit tam sayilar ve G,G' halkalar olmak tizere (p,G;q,G’) tipindeki
bir ® kohomoloji operasyonu HP(,G) funtorundan H9( ,G’) funktoruna giden dogal bir
transformasyondur dyleki her X uzayi icin ve her f : X — Y bir donUsimu igin

Ox

HP(XG) = HYXG)
1 fr 1 fr

Oy

HP(Y;G) = HY(Y.G)

diyagramini degismeli kilar ve o(G, p; G', q) ile gosterilir.

Zy =17/pZveptekasa sayiolsun.0 — 7, — 7, — Zp — Otamdizisine karsilik
gelen B :HI(X;Zp) — H¥(X;Z,) Bockstein ko-sinir operasyonu, B2 =0 ve
BX.y) = BX)Yy + (=1)9xB(y), dim(x) = q 6z€elliklerini saglayan bir dogal homomorfizma
olarak bilinmektedir.

G = 7, icin Steenrod Squar€’ lari olarak bilinen Sq operasyonu, her g icin asagidaki
diyagrami degismeli kilan (Z»,q;Z,,q+ i) tipinde bir kohomoloji operasyonudur.

HIXZz) 24 Hev (X Z,)
ot ot
Sq .
HI(Y:Z2) 4 Hei(Y:z,)

Ozellik 4.1.2 :Sq : HI(X;Z2) — H¥(X;Z,) Steenrod Square operasyonlari asagidaki
Ozellikleri saglarlar.

1) S : HI(X;Z5) — HI(X;Z2), S = 1

2) degu= qise Scf(u) = u?

3) degu< gise Sdfi(u) = 0

4) Cartan formiilii: S (u.v) = » _ Sd(u). Scf(v)

i=j+k

5 S : HI(X;Zy) — H¥Y(X;Z3), 0 — Zy — Z4 — Z, — O tam dizisine Karsilik
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gelen Bockstein ko-sinir homomorfizmasidir.
G = Z, alirsak, P' Steenrod operasyonu, her q icin asagidaki diyagrami degismeli
kilan (Zp,q; Z,, q+ 2i(p — 1)) tipinde bir kohomolji operasyonudur.

HI(X;Zp) = H¥ZCD(X:7,)
T T
HI(Y;Zp) & H®20-D(Y;7,)

Ozellik 4.1.3 : P' : HY(X;Zp) — H*¥2®D(X;7,) Steenrod operasyonlari asagidaki
Ozellikleri saglarlar.

1) PO : HI(X;Zp) — HA(X;Z,), PO = 1

2) degu= qiseP4(u) = uP

3) degu< 2qiseP9(u) = 0

4) Cartan formiilii: P'(u.v) = > Pi(u).P'(v)

i=j+
Ozellik 4.1.4 : Steenrod operasyonlarinin bileskesi Adem bagintilari olarak bilinen
asagidaki bagintilar saglar:

a< 2bise
(4] b-j—1 o
Sqasdozz(;( s )Sq’*“*lsd
=
a < pbise
(4] .
Papb: -1 at (p_l)(b__J)_l Pa+b—jpj
Sns( PR
a<pbise
o i P=DO-D) Y gomnip . e graia( P DO-D— 1Y pas 2o
Prppe = (PG et e (BRI e
J= J=
dir.

Burada (') = 0 & m < nveyam negatif veyan negatif.
Ornek 4.1.5 :p = 3 ainirsa
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10 - 3; 10 - 3;

() (5) e (3 (1) e

pl0 p4 _ i(_l)loﬂ'( (3- 1)(4—_j) -1 )P10+4-1P| Z( 1)10+]( 7-2 )P10+4—jpj
i=0

Tanim 4.1.6 :A> mod 2 Steenrod cebiri, derecesi 1 olan 8 elemani ve derecesi i olan Sd
elemanlariyla Uretilen komUtatif graded cebir olarak tanimlanir. A Steenrod cebirine ait bir
monomial; & = 0 veya 1 ve r; > 0 olmak Uzere p=Sq:perSqzpe2... Sqxpe seklinde
ifade edilebilir. | = (eo,r1,€1,r2,82,...,I, ek) olmak Uizere bu monomiai Sd seklinde
gosterecegiz.
Tanim 4.1.7 : A mod p Steenrod cebiri, derecesi 1 olan  elemani ve derecesi 2i(p— 1)
olan P' elemanlariyla Uretilen komiitatif graded cebir olarak tanimlanir. A Steenrod
cebirine ait bir monomial; ¢; = 0 veyalver; > 0 olmak Uzere feoPr ge1pPr2 &2 P« e«
seklinde ifade edilebilir. | = (go,r1,€1,r2,€2,...,l, k) olmak Uzere bu monomiali P'
seklinde gOsterecegiz.
Tanim 4.1.8 : T = (t1,t2,...,tn) elemanlari negatif olmayan bir tamsayi dizisi olsun. Eger
1<i<migin t > pty; esitsizligi varsa bu diziye admissible dizi ve PPz, . Pim
monomialine de admissible monomial denir. Biitliin admissible monomiallerin olusturdugu
kime A steenrod cebiri icin bir baz olusturur ve Bagm ile gosterilir. PPtz Ptm
monomidi PT ile de gosterilir.
Tanim 4.1.9 : Milnor, A Steenrod cebirinin A* dualinin, dereceleri 2(p' — 1) olan &
Ureteglere sahip Fp[&1,&2, ... ] polinom cebri ile dereceleri 2p' — 1 olan 7 Ureteclere sahip
E[70,71,72,...] exterior cebirin tensor carpimi oldugunu gostermistir. A* daki bu
monomial bazin A daki dual bazi Milnor bazi diye adlandirilir ve By ile gosterilir. A*
daki g0, &1, w8t E%,... eemaninin duali P(ry,rp,...) ile gosterilir. R= (ry,ro,...)
negatif olmayan tamsayillardan olusan sonlu bir dizi ise P(ry,ro,...) yerine P(R)
kullaniriz.

Notasyonlar kiyaslandiginda P(n) = P" oldugu bilinmelidir.

Milnor bazinda cebir yapisi Milnor ¢arpimi denilen carpim ile verilir.

Tanim 4.1.10 :P(rq,r2,...), P(s1,S2,...) Milnor elemanlari olmak Gzere, Milnor carpimi

P(ri,ro,...).P(s1,52,...) :Zﬂ(X)P(tl,tg,...) seklinde verilir ki buradaki toplam
X

asagidaki sartlari saglayan butiin X = (x;;) matrisleri tizerinden alinir;
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1)ZXij = §j
2) D xipl =i
j

3) B(X) = bi(X)b2(X)--- € Z,,

buradan = Xo) + Xyj-1 + - + Xi0 olmak Uzereb|(X) = ( X0I|X1I?1|--~|XI 0 ) mod pdir.

4) inj =tk

i+j=k

t1 t
Xoo Xo1 Xo2 ...
X10 X112 X12 ... - r
x =
X20 X21 X22 ... - rs

Lo

S1 So

Hesaplamalarda xoo = 0 kabul edilir. 1 ve 2 sartlarini saglayan X = (x;) matrisine
(R—9)-toleransli matris denir. Ayrica sadece 4. maddeyi saglayan X matrisine
P(t1,t2,...) eemanini Uretir denir ve T = (t1,t5,...) olmak Uzere T(X) = T seklinde
gosterilir. (R— S)-toleransli matrislerin kimesini yrs ile gosterecegiz.

Ornek 4.1.11 :p = 3 icin P(1,3).P(4) carpimini bulalim. Y ukaridaki kosullari saglayan

03
sadece Xi-| 1 O ve Xo=| 10 matrisleri vardir. X; matrisi igin f(X1)’ i
30 01
hesaplayalim.
by (X:) = SERaF = G = 5=2mod3
b2(X1) = SERARE = oo - 1=1mod3
by(X1) = SETERERE — oo — 1=1mod3

p(X1) =2.1.1=2mod 3
X2 matrisi igin B(X2)’ yi hesaplayalim.
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bl(xz) — (aotxo)! _ GD! 4=1mod3

X10!.X01! 3.1

bg(Xg) _ (X20+X11+X02)! _ (0+0+0)! _ 1 = 1 mOd 3

X20!.X11!.X02! 000

ba(Xp)=L2ramazsey, _ Gttt — 1= 1mod3
B(X2) =1.1.1 = 1 mod 3
P(1,3).P(4) = 2.P(5,3) + 1.P(4,0,1) olarak bulunur.

Tanim 4.1.12 : P(R) = P(rq,ro,...,rm) formundaki Milnor baz elemaninin derecesi

m
IR| = Z(p" -1).rg olmak Uzere 2.|R| seklinde tanimlanir ve
k=1

deg(P(R)) = deg(P(r1,rz2,...,rm)) = [P(R)|ifadelerinden birisiyle gosterilir.

Tanim 4.1.13 : P(R) = P(rq,r»,...,rym) formundaki Milnor baz elemaninin excess’ i

m
exR) = Z Mk olmak Uzere 2.exR) olarak tanimlanir ve
k=1

exP(R) = ex(P(ry,rz,...,rm)) ile gosterilir.
Tanim 4.1.14 :P(R) = P(ry,r>,...,rm) formundaki Milnor baz elemaninin uzunlugu R
dizisinin eleman sayisi yani m olarak tanimlanir ve [(P(R)) ile gosterilir.
Ornek 4.1.15: p =5, T = (4,6,2,5) icin,
M=405'-1)+6.(52-1)+2.(53-1)+1.(5*-1) = 3528
degP(T)) = 2.[T| = 2.3456 = 7056
exXT)=4+6+2+5=17
(P(T) =4
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4.2.Tarak Yapilari

Tanim 4.2.1 :p* = p— 1 olmak tzerep' — 1 = p*.(p"* + p'2 +...+p* + p®) bagintisini

kullanarak [T| = Z(p" —1).ty ifadesini asagidaki gibi farkl bir sekilde gosterebiliriz.
k=1

T = @E'-D.t1 + (P?-1).t + + (p"-1).tm
= p~.p°ts  + pr.(pt+p9.t2 + + pr.(P™ 4+ p™2 4 4pt +p0).ty
= p.plhts  + pr.plts + + pepPtm
+ pr.pts + +

p*.pt.tm

+ pr.p™itn,

Boylece [T| ifadesini i = 0,1,2,...,(m- 1) icin i-yinci satiri p' ile iliskili olacak sekilde
asag|daki tabloyla gosterehiliriz.

t; tane to tane tm tane
—— —— —— 0

Bu tablo veya bu tablonun situnlarinin herhangi bir permitasyonuyla elde edilen
tabloya T nin bir taragl denir ve C(T) ile gosterilir. | tane p* n bulundugu situna |

uzunlugunda bir dis denir ve ' ile gosterilir.
Ornek 4.2.2:p=5veT = (4,6,2,5) alirsak [T| = 3528 ve C(T) taragida

*

* * * * *

*

p* p* p* p* p* p* p* p* p* p*
p* p* p* p* p* p*

* *

*

*

* * *

T T T
T T T
T T T T
T T T T
L
T T T T
L
T T T T
L
'O'O'O*'O

*

*
*
*

seklinde olur.

1-1
Tanim 4.2.3 : | uzunlugundaki bir disin agirhgr W(z') = p*.Zp" = p' -1 seklinde
k=0

tanimlanir. C(T) nin tim dislerinin agirliklari toplamina C(T) nin agirhgi denir ve W(C(T))
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ile gosterilir.
Ozellik 4.2.4 :\\W(C(T)) = [T|
Tanim 4.2.5 : C(T) nin dislerinin sayisina C(T) nin excess i denir ve exX(C(T)) ile
gosterilir.
Ozellik 4.2.6 :exC(T)) = exT)
Ornek 4.2.7 : p=5ve T = (4,6,2,5) olsun. C(T)’ nin dis sayisi 17 olup bu Ornek
4.1.15'te buldugumuz ex(T)’ ye esittir. Dislerin agirliklar toplami da
WECM) =P -D+E' -D+E' -D+E' -D+E*-D+ @ -D+((P*-1)+
P-D+E-D+E*-D+E-D+ P -D+ @' -D+ @' -1+
(P -D+E*-D+E*-1)
=4.4+24.6+124.2+624.5 = 3528 = [T|
olarak bulunur.
Tanim 4.2.8 : p° tipindeki bir demet, p° tane ayni uzunluktaki dislerin bir situnda
biraraya getirilmis seklidir ki bu siitun ¢ tane sifiri takip eden, dislerin uzunlugu kadar p*’1
iceren bir cesit gendllestirilmis dis olarak distnulebilir.
Ornek4.2.9 :p = 5 olsun. 52 tipinde 3 uzunlugundaki demet,

p* p* p* 0
p* p* p* 0
p*

— )

52 tane p

3 uzunlugundaki 25 tane disin agirliklari toplami 25. (52 — 1)"dir.
Tanim 4.2.10 :n pozitif bir tamsay! ve p tek asal say1 olsun. 0 < ai(n) < p olmak Uzeren

sayisinin n = Z(:zi(n).pi seklinde tek tarld belirli bir acilimi vardir ve buna
i=0
n-tamsayisinin p-adik agilimi denir.
Ornek 4.2.9icin 25. (5% - 1) sayinin 5-adik gésterimini yazalim,
25.(5%-1) = 3100 = 0.5° + 0.5* + 4.52 + 4.5% + 4.5%
= 0.5°+ 0.5 + p*.5%2 + p*.5% + p*.5%

Son gosterimdeki katsayilar! dikey olarak yerlestirirsek



0
0

*

*

p
p
p*
tekrar 52 tipinde 3 uzunlugundaki demeti elde ederiz. Bu noktadan hareketle, p°. (p' — 1)
ilel uzunlugunda p? tipindeki demeti 6zdeslestirebiliriz.

Tanm 4.2.11 : T=(t1,tp,...,t) bir dizi osun. 1<|I<m olmak Uzere
t) = ao.p® + a1.pt +...+an.p" ise | uzunlugundaki disi p°p?,...,p" tipinde demetlere
ayirabiliriz. Bu demetlerin sirasi dnemli degildir. Situn olarak ao,a1,...,an katsayil
demetlere sahip taraga T ' nin kanonik demetlenmis taragi denir ve C,(T) ile gosterilir.

Ornek 4.2.12 :p = 5veT = (7,30,12,8) olsun. C,(T) "yi bulaim. p* = 5-1

M =(1-1).7+(52-1).30+ (53— 1).12 + (5* - 1).8
= (5' = 1).(5 + 2.5% + (52 — 1). (52 + 5%) + (53 — 1). (2.5 + 2.5%) + (5% — 1). (5 + 3.5°)
= (5' = 1).5 + (51 — 1).2.5% + (52 — 1)52 + (52 — 1).5% + (5% — 1). 2.5 + (5% — 1).2.59)
+ (54— 1).5! + (54— 1).3.5°

Bdylece Cp(T) 'nin tablosu asagidaki gibidir:

0O 2p* 0 0 0 2p* 0 3p°
p* 0 p* 2p* 2p* p* 3p*
p* p* 2p* 2p* p* 3p°
p* 2p* p* 3p*

o*

Bu tabloyu asagidaki gibi ayristirarak katsayilari kullanmadan da elde edebiliriz.

* *

*
*

O prpr 0 0O 0O 0 p*p° O p* p* p
p* O p* p* p* p° p* p* p* p* p°
p* p* p* p* p* p* p* p° p* p°
p* p* p* p* p* p* p*

p*

C(T)’ de oldugu gibi C,(T) Uzerinden de P(T) hakkinda ayni bilgileri bulabiliriz. |
uzunlugundaki p° dislerinden olusan bir demet ilk en biylk p* 'a ¢’ Inci satirda sahiptir

ve a,.p°.(p' — 1) sayisina da bu demetin agirhigi denir. ap.p° sayilarinin toplamina da
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Co(T)” nin excess'i denir, exXCyp(T)) ile gosterilir ve exT) ye esittir; Cy(T) deki
demetlerin agirliklarinin toplamina da Cy(T)’ nin agirhigi denir, W(Cy(T)) ile gosterilir ve
[T[ yeesittir.

Ornek 4.2.13:p =5, T = (4,6,2,5) olsun. C,(T)’ nin tablosu

p* p* p* p* O p* p* p* O
p* p* p* p* p*

p* p* p* p’

p*

p*

olur.

exXCp(T)) =4.p°+Lpt+1.p°+2.p°+1.pt =17 = exT)

W(ICh(T) =4.p°. P -D+1.pr(P?-1) +1.p% (P2 -1) +2.p°%. (P> - 1) + L.pr.(p*-1)
= 3528 = [T|

olarak bulunur.
Tanim 4.2.14 :Verilen bir T dizisine karsilik gelen C(T) "nin her | uzunlugundaki her ¢
disinin, 0 < n(7) < | olmak Uzere =(r)-inci satirdan iki parcaya ayriimasiyla elde edilen
yaplya parcalanmis tarak denir ve parcaanis tabloda 7(7)-inci satira bir ¢izgi konarak
gosterilir. 7(7) sayisinat disinin parcalanis sayisi denir.
Ornek 4.2.15:p = 5, T = (4,6,2,5) icin C(T) nin bir parcalanis!

p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p*
p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p*
p*p_*_*_*_*_*_*

seklinde verilebilir. Burada cizginin tGstiinde kalan

p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p*
p* p* p* p* p* p* p* p*

kismi 1. parca olarak ve gizginin altinda kalan
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o O
o O
o O

*
*
*
*
*

©
*
T T
*
T T
*
T T
*
T T
*
T T
*

kismi 2. parca olarak adlandirabiliriz.

Tarak yapisinda oldugu gibi, parcalanmis tarak yapisinda da demet yapisi verilebilir.
Ayni uzunlukta ve ayni parca sayisina sahip p° tane disin biraraya getirilmesiyle olusan
yaplya parcalanmis tarak demeti denir ve PCy,(T) ile gosterilir.

Ornek 4.2.16 :Ornek 4.2.15 de ki pargalanmis taragin demet yapisi

p* p* p* p*

* * *

o
©
©
©

o

*

©
*
=
=
©
©
*

©
*

©
*

|_O
*

©
*

*

T O
*

dir.

Tanim 4.2.17 :Bir T dizis ve bu diziye karsilik gelen C(T) Uzerinde bir parcalanis
verilsin. Eger bu parcalanisin demetlenmis hali C,(T) Uzerindeki bir parcalanisa esit ise
C(T) Uzerindeki parcalanis Cp(T) ile uyumludur denir.

Ornek 4.2.18 :p = 5, T = (2,8) olsun. Bu durumda

c()
p* p* p* p* p* p* p* p* p* p*
p* p* p* p* p* p* p* p*
Co(T) :
p* p* 0 p* p* p*
p* p* p* p°
p*
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olsun. Bu parcaanmis taragin demetlenmis hali asagidaki gibidir ve Cp(T) nin bir
parcalanisina esit olacagindan Cy(T) ile uyumludur;

o

p* p* p*
p* p* p*

p* p*

| ©
*

©
*

Diger taraftan, C(T)’ nin

p* p* p* p* p* p* p* P’
p* p* p* p* p* p*

° T
'O'Ol

*

parcalanisinin demetlenmis hali yine kendisine esittir ve  Cp(T) Uzerindeki hi¢ bir
parcalanisa esit olamayacagindan bu parcalanmis tarak Cy,(T) ile uyumlu degildir.
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5.SONUCLAR ve TARTISMA

5.1.Milnor Carpiminin Tarak Yapilari ile iliskisi

Sabit R ve S dizileri ve p tek asal sayisl verilsin. P(T) Milnor baz elemaninin
P(R).P(S) carpiminin bir terimi olmasi icin gerek ve yeter sartin T(X) = T olacak sekilde
VX € yrs matrisleri igin elde edilen S(X) katsayilarinin toplaminin mod p de sifirdan
farkli olmasi gerektigi Milnor carpim formultnden agikga gézikmektedir. Bu bolumdeki
amacimiz bir 6nceki bdlimde tanimladigimiz yapilar kullanarak (X) = 0 mod p olan
X € yrs matrislerini eleyerek islem kalabaigini azaltmak ve bazi 6zel durumlar icin P(T)
elemaninin katsayisini belirlemektir.

Teorem 5.1.1 :abeN, b<a, p tek asa sayl ve 0<a;,fi <p omak Uzere
a= iai.pi, b= iﬁi.pi de bu sayilarin p-adik agilimlari olsun. Bu durumda

i=0 i=0

(8)=T1(§ )moan

denkligi gegerlidir.
Teorem 5.1.2 : abeN, b<a p tk asa sayl ve 0<a;,fi <p omak Uzere

a=>_a.p, b= pip debusaylarn p-adik aglimlar olsun. Bu durumda

i=0 i=0

( g) + 0 mod p
olmasl igin gerek ve yeter sart Vi icina; > fi.

m
Teorem5.1.3:nj e N, j € {1,2,...,m}, >_nj = nvem > 3 olmak lizere
j=1

( n ):(n)(n—nl (n—(n1+n2))‘”(n—(n1+n2+---+nw1)
Ny [ Nz [ - | Nm N1 n2 N3 Nm

m
Lemma 5.1.4 :i € {1,2,...,m}, p asal sayl ve Vi icin 0 < x; < p alsun. > x; > p ise

i=1

D xi mod p < x; olacak sekildebirt € {1,2,...,m} vardrr.
i=t
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m m
Ispat : Varsayaim ki Vvt € {1,2,...,m} igin >_x; mod p > x; olsun. >_x; > p ve Vi
i=t i=1

icin 0 < x; < p oldugundan 3k € {1,2,...,m} dyleki j € {1,2,...,K} icin 3 xi > p ve

=

| e {k+1,k+2,...,m}igin > X < p. Budurumdaj = kicina € {0,1,...,p— 1} olmak
i=l

m m
Uzere > xi = p+a yazlabilir ve varsayimdan > x mod p > xx ise a > x¢ olur.

ik ik

m m

DX =Xk + X1+ +Xm—Xk =p+a—Xxc=polur. Budai=k+1igin D> xi<p
i=k+1 i=k+1

olmasl ile ¢elisir. Dolayislylad " x; mod p < x; olacak sekildebirt € {1,2,...,m} vardir.

i=t

m .
Teorem 5.1.5 :ptek asal sayl, nj € N, j € {1,2,....m}, d.nj=nve0<al <pigin
j=1

0 . i
nj = > alp'olmak Uzere
i=0

n
(n1|m|-~|nm)¢°mwp

m
olmasi igin gerek ve yeter sart Vi icin >_ a! < p olmasidir.
j=1

ispat : ()Viicin Y a! < polsun. Bu takdirde n sayisinin p-adik agilimi Z(Za{).pi
=1 =1

i=0

seklinde olur.

( n ):( n)(n—nl (n—(n1+n2))m(n—(n1+n2+...+nwl)
Ny | N2 | - | Np N1 n2 n3 Nm

S(Za)o \[(Z(Ead)o ) [ Sarw
_ i=0 \J=1 i=0 \ =2 i=0
> aip > atp > afp
i=0 i=0 i=0

Teorem 5.1.2 'den yukaridaki her bir kombinasyonun sifirdan farkli oldugu aciktir.
Dolayisiyla

n
(n1|m|-~|nm)¢°mwp

elde edilir.

m
(=)Diger taraftan Y a! > p olacak sekilde i bilesenleri var ve bunlarin en kicigui r
j=1



olsun.. [X];, X'in p-adic agilimindaki p' teriminin katsayisi olmak tizere

(nl - |n | nm) _ (nnl)(nﬁznl (n—(nn13+n2))”_(n—(n1+n2n:..+nm))
:H([zii)n([n_nl]i)"'([n_(nﬁnza}ernM)]i)mOd

[gml (o

)

= od
N e e L
ifadesindei = rigin
> ot mod p at mod p at mod p
i1 = jm
ar a? af

carpiminda Lemma 5.1.4 ’den Zajr < at mod p olacak sekilde bir t bileseni vardir ve

it

m

> at mod p
=

Teorem 5.1.2 'den = 0 mod p olur. Dolayisisyla

at

(nl o ] ) nm) = Omod p

dir.
Tanim 5.1.6 : T(X) = T olacak sekilde bir X € yrs matrisi verilsin. Bu T dizisine
karsilik gelen X matrisi tarafindan belirlenen parcalanmis tarak asagidaki sekilde
tanimlanir ve bu parcalanmis tarak PCx(T) ile gosterilir;

Vxij igini +j uzunlugundaj parcalanis sayisina sahip x;; tane dis bulunur.
Teorem 5.1.7 :Sabit R ve S dizileri ve T(X) = T olacak sekilde bir X € yrs matrisi
verilsin. Bu durumda B(X) = 0 mod p olmasi icin gerek ve yeter sart PCx(T) nin Cp(T)
ile uyumlu olmasidir.

Ispat : B(X) £ 0mod p < VI icin by(X) 0 mod p < t| = X + X1+ --- + Xi0

t)

)io mod p@OSa{"‘i<p icin

o .
X = . aJplolmak lizere Teorem 5.1.5 ten Vi icin > a!'? < p omalidir. Bu da
i—0 i—0
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ancak X matrisi Uzerindeki pargalanmanin VI icin t; 'nin p-adik agihimi Gzerinden
yapilmasl anlamina gelir. Dolayislyla PCx(T) "nin Cy(T) ile uyumlu olmasi gerekir.
Ornek 5.1.8 :p = 30lmak Uizere R = (23,28), S = (8,4) dizileri igin

+1100 |
24100
X=| 13200
00000
00000

matrisi Tanim 6.10 daki 1 ve 2 sartlarini sagladigindan X € yrs olur. Bu matrise karsilik
geenT(X) = T = (3,6,4,2) dizisi igin

c(T) :
p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p*
p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p*
p* p* p* p* p* p*
p* p*
Co(T) :
0O 0 0 O p* p* p*
p* p* p* p* p* p* p*
p* p* p* p* p* p*
p* p* p*
PCx(T) :
p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* Pt pTpt PP
p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p*
p* p* p* p* p* p*
p* p*
seklinde olur. Burada PCx(T) nin demetlenmis hali
p* p* p* p* 0 p* p* p* 0 p* p*
p* p* p* p* p* p* p* p*
E E Nx X Ak

T T
*
T T
*
T T
*
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Co(T) Uzerindeki hichir parcalanisa esit olamayacagindan Cp(T) ile uyumlu degildir.
Dolayisiyla B(X) = 0 mod 3 tur. Gergekten Milnor carpiminda

bl(X):(z?l):0m0d3veb2(X):(1lSl1):0m0d3

oldugundan B(X) = 0 mod 3 tr.
Milnor carpimindaki 1) ve 2) denklemleri PCx(T) pargalanmis taragininl. kisiminin
C(S), 2. kismininda C,(T) olmasini garanti eder. Buradan su sonug elde edilir.
Sonug 5.1.9 Verilen bir X matrisinin X € yrs olmasl icin gerek ve yeter sart X matrisi
tarafindan belirlenen PCx(T) parcalanmis taraginin 1. kisminindan C(S) taragl
2. kismindanda Cy,(R) demetlenmis taraginin elde edilmesidir.
Ornek 5.1.10 :Ornek 5.1.8 deki PCx(T) parcalanmis taraginin 1. kismi olan
p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p°
p* p* p* p*

taragini diizenledigimizde
p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p* p°
p* p* p* p°
taragini elde ederiz ki bu da C(S) taragidir.Benzer sekilde PCx(T) parcalanmis taraginin

2.kismi olan

p* p* p* 0 0 0 0 0 O
p* p* p* p* p* p*
p* p*
taragl dizenlediginde
p* p* 0 0 O p* O
p* 0 0 p* O
p* p* 0

*

T O
*



demetlenmis taragini elde ederiz ki bu da C,(R) demetlenmis taragidir.

Sonug olarak; Cy,(T) taragl Uzerinde aldigimiz herhangi bir parcalanisin 1. kismi C(S)
taragl, 2. kismida Cp(R) demetlenmis taragi ise bu parcalanis yardimiyla X € yrs olacak
sekilde bir X (PCx(T) = Cp(T)) matrisi bulunabilir ve parcalanma Cy(T) taragl Uzerinden
alindigr icin uyumluluk sartinida saglayacagindan Teorem 5.1.77den S(X) = 0 mod p
olur. Boylece Milnor carpiminda katsaylya etkisi olmayan X € yrs matrisleri elenmis
olur. Buna ragmen B(X) +# 0 mod p sartini saglayan X € yrs matrislerinin  §(X)
katsayilari toplami mod p de sifir olabilir. Simdi bazi  Milnor elemanlart igin bu
katsayilari hesaplayalim.

Teorem 5.1.11 :R ve Sdizileri ve p tek asal sayisi verilsin. n; > 0 tamsayisi igint; = p™
veya ti = 0 olmak Uzere T = (t,tz,...,ts) dizisi icin P(T) Milnor baz elemaninin
P(R).P(S) carpiminin terimi olmasi icin gerek ve yeter sart a(T), Cp(T) demetlenmis
taragl Uzerinde 1. kismindan C(S) taragl ve 2. kismindan Cp(R) parcalanmis taraginin
elde edildigi parcalanislarin sayisi olmak tizere, a(T) + 0 mod p olmasidir.

Ispat : vt; # 0icin b (X) katsayisini hesaplayalim. t; = p™ icin C(T) taraginda

t) tane
——

disi ve Cp(T) demetlenmis taraginda

| tane{
p *

demetlenmis disi vardir. Bu demetlenmis dis Uzerindeki herhangi bir parcalanis icin (z')

parcalanma sayisini gostermek Uzere



D09 ={ 60| 0| pr o jo | tmdP
7(z"). terim
olur.Dolayistyla S(X) = b1(X)b2(X)---bm(X) = 1 mod p elde edilir. C,(T) demetlenmis
taragl Uzerinde 1. kismindan C(S) taragl ve 2. kismindan C,(R) parcalanmis taragl elde
edilen parcalanislarin sayisi  a(T) oldugundan ve bu parcalanislardan elde edilen her
X € yrs matrisi icin f(X) = 1 mod p oldugundan P(R).P(S) ¢arpiminda P(T) Milnor
baz elemani a(T) tane vardir. Dolayisiyla P(T) Milnor baz elemaninin P(R).P(S)
carpiminin terimi olmasi i¢in a(T) + 0 mod p olmalidir.
Ornek 5.1.12 :p=3 ve R= (30,0,27), S= (9),T = (3,32,3%) dizileri verilsin. P(T)
Milnor baz elemaninin P(R). P(S) carpiminin terimi olup olmadigini inceleyelim.
Co :

p* p* p* p* p* p* p* p* p*

Co(R) :
0O 0 O
p* 0 O
0 O
p* p*
p*
p*
Co(T) :
0 O
*0 O
p* 0
p* p*
p*
p*

Burada C,(T) Uzerinde 1. kismindan C(S) taragl, 2. kismindan C,(R) demetlenmis taragi
elde elde edilebilen tek bir parcalanis vardir.



45

'OlO
*
T O O
*

|OOO

©

*

T T T
* %

*

Dolayisiyla P(T) Milnor baz elemani P(R). P(S) carpiminin terimidir.

Simdi Teorem 5.1.11 ’in daha genel halini yazalim.
Teorem 5.1.13 :R ve Sdizileri ve p tek asal sayisl verilsin. nj > 0 (nj # ni) tamsayisi
icintj = Zi p"i veyat; = 0 olmak Uzere T = (t3,t2,...,ts) dizisi icin P(T) Milnor baz
elemaninin P(R).P(S) carpiminin terimi olmasi icin gerek ve yeter sart a(T), Cp(T)
demetlenmis taragl Uzerinde 1. kismindan C(S) taragl ve 2. kismindan C,(R) parcalanmis
taraginin elde edildigi parcalanislarin sayisi olmak tizere a(T) = 0 mod p olmasidir.
Ispat : vt # Oicin b;(X) katsayisini hesaplayalim. nj # ny olmak tzeret, = Zi piicin
C(T) taraginda

t) tane

——

disleri ve Cy(T) demetlenmis taraginda
0 0 0
N tane{ : nptane{ : ---Niy tane{ :
0 0 0
p* p* p*
ltane{ @ Itane{ : ---ltane{
p* p* p*

demetlenmis disleri vardir. Bu demetlenmis disler Gizerinde herhangi bir pargalanis igin «j,

I parcalanigina sahip dislerin kiimesini gostermek Uizere
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bi(X) = ( 2" )
| LN
jexo Jex1 JEK|
) phi — J
_ [ Zi p”u Z]p jEZK:op \
j j
2P =

katsayisindaki herbir kombinasyon nj # ny sartindan ve Teorem 5.1.1'den 1 olur.
Dolayisiyla B(X) = b1(X)b2(X)---bm(X) = 1 mod p elde edilir. Cp(T) demetlenmis tarag|
Uzerinde, 1. kismindan C(S) taragi ve 2. kismindan C,(R) parcaanmis taragi elde edilen
parcalanislarin sayisi a(T) oldugundan ve bu parcaanislardan elde edilen her X € yrs
matrisi icin S(X) = 1 mod p oldugundan P(R).P(S) carpiminda P(T) Milnor baz elemani
a(T) tane vardir. Dolayisiyla P(T) Milnor baz elemaninin P(R).P(S) carpiminin terimi
olmasiicina(T) # 0 mod p olmalidir.

Ornek 5.1.14 : p=5 ve R= (125,125,5,5), S= (1,5,1),T = (0,0,5% 5 +59,59)
dizileri verilsin. P(T) Milnor baz elemaninin P(R). P(S) carpiminin terimi olup olmadigini

inceleyelim.
C(9:
p* p* p* p* p* p* p°
p* p* p* p* p* P’
p*
Coh(R) :
0O 0 0 O
p* p* p* p°
p* p*

Co(T) :
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*
*

*
*
*

*
*
*
*

'O'O'O*O

*
*

*
'O'O*'O'O
'O'O'O*'OO
'O'O'O*'O'O

Burada C,(T) Uzerinde 1. kismindan C(S) taragl, 2. kismindan C,(R) demetlenmis taragi
elde elde edilebilen iki parcalanis vardir.

0 p* 0 p p* 0 p*
p* p* p* p* *p*ptop*
D' p* ptpt Ve ptopt ptopr
p* p* p* p* p* p* p* p*

p* p* p* p*

a(T) = 2+ 0mod p oldugundan P(T) Milnor baz elemani P(R). P(S) carpiminin terimidir
ve katsayisi 2 dir.
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