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ÖZET

Steenrod Cebirinde verilen birP!T" Milnor elemanının diğer P!R" ve !P!S" gibi iki

(veya daha fazla ) Milnor elemanlarının çarpımında bulunup bulunmadığıyla ilgili

Demetlenmiş ve Parçalanmış Taraklar metodu, J.Silverman [12] tarafından mod 2

Steenrod Cebirinde verilmiş ve daha sonra Karaca-Tanay [16] tarafından modp Steenrod

Cebirine genişletilmiştir. Bu çalışmada, ti ! 0 veya ti ! pni olmak üzere

T ! !t1, t2," , ts" dizisi için P!T" tipindeki Milnor elemanınınP!R".P!S" çarpımının bir

terimi olması için gerek ve yeterşartına!T", demetlenmiş tarağı üzerinde 1. kısmıC!S" ve

2. kısmı da Cb!R" olan parçalanışların sayısı olmak üzerea!T" ! 0 mod p olduğu

verilmiştir.

Anahtar Kelimeler :Steenrod cebiri,Milnor çarpım,Parçalanmış ve demetlenmiş tarak
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ABSTRACT

The method, named bundled and partitioned comb, intoroduced by Judith H.Silverman

[12] in mod 2 Steenrod Algebra then generalized to modp Steenrod Algebra by

Karaca-Tanay [16]. This method gives whether a given Milnor elementP!T" is a

summand in product of the Milnor elementsP!R" andP!S". Let a!T" denote the number

of partitions of canonical bundled combCb!T" whose first parts areC!S" and whose

second parts areCb!R". In this study, it is given that The Milnor element in the form

P!t1, t2," , ts" which ti ! 0 or ti ! pni is a summand in the product if and only if

a!T" ! 0 mod p.

Key Words :Steenrod algebra,Milnor product,Bundled and partitioned comb
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR DİZİNİ

! Tam sayılar kümesi

!p !/p!

" Reel sayılar kümesi

" Direkt toplam

!p Standartp-simpleks

# i i. yüz operatörü

# Sınır homomorfizması

Sn!X" X uzayınınn-boyutlu singüler zincir grubu

Zn!X" n-devirlerin grubu

Bn!X" n-sınırların grubu

Hn!X" X uzayının singülern.homoloji grubu

Hn!X,A" X uzayınınA alt uzayına göre relative singülern.homoloji grubu

f$ Homoloji için f nin ürettiği homomorfizma

A % B A ile B grubunun tensör çarpımı

f % g f ile g fonksiyonlarının tensör çarpımı

Tor!A,B" A ile B grubunun torsion çarpımı

Hn!X;G" X uzayınınG katsayılı singülern.homoloji grubu

Hom!A,G" A ’danB ’ye homomorfizmaların kümesi

" Kosınır homomorfizması

Sn!X" X uzayınınn-boyutlu singüler kozincir grubu

Zn!X" n-kodevirlerin grubu

Bn!X" n-kosınırların grubu

Hn!X;G" X uzayınınG katsayılı singülern.kohomoloji grubu

Hn!X,A;G" !X,A" ikilisinin G katsayılı singülern.kohomoloji grubu

f$ Kohomoloji için f nin ürettiği homomorfizma

Ext!A,B" A ile B grubunun exterior çarpımı

a & b a ile b ’nin cup çarpımı

Sqi Hq!X;!2" ’denHq#1!X;!2"’ye giden homomorfizma

Pi Hq!X;!p" ’denHq#2i!p'1"!X;!p"’ye giden homomorfizma

deg!P!R"" P!R" Milnor elemanının derecesi
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR DİZİNİ

ex!P!R"" P!R" Milnor elemanının excess i

l!P!R"" P!R" Milnor elemanının uzunluğu
C!T" T dizisinin tarağı
W!C!T"" C!T" tarağının ağırlığı
ex!C!T"" C!T" tarağının excess i

Cb!T" T dizisinin demetlenmiş tarağı
PCb!T" T dizisinin parçalanmış tarak demeti
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1.GİRİŞ

Cebirsel topoloji, topolojik uzaylardaki problemlerin cebirsel yapılara çeşitli

funktorlarla aktarılarak çözülmesini sağlayan bir çalışma alanıdır. Steenrod cebiri, bu

funktorlardan kohomoloji funktoru üzerinden tanımlanan özel kohomoloji operasyonları

tarafından üretilir. Bu cebirin dual cebirine cebir yapısı veren çarpım, Milnor çarpımı

olarak adlandırılır. Bu çarpımın hesaplanması karmaşıktır. Biz bu çalışmada karmaşık olan

bu çarpımın daha kolay hesaplanabilmesi için J.Silverman [12] tarafından mod 2 Steenrod

Cebirinde verilmiş ve daha sonra Karaca-Tanay [16] tarafından mod p Steenrod Cebirine

genişletilmiş Demetlenmiş ve Parçalanmış Taraklar metodunu inceleyip bazı özel tipteki

elemanlar için çarpımın sonucunu veren teoremler ifade ettik.

Cebirsel Topolojide önemli yeri olan Kategori , Funtor, Graded Cebir, Singüler

Homoloji, Singüler Kohomoloji ve Cup Çarpım konularına bu çalışmada çeşitli

bölümlerde yer vererek bu konuda çalışacaklar için özet bir kaynak niteliği taşıması

düşünülmüştür.
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2.KAYNAK ÖZETLER İ

2.1.Kategori ve Funtor Kavramları

Tanım 2.1.1 :Bir K kategorisi

i) Ob!K" nesneler sınıfından,

ii) Her sıralı !X,Y" nesneler çifti için HomK!X,Y" ile gösterilen morfizmalar kümesinden,

iii) Her sıralı !X,Y,Z" nesneler üçlüsü için, f : X # Y ve g : Y # Z morfizmalar olmak

üzere g ! f : X # Z ile tanımlı aşağıdaki aksiyomları sağlayan fonksiyonlardan oluşur.

a) Her X,Y,Z,W nesneleri için f " HomK!X,Y",g " HomK!Y,Z" ve h " HomK!Z,W" ise

h ! !g ! f" ! !h ! g" ! f birleşme aksiyomu sağlanır.

b) Her Ynesnesi için f " HomK!X,Y" , g " HomK!Y,Z" ise 1Y ! f ! f ve g ! 1Y ! g olacak

şekilde 1Y " HomK!Y,Y" birim morfizması vardır.

Tanım 2.1.2 : K kategorisi verilsin. f " HomK!X,Y" , g " HomK!Y,X" morfizimleri

f ! g ! 1Y şartını sağlıyor ise f ’ye g ’nin sol tersi, g ’ye de f ’nin sağ tersi denir. Eğer g ,

f ’nin hem sağ hem de sol tersi ise g ’ye f ’nin iki yanlı tersi denir.

Teorem 2.1.3 :Eğer f : X " Y ’nin hem sağ hem de sol tersi varsa bunlar eşittir.

Tanım 2.1.4 : f : X # Y iki yanlı tersi olan bir morfizim ise f ’ye denklik denir ve bu

durum f : X # Y şeklinde gösterilir.

Tanım 2.1.5 : K ’dan L ’ye bir T kovaryant( veya kontravaryant ) funktoru, K ’nın her X

nesnesini L ’ nin bir T!X" nesnesine, K ’nın her f : X # Y morfizmasını L ’nin bir

T!f" : T!X" # T!Y" ( veya T!f" : T!Y" # T!X" ) morfizmasına eşleyen bir fonksiyondur

öyleki ;

i) T!1X" ! 1T!X"

ii) T!g ! f" ! T!g" ! T!f" ( veya T!g ! f" ! T!f" ! T!g" )

Teorem 2.1.6 :T : K1 # K2 bir funktor olsun. T funktoru K1 kategorisindeki denklikleri

K2 kategorisindeki denkliklere götürür.

Tanım 2.1.7 : K1, K2 kategoriler, T1, T2 : K1 # K2 ikiside kovaryant veya

kontravaryant olan funktorlar olsun. ! : T1 # T2 fonksiyonu K1 kategorisinin bir

nesnesini K2 kategorisinin bir morfizması ile eşliyor ve $f " HomK1!X,Y" için T1,T2
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kovaryant iken

T1!X"
T1!f"
# T1!Y"

!!X" # !!Y" #

T2!X"
T2!f"
# T2!Y"

T1,T2 kontravaryan iken

T1!X"
T1!f"
$ T1!Y"

!!X" # !!Y" #

T2!X"
T2!f"
$ T2!Y"

diyagramlarını değişmeli kılıyorsa ! ’ye doğal transformasyon denir.
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2.2.Graded Cebir

Tanım 2.2.1 : % değişmeli monoid ve G değişmeli grup olsun. " " % için G" % G ve

G ! !
""%

G" ise !G""""% ailesine G grubunun % tipinde bir graduationu denir. !G""""%

graduationu ile birlikte verilen G grubuna % tipinde graded (değişmeli) grup denir.

Burada % , G grubunun derece kümesidir. x " G için x " G" ise x ’e " derecesinde

homogeneous denir ve deg!x" ! " şeklinde gösterilir. 0G her dereceden homogeneoustur.

x & 0G ve homogeneous ise x tek bir G" ’nın elemanıdır. y " G ise y ! '
""%

y" şeklinde tek

bir gösterim vardır.

Tanım 2.2.2 :Bir A halkası ve A halkasının % tipinde bir !A""""% graduationu verilsin. Bu

graduation aşağıdaki şartları sağlarsa A ’daki halka yapısı ile uyumludur denir.

$",# " % için A"A# ( A"$#

!A""""% graduation ile verilen A halkasına, % tipinde graded halka denir.

Tanım 2.2.3 :A , graduationu !A""""% olan % tipinde bir graded halka, M bir A modül ve

!M""""% , M modülü üzeride % tipinde bir graduation olsun. Bu graduation aşağıdaki

şartları sağlar ise M üzerindeki A modül yapısıyla uyumludur denir.

$",# " % için A"M# ( M"$#

!M""""% graduation ile verilen M modülüne, A graded halkası üzerinde % tipinde bir

graded modül denir.

Tanım 2.2.4 :A ve A% , graduationları !A""""% ve !A"
% """% olan % tipinde graded halkalar,

h : A " A% halka homomorfizması ve $ " % olsun. Eğer $" " % için

h!A"" ( A"$$
%

şartı sağlanır ise h homomorfizmasına $ derecesinden graded halka homomorfizması denir

ve der!h" ! $ şeklinde gösterilir.

Benzer tanım graded grup homomorfizması içinde yapılabilir.

Tanım 2.2.5 : A , graduationu !A""""% olan % tipinde bir graded halka, E bir A cebir ve

!E""""% , E cebiri üzerinde % tipinde bir graduation olsun. Bu graduation aşağıdaki

şartları sağlar ise E üzerindeki A cebir yapısıyla uyumludur denir.

$",# " % için A"E# ( E"$#
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$",# " % için E"E# ( E"$#

!E""""% graduationu ile verilen E cebirine, A graded halkası üzerinde % tipinde bir graded

cebir denir.

Tanım 2.2.6 : A , graduationu !A""""% olan % tipinde bir graded halka, E ve E% ,

graduationları !E""""% ve !E"
% """% olan % tipinde graded A cebirler, h : E " E% cebir

homomorfizması ve $ " % olsun. Eğer $" " % için

h!E"" ( E"$$
%

şartı sağlanır ise h homomorfizmasına $ derecesinden graded cebir homomorfizması denir

ve der!h" ! $ şeklinde gösterilir.

Not : Graduationların tipleri belirtilmediği takdirde " olarak alınacaktırlar.
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3.MATERYAL ve YÖNTEM

3.1.Singüler Homoloji

Tanım 3.1.1 : x,y " #n olmak üzere x ve y noktalarını birleştiren doğru

parçası&!1 ) t"x $ yt * 0 $ t $ 1' şeklinde tanımlanır.

Tanım 3.1.2 : C ( #n kümesi verilsin.$x,y " C için x ve y noktalarını birleştiren doğru

parçası C’de kalıyorsa C’ye konveks küme denir.

Tanım 3.1.3 : A ( #n kümesi verilsin. A kümesini kapsayan konveks kümelerin kesişim

kümesine A’nın konveks hull ’u denir.

Tanım 3.1.4 : #n ’nin p $ 1 noktası &x0,x1,& ,xp' olsun. Eğer

&x1 ) x0,x2 ) x0,& ,xp ) x0'vektörleri lineer bağımsız ise &x0,x1,& ,xp' kümesinin

konveks hull’una bir p-simpleks denir.

Özellik3.1.5 :&x0,x1,& ,xp' + #n kümesi verilsin. Aşağıdaki ifadeler denktir.

a) x1 ) x0,x2 ) x0,& ,xp ) x0 lineer bağımsız

b) 'sixi ! ' tixi ve 'si ! ' ti ise i ! 0,& ,p için si ! ti dir.

Özellik 3.1.6 : s p-simpleksi &x0,x1,& ,xp' kümesinin konveks hull’u ise s ’nin her x

noktası , her i için ti % 0, ' ti ! 1 olmak üzere x!' tixi şeklinde tek türlü gösterime

sahiptir.

s ’nin köşeleri özel bir sıra ile verilirse s ’ye sıralanmış simpleks denir.

s köşeleri x0,x1,& ,xp olan sıralanmış p-simpleks olsun. %p kümesini aşağıdaki

şekilde tanımlayalım;

%p ! &!t0, t1,& , tp" " #p$1 * ' ti ! 1, ti % 0, i " &0,& ,p''

f : %p # S

!t0, t1,& , tp" ( ' tixi

fonksiyonu bir homeomorfizmadır. Böylece her sıralanmış p-simpleksi %p’nin

homeomorfik görüntüsüdür.

Tanım 3.1.7 : %p , köşeleri xo
% ! !1,0,& , 0",& ,xp

% ! !0,& , 0, 1" olan bir sıralanmış
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p-simplekstir. %p ’ye standart p-simpleks denir.

Tanım 3.1.8 :X topolojik uzayı verilsin.

& : %p # X

sürekli fonksiyonuna singüler p-simpleks denir.

Not : Singüler 0-simpleksler X uzayının noktalarıyla, singüler 1-simpleksler X uzayındaki

yollarla eşleştirilebilir.

Tanım 3.1.9 : & bir singüler p-simpleks ve i " &0,1,& ,p' ise , i& singüler

!p ) 1"-simpleksi

, i& : %p)1 # X

!t0,& , tp" ( &!t0,& , ti)1, 0, ti ,& , tp)1"

şeklinde tanımlanır. , i&’ye &’nini i. yüzü denir.

f : X # Y sürekli bir fonksiyon ve & X ’de singüler p-simpleks olsun.Bu takdir de Y

’de bir f#!&" singüler p-simpleksi

f#!&" ! f ! &

şeklinde tanımlanır. Benzer şekilde g : Y # W , 1X : X # X sürekli fonksiyonları için

!g ! f"#!&" ! !g# ! f#"!&" ve 1#!&" ! &

eşitlikleri vardır.

Tanım 3.1.10 : X topolojik uzayı verilsin.X uzayındaki tüm singüler n-simplekslerin

üretmiş olduğu free abelyen grubu Sn!X" ile gösterelim. Sn!X" ’in bir elemanına n-zincir

denir ve bir n-zincir

'
&

n&.&

formundadır. Burada n& " "$ ve sonlu sayıda & hariç sıfırdır.

, i , i. yüz operatörü singüler n-simplekslerden singüler !n ) 1"-simplekslere bir

fonksiyon olduğu için tek bir

, i : Sn!X" # Sn)1!X"

'
&

n&.& ( '
&

n&., i&

homomorfizması vardır. Bu homomorfizmalar yardımı ile sınır operatörü aşağıdaki şekilde

tanımlanır ;
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, : Sn!X" # Sn)1!X"

, ! ,0 ) ,1 $) $ !)1"n,n ! '
i!0

n

!)1" i, i

Özellik 3.1.11 :, ! , ! 0

Bu özelliğin geometrik anlamı, bir n-zincirin sınırı, sınırı olmayan bir !n ) 1"-zincirdir.

Tanım 3.1.12 : c " Sn!X" n-zinciri için ,!c" ! 0 ise c ’ye n-devir denir. d " Sn!X"

n-zinciri için ,!e" ! d olacak şekilde bir e " Sn$1!X" !n $ 1"-zinciri varsa d ’ye n-sınır

denir.

, homomorfizma olduğundan n-devirlerden oluşan Ker, kümesi Sn!X" ’in alt

grubudur ve Zn!X" ile gösterilr.Benzer şekilde n-sınırlardan oluşan İm, kümesi Sn!X" ’in

alt grubudur ve Bn!X" ile gösterilir.

Özellik 3.1.11 ’den Bn!X" ( Zn!X" elde edilir.

Tanım 3.1.13 :

Hn!X" ! Zn!X"/Bn!X"

bölüm grubuna X uzayının n. homoloji grubu denir.

Burada çalışılmak istenen objeler topolojik uzaydaki devirlerdir. Fakat devirlerin

sayısının fazla olması nedeniyle bunları denklik sınıflarına ayırıyoruz öyleki c1,c2 " Zn

için

c1 - c2 * c1 ) c2 ! d " Bn

Tanım 3.1.14 : Cn ’ler abel gruplar ve ,n ’ler homomorfizmalar olmak üzere eğer

,n$1 ! ,n ! 0 ise

C : )
,n$1# Cn

,n# Cn)1
,n)1# )

dizisine zincir kompleks denir ve &C,,' ile gösterilir.

&C,,' ve &C%,, %' zincir kompleksleri verilsin.Eğer

! : C # C%

homomorfizması her n için

, % ! !n ! !n)1 ! ,

şartını sağlarsa ! ’ye zincir dönüşümü denir.

Özellik 3.1.15 :! zincir dönüşümü ise
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i"!!Z.!C"" ( Z.!C%"

ii"!!B.!C"" ( B.!C%"

özellikleri sağlanır.

Böylece homoloji grupları arasında

!. : H.!C" # H.!C%"

z$ B.!C" ( !!z" $ B.!C%"

homomorfizması elde edilir.

Tanım 3.1.16 : S.!X" ! &Si!X"' graded grubu, , sınır operatörü altında bir zincir

komplekstir ve buna X uzayının singüler zincir kompleksi denir. Bu zincir kompleksinin

homolojisine X uzayının singüler homoloji grubu denir.

f : X # Y sürekli bir fonksiyon ve &, X uzayında bir n-simpleks ise f#!&" ! f ! &, Y

uzayında bir singüler simpleks idi. Bu durumda

f# : Sn!X" # Sn!Y"

c ! '
&

n&.& ( f!'
&

n&.&" ! '
&

n&. f!&"

homomorfizması bir zincir dönüşümdür.

Böylece f# zincir dönüşümü ile homoloji grupları arasında

f. : Hn!X" # Hn!Y"

z$ B.!X" ( f#!z" $ B.!Y"

homomorfizması elde edilir.

f : X # Y , g : Y # Z ve 1X : X ' X sürekli fonksiyonları için

!g ! f". ! g. ! f. : Hn!X" # Hn!Z"

!1X". ! 1S.!X" : Hn!X" # Hn!X"

olur.

Özellik 3.1.17 :X ! &x' uzayı için

Hn!X" ! & "
0

n ! 0
n & 0

Özellik 3.1.18 :X yol bağlantılı uzay olsun. Bu takdirde Ho!X" / " .

$' " A için
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C' : )
,'
# Cp

' ,'
# Cp)1

' ,'
# )

zincir kompleksleri verilsin.'
'"A

C' zincir kompleksi

'C' : )
,
# '

'
Cp

' ,
# '

'
Cp)1

' ,
# )

şeklinde tanımlanır öyleki

,!c' : ' " A" ! !,'c' : ' " A" .

Teorem 3.1.19 :Hk!'C'" / '
'

Hk!C'"

Özellik 3.1.20 :X topolojik uzay ve &X' : ' " A' X ’in yol bağlantılı bileşenleri ise

Hk!X" / '
'

Hk!X'"

Teorem 3.1.21 :f : X # Y # homeomorfizma ise $p için

f. : Hp!X" # Hp!Y"

izomorfizmadır.

Teorem 3.1.22 :X ( #n konveks ise $p ( 0 için Hp!X" ! 0 .

C ! &C,,' , C% ! &C%,, %' zincir kompleksler ve T : C # C% derecesi bir olan zincir

dönüşümü olması gerekmeyen bir graded grup homomorfizması olsun.Bu durumda

, % ! T $ T ! , : C # C%

derecesi sıfır olan 1 homomorfizmadır.

C : )
,
# Cp$1

,
# Cp

,
# Cp)1

,
# )

T

)
T

)
T

)

C% : )
, %
# Cp$1

% , %
# Cp

% , %
# Cp)1

% , %
# )

C : )
,
# Cp$1

,
# Cp

,
# Cp)1

,
# )

# , % ! T $ T ! , # , % ! T $ T ! , # , % ! T $ T ! ,

C% : )
, %
# Cp$1

% , %
# Cp

% , %
# Cp)1

% , %
# )

Bu homomorfizma

, % ! !, % ! T $ T ! ," ! , % ! , % ! T $ , % ! T ! , ! , % ! T ! ,
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! , % ! T ! , $ T ! , ! , ! !, % ! T $ T ! ," ! ,

şartını sağladığından zincir dönüşümüdür ve homoloji grupları arasında bir homomorfizma

üretir.

!, % ! T $ T ! ,". : Hp!C" # Hp!C%"

z$ B.!C" ( !, % ! T $ T ! ,"!z" $ B.!C%"

Burada

!, % ! T $ T ! ,"!z" ! !, % ! T"!z" $ !T ! ,"!z" ! !, % ! T"!z" " Bp!C%"

olduğundan !, % ! T $ T ! ,". bir sıfır homomorfizmasıdır.

Tanım 3.1.23 :f,g : C # C% zincir dönüşümler olsun. Eğer T : C # C% derecesi 1 olan

ve , % ! T $ T ! , ! f ) g olacak şekilde bir T homomorfizması varsa f ve g zincir

homotopidir denir.

Özellik 3.1.24 :f,g : C # C% zincir homotopik ise

f.,g. : Hn!C" # Hn!C%"

homomorfizmaları eşittir.

Teorem 3.1.25 :f, f % : X # Yhomotopik dönüşümler ise

f., f.% : Hn!X" # Hn!Y"

homomorfizmaları birbirine eşittir.

Özellik 3.1.26 :f : X # Ybir homotopi denkliği ise $n için

f. : Hn!X" # Hn!Y"

izomorfizmadır.

Sonuç 3.1.27 :i.A # X , X uzayının bir A retractının içerme fonksiyonu ise

i . : Hn!A" # Hn!X"

bir direk toplam terimine monomorftur. Eğer A , X uzayının deformasyon retractı ise i . bir

izomorfizmadır.

Tanım 3.1.28 :

C
f
# D

g
# E

abel grupların ve homomorfizmaların üçlüsüne, im!f" ! Ker!g" ise D ’de tamdır denir.

Tanım 3.1.29 :
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) # Gi$1
fi$1
# Gi

fi
# Gi)1 # )

abel grupların dizisinde her üçlü tam ise bu diziye tam dizi denir.

Tanım 3.1.30 :

0 # C
f
# D

g
# E # 0

tam dizisine kısa tam dizi denir.

C ! &Cn',D ! &Dn',E ! &En' zincir kompleksler ve f,g bunlar arasındaki sıfırıncı

dereceden zincir dönüşümler olmak üzere

0 # C
f
# D

g
# E # 0

kısa dizisi tam olsun. Bu durumda $p için

Hp!C"
f.
# Hp!D"

g.
# Hp!E"

homoloji gruplarının üçlüsü vardır.

Tanım 3.1.31 :

% : Hn!E" # Hn)1!C"

z$ Bn!E" ( !g)1 ! , ! f)1"!z" $ Bn)1!C"

homomorfizmasına bağlayıcı homomorfizma denir.

Teorem 3.1.32 :

0 # C
f
# D

g
# E # 0

zincir komplekslerinin ve sıfırıncı dereceden zincir dönüşümlerinin kısa tam dizisi ise

)
f.
# Hn!D"

g.
# Hn!E"

%
# Hn)1!C"

f.
# Hn)1!D"

g.
# )

uzun diziside tamdır.

Tanım 3.1.33 : C ! &Cn,,' zincir kompleksi verilsin. Her n için Dn ( Cn ise

D ! &Dn,, %' kompleksine C’nin alt kompleksi denir. Burada D’nin sınır operatörü C’nin

sınır operatörünün kısıtlanmış !, % ! , *D " halidir. C/D bölüm zincir kompleksi

C/D ! &Cn/Dn,, %%'

şeklinde tanımlanır öyleki

,n
%% : Cn/Dn # Cn)1/Dn)1

+c, ( +,!c",
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(Uygunluk için bundan sonra tüm sınır operatörlerini , ile göstereceğiz.)

Bu zincir dönüşümleri arasında , i içerme ve ( projeksiyon fonksiyonları olmak üzere

0 # D
i
# C

(
# C/D # 0

doğal kısa tam dizisi vardır.Teorem 3.1.32 ’den homoloji gruplarının

) # Hn!D"
i.# Hn!C"

(.# Hn!C/D"
%
# Hn)1!D"

i.# )

uzun tam dizisi vardır.

Daha genel olarak E ( D ( C zincir kompleksleri için

0 # D/E # C/E # C/D # 0

kısa tam dizisi vardır. Yine Teorem 3.1.32 ’den homoloji gruplarının

) # Hn!D/E" # Hn!C/E" # Hn!C/D"
%
# Hn)1!D/E" # )

uzun tam dizisi vardır.

!X,A" ikilisi ile X uzayını ve A ( X alt kümesini gösteriyoruz. S.!A", S.!X" ’in alt

zincir kompleksidir.

Tanım 3.1.34 :X uzayının A alt uzayına göre elde edilen zincir kompleksi

S.!X,A" ! S.!X"/S.!A"

şeklinde tanımlanır ve bu zincir kompleksin homolojisine X uzayının A alt uzayına göre

relative singüler homolojisi denir. Başka bir ifadeyle

Hn!X,A" ! Hn!S.!X,A"" ! Hn!S.!X"/S.!A""

yazılabilir.Böylece !X,A" ikilisi için zincir komplekslerin

0 # S.!A"
i
# S.!X"

(
# S.!X"/S.!A" ! S.!X,A" # 0

kısa tam dizisi ve dolayısıyla

) # Hn!A"
i.# Hn!X"

(.# Hn!X,A"
%
# Hn)1!A" # )

uzun tam dizisi vardır. Burada H.!X,A" , i . : H.!A" # H.!X" homomorfizmasının

izomorfizmadan uzaklığını ölçer. Yani i . graded grup izomorfizmasıdır ancak ve ancak

H.!X,A" ! 0.

Özellik 3.1.35 : !X,A" ikilisinde A alt uzayı X uzayının deformasyon retractı ise

H.!X,A" ! 0 dır.

Daha genel olarak !X,A,B" üçlüsü ile X uzayını v A ( B ( X alt uzaylarını
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gösteriyoruz. Böylece !X,A,B" üçlüsü için zincir komplekslerin

0 # S.!A,B" # S.!X,B" # S.!X,A" # 0

kısa tam dizisi ve dolayısıyla relative homoloji gruplarının

) # Hn!A,B" # Hn!X,B" # Hn!X,A"
%
# Hn)1!A,B" # )

uzun tam dizisi vardır.

Tanım 3.1.36 :!X,A" ve !Y,B" ikilileri verilsin. f!A" ( f!B" şartını sağlayan

f : !X,A" # !Y,B"

sürekli fonksiyonuna ikililerin dönüşümü denir ve

f#!S.!A"" ( S.!B"

olacak şekilde

f# : S.!X,A" # S.!Y,B"

zincir dönüşümü üretir.

Teorem 3.1.37 : f,g : !X,A" # !Y,B" ikililerin dönüşümü ise

f.,g. : H.!X,A" # H.!Y,B" homomorfizmaları eşittir.

Teorem 3.1.38 :!X,A" ikilisi ve U ( A alt kümesi verilsin öyleki Ā ( Å . Bu takdirde

i : !X ) U,A ) U" # !X,A"

içerme dönüşümü

i . : H.!X ) U,A ) U" # H.!X,A"

izomorfizmasını üretir.

Tanım 3.1.39 :A,B ve C abel grupları verilsin.

& : A * B # C

dönüşümü

i" &!a1 $ a2,b" ! &!a1,b" $ &!a2,b"

ii" &!a,b1 $ b2" ! &!a,b1" $ &!a,b2"

şartlarını sağlıyor ise bilineerdir denir.

F!A * B" , A * B ’nin ürettiği free abelyen grup olsun. F!A * B" ’nin bir elemanı

'
%

ni!ai ,bi"
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formundadır. Buradaki " % " ifadesi sonlu sayıda i hariç ni ! 0 olduğunu belirtmek için

kullanılmıştır.

Tanım 3.1.40 :R!A * B",

!a1 $ a2,b" ) !a1,b" ) !a2,b"

!a,b1 $ b2" ) !a,b1" ) !a,b2"

elemanları tarafından üretilen F!A * B" ’nin alt grubu olsun. A ve B ’nin tensör çarpımı

A0 B ! F!A * B"/R!A * B"

şeklinde tanımlanır.

& : A * B # C dönüşümü bilineer ise

& % : F!A * B" # C

'
%

ni!ai ,bi" ( '
%

ni&!!ai ,bi""

homomorfizması yardımı ile üretilen

& %% ! A0 B # C

homomorfizması vardır.

Özellik 3.1.41 :

1-) A0 B / B0 A

2-) f : A # A% ,g : B # B% ise

f 0 g : A0 B # A% 0 B%

a0 b ( f!a" 0 g!b"

3-) f : A # A% , f
%

: A% # A%% , g : B # B% , g% : B% # B%% ise

!f
% ! f" 0 !g% ! g" ! !f

% 0 g%" ! !f 0 g"

4-) A / 'Aj ise A0 B / '!Aj 0 B"

5-) $j " J için fj : A # A% homomorfizmaları , a " A için fj!a" sonlu sayıda j için

sıfırdan farklı ise

' fj : A # A%

a ( ' fj!a"
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homomorfizması tanımlanabilir. Bu takdirde keyfi g : B # B% homomorfizması için

!' fj" 0 g ! '!fj 0 g"

olur.

6-) A değişmeli grup olmak üzere

A0 " / A

7-) A ! F!ai" , B ! F!bj" olmak üzere

A0 B ! F!ai 0 bj"

8-) A% % A ,B% % B için i 1 : A% # A , i 2 : B% # B alt grupların içerme dönüşümleri

olmak üzere

A/A% 0 B/B% / A0 B
im!i 1 0 1B" $ im!1A 0 i 2"

9-) "p 0 "q / "!p,q"

10-)

A # B # C # 0

tam dizi ve D abel grup olmak üzere

A0 D # B0 D # C 0 D # 0

diziside tamdır.

Genel olarak

0 # A
'
# B

)
# C # 0

kısa tam dizisi ve D abel grubu için

0 # A0 D
'01D# B0 D

)01D
# C 0 D # 0

kısa dizisi tam olmayabilir. Çünkü ' monomorfizması için ' 0 1D monomorfizma

olmayabilir.

Tanım 3.1.42 :A abel grubu verilsin. G0,G1 free abel gruplar olmak üzere

0 # G1
j
# G0

*
# A # 0

kısa tam dizisine A grubunun free resolutionu denir.

Tanım 3.1.43 :D abel grubu için Özellik 3.1.41’in 10. maddesiden

G1 0 D
j01D
# G0 0 D

*01D# A0 D # 0
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dizisi tamdır. Ker!j 0 1D" grubuna A ve D gruplarının torsion çarpımı denir ve Tor!A,D"

şeklinde gösterilir. Bu çarpım j 0 1D homomorfizmasının monomorfizmadan uzaklığını

ölçer.

Özellik 3.1.44 :

1-) Tor!",A" / Tor!A,"" ! 0

2-) Tor!","" / Tor!","m" / Tor!"m,"" ! 0

3-) Tor!"n,"m" / "!m,n"

4-) A ! 'Ai , B ! 'Bj ise Tor!A,B" / '
i,j

Tor!Ai ,Bj"

5-) A, B abelyen gruplar ise Tor!A,B" / Tor!B,A"

6-) A free abelyen grup ise Tor!B,A" ! 0

7-) Tor!A,B" A ’nın free resolution seçiminden bağımsızdır.

Tanım 3.1.45 :C ! &Cn,,' free zincir kompleksi ve G abel grubu verilsin. Bu takdirde

C 0 G zincir kompleksi

C 0 G ! &Cn 0 G,, 0 1G'

şeklinde tanımlanır. Gerçekten

!, 0 1G" ! !, 0 1G" ! !, ! ," 0 !1G ! 1G" ! 0 0 1G ! 0

olduğundan bu dizi bir zincir komplekstir.

C ve C% zincir kompleksler, f : C # C% zincir dönüşüm ve G abel grup olmak üzere

f 0 1G : C 0 G # C% 0 G

homomorfizması

!f 0 1G" ! !, 0 1G" ! !f ! ," 0 !1G ! 1G" ! !f ! ," 0 1G

! !, % ! f" 0 1G ! !, % 0 1G" ! !f 0 1G"

şartını sağladığından, C 0 G ve C% 0 G zincir kompleksleri arasında bir zincir

dönüşümüdür.

T , f0 ve f1 zincir dönüşümleri arasında bir zincir homotopi ise T 0 1G

!, % 0 1G" ! !T 0 1G" $ !T 0 1G" ! !, 0 1G" ! f1 0 1G ) f0 0 1G

şartını sağladığından f0 0 1G ve f1 0 1G zincir dönüşümleri arasında zincir homotopidir.

Tanım 3.1.46 :Sabit bir G abel grubu alalım. !X,A" ikilisine karşılık gelen S.!X,A" free

zincir kompleksini kullanarak yeni S.!X,A" 0 G zincir kompleksini elde ederiz. Buna
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!X,A" ’nın G katsayılı singüler zincir kompleksi denir ve S.!X,A;G" ile gösterilir.

S.!X,A" 0 " / S.!X,A"

olduğundan S.!X,A" ’ye tamsayı katsayılı singüler zincir kompleksi de denir. S.!X,A;G"

’nin homolojisi H.!X,A;G" ile gösterilir.

f : !X,A" # !X%A%"

ikililerin dönüşümü

f. : H.!X,A;G" # H.!X%,A%;G"

homomorfizmasını üretir.

Şimdi de !X,A,B" üçlüsünü alalım. Bu üçlüye karşılık

0 # S.!A,B;G" # S.!X,B;G" # S.!X,A;G" # 0

kısa dizisi tamdır.

Teorem 3.1.47 :C free zincir kompleks ve G abel grup ise

Hn!C 0 G" / Hn!C" 0 G 1 Tor!Hn)1!C",G"

olur.

Sonuç 3.1.48 :!X,A" ikilisi için

Hn!X,A;G" / Hn!X,A" 0 G 1 Tor!Hn)1!X,A",G"

olur.

Tanım 3.1.49 : +, !X,A" ikilisi ve n tamsayısını +n!X,A" abel grubu ile ve her

f : !X,A" # !Y,B" ikililerin dönüşümünü f. : +n!X,A" # +n!Y,B" homomorfizması

ile eşleştiren bir fonksiyon ve her n için , : +n!X,A" # +n)1!X,A" homomorfizması var

olsun. Eğer+ aşağıdaki aksiyomları sağlar ise + bir homoloji teori üretir denir.

1) id : !X,A" # !X,A" birim dönüşüm ise

id.+n!X,A" # +n!X,A"

birim homomorfizmadır.

2) f : !X,A" # !X%,A%",g : !X%,A%" # !X%%,A%%" ikililerin dönüşümleri ise

!g ! f". ! g. ! f.

dır.

3) f : !X,A" # !Y,B" ikililerin dönüşümü ise
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, ! f. ! !f *A ". ! ,

4) i : !A,&" # !X,&" ve j : !X,&" # !X,A" içerme dönüşümleri ise

)
,
# +n!A"

i.# +n!X"
j.
# +n!X,A"

,
# +n)1!A" # )

dizisi tamdır.

5) f,g : !X,A" # !Y,B" ikili dönüşümleri homotopik ise

f. ! g.

6) !X,A" ikilisinde U ( A ve Ū ( int!A" ise

i : !X ) U,A ) U" # !X,A"

içerme dönüşümü için

i . : +n!X ) U,A ) U" # +n!X,A"

izomorfizmadır.

7) n & 0 için +n!pt" ! 0 dır ve +n!pt" ’ye katsayı grubu denir.

Singüler homoloji yukarıdaki aksiyomları sağlar. Böylece aşağıdaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 3.1.50 :G abelyen grubu verilsin. Katsayı grubu G olan bir homoloji teori vardır

öyleki +n!X,A" ! Hn!X,A;G" .
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3.2.Singüler Kohomoloji

Tanım 3.2.1 :A ve G abelyen gruplar olmak üzere

Hom!A,G" ! &f * f : A # G, f homomorfizma'

şeklinde tanımlanır. Hom!A,G" fonksiyonların toplama işlemine göre abel gruptur.

Özellik 3.2.2 :

1-) Hom!",A" / A

2-) Hom!","m" / "m

3-) Hom!"m,"" / 0

4-) Hom!"m,"n" / "!m,n"

5-) A ! '
i

Ai ,B ! '
j

Bj için

Hom!A,B" ! '
i,j

Hom!Ai ,Bj"

dir.

& : A # B homomorfizması

&# : Hom!B,G" # Hom!A,G"

G $ B : f ( &#!f" ! f ! &

homomorfizmasını üretir ve ! : B # C homomorfizması için

!! ! &"# ! &# ! !#

olur.

Tanım 3.2.3 : G abel grubu ve &C,,' zincir kompleksi verilsin. Her n için Cn abel

grupları

Cn ! Hom!Cn,G"

şeklinde tanımlanır. , : Cn$1 # Cn sınır operatörü için

,# : Cn # Cn$1

homomorfizması vardır ve

,# ! ,# ! !, ! ,"# ! 0

olur.
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Burada zincir kompleksine benzeyen bir yapı vardır. Fakat dizimiz azalan değil

artandır. Böylece kozincir kompleks tanımını verilebilir.

Tanım 3.2.4 : &Cn,$',$ : Cn # Cn$1 olacak şekilde abel grupların ve

homomorfizmaların bir topluluğu olsun. Eğer

$ ! $ ! 0

ise bu diziye kozincir kompleks, $ homomorfizmasınada kosınır operatörü denir. cn " Cn

elemanına da n )kozincir denir.

&Cn,$' kozincir kompleksi için Dn ! C)n ve , ! $ : Dn # Dn)1 tanımlamalarını

yaparsak &Dn,,' bir zincir kompleks olur. Böylece bu iki yapının birbirinin duali olduğu

görülmüş olur.

Zincir kompleksteki temel tanımlamalar kozincir kompleks içinde yapılabilir.

Tanım 3.2.5 : &Cn,$' ve &Dn,$ %' kozincir kompleksler olmak üzere f : Cn # Dn$k

homomorfizma koleksiyonu

f ! $ ! $ % ! f

şartını sağlarsa f ’ye k. dereceden kozincir dönüşümü denir.

Tanım 3.2.6 :f ve g 0. dereceden kozincir dönüşümleri olsunlar. Eğer

$ % ! T $ T ! $ ! f ) g

şartını sağlayan

T : Cn # Dn)1

homomorfizmaları varsa f ve g kozincir homotopiktir denir.

&C,,',&D,, %' zincir kompleksleri ve f,g : &C,,' # &D,, %' zincir homotopik

dönüşümleri ise keyfi G abel grubu için

f#,g# : &Hom!Dn,G",, %#' # &Hom!Cn,G",,#'

kozincir dönüşümleri kozincir homotopiktir.

Tanım 3.2.7 :C ! &Cn,$' kozincir kompleks olsun. n-kodevirlerin grubu

Zn!C" ! Ker$n

, n-kosınırların grubu

Bn!C" ! İm$n)1
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şeklinde tanımlanır.Böylece n.kohomoloji grubu

Hn!C" ! Zn!C"/Bn!C"

olur.

A ! &An' ,B ! &Bn' ,C ! &Cn' kozincir kompleksler ve

0 # A # B # C # 0

sıfırıncı dereceden kozincir dönüşümlerinin kısa tam tam dizisi ise kohomoloji gruplarının

) # Hn!A" # Hn!B" # Hn!C"
%
# Hn$1!A" # )

uzun tam dizisi vardır. Burada ' bağlayıcı homomorfizması homolojideki gibidir.

Tanım 3.2.8 :!X,A" ikilisi ve G abel grubu verilsin. !X,A" ikilisinin G katsayılı n. boyutlu

kozincir grubu

Sn!X,A;G" ! Hom!Sn!X,A",G"

şeklinde ve bu kozincirgrupları arasındaki kosınır operatörü de

$ : Sn!X,A;G" # Sn$1!X,A;G"

$ ! ,#

şeklinde tanımlanır. Böylece !X,A" ikilisinin singüler kozincir kompleksini tanımlamış

olduk.

Tanım 3.2.9 : Bu kompleksin homolojisine !X,A" ikilisinin G katsayılı singüler

kohomoloji grubu denir ve H.!X,A;G" şeklinde gösterilir.

Homolojideki tüm kovaryant özellikler kohomolojide kontravaryant hale gelir.

Özellikle f : !X,A" # !Y,B" ikililerin dönüşümünün ürettiği homomorfizma

f. : H.!Y,B;G" # H.!X,A;G"

olur ve g : !Y,B" # !W,C" başka bir ikililerin dönüşümü ise

!g ! f". ! f. ! g.

olur.

Tanım 3.2.10 :

0 # A
f
# B

g
# C # 0

abel grupların ve homomorfizmaların kısa tam dizisi olsun. f!A" , B ’nin direkt toplam

terimi ise bu diziye ayrılabilir tam dizi denir.
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Özellik 3.2.11 :

0 # F
i
# H

(
# K # 0

ayrılabilir tam dizi ve G abel grup ise

0 # Hom!K,G"
(.

# Hom!H,G"
i.
# Hom!F,G" # 0

dizisi tamdır.

!X,A" ikilisi için

0 # S.!A" # S.!X" # S.!X,A" # 0

dizisi ayrılabilir tamdır ve Özellik 3.2.11 ’den dolayı

0 # S.!X,A;G" # S.!X;G" # S.!A;G" # 0

kısa dizisi tamdır. Böylece singüler kohomoloji gruplarının

) # Hn!X,A;G" # Hn!X;G" # Hn!A;G" # Hn$1!X,A;G" # )

uzun tam dizisini elde ederiz.

Özellik 3.2.12 :

A
f
# B

g
# C # 0

dizisi tam ise

0 # Hom!C,G"
g#

# Hom!B,G"
f#

# Hom!A,G"

dual diziside tamdır.

Genel olarak

0 # A
f
# B

g
# C # 0

kısa tam dizisi için

0 # Hom!C,G"
g#

# Hom!B,G"
f#

# Hom!A,G" # 0

dizisi tam olmayabilir. Çünkü f monomorfizması için f# epimorfizma olmayabilir.

E abel grubu ve E ’nin bir free resolutionu yani G0 ve G1 free abelyen gruplar olmak

üzere

0 # G1
'
# G0

)
# E # 0

kısa tam dizisi verilsin. Keyfi G abel grubu için Özellik 3.2.12 ’den dolayı
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0 # Hom!E,G"
)#

# Hom!G0,G"
'#

# Hom!G1,G"

dizisi tamdır.

Ext!E,G" ! Hom!G1,G"/İm!'#"

grubuna E ve G ’nin Exterior Çarpımı denir ve bu çarpım '# ’in epimorfizmadan

uzaklığını ölçer.

Özellik 3.2.13 :

1-) A ! '
i

Ai ,B ! '
i

Bi ise

Ext!A,B" / '
i

Ext!Ai ,Bi"

olur.

2-) Herhangi bir G abel grubu için

Ext!",G" ! 0

3-) Ext!","" / Ext!","m" ! 0

4-) Ext!"m,"" / "m

5-) Ext!"m,"n" / "!m,n"

6-) E free abel grup ise

Ext!E,G" ! 0

7-) Ext!E,G" , E ’nin free resolution seçiminden bağımsızdır.

8-)

0 # A
f
# B

g
# C # 0

kısa dizisi tam ise

0 # Hom!C,G"
g#

# Hom!B,G"
f#

# Hom!A,G" # Ext!C,G"
g#

# Ext!B,G"
f#

# Ext!A,G" # 0

diziside tamdır.

Özellik 3.2.14 :X topolojik uzay ve &X'''", , X uzayının yol bağlantılı bileşenleri ise

H0!X;G" / 2
'",

G'

olur.

Teorem 3.2.15 :!X,A" ikilisi ve Ū ( int!A" olacak şekilde U ( A alt kümesi verilsin.
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i : !X ) U,A ) U" # !X,A"

ikililerin içerme dönüşümü

i . : H.!X,A;G" # H.!X ) U,A ) U;G"

izomorfizmasını üretir.

Teorem 3.2.16 : f,g : !X,A" # !Y,B" ikililerin dönüşümleri homotopik ise bu

homomorfizmaların ürettiği

f.,g. : H.!Y,B;G" # H.!X,A;G"

homomorfizmaları eşittir.

Teorem 3.2.17 :!X,A" ikilisi ve G abel grubu verilsin. Bu takdirde

0 # Ext!Hn)1!X,A",G" # Hn!X,A;G" # Hom!Hn!X,A",G" # 0

ayrılabilir tam dizisi vardır.
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3.3.Cup Çarpım

Tanım 3.3.1 : X topolojik uzayı ve R değişmeli halkası verilsin.& : %p$q # X olmak

üzere

Sp!X;R" * Sq!X;R"
3
# Sp$q!X;R"

- cp 3 cq,& (!- cp,& ! l!.0,.1,& ,.p" ( - - cq,& ! l!.p,.p$1,& ,.p$q" (

dönüşümü tanımlansın. Buradaki cp 3 cq kozincirine cp,cq kozincirlerinin cup çarpımı

denir. & ! l!.0,.1,& ,.p" dönüşümü & singüler !p $ q"-simpleksinin ön p yüzüne,

& ! l!.p,.p$1,& ,.p$q" dönüşümü ise & singüler !p $ q"-simpleksinin arka q yününe

kısıtlanışlarıdır.

Teorem 3.3.2 : Kozincirlerin cup çarpımı bilineer ve birleşmelidir. z0 tüm

0-simplekslerdeki değeri 1 olan kozincir olsun. z0 birim elemandır. Ayrıca

$!cp 3 cq" ! !$cp" 3 cq $ !)1"pcp 3 !$cq"

kosınır formülü geçerlidir.

Teorem 3.3.3 :Kozincirlerin cup çarpımıı

Hp!X;R" * Hq!X;R"
3
# Hp$q!X;R"

bilineer ve birleşmeli operatörünü üretir. +z0, kohomoloji sınıfı birim elemandır.

Teorem 3.3.4 :h : X # Y sürekli ise h. cup çarpımı sağlar.

Tanım 3.3.5 : H.!X;R" ! 1Hi!X;R" olmak üzere cup çarpımı bu grubu birimli halkaya

dönüştürür ve bu halkaya X uzayının R katsayılı kohomoloji halkası denir.
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4.ARAŞTIRMA BULGULARI

4.1.Steenrod Cebiri

Tanım 4.1.1 : p,q sabit tam sayılar ve G,G% halkalar olmak üzere !p,G;q,G%" tipindeki

bir / kohomoloji operasyonu Hp! ,G" funtorundan Hq! ,G%" funktoruna giden doğal bir

transformasyondur öyleki her X uzayı için ve her f : X # Ybir dönüşümü için

Hp!X;G"
/X# Hq!X;G

%
"

0 f. 0 f.

Hp!Y;G"
/Y# Hq!Y;G

%
"

diyagramını değişmeli kılar ve o!G,p;G
%
,q" ile gösterilir.

"p ! ".p" ve p tek asal sayı olsun. 0 # "p # "p2 # "p # 0 tam dizisine karşılık

gelen ) : Hq!X;"p" # Hq$1!X;"p" Bockstein ko-sınır operasyonu, )2 ! 0 ve

)!x.y" ! )!x"y $ !)1"qx)!y", dim!x" ! q özelliklerini sağlayan bir doğal homomorfizma

olarak bilinmektedir.

G ! "2 için Steenrod Square’ları olarak bilinen Sqi operasyonu, her q için aşağıdaki

diyagramı değişmeli kılan !"2,q;"2,q $ i" tipinde bir kohomoloji operasyonudur.

Hq!X;"2"
Sqi

# Hq$i!X;"2"

0 f. 0 f.

Hq!Y;"2"
Sqi

# Hq$i!Y;"2"

Özellik 4.1.2 : Sqi : Hq!X;"2" # Hq$i!X;"2" Steenrod Square operasyonları aşağıdaki

özellikleri sağlarlar.

1) Sq0 : Hq!X;"2" # Hq!X;"2", Sq0 ! 1

2) degu! q ise Sqq!u" ! u2

3) degu- q ise Sqq!u" ! 0

4) Cartan formülü: Sqi!u.v" ! '
i!j$k

Sqj!u".Sqk!v"

5) Sq1 : Hq!X;"2" # Hq$1!X;"2", 0 # "2 # "4 # "2 # 0 tam dizisine karşılık
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gelen Bockstein ko-sınır homomorfizmasıdır.

G ! "p alırsak, Pi Steenrod operasyonu, her q için aşağıdaki diyagramı değişmeli

kılan !"p,q;"p,q $ 2i!p ) 1"" tipinde bir kohomolji operasyonudur.

Hq!X;"p"
Pi

# Hq$2i!p)1"!X;"p"

0 f. 0 f.

Hq!Y;"p"
Pi

# Hq$2i!p)1"!Y;"p"

Özellik 4.1.3 : Pi : Hq!X;"p" # Hq$2i!p)1"!X;"p" Steenrod operasyonları aşağıdaki

özellikleri sağlarlar.

1) P0 : Hq!X;"p" # Hq!X;"p", P0 ! 1

2) degu! q ise Pq!u" ! up

3) degu- 2q ise Pq!u" ! 0

4) Cartan formülü: Pi!u.v" ! '
i!j$l

Pj!u".Pl!v"

Özellik 4.1.4 : Steenrod operasyonlarının bileşkesi Adem bağıntıları olarak bilinen

aşağıdaki bağıntıları sağlar:

a - 2b ise

SqaSqb ! '
j!0

a
2 b ) j ) 1

a ) 2j
Sqa$b)jSqj

a - pb ise

PaPb ! '
j!0

a
p

!)1"a$j !p ) 1"!b ) j" ) 1
a ) pj

Pa$b)jPj

a % pb ise

Pa)Pb ! '
j!0

a
p

!)1"a$j !p ) 1"!b ) j"
a ) pj

)Pa$b)jPj $ '
j!0

a)1
p

!)1"a$j)1 !p ) 1"!b ) j" ) 1
a ) pj ) 1

Pa$b)j)Pj

dir.

Burada m
n! " ! 0 1 m - n veya m negatif veya n negatif.

Örnek 4.1.5 :p ! 3 alınırsa
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P10.P4 ! '
j!0

10
3

!)1"10$j !3 ) 1"!4 ) j" ) 1
10 ) 3j

P10$4)jPj ! '
j!0

3

!)1"10$j 7 ) 2j
10 ) 3j

P10$4)jPj

! 7
10

.P14.P0 ) 5
7

.P13.P1 $ 3
4

.P12.P2 ) 1
1

.P11.P3 ! )P11.P3

Tanım 4.1.6 :A2 mod 2 Steenrod cebiri, derecesi 1 olan ) elemanı ve derecesi i olan Sqi

elemanlarıyla üretilen komütatif graded cebir olarak tanımlanır. A Steenrod cebirine ait bir

monomial; . i ! 0 veya 1 ve r i 4 0 olmak üzere ).0 Sqr1).1 Sqr2).2&Sqrk).k şeklinde

ifade edilebilir. I ! !.0, r 1,.1, r 2,.2,& , r k,.k" olmak üzere bu monomiali SqI şeklinde

göstereceğiz.

Tanım 4.1.7 : A mod p Steenrod cebiri, derecesi 1 olan ) elemanı ve derecesi 2i!p ) 1"

olan Pi elemanlarıyla üretilen komütatif graded cebir olarak tanımlanır. A Steenrod

cebirine ait bir monomial; . i ! 0 veya 1 ve r i 4 0 olmak üzere ).0 Pr1).1 Pr2).2&Prk).k

şeklinde ifade edilebilir. I ! !.0, r 1,.1, r 2,.2,& , r k,.k" olmak üzere bu monomiali PI

şeklinde göstereceğiz.

Tanım 4.1.8 :T ! !t1, t2,& , tm" elemanları negatif olmayan bir tamsayı dizisi olsun. Eğer

1 % i % m için ti 4 pti$1 eşitsizliği varsa bu diziye admissible dizi ve Pt1 Pt2&Ptm

monomialine de admissible monomial denir. Bütün admissible monomiallerin oluşturduğu

küme A steenrod cebiri için bir baz oluşturur ve BAdm ile gösterilir. Pt1 Pt2&Ptm

monomiali PT ile de gösterilir.

Tanım 4.1.9 : Milnor, A Steenrod cebirinin A. dualinin, dereceleri 2!pi ) 1" olan + i

üreteçlere sahip Fp++1,+2,& , polinom cebri ile dereceleri 2pi ) 1 olan * i üreteçlere sahip

E+*0,*1,*2,& , exterior cebirin tensör çarpımı olduğunu göstermiştir. A. daki bu

monomial bazın A daki dual bazı Milnor bazı diye adlandırılır ve BMil ile gösterilir. A.

daki *0
.0 ,+1

r1 ,*1
.1,+2

r2 ,& elemanının duali P!r 1, r 2,& " ile gösterilir. R ! !r 1, r 2,& "

negatif olmayan tamsayılardan oluşan sonlu bir dizi ise P!r 1, r 2,& " yerine P!R"

kullanırız.

Notasyonlar kıyaslandığında P!n" ! Pn olduğu bilinmelidir.

Milnor bazında cebir yapısı Milnor çarpımı denilen çarpım ile verilir.

Tanım 4.1.10 :P!r 1, r 2,& ", P!s1,s2,& " Milnor elemanları olmak üzere, Milnor çarpımı

P!r 1, r 2,& ".P!s1,s2,& " ! '
X

)!X"P!t1, t2,& " şeklinde verilir ki buradaki toplam

aşağıdaki şartları sağlayan bütün X ! !xij " matrisleri üzerinden alınır;
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1"'
i

xij ! sj

2"'
j

xij pj ! r i

3" )!X" ! b1!X"b2!X") " "p,

burada n ! x0,l $ x1,l)1 $) $ xl,0 olmak üzere bl!X" ! n
x0,l*x1,l)1*)*xl,0

mod p dir.

4"'
i$j!k

xij ! tk

t1 t2

2 2

X !

x00 x01 x02 &

x10 x11 x12 &

x20 x21 x22 &

/ / / 0

"

"

r 1

r 2

# #

s1 s2

Hesaplamalarda x0,0 ! 0 kabul edilir. 1 ve 2 şartlarını sağlayan X ! !xij " matrisine

!R) S"-toleranslı matris denir. Ayrıca sadece 4. maddeyi sağlayan X matrisine

P!t1, t2,& " elemanını üretir denir ve T ! !t1, t2,& " olmak üzere T!X" ! T şeklinde

gösterilir. !R) S"-toleranslı matrislerin kümesini ,R,S ile göstereceğiz.

Örnek 4.1.11 : p ! 3 için P!1,3".P!4" çarpımını bulalım. Yukarıdaki koşulları sağlayan

sadece X1!

0 4

1 0

3 0

ve X2 !

0 3

1 0

0 1

matrisleri vardır. X1 matrisi için )!X1"’ i

hesaplayalım.

b1!X1" !
!x10$x01"!
x10!.x01! ! !4$1"!

4!.1! ! 5 5 2 mod 3

b2!X1" !
!x20$x11$x02"!
x20!.x11!.x02! ! !3$0$0"!

3!.0!.0! ! 1 5 1 mod 3

b3!X1" !
!x30$x21$x12$x03"!
x30!.x21!.x12!.x03! ! !0$0$0$0"!

0!.0!.0!.0! ! 1 5 1 mod 3

)!X1" ! 2.1.1 ! 2 mod 3

X2 matrisi için )!X2"’ yi hesaplayalım.



31

b1!X2" !
!x10$x01"!
x10!.x01! ! !3$1"!

3!.1! ! 4 5 1 mod 3

b2!X2" !
!x20$x11$x02"!
x20!.x11!.x02! ! !0$0$0"!

0!.0!.0! ! 1 5 1 mod 3

b3!X2"!
!x30$x21$x12$x03"!
x30!.x21!.x12!.x03! ! !0$1$0$0"!

0!.1!.0!.0! ! 1 5 1 mod 3

)!X2" ! 1.1.1 ! 1 mod 3

P!1,3".P!4" ! 2.P!5,3" $ 1.P!4,0,1" olarak bulunur.

Tanım 4.1.12 : P!R" ! P!r 1, r 2,& , r m" formundaki Milnor baz elemanının derecesi

|R| ! '
k!1

m

!pk ) 1". r k olmak üzere 2. |R| şeklinde tanımlanır ve

deg!P!R"" ! deg!P!r 1, r 2,& , r m"" ! |P!R"| ifadelerinden birisiyle gösterilir.

Tanım 4.1.13 : P!R" ! P!r 1, r 2,& , r m" formundaki Milnor baz elemanının excess’ i

ex!R" ! '
k!1

m

r k olmak üzere 2.ex!R" olarak tanımlanır ve

ex!P!R"" ! ex!P!r 1, r 2,& , r m"" ile gösterilir.

Tanım 4.1.14 :P!R" ! P!r 1, r 2,& , r m" formundaki Milnor baz elemanının uzunluğu R

dizisinin eleman sayısı yani m olarak tanımlanır ve l!P!R"" ile gösterilir.

Örnek 4.1.15 : p ! 5, T ! !4,6,2,5" için,

|T| ! 4. !51 ) 1" $ 6. !52 ) 1" $ 2. !53 ) 1" $ 1. !54 ) 1" ! 3528

deg!P!T"" ! 2. |T| ! 2.3456 ! 7056

ex!T" ! 4 $ 6 $ 2 $ 5 ! 17

l!P!T"" ! 4
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4.2.Tarak Yapıları

Tanım 4.2.1 : p. ! p ) 1 olmak üzere pl ) 1 ! p.. !pl)1 $ pl)2 $&$p1 $ p0" bağıntısını

kullanarak |T| ! '
k!1

m

!pk ) 1". tk ifadesini aşağıdaki gibi farklı bir şekilde gösterebiliriz.

|T| ! !p1 ) 1". t1 $ !p2 ) 1". t2 $ ) $ !pm ) 1". tm

! p..p0. t1 $ p.. !p1 $ p0". t2 $ ) $ p.. !pm)1 $ pm)2 $&$p1 $ p0". tm

! p..p0. t1 $ p..p0. t2 $ ) $ p..p0. tm

$ p..p1. t2 $ ) $ p..p1. tm

0 /

$ p..pm)1. tm

Böylece |T| ifadesini i ! 0,1,2,& , !m) 1" için i-yinci satırı pi ile ilişkili olacak şekilde

aşağıdaki tabloyla gösterebiliriz.

t1 tane

p.p.&p.

t2 tane

p.p.&p.

p.p.&p. &

tm tane

p.p.&p.

p.p.&p.

/ 0 /

p.p.&p.

" p0

" p1

" pm)1

Bu tablo veya bu tablonun sütunlarının herhangi bir permütasyonuyla elde edilen

tabloya T nin bir tarağı denir ve C!T" ile gösterilir. l tane p. ın bulunduğu sütuna l

uzunluğunda bir diş denir ve * l ile gösterilir.

Örnek 4.2.2 :p ! 5 ve T ! !4,6,2,5" alırsak |T| ! 3528 ve C!T" tarağıda

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p.

şeklinde olur.

Tanım 4.2.3 : l uzunluğundaki bir dişin ağırlığı W!* l" ! p..'
k!0

l)1

pk ! pl ) 1 şeklinde

tanımlanır. C!T" nin tüm dişlerinin ağırlıkları toplamına C!T" nin ağırlığı denir ve W!C!T""
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ile gösterilir.

Özellik 4.2.4 :W!C!T"" ! |T|

Tanım 4.2.5 : C!T" nin dişlerinin sayısına C!T" nin excess’ i denir ve ex!C!T"" ile

gösterilir.

Özellik 4.2.6 :ex!C!T"" ! ex!T"

Örnek 4.2.7 : p ! 5 ve T ! !4,6,2,5" olsun. C!T"’ nin diş sayısı 17 olup bu Örnek

4.1.15’te bulduğumuz ex!T"’ ye eşittir. Dişlerin ağırlıkları toplamı da

W!C!T"" ! !p1 ) 1" $ !p1 ) 1" $ !p1 ) 1" $ !p1 ) 1" $ !p2 ) 1" $ !p2 ) 1" $ !p2 ) 1" $

!p2 ) 1" $ !p2 ) 1" $ !p2 ) 1" $ !p3 ) 1" $ !p3 ) 1" $ !p4 ) 1" $ !p4 ) 1" $

!p4 ) 1" $ !p4 ) 1" $ !p4 ) 1"

! 4.4 $ 24.6 $ 124.2 $ 624.5 ! 3528 ! |T|

olarak bulunur.

Tanım 4.2.8 : p% tipindeki bir demet, p% tane aynı uzunluktaki dişlerin bir sütunda

biraraya getirilmiş şeklidir ki bu sütun % tane sıfırı takip eden, dişlerin uzunluğu kadar p.’ı

içeren bir çeşit genelleştirilmiş diş olarak düşünülebilir.

Örnek4.2.9 :p ! 5 olsun. 52 tipinde 3 uzunluğundaki demet,

p. p. & p.

p. p. & p.

p. p. & p.

52 tane
1

5

0

0

p.

p.

p.

3 uzunluğundaki 25 tane dişin ağırlıkları toplamı 25. !53 ) 1"’dir.

Tanım 4.2.10 :n pozitif bir tamsayı ve p tek asal sayı olsun. 0 % ' i!n" - p olmak üzere n

sayısının n ! '
i!0

6

' i!n".pi şeklinde tek türlü belirli bir açılımı vardır ve buna

n-tamsayısının p-adik açılımı denir.

Örnek 4.2.9 için 25. !53 ) 1" sayının 5-adik gösterimini yazalım,

25. !53 ) 1" ! 3100 ! 0.50 $ 0.51 $ 4.52 $ 4.53 $ 4.54

! 0.50 $ 0.51 $ p.. 52 $ p.. 53 $ p.. 54

Son gösterimdeki katsayıları dikey olarak yerleştirirsek
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0

0

p.

p.

p.

tekrar 52 tipinde 3 uzunluğundaki demeti elde ederiz. Bu noktadan hareketle, p%. !pl ) 1"

ile l uzunluğunda p% tipindeki demeti özdeşleştirebiliriz.

Tanım 4.2.11 : T ! !t1, t2,& , tm" bir dizi olsun. 1 % l % m olmak üzere

tl ! '0.p0 $ '1.p1 $&$'n.pn ise l uzunluğundaki dişi p0,p1,& ,pn tipinde demetlere

ayırabiliriz. Bu demetlerin sırası önemli değildir. Sütun olarak '0,'1,& ,'n katsayılı

demetlere sahip tarağa T ’nin kanonik demetlenmiş tarağı denir ve Cb!T" ile gösterilir.

Örnek 4.2.12 :p ! 5 ve T ! !7,30,12,8" olsun. Cb!T" ’yi bulalım. p. ! 5 ) 1

|T| ! !51 ) 1". 7 $ !52 ) 1". 30 $ !53 ) 1". 12 $ !54 ) 1". 8

! !51 ) 1". !51 $ 2.50" $ !52 ) 1". !52 $ 51" $ !53 ) 1". !2.51 $ 2.50" $ !54 ) 1". !51 $ 3.50"

! !51 ) 1". 51 $ !51 ) 1". 2. 50 $ !52 ) 1"52 $ !52 ) 1". 51 $ !53 ) 1". 2. 51 $ !53 ) 1". 2. 50"

$ !54 ) 1". 51 $ !54 ) 1". 3. 53

Böylece Cb!T" ’nin tablosu aşağıdaki gibidir:

0 2p. 0 0 0 2p. 0 3p.

p. 0 p. 2p. 2p. p. 3p.

p. p. 2p. 2p. p. 3p.

p. 2p. p. 3p.

p.

Bu tabloyu aşağıdaki gibi ayrıştırarak katsayıları kullanmadan da elde edebiliriz.

0 p. p. 0 0 0 0 p. p. 0 p. p. p.

p. 0 p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p.

p.

C!T"’ de olduğu gibi Cb!T" üzerinden de P!T" hakkında aynı bilgileri bulabiliriz. l

uzunluğundaki p% dişlerinden oluşan bir demet ilk en büyük p. ’a %’ ıncı satırda sahiptir

ve 'p.p%. !pl ) 1" sayısına da bu demetin ağırlığı denir. 'p.p% sayılarının toplamına da
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Cb!T"’ nin excess’i denir, ex!Cb!T"" ile gösterilir ve ex!T" ye eşittir; Cb!T"’ deki

demetlerin ağırlıklarının toplamına da Cb!T"’ nin ağırlığı denir, W!Cb!T"" ile gösterilir ve

|T|’ ye eşittir.

Örnek 4.2.13 :p ! 5, T ! !4,6,2,5" olsun. Cb!T"’ nin tablosu

p. p. p. p. 0 p. p. p. 0

p. p. p. p. p.

p. p. p. p.

p.

p.

olur.

ex!Cb!T"" ! 4.p0 $ 1.p1 $ 1.p0 $ 2.p0 $ 1.p1 ! 17 ! ex!T"

W!Cb!T"" ! 4.p0. !p1 ) 1" $ 1.p1. !p2 ) 1" $ 1.p0. !p2 ) 1" $ 2.p0. !p3 ) 1" $ 1.p1. !p4 ) 1"

! 3528 ! |T|

olarak bulunur.

Tanım 4.2.14 :Verilen bir T dizisine karşılık gelen C!T" ’nin her l uzunluğundaki her *

dişinin, 0 % (!*" % l olmak üzere (!*"-inci satırdan iki parçaya ayrılmasıyla elde edilen

yapıya parçalanmış tarak denir ve parçalanış tabloda (!*"-inci satıra bir çizgi konarak

gösterilir. (!*" sayısına * dişinin parçalanış sayısı denir.

Örnek 4.2.15 :p ! 5, T ! !4,6,2,5" için C!T" nin bir parçalanışı

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p.

şeklinde verilebilir. Burada çizginin üstünde kalan

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p.

p.

kısmı 1. parça olarak ve çizginin altında kalan
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p. p. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

p. p. p. p. p. 0 0 0 0 0 0

p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p.

kısmı 2. parça olarak adlandırabiliriz.

Tarak yapısında olduğu gibi, parçalanmış tarak yapısında da demet yapısı verilebilir.

Aynı uzunlukta ve aynı parça sayısına sahip p% tane dişin biraraya getirilmesiyle oluşan

yapıya parçalanmış tarak demeti denir ve PCb!T" ile gösterilir.

Örnek 4.2.16 :Örnek 4.2.15’de ki parçalanmış tarağın demet yapısı

p. p. p. p. 0 p. p. p. 0

p. p. p. p. p.

p. p. p. p.

p.

p.

dir.

Tanım 4.2.17 :Bir T dizisi ve bu diziye karşılık gelen C!T" üzerinde bir parçalanış

verilsin. Eğer bu parçalanışın demetlenmiş hali Cb!T" üzerindeki bir parçalanışa eşit ise

C!T" üzerindeki parçalanış Cb!T" ile uyumludur denir.

Örnek 4.2.18 :p ! 5, T ! !2,8" olsun. Bu durumda

C!T" :

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p.

Cb!T" :

p. p. 0 p. p. p.

p. p. p. p.

p.

şeklinde olur. C!T" üzerindeki bir parçalanış

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p.
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olsun. Bu parçalanmış tarağın demetlenmiş hali aşağıdaki gibidir ve Cb!T" nin bir

parçalanışına eşit olacağından Cb!T" ile uyumludur;

p. p. 0 p. p. p.

p. p. p. p.

p.

Diğer taraftan, C!T"’ nin

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p.

parçalanışının demetlenmiş hali yine kendisine eşittir ve Cb!T" üzerindeki hiç bir

parçalanışa eşit olamayacağından bu parçalanmış tarak Cb!T" ile uyumlu değildir.
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5.SONUÇLAR ve TARTIŞMA

5.1.Milnor Çarpımının Tarak Yapıları ile İlişkisi

Sabit R ve S dizileri ve p tek asal sayısı verilsin. P!T" Milnor baz elemanının

P!R".P!S" çarpımının bir terimi olması için gerek ve yeter şartın T!X" ! T olacak şekilde

$X " ,R,S matrisleri için elde edilen )!X" katsayılarının toplamının mod p de sıfırdan

farklı olması gerektiği Milnor çarpım formülünden açıkça gözükmektedir. Bu bölümdeki

amacımız bir önceki bölümde tanımladığımız yapıları kullanarak )!X" ! 0 mod p olan

X " ,R,S matrislerini eleyerek işlem kalabalığını azaltmak ve bazı özel durumlar için P!T"

elemanının katsayısını belirlemektir.

Teorem 5.1.1 : a,b " (, b - a, p tek asal sayı ve 0 % ' i ,) i - p olmak üzere

a ! '
i!0

6

' i .pi , b ! '
i!0

6

) i .pi de bu sayıların p-adik açılımları olsun. Bu durumda

a
b

! 2
i

' i

) i
modp

denkliği geçerlidir.

Teorem 5.1.2 : a,b " (, b - a, p tek asal sayı ve 0 % ' i ,) i - p olmak üzere

a ! '
i!0

6

' i .pi , b ! '
i!0

6

) i .pi de bu sayıların p-adik açılımları olsun. Bu durumda

a
b

& 0 mod p

olması için gerek ve yeter şart $i için ' i 4 ) i .

Teorem 5.1.3 :nj " (, j " &1,2,& ,m', '
j!1

m

nj ! n ve m 4 3 olmak üzere

n
n1 * n2 * ) * nm

! n
n1

n ) n1
n2

n ) !n1 $ n2"
n3

)
n ) !n1 $ n2 $) $ nm)1

nm

Lemma 5.1.4 : i " &1,2,& ,m', p asal sayı ve $i için 0 % xi - p olsun. '
i!1

m

xi 4 p ise

'
i!t

m

xi mod p - xt olacak şekilde bir t " &1,2,& ,m' vardır.
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İspat : Varsayalım ki $t " &1,2,& ,m' için '
i!t

m

xi mod p 4 xt olsun. '
i!1

m

xi 4 p ve $i

için 0 % xi - p olduğundan 7k " &1,2,& ,m' öyle ki j " &1,2,& ,k' için '
i!j

m

xi 4 p ve

l " &k $ 1,k $ 2,& ,m' için '
i!l

m

xi - p. Bu durumda j ! k için a " &0,1,& ,p ) 1' olmak

üzere '
i!k

m

xi ! p $ a yazılabilir ve varsayımdan '
i!k

m

xi mod p 4 xk ise a 4 xk olur.

'
i!k$1

m

xi ! xk $ xk$1 $) $ xm ) xk ! p $ a ) xk 4 p olur. Bu da i ! k $ 1 için '
i!k$1

m

xi - p

olması ile çelişir. Dolayısıyla '
i!t

m

xi mod p - xt olacak şekilde bir t " &1,2,& ,m' vardır.

Teorem 5.1.5 :p tek asal sayı, nj " (, j " &1,2,& ,m', '
j!1

m

nj ! n ve 0 % ' i
j - p için

nj ! '
i!0

6
' i

jpiolmak üzere

n
n1 * n2 * ) * nm

& 0mod p

olması için gerek ve yeter şart $i için '
j!1

m

' i
j - p olmasıdır.

İspat : !3"$i için '
j!1

m

' i
j - p olsun. Bu takdirde n sayısının p-adik açılımı'

i!0

6

'
j!1

m

' i
j .pi

şeklinde olur.

n
n1 * n2 * ) * nm

! n
n1

n ) n1
n2

n ) !n1 $ n2"
n3

)
n ) !n1 $ n2 $) $ nm)1

nm

!
'
i!0

6

'
j!1

m

' i
j .pi

'
i!0

6
' i

1pi

'
i!0

6

'
j!2

m

' i
j .pi

'
i!0

6
' i

2pi

)
'
i!0

6
' i

mpi

'
i!0

6
' i

mpi

Teorem 5.1.2 ’den yukarıdaki her bir kombinasyonun sıfırdan farklı olduğu açıktır.

Dolayısıyla

n
n1 * n2 * ) * nm

& 0mod p

elde edilir.

!4"Diğer taraftan '
j!1

m

' i
j 4 p olacak şekilde i bileşenleri var ve bunların en küçüğü r
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olsun.. +x, i , x’in p-adic açılımındaki pi teriminin katsayısı olmak üzere

n
n1 * n2 * ) * nm

! n
n1

n ) n1
n2

n ) !n1 $ n2"
n3

)
n ) !n1 $ n2 $) $ nm)1"

nm

! 2
i

+n, i

' i
1 2

i

+n ) n1 , i

' i
2 )

+n ) !n1 $ n2 $) $ nm)1", i

' i
m modp

! 2
i

'
j!1

m

nj

i

' i
1 2

i

'
j!2

m

nj

i

' i
2 )

+nm, i

' i
m modp

ifadesinde i ! r için

'
j!1

m

' r
j mod p

' r
1

'
j!2

m

' r
j mod p

' r
2 )

'
j!m

m

' r
j mod p

' r
m

çarpımında Lemma 5.1.4 ’den '
j!t

m

' r
j - ' r

t mod p olacak şekilde bir t bileşeni vardır ve

Teorem 5.1.2 ’den

'
j!t

m

' r
j mod p

' r
t ! 0 mod p olur. Dolayısısyla

n
n1 * n2 * ) * nm

! 0mod p

dir.

Tanım 5.1.6 : T!X" ! T olacak şekilde bir X " ,R,S matrisi verilsin. Bu T dizisine

karşılık gelen X matrisi tarafından belirlenen parçalanmış tarak aşağıdaki şekilde

tanımlanır ve bu parçalanmış tarak PCX!T" ile gösterilir;

$xi,j için i $ j uzunluğunda j parçalanış sayısına sahip xi,j tane diş bulunur.

Teorem 5.1.7 :Sabit R ve S dizileri ve T!X" ! T olacak şekilde bir X " ,R,S matrisi

verilsin. Bu durumda )!X" & 0 mod p olması için gerek ve yeter şart PCX!T" nin Cb!T"

ile uyumlu olmasıdır.

İspat : )!X" & 0 mod p * $l için bl!X" & 0 mod p * tl ! x0,l $ x1,l)1 $) $ xl,0

olmak üzere bl!X" !
tl

x0,l*x1,l)1*)*xl,0
& 0 mod p * 0 % ' i

j,l)j - p için

xj,l)j ! '
i!0

6
' i

j,l)jpiolmak üzere Teorem 5.1.5 ’ten $i için '
j!0

l

' i
j,l)j - p olmalıdır. Bu da
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ancak X matrisi üzerindeki parçalanmanın $l için tl ’nin p-adik açılımı üzerinden

yapılması anlamına gelir. Dolayısıyla PCX!T" ’nin Cb!T" ile uyumlu olması gerekir.

Örnek 5.1.8 :p ! 3 olmak üzere R ! !23,28", S ! !8,4" dizileri için

X !

. 1 1 0 0

2 4 1 0 0

1 3 2 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

matrisi Tanım 6.10 daki 1 ve 2 şartlarını sağladığından X " ,R,S olur. Bu matrise karşılık

gelen T!X" ! T ! !3,6,4,2" dizisi için

C!T" :

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p.

p. p.

Cb!T" :

0 0 0 0 p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p.

p. p. p.

PCX!T" :

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p.

p. p.

şeklinde olur. Burada PCX!T" nin demetlenmiş hali

p. p. p. p. 0 p. p. p. 0 p. p.

p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p.

p. p. p.
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Cb!T" üzerindeki hiçbir parçalanışa eşit olamayacağından Cb!T" ile uyumlu değildir.

Dolayısıyla )!X" ! 0 mod 3 tür. Gerçekten Milnor çarpımında

b1!X" ! 3
2 * 1

! 0 mod 3 ve b2!X" ! 6
1 * 4 * 1

! 0 mod 3

olduğundan )!X" ! 0 mod 3 tür.

Milnor çarpımındaki 1" ve 2" denklemleri PCX!T" parçalanmış tarağının1. kısımının

C!S", 2. kısmının da Cb!T" olmasını garanti eder. Buradan şu sonuç elde edilir.

Sonuç 5.1.9 :Verilen bir X matrisinin X " ,R,S olması için gerek ve yeter şart X matrisi

tarafından belirlenen PCX!T" parçalanmış tarağının 1. kısmınından C!S" tarağı

2. kısmındanda Cb!R" demetlenmiş tarağının elde edilmesidir.

Örnek 5.1.10 :Örnek 5.1.8 deki PCX!T" parçalanmış tarağının 1.kısmı olan

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p.

tarağını düzenlediğimizde

p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p.

tarağını elde ederiz ki bu da C!S" tarağıdır.Benzer şekilde PCX!T" parçalanmış tarağının

2.kısmı olan

p. p. 0 0 0 0 p. 0 0 0 0 0 0

p. p. p. p. p. 0 p. p. p. 0 0

p. p. p. p. p. p.

p. p.

tarağı düzenlediğinde

p. p. 0 0 0 p. 0

p. 0 0 p. 0

p. p. 0

p.

p.
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demetlenmiş tarağını elde ederiz ki bu da Cb!R" demetlenmiş tarağıdır.

Sonuç olarak; Cb!T" tarağı üzerinde aldığımız herhangi bir parçalanışın 1. kısmı C!S"

tarağı, 2. kısmıda Cb!R" demetlenmiş tarağı ise bu parçalanış yardımıyla X " ,R,S olacak

şekilde bir X (PCX!T" ! Cb!T") matrisi bulunabilir ve parçalanma Cb!T" tarağı üzerinden

alındığı için uyumluluk şartınıda sağlayacağından Teorem 5.1.7’den )!X" & 0 mod p

olur. Böylece Milnor çarpımında katsayıya etkisi olmayan X " ,R,S matrisleri elenmiş

olur. Buna rağmen )!X" & 0 mod p şartını sağlayan X " ,R,S matrislerinin )!X"

katsayıları toplamı mod p de sıfır olabilir. Şimdi bazı Milnor elemanları için bu

katsayıları hesaplayalım.

Teorem 5.1.11 :R ve Sdizileri ve p tek asal sayısı verilsin. ni 4 0 tamsayısı için ti ! pni

veya ti ! 0 olmak üzere T ! !t1, t2,& , ts" dizisi için P!T" Milnor baz elemanının

P!R".P!S" çarpımının terimi olması için gerek ve yeter şart a!T" , Cb!T" demetlenmiş

tarağı üzerinde 1. kısmından C!S" tarağı ve 2. kısmından Cb!R" parçalanmış tarağının

elde edildiği parçalanışların sayısı olmak üzere, a!T" & 0 mod p olmasıdır.

İspat :$tl & 0 için bl!X" katsayısını hesaplayalım. tl ! pnl için C!T" tarağında

l tane&

tl tane

p.p.&p.

p.p.&p.

/ 0 /

p.p.&p.

dişi ve Cb!T" demetlenmiş tarağında

nl tane&

0

/

0

l tane&

p.

/

p.

demetlenmiş dişi vardır. Bu demetlenmiş diş üzerindeki herhangi bir parçalanış için (!* l"

parçalanma sayısını göstermek üzere
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bl!X" !
pnl

0 * 0 * ) * 0 *
(!* l ". terim

pnl * 0 * ) * 0
! 1 mod p

olur.Dolayısıyla )!X" ! b1!X"b2!X")bm!X" ! 1 mod p elde edilir. Cb!T" demetlenmiş

tarağı üzerinde 1. kısmından C!S" tarağı ve 2. kısmından Cb!R" parçalanmış tarağı elde

edilen parçalanışların sayısı a!T" olduğundan ve bu parçalanışlardan elde edilen her

X " ,R,S matrisi için )!X" ! 1 mod p olduğundan P!R".P!S" çarpımında P!T" Milnor

baz elemanı a!T" tane vardır. Dolayısıyla P!T" Milnor baz elemanının P!R".P!S"

çarpımının terimi olması için a!T" & 0 mod p olmalıdır.

Örnek 5.1.12 : p ! 3 ve R ! !30,0,27", S ! !9",T ! !3,32, 33" dizileri verilsin. P!T"

Milnor baz elemanının P!R".P!S" çarpımının terimi olup olmadığını inceleyelim.

C!S" :

p. p. p. p. p. p. p. p. p.

Cb!R" :

0 0 0

p. 0 0

0 0

p. p.

p.

p.

Cb!T" :

0 0 0

p. 0 0

p. 0

p. p.

p.

p.

Burada Cb!T" üzerinde 1. kısmından C!S" tarağı, 2. kısmından Cb!R" demetlenmiş tarağı

elde elde edilebilen tek bir parçalanış vardır.
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0 0 0

p. 0 0

p. 0

p. p.

p.

p.

Dolayısıyla P!T" Milnor baz elemanı P!R".P!S" çarpımının terimidir.

Şimdi Teorem 5.1.11 ’in daha genel halini yazalım.

Teorem 5.1.13 :R ve Sdizileri ve p tek asal sayısı verilsin. nij 4 0 !nij & nik" tamsayısı

için ti ! '
j
pnij veya ti ! 0 olmak üzere T ! !t1, t2,& , ts" dizisi için P!T" Milnor baz

elemanının P!R".P!S" çarpımının terimi olması için gerek ve yeter şart a!T" , Cb!T"

demetlenmiş tarağı üzerinde 1. kısmından C!S" tarağı ve 2. kısmından Cb!R" parçalanmış

tarağının elde edildiği parçalanışların sayısı olmak üzere a!T" & 0 mod p olmasıdır.

İspat : $tl & 0 için bl!X" katsayısını hesaplayalım. nlj & nlk olmak üzere tl ! '
j
pnij için

C!T" tarağında

l tane&

tl tane

p.p.&p.

p.p.&p.

/ 0 /

p.p.&p.

dişleri ve Cb!T" demetlenmiş tarağında

nl1 tane&

0

/

0

nl2 tane&

0

/

0

)nlml tane&

0

/

0

l tane &

p.

/

p.

l tane&

p.

/

p.

) l tane &

p.

/

p.

demetlenmiş dişleri vardır. Bu demetlenmiş dişler üzerinde herhangi bir parçalanış için - i ,

i parçalanışına sahip dişlerin kümesini göstermek üzere



46

bl!X" !
'

j
pnij

'
j"-0

pj * '
j"-1

pj * ) * '
j"- l

pj

!
'

j
pnij

'
j"-0

pj

'
j
pnij ) '

j"-0

pj

'
j"-1

pj
)

katsayısındaki herbir kombinasyon nij & nik şartından ve Teorem 5.1.1’den 1 olur.

Dolayısıyla )!X" ! b1!X"b2!X")bm!X" ! 1 mod p elde edilir. Cb!T" demetlenmiş tarağı

üzerinde, 1. kısmından C!S" tarağı ve 2. kısmından Cb!R" parçalanmış tarağı elde edilen

parçalanışların sayısı a!T" olduğundan ve bu parçalanışlardan elde edilen her X " ,R,S

matrisi için )!X" ! 1 mod p olduğundan P!R".P!S" çarpımında P!T" Milnor baz elemanı

a!T" tane vardır. Dolayısıyla P!T" Milnor baz elemanının P!R".P!S" çarpımının terimi

olması için a!T" & 0 mod p olmalıdır.

Örnek 5.1.14 : p ! 5 ve R ! !125,125,5,5", S ! !1,5,1",T ! !0,0,50, 51 $ 50,50"

dizileri verilsin. P!T" Milnor baz elemanının P!R".P!S" çarpımının terimi olup olmadığını

inceleyelim.

C!S" :

p. p. p. p. p. p. p.

p. p. p. p. p. p.

p.

Cb!R" :

0 0 0 0

0 0 p. p.

0 0 p. p.

p. p. p. p.

p. p.

Cb!T" :
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0 p. 0 p.

p. p. p. p.

p. p. p. p.

p. p. p. p.

p. p.

Burada Cb!T" üzerinde 1. kısmından C!S" tarağı, 2. kısmından Cb!R" demetlenmiş tarağı

elde elde edilebilen iki parçalanış vardır.

0 p. 0 p.

p. p. p. p.

p. p. p. p.

p. p. p. p.

p. p.

ve

0 p. 0 p.

p. p. p. p.

p. p. p. p.

p. p. p. p.

p. p.

a!T" ! 2 & 0 mod p olduğundan P!T" Milnor baz elemanı P!R".P!S" çarpımının terimidir

ve katsayısı 2 dir.
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