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ÖZET 

 

 

ÜÇÜNCÜ, DÖRDÜNCÜ ve BEŞİNCİ BASAMAKTAN BELLİ BİÇİMDEKİ LİNEER 

OLMAYAN DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİNİN NİTELİKSEL 

DAVRANIŞLARI ÜZERİNE 

 

EREZ ÇELİK, Merve Esra 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Cemil TUNÇ 

Şubat 2007, 92 sayfa 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde tez ile ilgili bazı temel tanımlar, 

teoremler, lemmalar ve bunlar ile ilgili bazı örnekler verildi. İkinci bölümde ise, bazı üçüncü 

basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemlerin Dispativliği için Frequency-Domain 

kriterleri verildi. Bu kriterler Afuwape(1978), tarafından daha önceden incelenmişti. Tezin 

üçüncü bölümünde ise ikinci bölümde olduğu gibi, ilgili literatürde bazı dördüncü basamaktan 

lineer olmayan diferansiyel denklemlerin çözümlerinin sınırlılığı, üstel anlamda kararlılığı ve 

periyodik çözümlerin varlığı ile ilgili olarak var olan bazı sonuçlar sunuldu. Tezin son 

bölümünde ise ikinci ve üçüncü bölümde belirtilen sonuçlara benzer bazı sonuçlar belli türden 

beşinci basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemler için incelendi. 

 

Anahtar kelimeler: Düzgün dispativlik, Frequency-Domain Kriteri, global üstel 

kararlılık, kararlılık, periyodiklik  
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ABSTRACT 

 

 

ON THE QUALITATIVE BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF SOME CERTAIN NON-

LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS of THIRD, FOURTH and FIFTH ORDER 

 

EREZ ÇELİK, Merve Esra 

Msc , Mathematics Science 

Supervisor : Prof. Dr. Cemil TUNÇ 

February 2007, 92 pages 

 

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some basic definitions, 

theorems, lemmas, which are related to the subject of the thesis, and some explanatory 

examples with respect to these theorems, lemmas were given. Later, in the second chapter of 

the thesis, it was given Frequency-Domain criteria for uniform dissipativity of some certain 

non-linear differential equations of third order. These criterions have been investigated by 

Afuwape (1978), earlier. In the third chapter of the thesis, some similar topics which were 

investigated in the literature, as in the second chapter of the thesis, that is, boundedness of 

solutions, globally exponential stability of solutions, existence of periodic solutions of some 

non-linear differential equations of fourth order were introduced. Finally, in the last chapter of 

the thesis, some similar topics carried out on the certain non-linear differential equations of 

fifth order earlier were also studied.  

 

Keywords: Frequency-Domain Criteria, globally exponential stability, periodicity, 

stability, uniform dissipativity. 
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ÖNSÖZ 

 

 

Belirtelim ki, diferansiyel denklemlerin çözümlerinin niteliksel davranışları ile 

ilgili olarak, yani çözümlerin kararlılık, sınırlılık, asimptotik davranışları, periyodik çözümler 

v.b. konularda literatürde yapılmış bulunan çok sayıda çalışma mevcuttur. Bu çalışmaların bir 

kısmı kitaplarda verilmekte, bir kısmı ise makale halinde mevcuttur. Bu çalışmalarda 

diferansiyel denklemlerin çözümlerinin kararlılık, sınırlılık, üstel kararlılık, çözümlerinin 

dispativlik özelliklerinin yanı sıra, burada belirtilmeyen çok sayıda özellikleri incelenmiş 

olup, uygulamada bunların önemi gösterilmiştir. Bu çalışmaların büyük bir kısmında 

Lyapunov’un İkinci (ya da) Doğrudan Yöntemi, bir kısmında ise Frequency-Domain Metodu 

kullanılmıştır.  

Bu çalışmamda bana destek ve yardımcı olan değerli hocam Prof. Dr. Cemil TUNÇ’ a, 

sevgili eşim Ferit ÇELİK’ e ve aileme candan teşekkür ediyorum. 

  

Van-2007      

 Merve Esra EREZ ÇELİK 
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1.TEMEL TANIM ve TEOREMLER 

 

 

Bu bölümde tez konusu ile ilgili olan bazı temel tanım ve teoremler verilecektir. 

Ayrıca konu ile ilgili açıklayıcı bazı örnekler ifade edilecektir. 

Şimdi, birinci basamaktan  

 

),( xtfx =′ ,         (1.1) 

 

diferansiyel denklem sistemini göz önüne alalım. Burada nRx∈  ve [ )∞∈ ,0t  olup, f  

fonksiyonu t  ve x ’in sürekli bir fonksiyonudur. 

 

1.1.1.Tanım  

 

)(tx , (1.1) denkleminin bir çözümü olsun. 0>Τ   olmak üzere, eğer )()( Τ+= txtx   

ise, )(tx çözümüne (1.1) denkleminin bir periyodik çözümü denir ve Τ  ise x  in periyodu 

olarak bilinir. Şayet Τ  en küçük periyot ise Τ  ye esas periyot adı verilir (Afuwape ve 

Adesina,2005). 

 

Örnek: 

 

 İkinci basamaktan sabit katsayılı, lineer  

   0=+′′ xx  

diferansiyel denklemini ele alalım. Bu denklem  ttx cos)(1 =  ve ttx sin)(2 =  çözümlerine 

sahiptir. Bu çözümler birer periyodik çözüm olup, çözümler için esas periyot π2=T  dir.  

 

1.1.2.Tanım  

 

(1.1) denklemini ele alalım. [ )∞⊂ ,0I  ve nRA ⊂  olsun. Eğer herhangi bir 0>ς  

sayısı için bir 0)( >ςl  var ve )(ςl  uzunluktaki bir aralıkta bir τ  sayısı bulunabilir öyle ki 

her AxIt ∈∈ ,  için, 

  ςτ ≤−+ ),(),( xtfxtf  



 

 

2

oluyorsa, ),( xtf  fonksiyonuna x ’e göre düzgün ve t ’ye göre ise hemen hemen periyodiktir 

denir. 

Belirtelim ki,  ),( xtf  fonksiyonunun  t ’ye göre hemen hemen periyodik olması 

durumunda (1.1) denkleminin )(tx çözümüne hemen hemen periyodiktir denir (Afuwape ve 

Adesina,2005). 

 

Örnek:  

 

İkinci basamaktan sabit katsayılı, lineer  

   txx 2cos=+′′  

diferansiyel denklemini ele alalım. Bu denklem, 

yx =′ , 

txy 2cos+−=′  

sistemine eşdeğer olup, bu diferansiyel denklem sitemi  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

ty
x

y
x

2cos
0  

 
01-
10

 
 

 

biçiminde düzenlenebilir. Burada (1.1) ile karşılaştırma yapıldığında  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

t
xtf

2cos
0 

),(  

olduğu görülür. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

t
xtf

2cos
0 

),(  fonksiyonunun yukarıdaki tanımdaki özellikleri sağladığı 

açıktır. 

 

1.1.3.Tanım  

 

),( yxP
dt
dx

=  

),( yxQ
dt
dy

=  

 

otonom sistemi verilsin. ),( 00 yx  bir nokta olmak üzere,  0),( 00 =yxP  ve 0),( 00 =yxQ  ise, 

),( 00 yx  noktasına bu diferansiyel denklem sisteminin bir denge noktası (veya kritik noktası) 

denir (Ross, 1984). 
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Örnek:  

 

İkinci basamaktan sabit katsayılı, lineer  

   0=+′′ xx  

diferansiyel denklemini tekrar ele alalım. Bu denklem,  

 

yx =′ , 

xy −=′  

 

sistemine eşdeğerdir. (0,0) noktası bu sisteminin bir denge noktasıdır. 

 

1.1.4.Tanım 

 

)(tx , (1.1) diferansiyel denkleminin bir çözümü ve 0)0,( =tf olsun. Eğer başlangıç 

şartlarında bağımsız pozitif α  ve β  sabitleri var öyle ki ε≤)( 0tx  olduğunda her 0tt ≥  için, 

  )()( 0
)( 0 txetx tt−−≤ αβ  

oluyorsa, (1.1) denkleminin sıfır denge noktasına üstel olarak kararlıdır denir (Afuwape ve 

Adesina,2005). 

 

Örnek:  

 

x
dt
dx

−=  

                 00 )( xtx =  

 

başlangıç değer problemini göz önüne alalım. Bu problem için xxtf −=),(  ve 0)0,( =tf  dır. 

Ayrıca, bu başlangıç değer problemi   )(tx = 0x [ ])(exp 0tt −−  çözümüne sahiptir. 

)(tx ≤ [ ])(
0

0 ttex −−   ve 1== βα  olduğu açıktır. Dolayısıyla (1.1) denkleminin sıfır çözümü 

üstel olarak kararlıdır. 

 

 

 



 

 

4

1.1.5.Tanım (Slyvester Kriteri) 

 

 )( ijaA = , nn× -basamaktan, reel ve simetrik bir matris, yani AAt =  olsun.  

   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
.
.
.

...

...

21

22221

11211

 

 

olarak alınabilir, burada, ) (  jiaa jiij ≠=  dir. 

Slyvester Kriteri’ne göre, A  matrisinin pozitif tanımlı olması için ancak ve ancak A ’nın tüm 

esas köşegen minörlerinin pozitif olmasıdır; yani  

 

,011 >a 0
2221

1211 >
aa
aa

 0

333231

232221

131211

>
aaa
aaa
aaa

,…, 0>A  

 

olmalıdır (Rao, 1980). 

 

Örnek:  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
12

A   matrisi simetrik bir matristir. 

 

0211 >=a  ve 03
2221

1211 >=
aa
aa

 dır. 

Bu nedenle A  matrisi pozitif tanımlı bir matristir. 

 

Yukarıdaki kriter, bir başka şekilde, aşağıdaki gibi de ifade edilmektedir. 
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1.1.1.Teorem  

 

,A  nn× -basamaktan reel elemanlı ve simetrik bir matris olsun. A ’nın pozitif tanımlı 

olması için gerek ve yeter şart tüm özdeğerlerinin pozitif olmasıdır (Bellman,1997). 

 

Örnek: 

 

Yukarıda verilen  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
12

A  ve ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

31
13

B  matrislerinin pozitif tanımlı oldukları kolaylıkla 

görülebilir. 

 

1.1.6.Tanım  

 

,A nn× -basamaktan bir matris olsun.λ  reel yada karmaşık bir sayı ve X , 1×n -

boyutlu bir vektör olmak üzere XAX λ= ,denklemini sağlayan λ  değerlerine A  matrisinin 

karakteristik (öz) değerleri adı verilir.λ ’nın bu değerlerine karşılık gelen sıfırdan farklı X  

vektörlerine ise , A  matrisinin karakteristik (öz) vektörleri denir ( ONeil,1986). 

 

Örnek:  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

31
13

B   

matrisini ele alalım. Yukarıda verilen tanım uygulandığında, bu matrisin özdeğerleri 1λ =2 ve 

2λ = 4 olarak bulunur. Bu özdeğerleri karşılık gelen özvektörler ise sırası ile  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−1
1  

 

ve  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
1

 

olarak elde edilir. Ayrıca A  matrisi pozitif tanımlı bir matristir. 
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1.1.7.Tanım 

 

)( ijaA = , nn× -basamaktan reel ve simetrik bir matris olsun. Eğer 

)( ijaA = matrisinin tüm özdeğerleri negatif reel kısımlı ise, A  matrisine kararlı bir matristir 

denir (Bellman,1997). 

 

Örnek:  

                      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

21
12

C  

 

matrisi kararlı bir matristir. Gerçekte C  matrisinin özdeğerleri  1λ = -1 ve 2λ = -3 olarak 

bulunur. Matrisin kararlı olması tanımından dolayı, C  matrisi kararlı bir matristir. 

 

1.1.2.Teorem 

 

Eğer 

0)...()( 1
1 =+++= − yaDaDyDL n

nn  

diferansiyel denklemine ait  

nn
nn aaaL ++++= −
− λλλλ 1
1

1 ...)(  

 

karakteristik polinomunun tüm kökleri negatif reel kısımlı ise, bu takdirde 1a , 2a , … , na  

katsayıları pozitiftir (Rao, 1980). 

 

1.1.3.Teorem 

 

Eğer, 

nn
nn aaaL ++++= −
− λλλλ 1
1

1 ...)(  

 

karakteristik polinomunun kökleri negatif reel kısımlı ise, bu taktirde )(λL  polinomu 

karalıdır.(Rao 1980). 
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1.1.4.Teorem ( Hurwitz Teoremi)  

 

1a , 2a , … , na  reel sabitler olmak üzere, 

 

nn
nn aaaL ++++= −
− λλλλ 1
1

1 ...)(     (1.2) 

 

polinomunun tüm köklerinin negatif reel kısımlı olması için gerek ve yeter koşul; 

 

Hn = 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

na

aaaaa
aaa

a

...0000000
.
.
.

0...00
0...0001
0...000001

12345

123

1

   (1.3) 

 

matrisinin tüm esas köşegen minörlerinin pozitif olmasıdır. Burada Hn matrisi Hurwitz matrisi 

olarak bilinir ve bu matrisi: 

 

⎩
⎨
⎧

=
=

−kiik

ikn

ab
bH

2

)(
   ),...,3,2,1,( nki =   

 

bağıntıları yardımıyla aşağıdaki özellikler dikkate alınarak belirlenir: Şöyle ki, ikb  katsayıları 

belirlenirken bunlara karşılık gelen kia −2 katsayılarının indisleri şayet (1.2) polinomunun 

katsayılarının indisleri arasında yok ise bunların yerine sıfır alınacak, 10 =a  olduğu kabul 

edilecektir. 

 

1.1.8.Tanım 

 

),()( tPBAXX +−=′ σϕ   XC *=σ     (1.4) 

 

diferansiyel denklem sistemini göz önüne alalım. Burada X , 1×n -boyutlu bir 

vektör, A , nn× -boyutlu reel bir matris, B  ve C  ise mn× -boyutlu reel matrisler olup   



 

 

8

XC *=σ   dir. *C ,C -matrisinin transpozudur. )()( jjcol σϕσϕ = , ),...,2,1( mj = ve )(tP ise n - 

bileşenli bir vektördür.  

 

 )()( 1111 tPBXAX +−=′ σϕ , XC *
11 =σ     (1.5) 

 

sistemi (1.4) sisteminin bir duali olarak adlandırılır. Burada *
1 AA = , ( *A , (1.4) sistemindeki 

A  matrisinin transpozudur.), CB =1  , BC =1  ve )()( tTPtP = olup burada T  singüler 

olmayan bir matris dönüşümüdür (Barbalat ve Halanay,1970). 

Belirtilmelidir ki (1.4) vektör diferansiyel denkleminin açık bir biçimde yazılışında fayda 

vardır. Çünkü bu tez boyunca bu tür diferansiyel denklem sistemleri sürekli ortaya çıkacaktır.  

Gerçekten bu denklem sitemi aşağıdaki biçimde yazılabilir: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′

′

′

)(
.
.
.

)(
)(

)(
.
.
.

)(
)(

.

...
.
.
.

...

...

.

.

.
.

...
.
.
.

...

...

.

.

.
2

1

22

11

1

221

111

2

1

1

221

111

2

1

tP

tP
tP

bb

bb
bb

x

x
x

aa

aa
aa

x

x

x

nmmnmn

m

m

nnnn

n

n

n
σϕ

σϕ
σϕ
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olarak elde edilir. O halde (1.4) denklem siteminin açık biçimdeki yazılışının  
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olduğu görülür. 

 

1.1.9.Tanım  

 

Birinci basamaktan  

 

XCXtPBAXX *   ),,()( =+−=′ σσϕ ,    (1.6) 

 

diferansiyel denklem sistemini ele alalım ve bu denklemin çözüm uzayı x -olsun. Eğer 

aşağıdaki şartları sağlayan kapalı ve sınırlı bir  F cümlesi var ise, bu taktirde (1.6) sistemine 

dispative(dissipative)denir; 

(i) Her 0tt ≥  için Ftx ∈)( 0  ise Ftx ∈)(  olur. 

(ii) Herhangi bir t  anında başlayan bir )(tx  çözümü  0tt = anında F  de kalır. 

(iii) Bu sistemin en az bir Ftx ∈)(0  çözümü vardır ve bu çözüm her Rt ∈  için sınırlıdır. 

Eğer F cümlesi düzgün sınırlı bir cümle ise, bu taktirde (1.6) sistemine düzgün dissipative 

denir (Afuwape ve Adesina, 2000a) 
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1.1.5.Teorem 

 

(1.4) sistemi için aşağıdaki şartların sağlandığını varsayalım; 

(i) A  kararlı bir matristir. 

(ii) ),(tP her Rt ∈ için sınırlıdır. 

(iii)  0ˆ ≥jμ ,( jμ̂  ler sabitler,( mj ,...2,1= ) olmak üzere, 

  j
jj

jjjj μ
σσ

σϕσϕ
ˆ

ˆ
)ˆ()(

0 ≤
−

−
≤ ,       ( jj σσ ˆ≠ ); 

(iv)  Bir tane köşegen D >0 matrisi vardır öyle ki, R  deki her ω  için, 

 

  )(Re)( ωωπ iDGMD += >0 

 

olur. Burada BAIiCiG ⋅−= −1* )()( ωω  bir dönüşüm fonksiyonudur ve 

)
ˆ
1(

j

diagM
μ

= , ),...2,1( mj =  dır. Bu taktirde (1.4) sistemi aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

 

(α ) (1.4) denkleminin bir tek )(tx çözümü vardır,  bu çözüm R de sınırlı ve hem de global 

üstel olarak kararlıdır. 

( β ) P  fonksiyonu periyodik(hemen hemen periyodik) olmak kaydıyla, bu )(tx çözümü 

periyodik ya da hemen hemen periyodiktir (Adesina, 2000). 

 

Bu çalışma boyunca aşağıdaki kabuller yapılacaktır: 

 

1.  a >0,  c >0,  )( cab − >0,  ( daccab 2) −− >0,  d >0 

 

Bu şartlar, 

 

  0)4( =+′+′′+′′′+ dxxcxbxax  

lineer denkleminin çözümlerinin kararlı olmasını ve de sınırlı olmalarını garanti eder. 

Belirtelim ki, buradaki şartların doğruluğu, yukarıda verilen Hurwitz matrisi dikkate 

alındığında kolaylıkla görülebilir (Adesina, 2000).  
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2. 02 =+− dbυυ  denklemi 1υ  ve 2υ  gibi iki tane pozitif reel köke sahiptir. 

  ])4([
2
1 2

1
2

1 dbb −−=υ  

                        ])4([
2
1 2

1
2

2 dbb −+=υ  

öyle ki  0  < 1υ  < 
a
c < 2υ  < b    sağlanır. 

 

Örnek:  Sabit katsayılı  

 

        0)]4)(3)(2)(1[( =++++ yDDDD  

lineer diferansiyel denklemini ele alalım. Bu denklem  

 0)24503510( 234 =++++ yDDDD  

biçimine yazılabilir. Buradan, 

 

5,0
2
11

2
1]3435[

2
1

]5.3335[
2
1])1129(35[

2
1])961225(35[

2
1])24.435(35[

2
1 2

1
2
1

2
1

2
1

==⋅=−=

−=−=−−=−−=υ
 

olarak bulunur. 

 

1.1.6.Teorem (Genelleştirilmiş Yacubovich Teoremi) 

 

(1.4) sistemi için aşağıdaki şartların sağlandığını varsayalım. 

(i) jjjjj 21
2

00 )(  ,)(0  , ααϕααμααϕλα ≤′≤−≤≤≥ , 

 0    ve 120 ≥≤ jjj ααμ  

dır. 

(ii) Her 1),( +∈ nRXt  için 0),( ρ≤XtP   dır.  

(iii) 0  ,0  ,0 321 ≥≥> DDD  köşegen matrisleri vardır. Öyle ki, 

)]()([Re{))(]Re[()( 3
2

211 ωωωωωπ iGDDIDiGDiMDD ′−′′++++=  

0)}()( 3
* >′′′−− ωω iGDDDiG  

Frequency-Domain eşitsizliği her R∈ω  için sağlanır. Burada  
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BAIiCiGdiagDdiagDdiagM jjj
1*

210 )()(    ve)(  ),(  ),( −−==′′=′= ωωααμ dir. 

Buna ilaveten eğer, 

         0)(
2

)(diag 
2
1D lim   

0
2 ≥⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫∞→

λ

λ
λϕλααϕ

λ
jj d  

şartı sağlanır ise, bu taktirde (1.4) sistemi düzgün dissipative çözümlere sahiptir. 

(1.4) sistemi ve bu sistemin duali olan, 

 

XCXtPBAXX *   ),,()( =+−=′ σσφ  

 

sistemi için Frequency-Domain eşitsizlikleri birbirine eşdeğerdir (Barbalat ve Halanay,1971). 

 

1.1.7.Teorem  

 

Dual sistemler için Frequency-Domain eşitsizlikleri birbirlerine eşdeğerdir 

(Adesina,2000). 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

2. ÜÇÜNCÜ BASAMAKTAN LİNEER OLMAYAN BAZI DİFERANSİYEL 

DENKLEMLERİN DİSPATİVLİĞİ İÇİN FREQUENCY-DOMAIN 

KRİTERLERİ 

 

 

 Afuwape (1978), üçüncü basamaktan lineer olmayan bazı diferansiyel denklemlerin 

dispativliği için Frequency-Domain kriterleri verdi. Üçüncü basamaktan lineer olmayan bazı 

diferansiyel denklemlerin çözümlerinin niteliksel bazı davranışları ayrıca Afuwape (1979; 

1981;1983a;1983b; 2005), Afuwape ve Omeike (2004), Ezeilo (1962), Qian (2000), Tunç 

(2005a; 2005b), da incelediler. Bu bölümde, Yacubovich (1965),’in teoreminin sonucu 

dikkate alınarak söz konusu olan denklemlerinin düzgün dispative olduğu gösterilecektir. 

 

 

2.1. Üçüncü Basamaktan Lineer Olmayan Bazı Diferansiyel Denklemlerin Dispativliği 

İçin Frequency-Domain Kriterleri 

 

Bu kesimde; 

 

),,,()()( xxxtpxhxgxx ′′′=+′+′′+′′′ α               (2.2.1) 

ve 

),,,()()( 11 xxxtpxhxxgxx ′′′=+′+′′+′′′ α               (2.2.2) 

 

biçiminde üçüncü basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemler göz önüne alınacaktır. 

Bu denklemler için Afuwape (1978), tarafından oluşturulan iki teorem ifade ve ispat 

edilecektir. 

 

2.2.1. Teorem 

 

(2.2.1) denklemi ile ilgili olarak aşağıdaki şarların sağlandığını kabul edelim: 

Pozitif 021 ,,,,, λμμα cb sabitleri vardır öyle ki  cb >α   , 

   00   ve λλ ≥≥ yx  için 
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 )(  ;   
y

g(y)b

, )(  ;   )(

12

22

μμ

μμ

+≤′≤+≤≤

+≤′≤+≤≤

bygbb

cxhcc
x
xhc

 

olur. 

Bu takdirde (2.2.1) denklemi düzgün dispativdir. 

 

İspat:  

 

)(ˆ)(    ve)(ˆ)( xhcxxhygbyyg +=+=  alalım. Bu durumda (2.2.1) denklemi aşağıdaki 

sisteme eşdeğer olur; 

 

23

212

32132321

,
),,,,(ˆ)(ˆ)(ˆ

xx
xxx

xxxtpxhxgcxbxx

=′
−=′

+−−−−=′

α                   (2.2.3) 

 

Burada ),,,(),,,(ˆ 3233321 xxxxtpxxxtp ′+′′= α olup 1. bölümdeki Yacubovich (1965),’in 

Genelleştirilmiş Teoremi dikkate alınarak, 
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τ
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s

D , 

 

 
00
00

3 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=D ve ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
0 0

0
)( 

μ
μ

μ jdiag  

 

seçilmektedir. Ayrıca      ve    ve0  , 0 21 ts>> ττ ise belirlenecek olan parametrelerdir. (2.2.3) 

sistemi göz önüne alınıp, bu sitemin  

 

XXtPBAXX *C  ,  ),()( =+−=′ σσϕ  

 

denklem sistemiyle karşılaştırılması yapıldığında 
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olarak bulunur. Şimdi iω)αω(ciωΔ 2 +−=−≡ AI ( 2ω−b )   olmak üzere, 
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⎞
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⎜
⎜

⎝

⎛

ΔΔ

ΔΔ=−= −

11)()( 1*

ωω

ωω

ii

BAIiCiG  

 

yazılabilir.Burada Δ , AI −≡ iωΔ  olup, )()( 22 ωωαω −+−≡Δ bic  biçiminde 

tanımlanmaktadır.  

Bu durumda Yacubovich (1965),’in Genelleştirilmiş Teoremindeki Frequency-Domain 

eşitsizliğinden  

 

0)( >ωπ  

 

elde edilir. Burada, 
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2
1

1
1     ve

ττ
ttss ==  olmak üzere  

 

))(),(()( 21 ωπωπωπ =  dır. 

 

 )(ωπ ’nın pozitif tanımlı olduğunun gösterilmesi gerekir. Bunun için )(1 ωπ  pozitif olmalıdır. 

Bu nedenle  ),1(1 cbs α∈  ve  

 

( ) ( )[ ]
( ) ( ) 22222

11
22

1

11
ωωαω

αωω
μ −+−

−+−
>

bc

bcss
 

 

alındığında )(1 ωπ  ifadesinden  

 

[ ] ( )[ ]{ }222
11

246
2

1

1 2)1(2 cbsccbsb +−−−+−−−+
Δ

μαωαμαωω
μ
σ  

 

yazılabilir. Bu ifade ise teoremin şartları dikkate alındığında her R∈ω için pozitif tanımlıdır. 

 

Şimdi ise, bt α>1  

 

 

 

 

alınsın. Bu durumda,  

21 ττλ =  

ve 
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2
121

12111 14
4 s
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c μμ

μαμ
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<<  

 

olmak kaydıyla, 
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4
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⎭
⎬
⎫
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

λ
μμ

μ c                  (2.2.4) 

 

olarak bulunur. Bu ise 2.2.1.Teorem ’inin ispatını tamamlar. 

 

2.2.2. Teorem  

 

(2.2.2) diferansiyel denklemi için aşağıdaki şartların sağlandığını varsayalım: 

Pozitif 0021   ve,,  ve,, λρμμα cb sabitleri var öyle ki 0λ≥x  için 

( ) 01 ,,, ρ≤′′′ xxxtp , 

1
0

1 )(
μ+≤≤

∫
b

x

dxxg
b

x

 

ve 

22 )( ; )( μμ +≤′≤+≤≤ cxhcc
x
xhc  

olur. 

Bu takdirde (2.2.2) denklemi düzgün dispativdir. 

 

İspat:  

 

Bu teoremin ispatını tamamlamak için (2.2.2) denkleminin (2.2.1) denkleminin duali 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

 

    )(ˆ)(      ve)(ˆ)( 11
0

11 xhcxxhsgbxdssg
x

+=+=∫  

 

olsun. Belirtelim ki (2.2.2) denklemi aşağıdaki sisteme eşdeğerdir: 

 



 

 

18

),,,(ˆ)(ˆ
),(ˆ

,

32111113
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xxxtpxhcxx
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xx
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α                 (2.2.5) 

 

Burada ))(ˆ,,,(),,,(ˆ 112132113211 xgxbxxxxtpxxxtp −−−= α  dır. 

  ),()( XtPBAXX +−=′ σϕ denklemi ve (2.2.5) sistemi karşılaştırıldığında, 
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olur. 

XXtPBAXX *C  ,  ),()( =+−=′ σσϕ ve   ),()(11 XtPBXAX +−=′ σϕ sistemleri dikkate 

alınıp, gerekli karşılaştırmalar yapıldığında, BCCBAA === 11
*

1   ,  ,  elde edilir. Bu ise bize 

(2.2.2) denkleminin (2.2.1) denkleminin duali olduğunu gösterir. İspatın geri kalan kısmı 

yukarıda verilen teoremin ispatına benzer biçimde tamamlanabilir. Böylece 

2.2.2.Teorem’inde verilen diferansiyel denklemin düzgün dispativ (dissipative) olduğu 

görülür. 
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3. DÖRDÜNCÜ BASAMAKTAN LİNEER OLMAYAN BAZI DİFERANSİYEL  

     DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİNİN DAVRANIŞLARI 

 

 

3.1. Giriş 

 

 Bu bölümde belli türden dördüncü basamaktan lineer olmayan bazı diferansiyel 

denklemler ele alınacaktır. Belirtelim ki, burada ele alacağımız lineer olmayan diferansiyel 

denklemlerin çözümlerin sınırlı, global olarak üstel kararlı (globally exponential stability), 

periyodik ve hemen hemen periyodik olma davranışları daha önceden Afuwape (1985), ve 

Adesina (2000), tarafından incelendi. Yine, aynı şekilde Afuwape (1981b;1988;1989;1991) 

benzer biçimdeki lineer olmayan bazı dördüncü basamaktan diferansiyel denklemlerin düzgün 

dispativ (uniform dissipative) çözümlerin varlığı üzerine incelemeler yaptı. Yukarıda 

belirtilen çalışmaların yanı sıra, Adesina ve Afuwape (2005b), ele aldıkları lineer olmayan 

bazı dördüncü basamaktan diferansiyel denklemler için Frequency-Domain metodunu 

Yacubovich (1965),’in Genelleştirilmiş Teoremi kullanarak denklemlerin çözümlerin 

kararlılığını ve periyodikliğini inceledi. Ayrıca Harrow (1970), Skidmore (1966), Tejumola 

(1972), Tunç (2006), Wu ve Xiong (1998), tarafından da aynı konu üzerine incelemeler 

yapıldı. Yapılan bütün bu araştırmalarda göz önüne alınan denklemler için çözümlerin kararlı, 

global olarak üstel kararlı olmasını, ayrıca, çözümlerin periyodik, hemen hemen periyodik ve 

düzgün dispativ (uniform dissipative) olmasını sağlayan ve yeter şartlar içeren bazı sonuçlara 

varıldı. 

Bu bölümde, yukarıda konu edilen problemler sırasıyla literatürdeki ele alınış sırası 

dikkate alınarak kesimler halinde verilecektir. 

 

 

3.2. Dördüncü Basamaktan Lineer Olmayan Bazı Diferansiyel Denklemlerin 

Çözümlerinin Sınırlılığı, Global Üstel Kararlılığı ve Periyodik Olması 

 

 Afuwape (1985),  

           )()()()4( tpxhxgxbxax =+′+′′+′′′+                            (3.2.1) 

ve 

 )()()(1
)4( tpxhxxgxbxax =+′+′′+′′′+                (3.2.2) 
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biçiminde lineer olmayan iki diferansiyel denklemi araştırma konusu edindi. Burada ba     ve  

pozitif sabitler, phgg     ve , , 1  ise bağlı bulundukları değişkenlerin sürekli birer 

fonksiyonudurlar. Afuwape bu çalışmasında Frequency-Domain metodunu kullanarak 

yukarıdaki (3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerin çözümlerinin sınırlılığı, global üstel kararlılığı ve 

periyodiklik ve hemen hemen periyodik olma durumlarını inceledi. Bilindiği üzere 

diferansiyel denklemlerin çözümlerinin kararlılık, global olarak üstel kararlılık, periyodiklik 

v.b. niteliksel davranış özellikleri Lyapunov fonksiyonları yardımıyla da incelenebilmektedir 

Lyapunov (1966). Ancak, belirtelim ki, yukarıda sözü edilen niteliksel davranışlar Frequency-

Domain metodu ile incelendiğinde bir Lyapunov (1966), fonksiyonunun kullanılmasına veya 

oluşturulmasına ihtiyaç duyulmaz. Afuwape (1985), yaptığı çalışmada yukarıdaki 

denklemlerin )(tx  çözümü ve bu çözümün )( ),( ),( txtxtx ′′′′′′  türevlerinin R  de sınırlı 

olduğunu ve ∞→t  için ise denklemin çözümlerinin global üstel kararlı olduğunu gösterdi. 

Ayrıca yukarıdaki denklemlerdeki )(tp  fonksiyonunun periyodik veya hemen hemen 

periyodik olması halinde sınırlı )(tx çözümünün periyodik veya hemen hemen periyodik 

olduğunu ispatladı. Belirtelim ki, burada elde edilen sonuçların ifadeleri ve ispatı aşağıda 

Kesim 3.3’de verilecek olan sonuçların ifade ve ispatlarına benzer olduğundan, bu sonuçlar 

üzerinde durulmayacaktır.  

 

 

3.3. Dördüncü Basamaktan Lineer Olmayan İki Diferansiyel Denklem Sınıfı İçin 

Çözümlerin Düzgün Dispativliği (Uniform Dissipative) 

 

 Afuwape (1989), sırasıyla, 

 

  ),,,,,()()()4( xxxxtqxhxgxbxax ′′′′′′=+′+′′+′′′+              (3.3.1) 

ve 

  ),,,,,()()(1
)4( xxxxtqxhxxgxbxax ′′′′′′=+′+′′+′′′+              (3.3.2) 

 

biçiminde dördüncü basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemleri çalışma konusu 

edindi. Burada ba  , pozitif sabitler qhgg   ve,, 1  ise bağlı bulundukları değişkenlere göre reel 

değerli ve sürekli fonksiyonlardır. Ayrıca kesim boyunca ),,,,( xxxxtq ′′′′′′  fonksiyonunun her 
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xxxxt ′′′′′′ ,,,, R∈  için sınırlı olduğu kabul edilecektir. Yani pozitif bir 0ρ  sabiti vardır öyle ki, 

her xxxxt ′′′′′′ ,,,,  R∈  için 

 

 0),,,,( ρ<′′′′′′ xxxxtq         

 

olur. Belirmeliyiz ki, daha önceden Barbalat ve Halanay (1974), Frequency-Domain 

metodunu kullanarak (3.3.1) ve (3.3.2) denklemlerinin özel birer hali olan bazı denklemlerin 

çözümlerinin düzgün dispative (uniform dissipative) olma özelliklerini inceledi. 

 Bu kesimdeki amaç, Frequency-Domain tekniği kullanılarak, (3.3.1) ve (3.3.2) 

denklemlerinin çözümlerinin belirgin şartlar altında düzgün dispative olabildiğini 

göstermektir. Burada incelenecek olan sonuçlar daha önceden Afuwape (1989a), tarafından 

verilmişti. Afuwape (1989a), nin sonuçları Barbalat ve Halanay (1974)’ın çalışmalarının bir 

devamı olarak yukarıda ifade edilen (3.3.1) ve (3.3.2) denklemleri için verilmiştir.  

 Bu kesimdeki başlıca sonuçlar sırasıyla aşağıda verilen teoremlerde görülecektir. 

 

3.3.1. Teorem. 

 

(3.3.1) denklemi için yukarıda varsayılan kabullere ilaveten aşağıdaki şartların 

sağlandığını kabul edelim: 

Pozitif 21   ve,, μμdc  sabitleri vardır, öyle ki, 

 

  0)(  , 2 >−−> daccabcab ; 

 

eşitsizlikleri sağlanmaktadır. 

Her )üzereolmak  sayıbir büyük  yeterince (  , 00 λλ≥z , 

 

  11 )(   ,)( μμ +≤′≤+≤≤ czgcczzgc               (3.3.3) 

 

ve 

  2 ,2 )(  )( μμ +≤′≤+≤≤ dzhddzzhd               (3.3.4) 

 

dır.Bu takdirde eğer,  
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  02)()()1(lim 
0

2

z
≥

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−∫∞→
zgzdssgz

z

               (3.3.5) 

ve 

02)()()2)(1(lim
0

2 ≥
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−− ∫∞→

z

z
zhzdsshcabaz              (3.3.6) 

sağlanırsa (3.3.1) denklemi düzgün dispativdir. 

 

İspat:  

 

dc, ler pozitif sabitler olmak üzere, )(ˆ)(  ve)(ˆ)( xhdxxhxgxcxg +=′+′=′ alalım. 

Bu durumda (3.3.3) ve (3.3.6) şartları göz önüne alındığında 

 

1)(0   )(0 μ′≤′≤≤ zgzzg  

  )(    )(ˆ0  ;)(ˆ0 02 λμ ≥≤′≤≤ zzhzzh

 ,0)(ˆ)2()(ˆ)1(lim 
0

2

z
≥

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−∫∞→

z

zgzdssgz  

ve 

0)(ˆ)2()(ˆ)2)(1(    lim 
0

2

z
≥

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−− ∫∞→

z

zhzdsshcabaz    

olur. Bu durumda, 4332211    ,  ,  , xxxxxxxx =′=′=′= , değişken değişimi ile (3.3.1) denklemi, 

 

  XCXtPBAXX *   ),,()( =+−=′ σσφ               (3.3.7) 

 

biçiminde yazılabilir. Burada, 
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dır. 

Hurwitz şartlarından dolayı 0  ve0 ile 0 da-c)c-(ab  ve0)( 2 >>>>− dccab  olması 

nedeniyle A  matrisinin tüm karakteristik kökleri negatif reel kısımlıdır. Bu durumda A matrisi 

kararlıdır ve her 1)(için  −−∈ AIiR ωω  mevcuttur. Ayrıca, 
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)()()( 224 ωωωωω acidbi −++−=Δ=Δ  dir. Burada Δ−Δ=Δ  ise )( ωi nın eşleniğidir. 

 

Buna bağlı olarak 2222242 )()( ωωωω acdb −++−=ΔΔ=Δ her R∈ω için 02 >Δ  olur. 

 Yacubovich (1965),’in Genelleştirilmiş Teoremi’ni kullanmak için, 
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Burada )2,1(   ve0  ,0 =≥≥ jjjj θδτ parametreler olup amaca uygun olarak daha sonra 

seçilecektir. 

 (3.3.8) ifadesi dikkate alındığında  

 

 { [ ]{ } [ ]{ }})(Re)(Re 23
2

2011 ωαωωωμ iGdiagIDiGDidiagDD jj ++++ >0           (3.3.9)  
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ile verilen Frequency-Domain şartları 

 

0
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olur. Burada, )(    ve)(  ),(  ),( 4321 ωπωπωπωπ  aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır: 
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ve 

 

  

 

matrisinin pozitif tanımlı olabilmesi için asli köşegen minörlerinin pozitif yani, 

 

)()(  ,0)()()(   ve0)( 23
2

2411 ωπωπωπωπωπωπ =>−>  

 

ya da 

 

R∈>−> ωωπωπωπωπ   ,0)()()(   ve0)( 2
2414  

 

olması gereklidir. 

 

 Teoremin ispatını tamamlamak için aşağıdaki iki lemma verilecektir. 
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3.3.1.Lemma  

 

acaccab ))(2( 111 δτθ +−=  ve  2
12

2
2
122 )4()( dbdc −+= δωτθ olsun. 

Bu takdirde, 

( ) 0  ,  ,42 242
1

2
122

1 =+−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+= dbdbb ωωωω  denkleminin büyük kökü, 

( )[ ] ( )caadaccab −<−−< 2
12

22
1       ve ωμμ  olmak kaydıyla 0)(  ve0)( 41 >> ωπωπ  olur. 

 

İspat:  

 

Bkz. (Afuwape, 1989). 

 

3.3.2. Lemma 

 

Her ω  ve pozitif her 0)()()(için        ve 2
22211 >−== ωπωπωπτδτδ st  dır. 

 

İspat: 

 

Bkz. (Afuwape, 1989). 

 

  Yukarıdaki bilgiler, 3.3.1.Lemma ve 3.3.2.Lemma’nın göz önüne alınması 

sonucu Frequency-Domain şartlarının (3.3.1) denklemi için yazılan (3.3.7) sistemi için geçerli 

olduğu görülür. Böylece Genelleştirilmiş Yacubovich Teoreminin tüm şartları sağlanır. Bu ise 

teoremin ispatını tamamlar. 

 

3.3.2.Teorem  

 

Kabul edelim ki, ba  ,  pozitif sabitler qhgg   ve,, 1  ise bağlı bulundukları değişkenlere 

göre reel değerli ve sürekli fonksiyonlardır ve pozitif bir 0ρ  sabiti vardır öyle ki, her 

xxxxt ′′′′′′ ,,,,  R∈  için, 

0),,,,( ρ<′′′′′′ xxxxtq  

dır. 
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Yukarıdaki temel kabullere ilaveten pozitif 21   ve,, μμdc sabitleri var öyle ki,  

 

0)(  , 2 >−−> daccabcab   

 

ve (3.3.4) eşitsizlikleri sağlanmakta ayrıca 0λ  yeterince büyük olmak üzere 0λλ ≥  için 

  11 )( μ+≤≤ cxxGc   

 

dır.Burada ∫=
x

dssgxG
0

11 )()(  olarak tanımlanmaktadır. Bu takdirde (3.3.6) eşitsizliği sağlanır 

ise (3.3.2) denklemi düzgün dispativdir. 

 

İspat: 

 

(3.3.2) denklemi için )(ˆ)(  ve)(ˆ)( 1
0

1 xhdxxhxgcxdssg
x

+=+=∫ alalım. Burada 

dc   ve pozitif sabitler )(ˆ  ve)(1 xhxg sürekli türevlenebilir fonksiyonlar ve )0(ˆ0)0(ˆ hg ==  

dır.(3.3.2) diferansiyel denklemi, 
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sistemine eşdeğerdir. 

Burada, 
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biçiminde vektörel formda yazılabilir. 

Bu sistem ise (3.3.7) sisteminin bir dualidir. Her iki sistem için Frequency-Domain şartları 

aynı olduğundan 3.3.1.Teorem’inin sonucu bu teorem için de geçerlidir. Böylece Teoremin 

ispatı tamamlanmış olur. 

 

3.3.3.Teorem 

 

Kabul edelim ki, (3.3.7) sistemindeki A  matrisi nn× -biçiminde kararlı bir matris, 

nnCB ×     ve -basamaktan matrisler, CC ,* matrisinin karmaşık eşleniğidir. Ayrıca kabul 

edelim ki,  

  ,)(   ,)(0 21
2

0
j

j
jj

j ααφααμααφ ≤′≤−≤≤  

  ),(her  ),(      ve0  , 0120 XtXtPjjj ρααμ <≥≤  için sağlanmaktadır. 

 

Eğer 0  ,0  ,0 321 ≥≥> DDD  köşegen matrisleri var öyle ki, 

 

her   ve),...,2,1(  )),(()( mjcol jj == σφσφ için  ,0λα ≥  

 

BAIiCiG 1* )()( −−= ωω  

olmak üzere her R∈ω için 

 

 { [ ]{ } ( )( )[ ])(Re)(Re 123
2

2011 ωααωωωμ iGdiagIDiGDidiagDD jjj −++++  

  ( ) ( ) ( )ωααω iGdiagDiG jj
213
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ve buna ilaveten, 
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ise bu taktirde (3.3.7) sistemi düzgün dispativdir. 
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İspat: 

 

Bkz. (Afuwape,1989). 

 

 

3.4. Dördüncü Basamaktan Bazı Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler İçin Düzgün  

        Dispative Çözümler 

 

 Bu kesimde; 

 

),,,,()()( 21
)4( xxxxtpdxxcxfxfx ′′′′′′=+′+′′+′′′+ ,              (3.4.1) 

),,,,()()( 31
)4( xxxxtpdxxfxbxfx ′′′′′′=+′+′′+′′′+                          (3.4.2) 

ve 

),,,,()()( 41
)4( xxxxtpxfxcxbxfx ′′′′′′=+′+′′+′′′+ ,              (3.4.3) 

 

diferansiyel denklemleri göz önüne alınacaktır. Burada dcba     ve,,  pozitif sabitler;  21, ff  

3f , pf     ve4  fonksiyonlarının bağlı bulundukları değişkenlere göre sürekli oldukları 

varsayılmaktadır. Bu denklemlerin değişik bir biçimi olan; 

 

),,,,()()( 43
)4( xxxxtpxfxfxbxax ′′′′′′=+′+′′+′′′+               (3.4.4) 

 

diferansiyel denklemi daha önceden Afuwape (1991), tarafından incelenmişti. Bu kesimde 

Frequency-Domain metodu kullanılarak (3.4.1)-(3.4.3) diferansiyel denklemleri için 

çözümlerin düzgün dispative davranışları incelenecektir. (3.4.1)-(3.4.3) denklemlerinin lineer 

olması durumlarında benzer problemler Barbalat ve Halanay (1971;1974), tarafından 

incelendi. Ayrıca bu denklemler ve bu denklemlerin değişik türleri için benzer problemler 

Lyapunov Teorisi kullanılarak pek çok araştırmacı tarafından araştırıldı.(3.4.1)-(3.4.3) 

diferansiyel denklemlerinin dualleri:  
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ve 

 [ ] [ ] );,,,,()()( 413

3
)4( yyyytpyldyycybylay

dt
dy ′′′′′′=++′+′′+++             (3.4.7) 

ile verilir. 

 

Temel Kabuller: 

 

(A1) pjf j   ve)4,3,2,1( , =  fonksiyonları bağlı bulundukları değişkenlerin sürekli  

fonksiyonlarıdır, ;0)0( =jf   

(A2) 0  ,  0 1 ≥> μa sabitleri vardır öyle ki;  

 ;)(   ve)0( ,  )( 1111 μμ +≤′≤≠+≤≤ aufauauufa  

(A3) 0  ,  0 2 ≥> μb  sabitleri vardır öyle ki;  

 ;)(   ve)0( ,  )( 2212 μμ +≤′≤≠+≤≤ bzfbzbzzfb  

(A4) 0  ,  0 3 ≥> μc  sabitleri vardır öyle ki;  

 ;)(   ve)0( ,  )( 3333 μμ +≤′≤≠+≤≤ cyfcycyyfc  

(A5) 0  ,  0 4 ≥> μd  sabitleri vardır öyle ki;  

 ;)(   ve)0( ,  )( 2444 μμ +≤′≤≠+≤≤ dxfdxdxxfd  

(A6) Yukarıdaki kabullerde verilen dcba ,,,  sabitleri, 

 0)( 2
4 >−−= daccabA  

eşitsizliğini sağlar.Bu eşitsizliğin bir sonucu olarak 042 >− db  dır. 

(A7) 024 =+− dbωω  denkleminin 2
1

2
0  , ωω  köklerinin reel olduğunu ve bu kökler arasında 

 b
a
c

<<<< 2
1

2
00 ωω  

eşitsizliğinin sağlandığını varsayalım, 

 )()( 2
0

2
1

2
0 ωωω acdadc −=−  

ve 

 );2()4()( 2
1

22
01 bdb −=−=− ωωω  

(A8) Yukarıda verilen kabullerdeki 4321  ,  ,  , μμμμ sabitleri 

 (i) 4
0

2
0

2
1

2
01 )()(0 ωωωωμ cacd −−<≤  

(ii) ;)()(0 2
0

2
0

2
12 ωωωμ acdadc −≡−<≤  
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(iii) ;)(0 2
13 dadc −<≤ ωμ  

(iv) ;044 >≥ δμ  

(v) );( 2
0

2
121 ωωμμ −< cd   

(vi) ωωωμμω 12
0

2
131

2
0 ))(( −−−<< acca  

eşitsizliklerini sağlar. 

(A9) ),,,,( xxxxtp ′′′′′′  fonksiyonu sınırlıdır. 

 

 Şimdi hazırlık niteliğinde olan aşağıdaki lemmaları verelim.Bu lemmaları  ifade 

etmeden önce 1. Bölümde verilen 1.1.5.Teoremini ve 1.1.7.Teoremini göz önünde 

bulundurarak  

Rtsactdbs ∈+=Δ−=+−= ωωωωω ,    ve; 222224  alalım.(A7) kabulünden 0=s `ın 

kökleri 2
1

2
0     ve ωω  dır. Ayrıca b

a
c

<<<< 2
1

2
00 ωω  olduğundan ts     ve aynı anda sıfır 

olamazlar. 

 

3.4.1.Lemma  

 

01 <δ olmak üzere, 

   4
0

2
0

2
1

2
0 ))((

0
ω

ωωω
μ

c
acd −−

<≤  

olmak kaydıyla her R∈ω  için, 

0)(1),( 2
1

2
2

1 >
Δ

+
−≡

tsT δωω
μ

ωμ  

olur. 

 

İspat:  

Lemmanın ispatı için 
)( 2

1
2
0

2
0

1 ωω
ω

δ
−

=
d

c
 alınırsa istenen sonuç kolaylıkla görülür. 

 

3.4.2.Lemma  

 

02 >δ  olmak üzere, 
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   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
≡⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
<≤

d
adcac 2

1
2
0

2
00 ω

ω
ω

μ  

olmak kaydıyla her R∈ω  için 

 

0)(1),( 2
2

4
2

2 >
Δ

+
−≡

stT δω
μ

ωμ  

olur. 

 

İspat:  

 

Lemmanın ispatı için 
)( 2

0
2

2
04

2 ω
ω

δ
acc

A
−

=  alınırsa istenen sonuç kolaylıkla görülür 

 

3.4.3.Lemma  

 

03 >δ  olmak üzere, 

   ( )ca −<≤ 2
10 ωμ  

olmak kaydıyla her R∈ω  için, 

   0
)(1),( 2

3
2

2
3 >

Δ

−
−≡

ts
T

δω
μ

ωμ  

olur. 

 

İspat: 

 

3δ  yukarıdaki eşitsizlik sağlanacak şekilde uygun bir sayı olarak seçilirse lemmanın 

sonucu hemen elde edilir. 

 

3.4.4.Lemma  

 

04 >δ  olmak üzere, 

   ( )2
40 aA<≤ μ  

olmak kaydıyla her R∈ω  için, 
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   01),( 2
4

2
2

4 >
Δ

+
−≡

tsT δω
μ

ωμ  

olur. 

 

İspat: 

 

Bkz. (Afuwape, 1991). 

 

Temel Sonuçlar 

 

Bu kesimde ilk olarak Afuwape(1991)  tarafından incelenen, (3.4.1.) diferansiyel 

denklemi ele alınacaktır. (Afuwape, 1991)’nin bu denkleme ait elde ettiği sonuç aşağıdaki 

teoremdir. 

 

3.4.1.Teorem  

 

dcba     ve,,  pozitif sabitler olmak üzere (3.4.1) denklemindeki pff ,, 21  

fonksiyonlarının aşağıdaki şartları sağladığını varsayalım: 

 (i) 21     ve ff  fonksiyonları yukarıda verilen (A1),(A2) ve (A3) kabullerini sağlar. 

 (ii) dcba     ve,, sabitleri (A6) kabulünü sağlar. 

 (iii) p fonksiyonu ise (A9) kabulünü sağlar 

 

Bu taktirde, 

 

  ;0)(
2
1)(1    lim

0
112 ≥

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−∫∞→

u

u
uufdf

u
ξξ  

ve 

;0)(
2
1)(1 lim

0
222z

≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−∫∞→

z

zzfdf
z

ξξ  

 

olmak kaydıyla (3.4.1) denklemi düzgün dispative çözümlere sahiptir. 
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Uyarı  

 

Belirtelim ki benzer problemler (3.4.1) denkleminde 0,)(1 >′′′=′′′ axaxf  ve 

0,)(2 >′′=′ bxbxf  alındığında sırası ile elde edilen elde edilen 

 

),,,,,()(2
)4( xxxxtpdxxcxfxax ′′′′′′=+′+′′+′′′+  

ve  

  ),,,,()(1
)4( xxxxtpdxxcxbxfx ′′′′′′=+′+′′+′′′+  

 

denklemleri için Halanay (1972), tarafından incelendi.  

 

3.4.1.İspat: 

 

 )(ˆ)(    ve)(ˆ)( 2211 zfbzzfufauuf +=+= alalım.  

Bu takdirde )2,1( ,  ˆ =jf j  fonksiyonları, 

  jjjj ff μξξμξξ ≤≤≠≤≤ )(ˆ0    ve)0(  ,  )(ˆ0  

bağıntılarını sağlar. 

4332211  ,  ,  , xxxxxxxx =′=′=′=  alındığında, 

 

  ,

11
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⎝

⎛
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⎠
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⎝
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⎝

⎛

= B

abcd

A

x
x
x
x

X  
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⎟
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⎠
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⎝

⎛

′

=
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⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

),,,,(
0
0
0

),(    ve
)(ˆ
)(ˆ

)(   ,

10
01
00
00

3321

1

41

32
11

xxxxtp

XtP
xf

xf
C σφ  

 

olmak kaydıyla (3.4.1) denklemi  

 

, , ),()( *
1111 XCXtPBXAX =+−=′ σσφ   
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şeklinde yazılabilir. 1A  matrisinin kararlı olduğu kolaylıkla görülebilir. Yani 1A  matrisinin 

tüm özdeğerlerinin negatif reel kısımlı olduğu kolaylıkla görülebilir. Buna bağlı olarak her 

R∈ω  için 1)( −− AIiω mevcuttur. Ayrıca, 

 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
−

=−= −

ωωω
ωωω

iii
BAIiCiG

11
)(

)()(
2

1
1

1
*

1             (3.4.8) 

 

dır. Burada )()()( 224 ωωωωω acidbi −++−=Δ  olarak tanımlanmaktadır. 

 (A7) kabulünden her R∈ω için 0)( ≠Δ ωi  yazılabilir. 

0    ve)2,1(  ;  )(  ;  )( 321 ≡=== DjdiagDdiagD jjjj μϕμτ  alındığında her R∈ω için 

yazılabilir. 

 

[ ]{ } [ ]{ )()(Re)(Re 3
2

211 ωωωω iGDDIDiGDiMDD ′−′′++++  

- ( ) ( )ωω iGDDDiG ′′′− 3
* }>0 

 

Frequency-Domain eşitsizliği, 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

Δ
−=

1

1
2

12

2

1

1
11 )(

μ
θω

τω
μ
τ

ωπ
t

s , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

Δ
−=

2

2
22

4

2

2
22 )(

μ
θ

τω
μ
τ

ωπ
st , 

ve 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

Δ

−
== tsits

2

2
2

12
1

1

1

1
2

2

2

2
2

12

2

2112
2

)()(
μ
θω

ττ
μ
θ

ω
μ
θ

τω
μ
θω

τωωπωπ  

 

olmak üzere, 

 

0
)()(
)()(

)(
2221

1211
1 >⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ωπωπ
ωπωπ

ωπ               (3.4.9) 
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şeklini alır. Burada tisi ωω +=Δ=Δ )(  olup, dbws +−= 24ω  ve 2ωact −=   dır. Bu 

teoremin ispatının tamamlanması için 0    ve0  ,  0 321 ≥≥> DDD   köşegen matrislerinin var 

olduğu gösterilmelidir, öyle ki, (3.4.9) eşitsizliği ve  

 

0)(
2

)(1 lim
02

2 ≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫∞→

λ

λ
λθλααθ

λ jj ddiagD  

 

tamamlayıcı şartı sağlanır. 

Slyvester Kriteri göz önüne alındığında her R∈ω için (3.4.9) eşitsizliğinin sağlanması için,  

ya 

  R∈> ωωπωπ her    )(det    ve0)( 111  

yada 

  R∈> ωωπωπ her    )(det    ve0)( 122  

 

sağlanmalıdır. )2,1(  ,  =jjτ  alınsın. Bu taktirde  )(11 ωπ , 

 

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++−

−++−
−=

222224

11
2

1
2242

1
111

1
)(

ωωωω

τμωθωωωω

μ
τωπ

acdb

acdb
 

 

biçiminde düzenlenebilir. Eğer,  

 

02
0

2
0

1

1 <⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
<

ω
ω

τ
φ ca

 ise 3.4.1 Lemma göz önüne alınarak, 

4
0

2
0

2
1

2
0

1
))((

0
ω

ωωω
μ

c
acd −−

<≤ , 

 

olmak kaydıyla her R∈ω  için 0)(11 >ωπ  olduğu görülür. Benzer biçimde  )(22 ωπ  ise 
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=)(22 ωπ
( ) ( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−++−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+−

+ 222224

224

22

24

2
2

1
ωωωω

ωωω
τμ
θ

ω

μ
τ

acdb

acdb
 

biçiminde yazılabilir. Eğer, 

 

2
4

2

0
c
A

<<
τ
θ   

alınır ise, 

   2
0

2
0

2
)(

0
ω

ω
μ

ac −
<≤  

 

olmak üzere 3.4.2. Lemma göz önüne alındığında her R∈ω  için )(2 ωπ  nin pozitif tanımlı 

olduğu kolaylıkla görülebilir.  

 Yukarıdaki incelemeler dikkate alındığında, 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+×

Δ
−=

2

2
2

1

1
2

1

1
2

1
2

2
2

2

21

21
1 )(det

τ
θ

τ
μ
τω

μ
θω

τ
μ
τω

μμ
ττ

ωπ
stts  

    
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

1

1
2

2
2

2

22
1

2

4 μ
θ

τω
τ
θ

ωτω t  

olur.  

Buradaki 21     ve μμ  sabitlerinin  (A3) kabulünü sağladığı ve 2τ  yeterince büyük seçilmek 

üzere her R∈ω  için 0)(det 11 >ωπ olduğu görülür.  

 Şimdi ise ( ) )2,1(  ,  22 == jdiagD jμθ  alınsın. Bu durumda  

 

0)(ˆ
2

)(ˆlim 32
3

0
22

3

1
3

3

≥
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∫∞→
xf

x
df

x

x

x
αα

θ
 

 

0)(ˆ
2

)(ˆ lim 42
4

0
12

4

2
4

3

≥
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∫∞→
xf

x
df

x

x

x
αα

θ
 

 

)2,1(,  0 => jjτ  eşitsizlikleri sağlanır. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 
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Şimdi ise;  

 

);,,,,()()( 31
)4( xxxxtpdxxfxbxfx ′′′′′′=+′+′′+′′′+               (3.4.2)  

ve 

);,,,,()()( 41
)4( xxxxtpxfxcxbxfx ′′′′′′=+′+′′+′′′+               (3.4.4)  

 

denklemlerinin düzgün dispative çözümlerinin olduğuna dair sonuçları ifade edelim. 

Verilecek olan teoremlerin ispatı yukarıda verilen teoremin ispatına benzer olduğu için 

ispatları burada verilmeyecektir.  

 

3.4.2.Teorem  

 

(3.4.2) denklemindeki pff     ve 3, 1  fonksiyonları ile db     ve pozitif sabitlerinin 

aşağıdaki şartları sağladığını kabul edelim.  

(i) 31   ve ff  fonksiyonları (A1),(A2) ve (A4) kabullerini sağlar.  

(ii) db     ve sabitleri (A6) kabulünü sağlar.  

(iii) p fonksiyonu (A9) kabulünü sağlar. 

Bu taktirde, 

       ;0)(
2
1)(1    lim

0
112u

≥
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−∫∞→

u

uufdf
u

ξξ  

ve  

   ;0)(
2
1)(1  lim     

0
332y

≥
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∫∞→

y

yyfdf
y

ξξ  

 

sağlanmak kaydıyla (3.4.2) denklemi düzgün dispative çözümlere sahiptir.  

 

İspat:  

 

Bkz. (Afuwape,1991). 
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3.4.3.Teorem  

 

(3.4.3) denklemindeki pff     ve, 4 1  fonksiyonları ile cb     ve  pozitif sabitlerinin 

aşağıdaki şartları sağladığını kabul edelim:  

(i) 41   ve ff  fonksiyonları (A1),(A2) ve (A5) kabullerini sağlar.  

(ii) cb     ve sabitleri (A6) kabulünü sağlar.  

(iii) p fonksiyonu (A9) kabulünü sağlar. 

Bu taktirde,  

0)(
2
1)(1   lim

0
112u

≥
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−∫∞→

u

uufdf
u

ξξ  

ve 

0)(
2
1)(1    lim

0
432x

≥
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−∫∞→

x

xxfdf
x

ξξ  

sağlamak kaydıyla (3.4.3) denklemi düzgün dispativ çözümlere sahiptir.  

 

İspat:  

Bkz. (Afuwape, 1991). 

 

 

3.5. Dördüncü Basamaktan Lineer Olmayan Bazı Diferansiyel Denklemlerin 

Çözümlerinin Niteliksel Davranışları Üzerine 
 

Bu kesimde Frequency-Domain Metodu ile Genelleştirilmiş Yacubovich (1965), Teoremini kullanarak 

dördüncü basamaktan bazı diferansiyel denklemlerin çözümlerinin varlığı için yeter şartlar elde edilecektir. Bu 

var olan çözümler sınırlı, global olarak üstel (exponential) kararlı, periyodiktir(veya hemen hemen periyodiktir). 

Şimdi dördüncü basamaktan lineer olmayan, 

 

  )()()()4( tpdxxgxbxxfx =+′+′′+′′′′′+                          (3.5.1) 

 

  )()()( 1
)4( tpdxxxgxbxxfx =+′+′′+′′′′′+               (3.5.2) 

 

şeklindeki diferansiyel denklemleri göz önüne alalım. 
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Bu çalışmanın amacı Frequency-Domain metodunu kullanarak (belli şartlar altında) 

(3.5.1) ve (3.5.2) denkleminin aşağıdaki özelliklere sahip olduğunu ispatlamaktır. Yani (3.5.1) 

ve (3.5.2) denklemlerinin çözümlerinin verilen şartlar altında aşağıdaki özelliklere sahip 

olduğunu ispatlayacağız. 

 

(α )  (3.5.1) ve (3.5.2) denklemlerinin bir tek )(tx çözümü vardır. Bu çözüm R de sınırlı ve 

hem de global üstel olarak kararlıdır. 

)(β   (3.5.1) ve (3.5.2) de geçen p fonksiyonu periyodik (hemen hemen periyodik) olmak 

kaydıyla, bu )(tx çözümünün periyodik olduğunu ya da hemen hemen periyodik olduğunu 

göstermek. 

 (3.5.1) ve (3.5.2) denklemleri literatürde geniş bir biçimde ele alındı. Ezeilo (1962), 

(3.5.1) de 0≠p  olmak üzere Lyapunov fonksiyonlarını Reissing ve ark. (1974), kullanarak 

(3.5.1) denklemine ait sınırlılık sonuçları ve çözümlerin global asimptotik kararlılığını 

inceledi. Birde Afuwape (1985), ve Barbalat ve Halanay (1970), (3.5.1) ve (3.5.2) de 

xaxxf ′′=′′′′′ )(  ( a  pozitif sabit olmak üzere)bu denklemlerin (α ) ve (β ) özelliklerine sahip 

olduğunu göstermek için Frequency-Domain metodunu kullandı. Burada elde edilen sonuç 

(Afuwape, 1985) sonuçlarının daha genel bir halidir. 

 

 Aşağıdaki temel teoremler ispatlanacaktır. 

 

3.5.1.Teorem  

 

(3.5.1) denklemindeki katsayılar için 0)0()0( == gf  ve her Rt ∈  için )(tp nin sınırlı 

olduğunu kabul edelim. Bu şartlara ilaveten kabul edelim ki, 1,, μca  ve 2μ  parametreleri var 

öyle ki f  ve g  fonksiyonları  

 

1μ <
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2μ < 
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olmak üzere pozitif ca, sabitlerinin ve negatif olmayan 1μ  ve 2μ  sabitlerinin varlığını kabul 

edeceğiz,  öyle ki, bu sabitler için, 

  1
0

)(1 μ+≤≤ ∫ adssf
z

a
z

,         0,0 1 ≥≠ μz  

  ,
ˆ

)ˆ()(
2μ+≤

−
−

≤ c
zz

zgzgc        zz ˆ≠  

 

eşitsizliklerini sağlamaktadır. 

Burada  1m  ve 2m  , db,  sabitleri ve ca, parametrelerine bağlıdır. Bu taktirde, (3.5.1) 

denklemi bir tek )(tx  çözümüne sahiptir, bu çözüm R de sınırlıdır ve üstel anlamda 

kararlıdır. 

Eğer )(tP  periyodik(veya hemen hemen periyodik) ise bu taktirde (3.5.1)denkleminin bu  

)(tx   çözümü periyodik veya hemen hemen periyodiktir. 

 

İspat: 

 

∫ +=
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)(ˆ)(  ve )(ˆ)( xgxcxg ′+′=′  olmak üzere (3.5.1) denkleminde 

1xx = alındığında bu denklem 
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eşdeğer sistemi biçiminde yazılabilir. Burada, 
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şeklindedir. 

daccab 2)( >−   olduğundan, A  matrisinin tüm özdeğerleri negatif reel kısımlı olur. Buna 

bağlı olarak da A matrisi kararlıdır denir. 

 Böylece her R∈ω  için 1)( −− AIiω vardır. 

)( jdiagD τ=  ve 01
>⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= j

j

diagM τ
μ

, )2,1(,0 => jjμ olacak şekilde alalım. Bu durumda 

BAIiCiG 1* )()( −−= ωω  olmak üzere, 

 

0)(Re)( >+= ωωπ iDGMD  

 

olmalıdır. (3.5.3) sistemi için Frequency-Domain eşitsizliği göz önüne alındığında gerekli 

hesaplamalar yapılır ise her R∈ω için, 
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            (3.5.4) 

 

elde edilir. Burada )()( 224 ωωωω acidb −++−=Δ ,Δ , Δ  nın karmaşık eşleniği ΔΔ=Δ 2  

dır. (3.5.4) simetrik bir matris olmak üzere Slyvester Kriteri gereği Frequency-Domain 

eşitsizliğinin sağlanması için )(ωπ  simetrik matrisinin esas köşegen minörlerinin pozitif 

olması gereklidir. Bunun sağlanabilmesi için 

2

24
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)(1
Δ

−
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caωω
μ

                (3.5.5) 

 

  2
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)(1
Δ

−
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caωω
μ

                (3.5.6) 

 

olmalıdır 

Bu durum aşağıdaki lemmalar vasıtasıyla ispatlanacaktır. 
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3.5.1.Lemma 

 

)(1 υS  fonksiyonu 0 <υ <
a
c   olmak üzere 
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şeklinde tanımlansın. Bu taktirde, 
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olmak üzere (3.5.5) eşitsizliği herυ >0 için sağlanır. Burada 0υ , 24
1 )()()( caS −′= υυυυψ  

bağıntısının bir köküdür ve 1υ < 0υ <b  dir. 

 

İspat:  

 

(3.5.5) de υω =2  alalım. Bu taktirde (3.5.5) eşitsizliğinden  
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yazılabilir. ),(1 bam , )(1 υS nin minimum değeri olsun. Bu değere 0υυ =  da ulaşılabilir. 
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yazılabilir. Eğer 0)( =υψ ise 0)(1 =′ υS  olur. )(1 υS  nin grafiği çizildiğinde 0=υ  ve 
a
c

=υ  

grafiğinin asimptotlara sahip olduğu görülebilir.υ  deki minimum değer için 
a
c

>υ elde 

etmelidir. Ayrıca, 
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(3.5.7) ve (3.5.8) eşitsizliklerinin negatif oldukları görülebilir. Böylece (3.5.5) eşitsizliği 

a
cb

>
2

  ve )
2

(),( 11
bSbam ≤  olmak kaydıyla sağlanır. 

 

3.5.2.Lemma 

 

Her R∈ω için )(det ωπ pozitiftir. 

 

İspat:  

 

(3.5.4) matrisinin determinantı alındığında,  
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elde edilir. 02 =ω için 0)(det >ωπ  olduğu açıkça görülebilir. 02 ≠ω  

için 0)(det >ωπ olduğunu göstermek; 
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   ( )( ) 21
2222244 )(3 μμωωωωω acdb −−+−>             (3.5.9) 

 

eşitsizliğinin gösterilmesine eşdeğerdir.(3.5.9) un sol yanının minimum değeri 42d iken sağ 

yanının maksimum değeri 0 dır. 02 4 >d olduğundan (3.5.9) eşitsizliği daima sağlanır. 

 

3.5.2.Teorem  

 

Kabul edelim ki, 0)0()0( == gf  ve )(tp  fonksiyonu R  de sınırlıdır. Ayrıca  
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          (3.5.10) 

 

olmak üzere Teorem 5.1’in tüm şartlarının sağlandığını varsayalım. Bu taktirde (3.5.2) 

denklemi bir tek )(tx  çözümüne sahiptir. Bu çözüm R  de sınırlı ve global üstel (exponential) 

kararlıdır. 

 Yukarıdaki şartlara ilaveten )(tp  periyodik veya hemen hemen periyodik ise bu 

taktirde (3.5.2) denklemi bir periyodik çözüme veya hemen hemen periyodik çözüme sahiptir 

 

İspat: 

a ve c  pozitif sabitlerini ),()(
0

zfazdssf
z )

+=∫ )()( 1
0

1 xgcxdssg
x

)+=∫ olacak şekilde 

seçelim. 4xx = alınırsa (3.5.2)denklemi aşağıdaki eşdeğer forma sahiptir. 
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Bu sistem ise şu formdadır; 

 

XCtPBXAX *
11111       ),()( =+−=′ σσϕ  
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BCCBAA === 11
*

11 ,,  ve )()(1 tTPtP =  burada CBAX ,,, ve P   (3.5.3) ile verilmektedir ve  
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Böylece (3.5.2), (3.5.1) sisteminin bir dualidir. Teorem1.5’den her iki denklem aynı 

eşdeğer Frequency-Domain şartlarına sahiptir. Buna bağlı olarak Teorem 5.1’in ispatı dikkate 

alındığında Teorem 5.2’nin ispatı da tamamlanır. 

 

 

3.6. Dördüncü Basamaktan Lineer Olmayan Bazı Diferansiyel Denklemler İçin  

Frequency-Domain Metodu İle Çözümlerin Kararlılığı ve Periyodik 

Davranışların Belirlenmesi 

 

3.6.1.Teorem 

 

  )()()()()4( tpxhxgxxfxax =+′+′′′+′′′+               (3.6.1) 

 

diferansiyel denklemi için, dcba ,,, ler pozitif sabitler ve z,,, 321 μμμ  ise R de parametreler 

olmak üzere aşağıdaki şartların sağlandığını kabul edelim; 
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Bu taktirde (3.6.1) denklemi bir tek )(tx  çözümüne sahip ise bu çözümün )(),(),( txtxtx ′′′′′′  

türevleri sınırlı olup, ayrıca çözüm üstel olarak global kararlıdır (Afuwape ve Adesina,2005b). 

 

İspat:  

 

Yukarıda verilen ,b dc     ve pozitif sabitleri (3.6.2) ve (3.6.3) eşitsizliklerinin 

sağlanması için, 
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zfbzdssf
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+=∫ , )(ˆ)( zfczzg += , )(ˆ)( zhdzzh +=  şeklinde seçelim. 

1xx =  alındığında (3.6.1) denklemi. 
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sistemine eşdeğerdir 

 

  XCtPPAXX *  ,  )()( =+−=′ σσϕ        (1.4)  

 

vektör formunda yazılabilir. Burada ϕ     ve,,, PCAX   
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Eşitliklerine karşılık gelmektedir, *C  matrisi C  matrisinin transpozudur. İspatın geri kalan 

kısmı için bkz. Afuwape, Adesina (2005). 
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3.6.2.Teorem  

 

)()()()4( tpdxxgxxfxax =+′+′′′+′′′+  

 

denkleminde )(xh  fonksiyonunun lineer, yani (3.6.1) denklemi biçiminde verildiğini, ayrıca 

burada 0>d  bir sabit ve pgf     ve, fonksiyonlarının (3.6.2)-(3.6.4) eşitsizliklerini 

sağladıklarını varsalım. Bu taktirde, 

 

  ))((16)( 2121
2

21 μμμμμμ cdab +−<  

 

olmak kaydıyla Teorem 3.6.1.’in sonuçları burada geçerlidir. 

 

İspat:  

 

Teorem 3.6.1.’in ispatında olduğu gibi pozitif b  ve c sabitleri seçelim öyle ki, 

eşitsizlikleri sağlansın. Kesim 3’deki belirtilen adımları dikkate aldığımızda  
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denklemi için, 

 

0)()( 222112111 >= ππππωπ                (3.6.7) 

 

Frequency-domain eşitsizliğini elde ederiz. Burada 2211     ve ππ  sırasıyla  
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denklemleri ile 2112 ππ =  ise  
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1 ))()(( πωτωωωτω =−−+−+ acdbi  

 

eşitliği ile verilmektedir. 3.1.Lemma ve 3.2.Lemma dikkate alındığında (3.6.7) eşitsizliğinin 

reel sayılardaki her ω  için sağlandığı kolaylıkla görülebilir. Teorem 3.6.1. kullanılarak ispatın 

sonucuna varılır. 

 

Uyarı: 

 

Afuwape (1986), sisteminde gösterdi ki, eğer  

 

XCtPBXAX *
111111 ˆ  ,  )()ˆ( =+−=′ σσϕ         (3.6.8) 

 

sistemi (1.4) sisteminin bir duali ise bu taktirde her iki sistem için Frequency-Domain 

eşitsizlikleri eşdeğerdir. 

 

3.6.3.Teorem  

 

Kabul edelim ki, 

 

  )()()()( 1
)4( tpxhxxgxxfxax =+′+′′′+′′′+  

 

denklemi Teorem 3.6.1’in bütün şartlarının (3.6.3.) eşitsizliği hariç olmak üzere 

sağlamaktadır. Bu taktirde, 
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≥≠+≤≤ ∫ μμ zcdssg
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olmak kaydıyla Teorem 3.6.1.’in sonuçları bu teorem için de geçerlidir. 

 Yukarıdaki kabullere ilave olarak eğer )(tp periyodik (veya hemen hemen periyodik) 

ise bu taktirde  
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)()()()( 1
)4( tpxhxxgxxfxax =+′+′′′+′′′+   

 

denkleminin bir tek periyodik (veya hemen hemen periyodik) çözüme sahip olup,bu çözüm ile 

birlikte ilk mertebeden türevleri de periyodik (veya hemen hemen periyodik) tir. 

 

İspat: 

 

 Teorem 3.6.1.’de f ve g  fonksiyonları için verilen şartların sağlandığını kabul 

edelim. c  parametresinin eşitliği sağlanacak şekilde seçersek, bu taktirde  
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denklemi (3.6.8) biçiminde yazılabilir. Burada (3.6.6) sistemindeki gibi verilmek üzere olup, 

ise (3.6.6) sistemindeki gibi tanımlanmaktadır. 

Açıkça (3.6.8) sistemi, 

 

 

 

 

 

 

olmak üzere (3.6.6) sisteminin bir dualidir. Dualite Prensibine göre Frequency-Domain 

eşitsizliği her iki sistem için eşdeğerdir. Ayrıca bu durum dikkate alındığında Teorem 

3.6.3.’ün sonucu Teorem 3.6.1.’de kolaylıkla görülebilir. 

 

3.6.4.Teorem  
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denklemini 0>d bir sabit olmak üzere ele alalım. Eğer pgf   ve, 1  fonksiyonları Teorem 

3.6.3’ün şartları ile birlikte (3.6.4) eşitsizliğini sağlar ise bu taktirde (3.6.9) denklemi için 

Teorem 3.6.3’ün sonuçları geçerlidir.  
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İspat: 

 

 cb     ve  sabitleri (3.6.2) ve (3.6.3) eşitsizliklerini sağlamak üzere, 
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olsun. Bu taktirde 
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denklemi veya bu denkleme eşdeğer olan  
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sistemi 

 

)()()()()4( tpxdxxgxxfxax =+′+′′′+′′′+  

 

denkleminin bir dualidir. 

Dualite Prensibi kullanıldığından Teorem 3.6.2.’nin ispatından Teorem 3.6.4.’ün sonucu 

kolaylıkla görülebilir. 
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Bazı temel lemmalar:  

 

3.6.1.Lemma  

 

322

22222

322

422

52267

)22(           
)622(           
)24624(           

)44624(           
)4224()41(2)(

dvbddc
vbccaddbcbdb
vcbdabcabcda

vdbdacabba
vdbbavbvvA

−++

−+++−+

−−+−++

+++−++

+++++−=

 

 
)(

)()()( 2

22

1 dbvv
avc

v
dbvvvS

+−
−

+
+−

=  

 

olsun. Bu taktirde )(min)( 1011 vSvS =<μ olmak kaydıyla tüm 0>v  lar için  
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Burada 0)( =vA denkleminin bir tek reel kökü 0v  dır ve bvv ≤< 02  dır. 
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sağlanır (Afuwape ve Adesina,2005b). 

 

İspat: 
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Bu taktirde )(1 vS nin minimum değeri bulunabilir. Kabul edelim ki, )(1 vS  fonksiyonu 

0vv = da min değerini alsın. O zaman  0)( 01 =′ vS olmak zorundadır. Açıkça  )(vA  fonksiyonu 

için  

 

 [ ]
[ ])(2)()(

)()()2(

)().()(

222

222

222
1

avcavdbvvdvbv
avcvdbvvbvv

dbvvvvSvA

−−+−+−+

−−+−−=

+−′=
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Eğer 0)( =vA  ise bu taktirde ( bv ,2 ] aralığında 0)(1 =′ vS olur. Ayrıca )(1 vS nin grafiği çizilir 

ise 0→v iken 21   ve vv gibi asimptotların var olduğu görülebilir. Ayrıca, 

 

   
ac

daccab
a
cS ])[( 2

1
−−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

   
)2(2

])2(2)4[(
2 2

222

1 dbb
abcbadbbS

−
−+−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

yazılabilir. 

Bu her iki değer de negatiftir. Çünkü Hurwitz şartları dikkate alındığında istenen sonuç 

kolaylıkla görülür. 

Ayrıca, 

   
bd

dabcbbS
22

1
)()( +−

=   

olduğu kolaylıkla görülebilir. Böylece )()( 101 bSvS ≤ olduğundan 011 >π olduğu söylenebilir. 

3.6.1.Lemma ve 3.6.2.Lemma’daki Afuwape (1985), 3.6.1.Lemma ve 3.6.3.Lemma’dan 

3322     ve ππ ’ün pozitif tanımlı olduğu kolaylıkla görülebilir. Gerçekten, 

 

  )(min 22 vS
v

a
c
<

<μ  

ve 

  )(min 33
21

vS
vvv <<

<μ  

olması 3322     ve ππ  ifadelerinin her 0>v için pozitif tanımlı olması için yeter şartlardır. 

Burada, 

  
)(

)()()(
2

2 cavv
dbvvcavvS

−
+−

+−=  

  )(
)(

)()()( 12

2
2

3 vvS
dbvv

avcvdbvvvS −=
++−

−
+−+−=  

 

3.6.2.Lemma  

 

Kabul edelim ki, pozitif cba   ve, parametreleri vardır. Öyle ki, aşağıdaki şartlar 

sağlanmaktadır. 
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  acbba 2   ,2 22 >>        (3.6.10) 

  bdc 22 >          (3.6.11) 

  ba 22
1 −>μ         (3.6.12) 

  
ac

b 1

3

2 <<
μ
μ

        (3.6.13) 

  
b
a

<
2

1

μ
μ

        (3.6.14) 

bu taktirde her R∈ω için, 

 

  )3,2,1,(  ),(  ,0)()()(
2

=≠>− kjkjjkkkjj ωπωπωπ   (3.6.15) 

 

sağlanır (Afuwape ve Adesina,2005b). 

 

İspat: 

 

2    ve1 == kj alalım

⎥
⎥
⎦

⎤
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−

+−
−

−

Δ
+

⎢
⎣

⎡
=−

21

2
2

22
1

2

24

1

2

2

2

21
21

2
122211

4
)()(

1)()()(

ττ
τωτ

μ
ωω

μ
ωω

μμ
ττωπωπωπ

dbac
         (3.6.16) 

 

elde edilir. 

21

21

1

2

21

21 )(4
)(4 μμ

μμ
τ
τ

μμ
μμ ab

cd
−

<<
+

  

 

ise (3.6.16) daki ifade her R∈ω için pozitiftir. Çünkü (3.6.16) bağıntısı ve 

(3.6.10),(3.6.11),(3.6.12),(3.6.13) ve (3.6.14) eşitsizlikleri dikkate alındığında, 

 

))((16)( 2121
2

21 μμμμμμ cdab +−<   

 

böylece (3.6.15) eşitsizliklerinin 2    ve1 == kj için pozitif tanımlı olduğu görülür. 

Benzer biçimde (3.6.15) de  
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3    ve2 == kj için  

⎢
⎢
⎣

⎡
⎢
⎣

⎡ +−

Δ
+=−

2

24

2
32

32
2

233322
)(11)()()(

μ
ωω

μμ
ττωπωπωπ db  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎥
⎥
⎦

⎤+
−

−
+

32

2
2

22
3

3

22

4
)(

ττ
τωτ

μ
ωω ac            (3.6.17) 

elde edilir. Bu ifade ise eğer 
2

1

τ
τ

 (3.6.10),(3.6.11) ve (3.6.12) eşitsizlikleri sağlanacak şekilde 

seçilirse her için pozitif tanımlı olduğu görülür. Gerçekten (3.6.17) bağıntısının, 

 

22

3

32

32 4
)(4 μτ

τ
μμ

μμ d
bc

<<
+

 

ve 

  )(16)( 323
2
2 μμμμ bcd −<  

bağıntıları dikkate alındığında pozitif olduğu görülür. 

 Son olarak 1   ve3 == kj alındığında (3.6.15) den  

⎢
⎢
⎣

⎡
⎢
⎣

⎡ +−

Δ
+=−

1

24

2
21

31
2

311133
)(11)()()(

μ
ωω

μμ
ττωπωπωπ db  

                                   
⎥
⎥
⎦

⎤
⎥
⎦

⎤+
−−

++
−

31

2
3

2
1

22

3

242

4
(

2
)(

ττ
ττωω

μ
ωωω db  

yazılabilir. Elde edilen bu ifade  

  0
4

)(
2 31

2
3

2
12

1
1

3 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ττ
ττμ

μ
μ

μ db  

olmak kaydıyla pozitif tanımlıdır. 

Bu ise bize (3.6.15) bağıntısının 1   ve3 == kj  için (3.6.15) bağıntısının pozitif tanımlı 

olduğunu gösterir. 

 

3.6.3.Lemma  

 

Her R∈ω  için 0)(det >ωπ  dır (Afuwape ve Adesina,2005b). 
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İspat: 

 

[ ] [ ]
[ ]

⎢
⎢
⎣

⎡
⎢
⎣

⎡
−

+−
−

−
+

+−

Δ
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+−−+
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242
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2
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312312332211
2

12221133

2
31331122

2
23332211

)()()(11

)Re(22)(
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ωωω
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ωω
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ωω

μμμ
τττ

ππππππωππππ

ωππππωππππωπ

dbacdb
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2
3

2
1

2

4
)(

μττ
ττω +

− ⎥
⎦

⎤+
−

+
−−

132

2
2
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3

321

2
2
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1

2

2

2

44
)(

2 μττ
τωτ

μττ
τωτω

μ
ω  

     
31

22
3

2
1

4

32

321
2
2

22
3

242

4 4
))(()1)()((1

ττ
ωττω

ττ
ττττωτωωω acdb −+

−
⎢
⎢
⎣

⎡ −++−

Δ
+  

      
4

)()()1)()(( 22
312

2

21

321
2
2

22
1

222 ωτττω
ττ

ττττωτωωω acdb −+
−

+++−
−   

        ⎥
⎦

⎤−
−

2
)( 24 ωω ac  

         [ ]
⎥
⎥
⎦

⎤
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−⎢

⎣

⎡ −+−

Δ
+ 4

2
)()(1 2

3
2
131

22244

6 ττττωωωω acdb  

 

Belirtelim ki  0=ω için 0)det( >ω  olduğu kolaylıkla görülebilir. 0≠ω  için 0)det( >ω  

olduğu kolaylıkla görülür. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

4. BEŞİNCİ BASAMAKTAN LİNEER OLMAYAN BAZI DİFERANSİYEL 

DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİNİN DAVRANIŞLARI 

 

 

4.1. Beşinci Basamaktan Lineer Olmayan Bazı Diferansiyel Denklemleri Düzgün 

Dispativliği 

 

Bu kesimde sırasıyla, 

 

),,,,()( )4()4()5( xxxxtpxhxdxcxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++              (4.1.1) 

 

),,,,()( )4()4()5( xxxxtpexxgxcxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++              (4.1.2) 

 

),,,,()( )4()4()5( xxxxtpexxdxfxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++              (4.1.3) 

ve 

 ),,,,()( )4()4()5( xxxxtpexxdxcxaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++ ψ              (4.1.4) 

 

biçiminde lineer olmayan diferansiyel denklemler göz önüne alınacaktır. Burada 

ψ    ve,,, fgph  fonksiyonlarının reel değerli ve bağlı bulundukları değişkenlere göre sürekli 

oldukları varsayılmaktadır. Ayrıca edcba     ve,,,  katsayılarının pozitif sabitler oldukları 

kabul edilmektedir. Belirtelim ki, (4.1.1)-(4.1.4) denklemleri için daha önceden Adesina 

(2001; 2003; 2004; 2006), Afuwape ve Adesina (2000a), Frequency –Domain metodu 

kullanılarak, bu denklemlerin düzgün dispative çözümlerinin varlığı için yeter şartlar içeren 

sonuçlar elde ettiler. Ayrıca benzer konularda Abou-El-Ela ve Sadek (1998), Chukwu (1975), 

Sadek (2005), Tejumola (1975), Tunç (2004) çalışmalar yaptılar.  

 

Kabuller: 

 

 Yukarıdaki denklemlerde gözüken katsayılar ve fonksiyonlar la ilgili olarak aşağıdaki 

kabullerin geçerliliği varsayılacaktır: 

 

(i) 0)0()0()0()0( ==== ψfgh . 
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(ii) 0,0 1 ≥> μe  sabitleri vardır öyle ki, 

 1
1

1 )(
μ+≤≤ e

x
xh

e , )0( ≠x   ve 11 )( μ+≤′≤ exhe . 

(iii) 0  ,0 2 ≥> μd  sabitleri vardır öyle ki, 

)0(  ,
)(

2
2

2 ≠+≤≤ yd
x
xg

d μ  ve 2)( μ+≤′≤ dygd . 

(iv) 0  ,0 3 ≥> μc  sabitleri vardır öyle ki, 

)0(  ,
)(

3
3

3 ≠+≤≤ zc
x
xf

c μ  ve 3)( μ+≤′≤ czfc . 

(v) 0  ,0 4 ≥> μb  sabitleri vardır öyle ki, 

)0(  ,
)(

4
4

4 ≠+≤≤ tb
x
x

b μ
ψ  ve 4)( μψ +≤′≤ btb . 

(vi) (4.1.1)-(4.1.4) denklemindeki dcba ,,, katsayıları için aşağıdaki eşitsizlikler 

sağlanmaktadır: 

 ,0)()(   ,0)(   ,0 >−−−>−> aeadccabcaba  

 0   ,0)())(( 2 >>−−−− eeadbecdcab , 

 0  ,0  ,0  ,0  ,0 >−>−>>> eadbecddcb . 

 

(vii) 024 =+− ecaω  denkleminin 2
2

2
1 ,ωω  kökleri ve 024 =+− dbωω  denkleminin 2

4
2
3 ,ωω  

kökleri reel olup, bu kökler arasında, 

 2
4

2
2

2
3

2
1 2

0 ωωωω <<<<<<
b

a
e  

eşitsizliği mevcuttur. 

 

(viii) Her t   için ),,,,( )4(xxxxtp ′′′′′′  fonksiyonu sınırlıdır. 

 

Şimdi sırası ile yukarıda belirtilen denklemler için ilgili sonuçlar ifade ve ispat edilecektir.  

 

4.1.1.Teorem  

 

Kabul edelim ki, (4.1.1) denklemindeki katsayılar ve fonksiyonlar ile ilgili olan ve 

yukarıda  (i),(ii), (vi) ve (vii) kabullerinde verilen özellikler sağlanmaktadır. Bu taktirde, 
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0)(
2
1)(1lim

0
2 ≤⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∫∞→

x

x
xxhdh

x
ςς  

olmak kaydıyla (4.1.1) denklemi düzgün dispative çözümlere sahiptir. 

 

İspat: 

 

)(ˆ)( xhexxh +=  olsun. Bu taktirde  h  fonksiyonu  

 )0(  ,)(ˆ0 1 ≠≤≤ x
x
xh μ  

ve  

 1)(ˆ0 μ≤′≤ xh  

bağıntılarını sağlar. 

5
)4(

4321   ,  ,  ,  , xxxxxxxxxx ==′′′=′′=′=  değişken değişimi yapıldığında (4.1.1) denklemi 

birinci basamaktan bir denklem sistemi olarak  

 

,   , ),()( * XCXtPBAXX =+−=′ σσφ               (4.1.5) 

 

formunda yazılabilir. Yani (4.1.1) denklemi,  

54433221 ,,, xxxxxxxx =′=′=′=′  

  ),,,,,()(ˆ 443211123455
′+−−−−−−=′ xxxxxtpxhexdxcxbxaxx  

sistemine eşdeğerdir. Bu sistemin ise, 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

5

4

3

2

1

x
x
x
x
x

X , 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−−−

=

abcde

A
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01000
00100
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, 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1
0
0
0
0

B  , 

                   (4.1.6) 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0
0
0
0
1

C ,  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

=

),,,,,(
0
0
0
0

)(

44321 xxxxxtp

tP , )(ˆ)( 1xh=σφ  
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olmak üzere (4.1.5) sistemine eşdeğer olduğu açıktır. A  matrisinin Routh-Hurwitz şartlarını 

sağladığı için kararlıdır. Yani A  matrisinin tüm özdeğerleri negatif reel kısımlıdır. Böylece 

A  matrisinin karakteristik polinomu, her R∈ω  için tamamen imajiner köklere sahip olmaz. 

Buna bağlı olarak 1)( −− AIiω  vardır. 

 

)()()det()( 24241 dbiecaAIii +−++−=−=Δ − ωωωωωωω  

ve 

2)(
Δ

Δ
=ωiG  

olsun. 

Bu taktirde 22422242 )()( dbeca +−++−=Δ ωωωωω  dir. Burada teorem için (vii) kabulü 

dikkate alındığında her R∈ω için 0)( ≠Δ ωi  yazılabilir. 1. Bölümdeki Teorem 1.1.6 

kullanabilmemiz için  

 

))](([Re{)(]Re[)( 3
2

211 ωωωωωπ iGDDIDiGDiMDD ′−′′++++=  

   } 0)()( 3 >′′′−− ωω iGDDDiG  

 

ile verilen Frequency-Domain eşitsizliği sağlanmalıdır. 01 >τ alalım. 

0    ve, 312
1

1
1 === DDD θ

μ
τ  seçelim. Burada 1θ  daha sonradan amaca yönelik olarak 

seçilecek bir parametredir. Bu kabuller altında kolay bir hesaplama ile, 

 

2
1

24
1

224

1

1
1

)()()(
Δ

+−++−
+=

μωωθωωω
μ
τ

ωπ
dbeca  

    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ

+
+− 2

1
2

1
1

)(1 sr δω
μ

τ  

 

elde edilir. Burada )( 24 ecar +−= ωω ,   )( 24 dbs +−= ωω   ve  
11

1
1 τμ

θ
δ =  dır. 

  )(1 ωπ  nin pozitif tanımlı olduğunu göstermek için, 01 >M  sabitinin var 

olduğunu göstermeliyiz öyle ki, 
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   0
)()(

)()(
max1

2242224
1

2
1

46
1

1
1 >⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−++−
−−+−+

+≥
∈ dbeca

edcab
M

R ωωωωω
δωδωωδ

μ ω
                 (4.1.7) 

olur. 

     0
2

1
1 <<
−

δ
b

abK  

ve 

     [ ]
db

adebcabK
4

)(2)(4
21 −

−+−
=  

 

sağlanmak kaydı ile, (4.1.7) eşitsizliği sağlanır. Bu durumda  

 

    0)(
2

)()1(lim
0

22 ≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∫∞→

λφλααφ
λ

λ

λ
ddiagD j  

 

eşitsizliği (4.1.1) denklemi için, 

 

    0)(ˆ
2

)(ˆlim 1
1

0
2

1

1
1

1

≥
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−∫∞→

xhxdh
x

x

x
ααθ     

 

şeklini alır. Bu durumda 01 <θ olmak kaydıyla )(1 ωπ  pozitif tanımlıdır. 

 

4.1.2.Teorem  

 

 Kabul edelim ki, (4.1.2) denklemindeki katsayı ve fonksiyonlar için (i),(iii),(vi) ve 

(viii) şartları ve bu şartlara ilave olarak, 

   0)(
2
1)(1lim

0
2 ≥⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∫∞→

uugdg
u

u

u
ςς  

 

eşitsizliği sağlanmaktadır. 

Bu taktirde (4.1.2) denklemi düzgün dissipative çözümlere sahiptir. 
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İspat: 

 

 )(ˆ)( ugduug +=  olsun. Bu taktirde g  fonksiyonunun daha önceden verilen kabuller 

dikkate alındığında  

  ,)(ˆ
0 2μς

ς
≤≤

g   )0( ≠ς  

ve 

  2)(ˆ0 μς ≤′≤ g  

 

eşitsizliklerini sağladığı açıktır. 

  5
)4(

4321   ,  ,  ,  , xxxxxxxxxx ==′′′=′′=′=  

değişken değişimi ile (4.1.2) denklemi eşdeğer sistem olarak  

 

  54433221   ,  ,  , xxxxxxxx =′=′=′=′  

  ),,,,,()(ˆ 443212123455 xxxxxtpxgexdxcxbxaxx ′+−−−−−−=′  

 

biçiminde ifade edilebilir. . Bu sistem ise ),(    ve,, XtPBAX fonksiyonları (4.1.6) 

sistemindeki gibi olmak üzere ve  

   ))(ˆ()(   ,

0
0
0
1
0

2xgC =

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= σφ  

olmak kaydıyla (4.1.5) sistemine eşdeğerdir. 

02 >τ  ve 0    ve, 322
2

2
1 === DDD θ

μ
τ  seçelim. Bir önceki teoremin ispatında olduğu gibi 

(4.1.2) denklemi için Frequency-Domain eşitsizliği  

   0
)(1)( 2

2
2

2
22 >

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ

+
+=

rs δω
μ

τωπ               (4.1.8) 

şeklinde elde edilir. 

Burada 
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22

2
2 τμ

θ
δ =  

ve 

   [ ]
)4(

)(2)(2
22 aeca

eadacabcK
−

−+−
=  

olmak kaydıyla 

   0
12

2 >
−

>
a

aK
δ  

 

olduğundan (4.1.8) eşitsizliğinin doğruluğu gözlenebilir. 

 Bu taktirde bir 02 >M sabiti bulunabilir öyle ki  

 

0
)()(

))()()1((
max1

2242224
22

2
2

22

2
2 >⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−++−
+++−+

+≥
∈ dbeea

edcba
M

R ωωωωω
δδωδωω

μ ω
 

 

olur. Bu ise her R∈ω  için )(2 ωπ  ifadesinin pozitif tanımlı olduğunu gösterir. Bu durumda 

Teorem 4.1.2. deki eşitsizlik 

   0)(ˆ
2

)(ˆlim 2
2

0
2

2

2
2

2

≥
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−∫∞→

xg
x

dg
x

x

x
αα

θ
 

 

şeklini alır. Böylece Teorem 4.1.2 nin ispatı tamamlanmış olur. 

 

4.1.3. Teorem 

 

Varsayalım ki, (4.1.3) denklemindeki fonksiyonlar ve katsayılar için (i),(iv),(vi),(viii) 

kabulleri ile beraber  

   0)(
2
1)(1lim

0
2 ≤

⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
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⎡
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yyfdf
y
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eşitsizliği sağlanmaktadır. Bu taktirde (4.1.3) denklemi düzgün dispative çözümler sahiptir. 

 

İspat:  
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 f   fonksiyonu, 

  )(ˆ)( zfcyzf +=  

şeklinde tanımlansın. Bu taktirde bu fonksiyon, 

  3
)(ˆ

0 μ
ς
ς

≤≤
f ,  )0( ≠ς  

  3)(ˆ0 μς ≤′≤ f  

eşitliklerini sağlar.  Kolaylıkla görülebilir ki, (4.1.3) denklemi 

54433221   ,  ,  , xxxxxxxx =′=′=′=′   

),,,,,()(ˆ
443213123455 xxxxxtpxfexdxcxbxaxx ′+−−−−−−=′  

sistemine eşdeğerdir. 

    ,

0
0
1
0
0

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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alalım. Bu durumda yukarıdaki sistem (4.1.6) biçiminde 

düzenlenebilir. 0    ve  ,  ,0 332
3

3
13 ===> DDD θ

μ
τ

τ  seçelim. Basit hesaplamalar ile Teorem 

4.1.1 in ispatında kullanılan yöntem izlenir ise bunun sonucunda  
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olduğu görülür.Burada ,
33

3
3 τμ

θ
δ = ( 03 <θ ) dır. 

Eğer 03 <δ , 

  
b

abK 21
3

−
>δ  

seçilir ise, bu taktirde )(3 ωπ  nin pozitif tanımlı olduğu görülebilir. 03 >M  sabiti 
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sağlanacak şekilde seçilir ve  
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bağıntısı dikkate alınır ise 
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sonucuna varılır. Bu sonuç ise teoremin ispatını tamamlar. 

 

4.1.4. Teorem  

 

(4.1.4) denklemindeki katsayı ve fonksiyonlar için,(i),(v),(vi) ve (viii) kabulleri ile 

birlikte, 

                0)(
2
1)(1lim

0
2 ≤⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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vvd
v

v

v
ψςςψ                (4.1.9) 

 

eşitsizliği sağlansın. Bu taktirde (1.4) denklemi düzgün dissipative çözümler sahiptir. 

 

İspat: 

 

)(ˆ)( vbvv ψψ +=  olsun. Bu durumda ψ  fonksiyonu 

 

4
)(ˆ

0 μ
ς
ςψ

≤≤ ,   )0( ≠ς  

ve 

  4)(ˆ0 μςψ ≤′≤  

eşitsizliklerini sağlar. (4.1.4) denklemi aşağıdaki sisteme eşdeğerdir: 
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 54433221   ,  ,  , xxxxxxxx =′=′=′=′  

 ),,,,,()(ˆ 443214123455 xxxxxtpxexdxcxbxaxx ′+−−−−−−=′ ψ . 

 

Yukarıdaki sistem ise ( 4.1.5) sistemi biçiminde yazılabilir Daha önceden verilen teoremlerin 

ispatında olduğu gibi,  benzer biçimde 04 >τ  ve 4
4

4
1   , θ

μ
τ

== DD  ve  04 =D  olarak alalım. 

Bu durumda (4.1.4) denklemine ait  
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   } 0)()( 3 >′′′−− ωω iGDDDiG  

 

Frequency-Domain eşitsizliği 

  
44

4
4 τμ

θ
δ =   olmak üzere, 

0
)(1)( 2

4
4

4
44 >

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ

−
−=

rs δω
μ

τωπ  

şeklini alır. 
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seçelim. Eğer 04 <θ  seçilir ve cade 2)(4 <− alınır ise  )(4 ωπ  ifadesi pozitif tanımlı olur. Bu 

durumda bir 04 >M  sayısı vardır öyle ki 
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olur. Buna bağlı olarak  

0)(
2

)()1(lim
0

22 ≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∫∞→

λφλααφ
λ

λ

λ
ddiagD j   

şartı 
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bağıntısına indirgenir. Bu ise teoremi tamamlar. 

 

 

4.2. Beşinci Basamaktan Lineer Olmayan Bazı Diferansiyel Denklemleri Çözümlerinin 

Sınırlılığı, Üstel Kararlılığı ve Periyodikliği  

 

 Bu kesimde Frequency-Domain metodu kullanılarak beşinci mertebeden lineer 

olmayan belli türden bazı diferansiyel denklemlerin çözümlerinin Afuwape ve Adesina 

(2000b), tarafından verilen niteliksel davranışları incelenecektir. Burada elde edilen 

sonuçların Lyapunov Metodu (Lyapunov, 1966)  kullanılarak literatürde elde edilen bazı 

sonuçlardan daha kısıtlayıcı koşullar içerdiği ve etkin olduğu yazarlar tarafından ileri 

sürülmektedir. Ancak bu sonuçlardaki ile literatürde mevcut olan sonuçlar arasında herhangi 

bir irdeleme yapılmamıştır. Daha önceden Kalman (1963), Popov (1962), ve Yacubovich 

(1962;1964;1965;1966), Frequency-Domain Metodunu kullanarak benzer problemleri 

inceledi. Daha sonradan Barbalat ve Halanay (1974), Popov (1962), ile Yacubovich 

(1962;1964;1965;1966)’in çalışmaları üzerinde bazı genellemeler yaptılar. Benzer biçimde, 

daha önceki bölümlerde belirtildiği üzere Afuwape (1981; 1987; 1989; 1991) bazı üç ve 

dördüncü basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemlerin çözümlerinin niteliksel 

özelliklerini incelemek için yukarıda sözü edilen çalışmaları belli türden üç ve dördüncü 

basamaktan diferansiyel denklemler için elde etti. 

 Bu kesimde sırasıyla lineer olmayan beşinci basamaktan, 

 

)()()()4()5( tpxhxgxcxbaxx =+′+′′+′′′++                (4.2.1) 

 

ve 

  )()()(1
)4()5( tpxhxxgxcxbaxx =+′+′′+′′′++              (4.2.2) 

 

diferansiyel denklemleri ele alınmaktadır. Burada cba     ve,  pozitif sabitler; phgg     ve, 1 ise 

bağlı bulundukları değişkenlerin sürekli fonksiyonlarıdır. Burada Afuwape ve Adesina 
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(2000b), tarafından Frequency-Domain metodu kullanılarak (4.2.1) ve (4.2.2) denklemleri 

için elde edilen sonuçlar üzerinde durulacaktır. 

 

4.2.1.Teorem  

 

),()( tPBAXX +−=′ σϕ XC *=σ                (4.2.3) 

 

sistemini göz önüne alalım. Burada ,A nn× -basamaktan reel matrisler, *C  iseC   matrisinin 

transpozu )()( jjcol σϕσϕ = , ),...,2,1( mj =  ve )(tP  ise n -bileşenli bir vektördür. Kabul 

eldim ki, (4.2.3) sistemi için aşağıdaki şartlar sağlanmaktadır. 

 

(i)  A  kararlı bir matris; 

(ii)  )(tP  her Rt ∈  için sınırlı; 

(iii)  0ˆ ≥jμ  ( jμ ler sabitler ve ( j =1,2,…,m)) olmak üzere, 

   

,ˆ
ˆ

)ˆ()(
0 j

jj

jjjj μ
σσ

σϕσϕ
≤

−

−
≤   )ˆ( jj σσ ≠ ;             (4.2.4) 

 

(iv)  Bir köşegen D  matrisi vardır öyle ki her R∈ω  için  

 

0)(Re)( >+= ωωπ iDGMD               (4.2.5) 

dır. 

Frequency-Domain eşitsizliği sağlanır. Burada 1* )()( −−= AIiCiG ωω  biçiminde 

tanımlanmaktadır ve  

   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

j

diagM
μ̂
1 ,  ( mj ,...,2,1= ) 

 

olarak alınmaktadır. Bu şartlar altında (4.2.3) sistemi aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

 

(Pa)  (4.1.3) sistemi bir tek )(tx çözümüne sahiptir öyle ki bu çözüm ve bu çözümün  

)(    ve)(),(),( )4( txtxtxtx ′′′′′′  türevleri R de sınırlıdır. 
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(Pb)      )(tx  çözümü ve  )(    ve)(),(),( )4( txtxtxtx ′′′′′′  türevleri global olarak üstel kararlıdır. 

(Pc)      )(tx  çözümü ve  )(    ve)(),(),( )4( txtxtxtx ′′′′′′  türevleri periyodiktir. 

 

 Bu çalışmada aşağıdaki kabuller varsayılacaktır: (4.2.1) ve (4.2.2) denklemlerinin 

lineer sabit katsayılı homojen biçimi 

 

0)4()5( =+′+′′+′′′++ exxdxcxbaxx  

 

denklemidir. Bu denklemin çözümlerinin kararlı olması için Routh-Hurwitz şartları 

 

  ,0>a ,0)( >− cab ,0)( 2 >−− daccab ,0>d  

                     (4.2.6) 

  0)(2)( 2 >+−−+−−
a
eebcabeadaccab , 0>e  

dır. Bu şartlar ise aşağıdaki eşitsizliklerin sağlanmasını zorunlu kılar. 

 

  0>b , 0>c , 0>− adbc , 0>− ade , 042 >− db , 042 >− aec . 

 

Aşağıdaki denklemleri göz önüne alalım: 

 02 =+− eveav  ve 02 =+− dvbv .Bu denklemler aşağıdaki reel köklere sahiptir. 
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Bu kökler arasında 42310 vvvv <<<<  eşitsizliği mevcuttur. 

Kabuller: 

(i) )(    ve)(  ),(  ),( 1 tpxhxgxg ′  fonksiyonları süreklidir. 
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(ii) 0)0()0()0( 1 === hgg  

(iii) )(tp  R  de sınırlıdır. 

(iv) 0    ve0 2 ≥> μd  sabitleri mevcuttur öyle ki her ,    ve Rzz ∈ 0≠z  için 

 

  ,)()(
2μ+≤

−
−

≤ d
zz

zgzgd  )( zz ≠ ,               (4.2.7) 

olur. 

(v) 0    ve0 2 ≥> μd  sabitleri mevcuttur öyle ki her Rz∈  , ( 0≠z )için 

  ∫ +≤≤
z

ddssg
z

d
0

21 )(1 μ , 

olur. 

(vi) ,0>e 01 ≥μ sabitleri her Rzz ∈  ,  dir. 

  1
)()( μ+≤

−
−

≤ e
zz

zhzhe ,  )( zz ≠                (4.2.8) 

(vii) (iv)-(vi) kabullerindeki 21   ,  ,  , μμed  parametreleri, 

 

  
212

21 4
)(4 μμμ

μμ e
cd

<
−

,  

eşitsizliğini sağlar. 

(viii) dcba     ve  ,  , sabitleri aşağıdaki 

  
2

1

μ
μ

>
b
a  ve  2μ>

c
d  

eşitsizliklerini sağlar. 

(ix) )(tp  periyodiktir (hemen hemen periyodiktir). 

 

4.2.2.Teorem  

 

 (4.2.1) denklemindeki phg     ve  , fonksiyonları ile cba     ve  ,  sabitleri için (i)-(viii) 

kabullerinin sağlandığını varsayalım. Bu taktirde (4.2.1) denklemi yukarıda verilen (Pa) ve 

(Pb) özelliklerine sahiptir. Yukarıdaki kabullere ilaveten )(tp fonksiyonu periyodik (hemen 

hemen periyodik ) ise bu taktirde (4.2.1) denklemi (Pc) özelliğine sahiptir. Yani )(tx  çözümü 

ve )(    ve)(),(),( )4( txtxtxtx ′′′′′′ türevleri periyodiktir.  
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İspat: 

 

 )(ˆ)( zgdzzg +=  

ve 

 )(ˆ)( zhezzh +=  

 

olsun. Bu taktirde zz ≠  için (4.2.7)  ve ( 4.2.8) eşitsizlikleri  
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biçiminde yazılabilir. 1xx =  alındığında  (4.2.1)denklemi 
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şeklinde yazılabilir. Bu denklem sistemi ise,  (4.2.3) biçimindedir. 

Burada )(    ve,,,, σϕPCBAX , 
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sisteminde verildiği üzeredir. Bu durumda Frequency-Domain şartı, 

 

    0)(
2221

1211 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ππ
ππ

ωπ  

biçiminde bir matris eşitsizliğine indirgenir. Bu eşitsizlik ise her R∈ω için sağlanır. Aşağıda 

verilecek olan Lemma 4.2.1, Lemma 4.2.2 ve Lemma 4.2.3  den bu durumun doğruluğu 

izlenebilir Buna ilaveten Yacubovich’in Genelleştirilmiş Teoremi (Barbalat ve Halanay, 

1971) göz önüne alındığında teoremin sonucu kolaylıkla doğrulanabilir. 

 

 (4.2.1) denkleminde exxh =)(   alınsın. Bu taktirde aşağıdaki teorem geçerlidir. 

 

4.2.3.Teorem  

 

)()()4()5( tpexxgxcxbaxx =+′+′′+′′′++             (4.2.10) 

 

denklemi göz önüne alınsın. Burada ecba     ve,,  pozitif sabitler, pg    ve  fonksiyonlarının ise 

(i)-(iv) ve (vi) kabullerini sağladıkları varsayılmaktadır öyle ki 
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⎛ −−
−>>μ            (4.2.11) 

olur. 

Burada ,2M  d  ye bağlı bir sabittir. Bu taktirde, (4.2.10) denklemi (Pa) ve (Pb) özelliklerine 

sahiptir. Eğer (4.2.10) denklemindeki )(tp  fonksiyonu periyodik (hemen hemen periyodik) 

ise bu taktirde bu denklem (Pc) özelliğine sahiptir. 

 Belirtelim ki (4.2.1) denkleminde xdxg ′=′)( , 0>d  veya (4.2.2) denkleminde 

xdxxg ′=′)(1  alınır ise, bu taktirde aşağıdaki sonuç ifade edilebilir: Kabul edelim ki, 

 

)()()4()5( tpxhxdxcxbaxx =+′+′′+′′′++             (4.2.12) 

 

denklemindeki dcba     ve,,  pozitif sabitleri ile ph     ve  fonksiyonları (i),(ii),(iii),(iv) 

kabullerini ve  
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eşitsizliği sağlanmaktadır. Burada eM   ,1  ye bağlı bir sabittir. Bu kabuller altında (4.2.10) 

denklemi (Pa) ve (Pb) özeliklerine sahiptir. Buna ilaveten )(tp periyodik (hemen hemen 

periyodik) ise bu taktirde (4.2.12) denklemi (Pc) özelliğine sahiptir. 

 

İspat: 

 

 (4.2.7) eşitsizliği )(ˆ)( zgdzzg += olmak üzere,  
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eşitsizliği gibi ifade edilebilir. Bu durumda (4.2.10) denklemi aşağıdaki denklem sistemi 

biçiminde ifade edilebilir: 
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Bu sistem ise, 
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olmak üzere 

 ),()( tPBAXX +−=′ σϕ XC *=σ  

 

biçiminde bir vektör diferansiyel denklem olarak yazılabilir. 
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⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

Δ

Δ
=−= −

2
1* )()( ωωω iBAIiCiG  

yazılabilir. Burada, 

 )()( 2424 dbieca +−++−=Δ ωωωωω , Δ⋅Δ=Δ 2  dır. 

 

,2τ=D  

 

0)()( 2

242
1

22 >
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

Δ

+−
+= − dbωωωμτωπ  ve 

2

1
μ

=M  , 02 >μ olarak aldığımızda  

 

eşitsizliğine ulaşılır. Lemma 4.2.2 dikkate alındığında (4.3.4) eşitsizliğinin her için sağlandığı 

açıktır. Böylece Teorem 4.1.1.den dolayı Teorem 4.2.3’ün ispatı tamamlanır.  

 

4.2.4.Teorem  

 

)()4()5( tphxxdxcxbaxx =+′+′′+′′′++             (4.2.14) 

 

denklemi göz önüne alınsın. Burada dcba     ve,,  pozitif sabitler, ph     ve fonksiyonlarının ise 

(i),(ii),(iii),(iv) kabullerini sağladıkları varsayılmaktadır öyle ki 

  

  )(
2

)4()(
2

12

11 a
ed

a
aecc

a
cbM −+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −+
−>>μ            (4.2.15) 

 

olur. 

Burada 1M , a  ya bağlı bir sabittir. Bu taktirde, (4.3.1) denklemi (Pa) ve (Pb) özelliklerine 

sahiptir. Eğer (4.3.1) denklemindeki )(tp  fonksiyonu periyodik (hemen hemen periyodik) ise 

bu taktirde bu denklem (Pc) özelliğine sahiptir. 
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İspat: 

 

Bkz. (Afuwape ve Adesina 2000b). 

 

4.2.5.Teorem  

 

(4.1.2) denklemindeki cba ,,  katsayıları ile phg     ve,1 fonksiyonlarının (i)-(iii) ve (v)-

(viii) özelliklerini sağladığını varsayalım. Bu kabuller altında (4.1.2) denklemi (Pa) ve (Pb)  

özelliklerine sahiptir. Buna ilaveten (ix) kabulü sağlanır ise bu taktirde (4.1.2) denklemi (Pc) 

özelliğine sahiptir.  

 

İspat: 

 

 (4.1.2) denklemi Tanım 6.1. göz önüne alındığında  

 

   ),()ˆ( 1111 tPBXAX +−=′ σϕ XC *
11ˆ =σ             (4.2.16) 

sisteminin bir duali olduğu görülür. 

 

 ∫ +=
x

xgdxdssg
0

11 )(ˆ)(  

olduğu açıktır. 

Bu durumda (4.2.7) eşitsizliği  

 

  1
1 )(ˆ

0 μ≤≤
x
xg , 0≠x               (4.2.17) 

 

biçiminde yazılabilir. Ayrıca (4.1.2) denklemi  
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545

534

523

5512

551

)(ˆ
)()(ˆ

axxx
bxxx
cxxx

xgdxxx
tpxhexx

−=′
−=′
−=′

−−=′
+−−=′

 

 

sistemine eşdeğerdir. Bu sistem ise PCBA     ve,,  (4.2.3.) sistemindeki gibi alınmak üzere ve 
*

1 AA = , CB =1 , BC =1  ve )()(1 tTPtP =  olmak üzere, vektörel formda (4.2.16) diferansiyel 

denklem sistemi gibi yazılabilir. Burada T , 
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T  

 

biçiminde singüler olmayan bir matris olarak alınmaktadır. Yukarıda verilen Teorem 4.2.3 

ispatı dikkate alındığında teoremin ispatının kolaylıkla tamlanabileceği görülebilir. 

 

 (4.1.2) denkleminde exxh =)(  altında alındığında aşağıdaki sonuç geçerlidir: 

 

4.2.6.Teorem  

 

 )()(1
)4()5( tpexxxgxcxbaxx =+′+′′+′′′++             (4.2.18) 

 

denklemini ele alalım. Burada ecba     ve,,  pozitif sabitler, 1g  ve p  fonksiyonları ise (i)-(iii) 

ve (v),(vi) kabulleri ile birlikte (4.3.2) eşitsizliğini sağlamaktadır. Bu durumda (4.3.5) 

denklemi ve (Pa) ve (Pb) özelliklerini sağlar. Eğer )(tp  fonksiyonu periyodik (hemen hemen 

periyodik) ise o zaman (4.3.5) denklemi (Pc) özelliğine sahip olur. 

 

Şimdi Teorem 4.2.6’nın ispatını vermeden önce, bu teoremin ispatını tamamlamada 

kullanılacak olan bazı temel bilgiler ve lemmalar verilecektir. 

(4.1.1) denklemi, 
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),()( tPBAXX +−=′ σϕ  XC *=σ               (4.4.1) 

 

sistemi şeklinde ifade edildiğinde, 
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olur. 

BAIiCiG 1* )()( −−= ωω   hesaplandığında  (4.4.1) sistemi için  
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Δ
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ωω

ω
ii

iG
111)(                   (4.4.2) 

olmak üzere, 

 

)()( 2424 dbieca +−++−=Δ ωωωωω  

elde edilir. 
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(4.1.5) Frequency-Domain eşitsizliğini, yani 0)(Re)( >+= ωωπ iDGMD  elde etmek için 1τ  

ve 2τ  sayıları ve pozitif )( jdiagD τ=  ve ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

j

diagM
μ
1 , )2,1( =j matrislerini seçmeliyiz. 

Belli hesaplamalardan sonra her R∈ω için, 
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 212
21
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2

π
ωττ

π =
Δ

Δ−Δ
=

i ,                 (4.4.4) 
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2222
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olmak üzere 

 0)(
2221

1211 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ππ
ππ

ωπ                  (4.4.6) 

elde edilir. 

 Burada Δ⋅Δ=Δ 2  ; Δ  ise , Δ  nın karmaşık eşleniğidir.  

 

4.2.1.Lemma  
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2
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1 evcav
dvbvvevcavvS
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+−+−= , ( v=2ω ) 

olsun. Bu taktirde, 

 )(max)(),( 10111
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vSvSed
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 )())4()((
2
1)()( 2

12
3101 eaddbbabcvSvS −+−−−=>  

olmak kaydıyla her 0>v için )(11 ωπ  pozitiftir. Burada 0v ,  
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0)(1 =vA ın bir kökü ve ),(1 edΜ  ise 0vv =  için )(1 vS nin maksimum değeridir. 

 

İspat: 

 

 Bkz. (Afuwape ve Adesina, 2000b). 

 

4.2.2.Lemma  
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evcavdvbvvS
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olsun. Bu taktirde, )(min)(),( 20222
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vSvSed
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ve 
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edaecc
a
cb

a
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sağlamak kaydıyla )(22 ωπ ,her 0>v  için pozitiftir. Burada 0v  , 0)(2 =vA  , 
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ifadesinin bir kökü ve 403 vvv <<   ve ),,(2 edΜ )(2 vS  nin 0vv =   da minimum değeridir. 

Ayrıca, eğer 
22
bv ≠   ise bu taktirde )

2
()( 222
bSvS >  ve 

2
bv = , 

4
2 2abbce −

=   

ve ))(4(2 2

a
cbdbb −−<ε , 0>ε , )

2
()( 221
bSvS >  olur. 

 

İspat: 

 

 Bkz. (Afuwape ve Adesina, 2000b). 

 

4.2.3.Lemma  
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parametresi  



 

 

79

 
212

21 4
)(4 μ

λ
μμ

μμ e
cd

<<
−

 

 

eşitsizliğini sağlasın. Bu taktirde 21.μμ  çarpımı negatif olmamak kaydıyla her R∈ω  

için 0)(det >ωπ  dır. 

 

 

İspat: 

 

 Bkz. (Afuwape ve Adesina, 2000b). 

 

 

4.3. Beşinci Basamaktan Lineer Olmayan Bazı Diferansiyel Denklemlerin Düzgün 

Dispativliği Üzerine  

 

Bu çalışmada Frequency-Domain metodu kullanılarak, beşinci basamaktan lineer olmayan 

bazı diferansiyel denklemlerin düzgün dispativ çözümlerine ait bazı problemler 

incelenecektir. Ele alınacak denklemler,  

 

 ),,,,,()()( )4()4()5( xxxxxtpxhxgxcxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++             (4.3.1) 

ve  

 

),,,,,()()( )4(
1

)4()5( xxxxxtpxhxxgxcxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++             (4.3.2) 

 

biçiminde olup, bu denklemlerinin dispativ olan çözümlerinin varlığı için yeter şartlar içeren  

sonuçlar ifade ve ispat edilecektir. Bu sonuçları elde etmek için Yacubovich’in dispativlik 

hakkındaki Genelleştirilmiş Teoremini kullanacağız. Afuwape (1986), Afuwape ve Adesina 

(2000b), Kesim 4.2 de de belirtildiği üzere yukarıda ifade edilen lineer olmayan  

 

),,,,,()( )4()4()5( xxxxxtpxhxdxcxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++  

 

),,,,,()( )4()4()5( xxxxxtpexxgxcxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++  
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),,,,,()( )4()4()5( xxxxxtpexxdxfxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++  

ve  

),,,,,()( )4()4()5( xxxxxtpexxdxcxaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++ ψ  

 

denklemlerinin düzgün dispative çözümlerini (uniformly dissipative solutions) Frequency-

Domain Metodunun kullanarak inceledi. Bilindiği üzere, burada dcba    ve  ,, ler pozitif sabitler 

olup pggh     ve,,, 1 ψ  ler de reel değerli ve bağlı bulundukları değişkenin sürekli 

fonksiyonlarıdır. Bu denklemlerin daha yüksek mertebeli veya düşük mertebeli benzer 

biçimindeki modellerli için söz konusu olan problemin incelenmesi teori ve pratikte 

önemlidirler. Çünkü bu türden denklemler R-C filtrelerinin vasıtasıyla otomatik kontrol 

modellerine uygulanabilmektedir(Andres ve Stanek,1993).  

 

 Bu kesim boyunca aşağıdaki kabullerin doğruluğu varsayılacaktır. 

N.1 

  Frequency-Domain 

 

  ))](([Re{)(]Re[)( 3
2

211 ωωωωωπ iGDDIDiGDiMDD ′−′′++++=  

   } 0)()( 3 >′′′−− ωω iGDDDiG                (4.3.3) 

 

şartı sağlanmaktadır.Belirtelim ki, bu şartın sağlanması halinde  

 

0)4()5( =+′+′′+′′′++ exxdxcxbaxx               (4.3.4) 

 

denklemine ait karakteristik denklemin tüm kökleri negatif reel kısımlı olur. Bu durum ise 

(4.3.4) denkleminin tüm çözümlerinin asimptotik kararlı, sınırlı v.b.olması için yeterlidir. 

 

N.2 

 Her R∈ω için 024 =+− eca ωω  denklemi 2
2

2
1 ,ωω  gibi iki pozitif reel köke sahip 

olup, bu kökler  ])4([
2
1 2

122
1 aecc

a
−−=ω  ve ])4([

2
1 2

122
2 aecc

a
−+=ω  dır. Benzer 

biçimde 024 =+− dba ωω  denklemi ise 2
4

2
3 ,ωω  gibi  ])4([

2
1 2

122
3 dbb −−=ω ve 
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])4([
2
1 2

122
4 dbb −+=ω  şeklinde pozitif iki reel köke sahiptir. Uygun olması açısından, 

dbsecar +−≡+−≡ 2424     ve ωωωω alalım. 

 

 

N.3  

 Yukarıda belirtilen kökler arasında  

2
4

2
2

2
3

2

22
0 ωωωω <<<<<<

bc  eşitsizliği vardır. 

 

N.4  

 Pozitif ed , sabitleri ve 0,0 21 ≥≥ μμ  sayıları vardır, öyle ki, 

)0(  )(  ,)(
21 ≠+≤≤+≤≤ ze

z
zhed

z
zgd μμ  olur. 

N.5  

 (4.3.1) denklemindeki  p fonksiyonunun her ′
4321 ,,,, xxxxt  için  

044321 ),,,,,( ρ≤′xxxxxtp  

eşitsizliğini sağlandığını kabul edelim. Burada 0ρ  pozitif bir sabittir. 

 

4.3.1.Teorem  

 

(4.3.1) sistemindeki cba ,, katsayılarının pozitif sabitler 0)0()0( == hg  ve N.1-N.5 

kabullerine ilave olarak aşağıdaki şartların sağlandığını varsayalım. 

 

   1)( μ+≤′≤ dzgd  

   2)( μ+≤′≤ ezhe  

Bu taktirde yukarıdaki kabullere ilave olarak, 
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şartlarının sağlanması halinde (4.3.1) denkleminin çözümleri düzgün dissipativedir. 

Belirtelim ki N.5 kabulü yerine, 

 

( )0(   ,,,,,),,,,,( 1443211044321 >⎟
⎠
⎞′+≤′ ρρρ xxxxxxxxxxtp  

 

alınması durumunda,  N.5 kabulü daha az kısıtlayıcı bir duruma indirgenmiş olur. Eğer 

01 =μ  ise, bu taktirde (4.3.1) denklemi, 

 

),,,,,()( )4()4()5( xxxxxtpxhxdxcxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++  

 

denklemine indirgenir ve Teorem 4.3.1 ise Afuwape ve Adesina (2000a), deki teoreme 

indirgenir. Benzer biçimde, eğer 02 =μ  ise bu taktirde (4.3.1) denklemi, 

 

  ),,,,,()( )4()4()5( xxxxxtpexxgxcxbaxx ′′′′′′=+′+′′+′′′++  

 

denklemine indirgenir ve Teorem 4.3.1 ise Afuwape ve Adesina (2000a), teoremine 

indirgenir. 

 

İspat:  

 

 Teorem 4.3.1’.in ispatını vermeden önce bazı temel varsayımlar verilecektir. 

)(ˆ)( xgdxxg ′+=′  ve  )(ˆ)( xhexxh += olsun. 1xx = , 54432     ve,, xxxxxxxx =′=′′′=′′=′  

değişken değişimi yapıldığında (4.3.1) denklemi 
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olmak üzere vektörel formda, 

  XCXtPBAXX *   ),,()( =+−=′ σσφ  

biçiminde yazılabilir. 

 Eğer N.1 şartı sağlanır ise bu taktirde yukarıda verilen A  matrisinin tüm özdeğerleri 

negatif reel kısımlı olur. Bu ise A matrisinin kararlı olmasını gerektirir. Buna bağlı olarak A  

matrisinin hiçbir karakteristik kökü tamamen imajiner olmaz. Bu nedenle, her R∈ω  için 
1)( −− AIiω vardır. 
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yazılabilir. 

Buna bağlı olarak (4.3.3) ile verilen Frequency-Domain eşitsizliği 
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          (4.3.7) 

R∈ω  

 

biçiminde yazılabilir. 
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Burada 2222 sr ω+=Δ  dır. ,1
j

jdiagD
μ
τ

=  
j

jdiagD
μ
θ

=2  ve 03 ≡D  alalım. Bu durumda 

yukarıdaki matrisin her R∈ω için pozitif tanımlı olması için, 

 01
2

1
2

1
111 >

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ

+
+=

sδωτ
μ

τπ  ve 0)(det >ωπ               (4.3.8) 

 0)(1
2
22

2
222 >

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ

−
+=

τδ
ω

μ
τπ

s  ve 0)(det >ωπ                 (4.3.9) 

olmalıdır. Burada )2,1(   , == i
ii

i
i μτ

θ
δ  dır. 

Şimdi (4.3.8) ve (4.3.9) eşitsizliklerinin ispatlanabilmesi için aşağıdaki lemmalar verilecektir. 

 

4.3.1.Lemma  

 

,    ve 31 ωω N.3 kabulündeki şartları sağlamak üzere ve  

2
1

2
1

1 2
)2(2)(

a
adeacab

δ
ω

μ
−+−

<  ve 2
32

2
3

2
)(2)(

ωδ
ω

μ
adecab −+−

−>   

olmak kaydıyla her R∈ω  için 0)(11 >ωπ  ve 0)(22 >ωπ  dır (Afuwape ve Adesina,2003). 

 

İspat: 

 

2211     ve ππ  nin tanımında, 

2

2
1

1

)(max1
Δ

>
∈

ω
μ ω

K
R

  ve 2

2
2

2

)(max1
Δ

>
∈

ω
μ ω

K
R

 

yazılabilir.Burada )()( 1
22

1 δωτω sK +−=   ve )()( 2
22

2 sK −= τδωω  dır. Ayrıca  

2

2
1 )(
Δ

ωK  fonksiyonu 2
1

2 ωω = noktasında maksimum değerini alır ve bu değer, 

 

  
)2(2)(

2
2
1

2
1

1 adeacab
a

−+−
=Μ

ω
δ  

dır. 
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Eğer db 42
1 −=δ alınırsa 1

11
−Μ<μ olacağı açıktır. Ayrıca benzer biçimde 2

2
2 )(
Δ

ωK  

fonksiyonu ise 0)4( 2
12

2 <−−= aecδ  olmak kaydıyla 2
3

2 ωω = noktasında maksimum 

değerini alır. Bu maksimum değer ise 

  
)(2)( 2

3

2
32

2 adecab −+−
−

=Μ
ω

ωδ
 

olarak elde edilir. 2θ  negatif seçilebileceğinden bu durum mümkündür. Buna bağlı olarak 
1

22
−Μ<μ  yazılabilir. Böylece lemmanın ispatı tamamlanır. 

 

 

4.3.2.Lemma  

 

 Her  R∈ω için 0)(det >ωπ dır. 

 

İspat: 

 

 (4.3.7) deki matrisin determinant değeri hesaplandığında bu determinantın pozitif 

olabilmesi için  
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⎤
⎢
⎣

⎡
−

Δ
−

μ
θτω

μ
πθτω sr             (4.3.10) 

 

olmalıdır. Eğer (4.3.10)’da 02 =ω alınırsa 0)(det >ωπ olduğu açıktır. Benzer biçimde 

02 ≠ω  ise bu taktirde 42     ve ΔΔ sırasıyla 2ω  nin beşinci ve onuncu mertebeden 

polinomları olarak dikkate alınabilir. (4.3.10)’ daki eşitsizlikte son parantezin içindeki ifade 

yeterince küçük olduğundan,  21     ve μμ  Lemma 4.3.1 deki sonuç sağlanacak şekilde seçilirse 

0)(det >ωπ olduğu kolaylıkla görülebilir. 

Şimdi yukarıda ispatı verilen iki lemma ve Teorem 4.3.1’ in şartları yardımıyla aşağıdaki 

bağıntılar yazılabilir: 
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(4.2.7) deki )2,1(  ,2 == jdiagD
j

j

μ
θ

 alınır ise 

0)(ˆ
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)(ˆlim 2
2
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2
2

2
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≥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−∫∞→

xg
x

dg
x

x

x
αα

θ
              (4.3.11) 

 

0)(ˆ
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)(ˆlim 1
1
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⎢
⎢
⎣

⎡
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xh
x

dh
x

x

x
αα

θ
              (4.3.12) 

elde edilir. 

21     ve θθ , 0    ve0 21 <> θθ olacak şekilde alınırsa (4.3.11) ve (4.3.12) deki  

0)(
2
1)(1  lim

0
2 ≥⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∫∞→

z

z
zzgdg

z
ζζ  

 0)(
2
1)(1  lim

0
2 ≤⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∫∞→

z

z
zzhdh

z
ζζ   

 

sonuçları elde edilir. Bu ise Teorem 4.3.1’in ispatını tamamlar. 

 

4.3.2.Teorem  

 

 Kabul edelim ki, (4.3.2) denklemindeki f  ve g  fonksiyonları 

için )0(0)0(1 hg == eşitlikleri mevcut ve pozitif ed     ve  sabitleri var öyle ki, Teorem 4.3.1’in 

tüm şartları sağlanmaktadır. Bu şartlara ilave olarak  

 

1
)( μ+≤≤ e

x
xGe                 (4.3.13) 

 

eşitsizliğinin sağlandığını varsayalım. Bu taktirde (4.3.2) denklemi düzgün dissipative 

(uniformly dissipative) çözümlere sahiptir. 

 

İspat: 
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 ∫ +=
x

xgdxdssg
0

11 )(ˆ)(  ve  )(ˆ)( xhexxh +=  olarak alalım. Bu durumda (4.3.2) 

denklemi eşdeğer sistem olarak  

  

545
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523

5512

44321551

,

,
),(ˆ

),,,,,,()(ˆ

axxx

bxxx

cxxx
xgdxxx

xxxxxtpxfexx

−=′
−=′
−=′

−−=′

′+−−=′

            (4.3.14) 

biçiminde alınabilir. Bu sistem ise, 

 

XCXtPBXAX *
1111    ),,()( =+−=′ σσφ  

formundadır. Burada, 
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                 (4.3.15) 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

11
00
00
00
00

C ,

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

00001
00010
00100
01000
10000

T  

 

dır. (4.3.15) sistemi (4.3.1) sisteminin bir dualidir. Buna bağlı olarak her iki sistem için 

yukarıda verilen Frequency-Domain şartları geçerlidir. Yukarıda verilen Teorem 4.3.1’in 

ispatı dikkate alındığında Teorem 4.3.2.’nin ispatı kolaylıkla tamamlanabilir (Afuwape ve 

Adesina, 2003). 
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