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OZET

UCUNCU, DORDUNCU ve BESINCI BASAMAKTAN BELLI BiCIMDEKI LINEER
OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ NIiTELIKSEL
DAVRANISLARI UZERINE

EREZ CELIK, Merve Esra
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danismani: Prof. Dr. Cemil TUNC
Subat 2007, 92 sayfa

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tez ile ilgili bazi temel tanimlar,
teoremler, lemmalar ve bunlar ile ilgili baz1 6rnekler verildi. ikinci béliimde ise, baz1 iigiincii
basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemlerin Dispativligi i¢in Frequency-Domain
kriterleri verildi. Bu kriterler Afuwape(1978), tarafindan daha 6nceden incelenmisti. Tezin
ticlincii boliimiinde ise ikinci boliimde oldugu gibi, ilgili literatiirde baz1 dordiincii basamaktan
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin sinirhiligi, listel anlamda kararlilig1 ve
periyodik ¢oziimlerin varligr ile ilgili olarak var olan bazi1 sonuglar sunuldu. Tezin son
boliimiinde ise ikinci ve iigiincii boliimde belirtilen sonuglara benzer bazi sonuglar belli tiirden

besinci basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in incelendi.

Anahtar kelimeler: Diizgiin dispativlik, Frequency-Domain Kriteri, global {istel

kararlilik, kararlilik, periyodiklik






ABSTRACT

ON THE QUALITATIVE BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF SOME CERTAIN NON-
LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS of THIRD, FOURTH and FIFTH ORDER

EREZ CELIK, Merve Esra
Msc , Mathematics Science
Supervisor : Prof. Dr. Cemil TUNC
February 2007, 92 pages

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some basic definitions,
theorems, lemmas, which are related to the subject of the thesis, and some explanatory
examples with respect to these theorems, lemmas were given. Later, in the second chapter of
the thesis, it was given Frequency-Domain criteria for uniform dissipativity of some certain
non-linear differential equations of third order. These criterions have been investigated by
Afuwape (1978), earlier. In the third chapter of the thesis, some similar topics which were
investigated in the literature, as in the second chapter of the thesis, that is, boundedness of
solutions, globally exponential stability of solutions, existence of periodic solutions of some
non-linear differential equations of fourth order were introduced. Finally, in the last chapter of
the thesis, some similar topics carried out on the certain non-linear differential equations of

fifth order earlier were also studied.

Keywords: Frequency-Domain Criteria, globally exponential stability, periodicity,

stability, uniform dissipativity.
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ONSOZ

Belirtelim ki, diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel davraniglart ile
ilgili olarak, yani ¢oziimlerin kararhlik, sinirlilik, asimptotik davranislari, periyodik ¢oziimler
v.b. konularda literatiirde yapilmis bulunan ¢ok sayida ¢alisma mevcuttur. Bu ¢alismalarin bir
kismi kitaplarda verilmekte, bir kismi ise makale halinde mevcuttur. Bu calismalarda
diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerinin kararlilik, sinirhilik, tstel kararlilik, ¢dzlimlerinin
dispativlik ozelliklerinin yanmi sira, burada belirtilmeyen c¢ok sayida 6zellikleri incelenmis
olup, uygulamada bunlarin 6nemi gosterilmistir. Bu calismalarin biiyiik bir kisminda
Lyapunov’un Ikinci (ya da) Dogrudan Yoéntemi, bir kisminda ise Frequency-Domain Metodu
kullanilmastir.

Bu ¢alismamda bana destek ve yardimci olan degerli hocam Prof. Dr. Cemil TUNC’ a,

sevgili esim Ferit CELIK’ e ve aileme candan tesekkiir ediyorum.

Van-2007
Merve Esra EREZ CELIK
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1.TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde tez konusu ile ilgili olan baz1 temel tanim ve teoremler verilecektir.
Ayrica konu ile ilgili agiklayici baz1 6rnekler ifade edilecektir.

Simdi, birinci basamaktan

X"= f(t,x), (1.1)

diferansiyel denklem sistemini goz Oniine alalm. Burada xeR" ve te [0,00) olup, f

fonksiyonu t ve X ’in siirekli bir fonksiyonudur.
1.1.1.Tamim

X(t), (1.1) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. T >0 olmak iizere, eger X(t)=x(t+T)
ise, X(t)¢oziimiine (1.1) denkleminin bir periyodik ¢6ziimii denir ve T ise X in periyodu
olarak bilinir. Sayet T en kiigiik periyot ise T ye esas periyot adi verilir (Afuwape ve

Adesina,2005).
Ornek:

Ikinci basamaktan sabit katsayili, lineer
X"+x=0
diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklem X, (t) =cost ve X,(t)=sint ¢oziimlerine

sahiptir. Bu ¢oziimler birer periyodik ¢6ziim olup, ¢dziimler i¢in esas periyot T =27 dir.
1.1.2.Tamim

(1.1) denklemini ele alalim. | < [O,oo) ve Ac R" olsun. Eger herhangi bir ¢ >0
sayisi i¢in bir I(¢) >0 var ve I(¢) uzunluktaki bir aralikta bir 7 sayis1 bulunabilir dyle ki
hert e I,x € A icin,

[ft+z.x)-ftx)|<g



oluyorsa, f(t,x) fonksiyonuna X ’e gore diizgiin ve t’ye gore ise hemen hemen periyodiktir

denir.

Belirtelim ki, f(t,X) fonksiyonunun t’ye gére hemen hemen periyodik olmasi
durumunda (1.1) denkleminin X(t) ¢6ziimiine hemen hemen periyodiktir denir (Afuwape ve

Adesina,2005).
Ornek:

Ikinci basamaktan sabit katsayil1, lineer
X"+ X = cos 2t
diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklem,
X'=y,
y'=—X+cos2t

sistemine esdeger olup, bu diferansiyel denklem sitemi

X'| 10 1| x . 0
y' -1 0 y cos 2t
biciminde diizenlenebilir. Burada (1.1) ile karsilastirma yapildiginda

0
X = [cos 2t}

0
oldugu goriilir. f(t,x) = { 2J fonksiyonunun yukaridaki tanimdaki 6zellikleri sagladig:
cos

aciktir.
1.1.3. Tamim

dx
—— = P(x,
pm (X, y)

dy _
dt - Q(Xa y)

otonom sistemi verilsin. (X,,Y,) bir nokta olmak tizere, P(X,,Y,)=0 ve Q(X,,Y,) =0 ise,

(X,,Y,) noktasina bu diferansiyel denklem sisteminin bir denge noktas: (veya kritik noktasr)

denir (Ross, 1984).



Ornek:

Ikinci basamaktan sabit katsayil1, lineer
X"+x=0

diferansiyel denklemini tekrar ele alalim. Bu denklem,

sistemine esdegerdir. (0,0) noktasi bu sisteminin bir denge noktasidir.
1.1.4. Tamim

X(t), (1.1) diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii ve f(t,0) =0 olsun. Eger baslangig
sartlarinda bagimsiz pozitif o ve £ sabitleri var dyle ki ||X(t0 )|| < ¢ oldugunda her t >t i¢in,
< At )

oluyorsa, (1.1) denkleminin sifir denge noktasina tistel olarak kararlidir denir (Afuwape ve

Adesina,2005).

Ornek:

d_
dt

X(to) =X,

baslangi¢ deger problemini goz oniine alalim. Bu problem i¢in f(t,X) =—-x ve f(t,0)=0 dur.
Ayrica, bu baslangic deger problemi X(t)=X, exp[— (t-t, )] ¢cOziimiine sahiptir.
|X(t)| < |X0| el ye o = S =1 oldugu agiktir. Dolayisiyla (1.1) denkleminin sifir ¢6ziimii

ustel olarak kararhidir.



1.1.5.Tamim (Slyvester Kriteri)

A=(a;), nxn -basamaktan, reel ve simetrik bir matris, yani A' = A olsun.

a, a, . . . a,
a, ay . . . 3,
A=
T Y T T - P

olarak alinabilir, burada, a; =a; (i=# j) dir.

Slyvester Kriteri’ne gore, A matrisinin pozitif tanimli olmas1 i¢in ancak ve ancak A ’nin tim

esas kosegen minorlerinin pozitif olmasidir; yani

olmalidir (Rao, 1980).

Ornek:

2 1
A= L 2} matrisi simetrik bir matristir.

all a‘12

a,=2>0ve =3>0 dir.

a'21 a22

Bu nedenle A matrisi pozitif tanimli bir matristir.

Yukaridaki kriter, bir bagka sekilde, asagidaki gibi de ifade edilmektedir.



1.1.1.Teorem

A, nxn-basamaktan reel elemanli ve simetrik bir matris olsun. A ’nin pozitif taniml

olmasi icin gerek ve yeter sart tim 6zdegerlerinin pozitif olmasidir (Bellman,1997).
Ornek:

Yukarida verilen

2 1 31
A:{1 2} ve B :L 3} matrislerinin pozitif tamimlhi olduklar1 kolaylikla

goriilebilir.
1.1.6. Tanim

A, nxn-basamaktan bir matris olsun. A reel yada karmasik bir say1 ve X, nxl1-

boyutlu bir vektdr olmak iizere AX = AX ,denklemini saglayan A degerlerine A matrisinin
karakteristik (6z) degerleri adi1 verilir. A 'nin bu degerlerine karsilik gelen sifirdan farkli X

vektorlerine ise , A matrisinin karakteristik (6z) vektorleri denir ( ONeil,1986).

Ornek:

matrisini ele alalim. Yukarida verilen tanim uygulandiginda, bu matrisin 6zdegerleri 4,=2 ve

A,= 4 olarak bulunur. Bu 6zdegerleri karsilik gelen 6zvektorler ise sirasi ile
1
-1
1
1

olarak elde edilir. Ayrica A matrisi pozitif tanimli bir matristir.

Ve




1.1.7. Tanim

A=(a;), nxn-basamaktan reel ve simetrik bir matris olsun. Eger
A = (a;) matrisinin tim 6zdegerleri negatif reel kisimli ise, A matrisine kararli bir matristir

denir (Bellman,1997).

Ornek:

matrisi kararli bir matristir. Gergekte C matrisinin 6zdegerleri A,= -1 ve A,= -3 olarak

bulunur. Matrisin kararli olmasi tanimindan dolayi, C matrisi kararli bir matristir.
1.1.2.Teorem
Eger
L(D)y=(D"+a,D"" +...+a,)y=0

diferansiyel denklemine ait

LA =2"+a2"" +..+a, ,A+a,

karakteristik polinomunun tiim kokleri negatif reel kisimh ise, bu takdirde a,, a,, ..., a

katsayilar1 pozitiftir (Rao, 1980).

1.1.3.Teorem

Eger,

LA =2"+a2"" +..+a, ,A+a,

karakteristik polinomunun kokleri negatif reel kisimli ise, bu taktirde L(A) polinomu

karalidir.(Rao 1980).



1.1.4.Teorem ( Hurwitz Teoremi)

a,, a,, ...,a, reel sabitler olmak iizere,

LA =2"+a,A"" +..+a, A+a, (1.2)

polinomunun tiim koklerinin negatif reel kisimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

1 0 0 0O
., 4, q 0 00
s a a a a 0 0 . . .
H,= . (1.3)
0 0 0 0 0 0O a

matrisinin tiim esas kosegen mindrlerinin pozitif olmasidir. Burada H,, matrisi Hurwitz matrisi

olarak bilinir ve bu matrisi:

{Hn = (by) i,k =1,2,3,...,n)

bik = 8y

bagintilar1 yardimiyla asagidaki 6zellikler dikkate alinarak belirlenir: Soyle ki, b, katsayilart
belirlenirken bunlara karsilik gelen a, , katsayilarmin indisleri sayet (1.2) polinomunun
katsayilarinin indisleri arasinda yok ise bunlarin yerine sifir alinacak, a, =1 oldugu kabul

edilecektir.

1.1.8. Tanim
X'=AX —Bop(o)+ P(1), oc=C'X (1.4)

diferansiyel denklem sistemini g6z Oniine alalim. Burada X ,nxI-boyutlu bir

vektor, A,nxn-boyutlu reel bir matris,B ve C ise nxm-boyutlu reel matrisler olup



o=C"X dir.C",C -matrisinin transpozudur. p(c) = colp, (), (j =12,...m)ve P(t)isen-

bilesenli bir vektordiir.

X'=AX-Bg(o,)+P(t), o, =C/X (1.5)

sistemi (1.4) sisteminin bir duali olarak adlandirilir. Burada A, = A", ( A", (1.4) sistemindeki
A matrisinin transpozudur.), B, =C , C, =B ve P(t)=TP(t)olup burada T singiiler
olmayan bir matris doniistimiidiir (Barbalat ve Halanay,1970).

Belirtilmelidir ki (1.4) vektor diferansiyel denkleminin agik bir bicimde yazilisinda fayda

vardir. Cilinkii bu tez boyunca bu tiir diferansiyel denklem sistemleri siirekli ortaya ¢ikacaktir.

Gergekten bu denklem sitemi asagidaki bigimde yazilabilir:

X, _an a, ] X| _bn Im _¢1 (o)) ] _Pl ® |

X, a,) A || X2 21 om || 92(02) P, (1)
= + +|

X ' _anl a'nn | Xn _bnl bnm n _¢m (Gm )_ _Pn (t)_

(1(0) ]
@,(05)
Burada ¢(o) = colg;(c;)= ' , (J=1,2,...,m) seklindedir.
L Pn(0n)
_Cll Cln ] _Xl |
C21 C2n X2
c=C'X =
_le Cmn i _Xn i

olduguna gore,



0, =C,X; +Cp, X, +... 4+ C XN
0, =Cy X, +Cp Xy +...+Cpp X

2n*n

On =Cu X +Cn X, +..+C 0 X,

olarak elde edilir. O halde (1.4) denklem siteminin ac¢ik bi¢imdeki yazilisinin

X| 1 RIS b, by [| @(C X, +CpuX, +...+ €y XN) P)
’
X, ay .. A X b21 m || P2 (Czlxl +CpuX, +...+Cy, Xn) Pz (t)
!’
_Xn_ _anl a'nn_ _Xn_ _bnl bnm_ _¢m (lexl +Cm2X2 +"'+Cmn Xn )_ _Pn (t)_

oldugu goriiliir.

1.1.9. Tanim

Birinci basamaktan

X'=AX —-Bg(c)+P(t,X), c=C'X, (1.6)

diferansiyel denklem sistemini ele alalim ve bu denklemin ¢6ziim uzayr X-olsun. Eger
asagidaki sartlart saglayan kapali ve sinirli bir F climlesi var ise, bu taktirde (1.6) sistemine
dispative(dissipative)denir;

(i) Her t > t, icin X(t,) € F ise x(t) € F olur.

(ii)  Herhangi bir t aninda baglayan bir X(t) ¢oziimii t=t,aninda F de kalir.

(iii) Busistemin en az bir X, (t) € F ¢ozlimii vardir ve bu ¢oziim her t € R i¢in sinirhdir.

Eger F climlesi diizgiin sinirh bir ciimle ise, bu taktirde (1.6) sistemine diizgiin dissipative

denir (Afuwape ve Adesina, 2000a)
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1.1.5.Teorem

(1.4) sistemi i¢in asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim;
(i) A kararl1 bir matristir.

(ii) P(t), her t € Ri¢in siirhdir.

(i) 4; >0,(4; lersabitler,( j =1,2,..m) olmak iizere,

< (Dj(o-j)_(fj(é'j)

00

0

S:&j, (O-j ¢6-j);

(iv) Bir tane kdsegen D >0 matrisi vardir dyle ki, R deki her @ i¢in,

(@) = MD + Re DG(iw) >0

olur.  Burada G(iw)=C'(iwl —A)"'-B  bir doniisim  fonksiyonudur  ve

M = diag( !

A

),(Jj =1,2,..m) dir. Bu taktirde (1.4) sistemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Hi

(a) (1.4) denkleminin bir tek X(t) ¢oziimii vardir, bu ¢éziim R de sinirli ve hem de global

ustel olarak kararhidir.

(p) P fonksiyonu periyodik(hemen hemen periyodik) olmak kaydiyla, bu x(t) ¢oziimii
periyodik ya da hemen hemen periyodiktir (Adesina, 2000).

Bu ¢aligma boyunca asagidaki kabuller yapilacaktir:
1. a>0, ¢>0, (ab-c)>0, (ab—c)c—a’d>0, d>0

Bu sartlar,

"

X +ax” +bx"+cx' +dx =0
lineer denkleminin ¢Ozlimlerinin kararli olmasini ve de sinirli olmalarini garanti eder.
Belirtelim ki, buradaki sartlarin dogrulugu, yukarida verilen Hurwitz matrisi dikkate

alindiginda kolaylikla goriilebilir (Adesina, 2000).
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2. v> —uvb+d =0 denklemi v, ve v, gibi iki tane pozitif reel koke sahiptir.

1 - 5
UI—E[b—(b 4d)?]

1
0, =%[b+(b2—4d)2]

oyleki 0 <p, < §< v, <b saglanir.

Ornek: Sabit katsayili

[(D+1)(D+2)(D+3)(D+4)]y=0
lineer diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklem
(D* +10D” +35D* + 50D +24)y =0

bi¢imine yazilabilir. Buradan,

1

1 1
v, = %[35 — (357 —4.24)%] = %[35 ~(1225-96)?] = %[35 ~(1129)%] = %[35 ~33.5]
~Lp3sosa=La-Logs
2 2 2

olarak bulunur.
1.1.6.Teorem (Genellestirilmis Yacubovich Teoremi)

(1.4) sistemi i¢in asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim.

@) |a|2/10, OSa(/)J—(a)S,uojaz, —a,; < pj(a)<a,;,

dir.
(i)  Her (t,X)eR™ igin |P(t, X)|< p, dur.
@iii) D, >0, D,>0, D, >0 kdsegen matrisleri vardir. Oyle ki,
7(w) =D, +Re[(D,M +iwD,]G(iw)) + @* Re{D,[1 + (D" - D"G(iw)]
~G ' (-iw)D,D'D"G(iw)} > 0

Frequency-Domain esitsizligi her @ € R icin saglanir. Burada
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M =diag(,;), D' =diag(a,;), D" =diag(a,;) ve G(iw)=C (iwl — A)"'B dir.

Buna ilaveten eger,
1 t yl
\}}LIL Dz(ﬂ—zl dlagL[(pj (o)da _5¢j (/1)} >0

sart1 saglanir ise, bu taktirde (1.4) sistemi diizgiin dissipative ¢oziimlere sahiptir.

(1.4) sistemi ve bu sistemin duali olan,

X'=AX -Bg(o)+P(t,X), o=C"X
sistemi i¢in Frequency-Domain esitsizlikleri birbirine esdegerdir (Barbalat ve Halanay,1971).
1.1.7.Teorem

Dual sistemler i¢in Frequency-Domain esitsizlikleri birbirlerine esdegerdir

(Adesina,2000).



2. UCUNCU BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN BAZI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN DiSPATIVLIiGIi iCIN FREQUENCY-DOMAIN
KRITERLERI

Afuwape (1978), liclincli basamaktan lineer olmayan bazi diferansiyel denklemlerin
dispativligi igin Frequency-Domain kriterleri verdi. Ugiincii basamaktan lineer olmayan bazi
diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin niteliksel baz1 davraniglar1 ayrica Afuwape (1979;
1981;1983a;1983b; 2005), Afuwape ve Omeike (2004), Ezeilo (1962), Qian (2000), Tung
(2005a; 2005b), da incelediler. Bu boliimde, Yacubovich (1965),’in teoreminin sonucu

dikkate alinarak s6z konusu olan denklemlerinin diizgiin dispative oldugu gosterilecektir.

2.1. Ugiincii Basamaktan Lineer Olmayan Baz Diferansiyel Denklemlerin Dispativligi

I¢in Frequency-Domain Kriterleri

Bu kesimde;
X" +ax"+ g(x")+h(x) = p(t, x, x", x") (2.2.1)
Ve
X" +ax"+g,(x)x"+h(x) = p, (t,x,x",x") (2.2.2)

biciminde ti¢ilincii basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemler goz oniine alinacaktir.
Bu denklemler icin Afuwape (1978), tarafindan olusturulan iki teorem ifade ve ispat

edilecektir.
2.2.1. Teorem

(2.2.1) denklemi ile ilgili olarak asagidaki sarlarin saglandigini kabul edelim:

Pozitif a,b,c, y,, 1t,, A, sabitleri vardir 6yle ki ab>c

X > 4, vely| > 4, igin
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h(x)

C<——=<C+u, ;c<h'X)<c+u,,
X

be g
y

<b+u, ;b<g'(y)<b+y

olur.

Bu takdirde (2.2.1) denklemi diizgiin dispativdir.
Ispat:

g(y)=by+4(y) ve h(x)=cx+ ﬁ(x) alalim. Bu durumda (2.2.1) denklemi asagidaki

sisteme esdeger olur;

= —bX2 - CX3 - g(xz) - ﬁ()(3) + f)(t, X] ’ Xza X3)5
—ax,, (2.2.3)

X
X, =X,
X =X,
Burada p(t,x,,X,,X;) = p(t,X; + aX;, X,,X;)olup 1. bolimdeki Yacubovich (1965),’in

Genellestirilmis Teoremi dikkate alinarak,

O S0

Dl - ﬂl T s DZ = Tl t ’
0o — 0o —
M, &)

O
I

0 0 o (m 0
_[O Oj ve dlag(,uol)z[ol ﬂz]

secilmektedir. Ayrica 7, >0, 7, >0 ve s ve t ise belirlenecek olan parametrelerdir. (2.2.3)

sistemi goz Oniine alinip, bu sitemin
X'=AX -Bp(c)+P(t,X), o=C"X

denklem sistemiyle karsilagtirilmasi yapildiginda
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0 -b -c 1 1 0 0 P, X, Xy, X;5)
A=|1 -a 0|, B=(0 0|, C=|1 0], ptx)= 0
0 1 0 0 0 0 1 0
veE
’ X (%)
X=X | ; 0=C*X=[ 2] ve (p(0)=(q 2)
) X, h(x,)
3

olarak bulunur. Simdi A = |i0)| — A| =(c—om’)+io(b-w’) olmak iizere,

0 iv
G(iw)=C'(iwl —A)'B=| &4 A

L
A A

yazilabilirBurada A, A=liol-Al olup, A=(c-aw’)+io(b-w’) bigiminde
tanimlanmaktadir.

Bu durumda Yacubovich (1965),’in Genellestirilmis Teoremindeki Frequency-Domain

esitsizliginden
(@) >0

elde edilir. Burada,

2
] @

M|l

1 r_z_oazslr1 i T, 4T, ’
2[lA A A A
Uz _e@sm) (0 e
210 A A A A
7, (@) =

[slz'1 (c—aw’)+7,(b- a)z)]

7 (@) =
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S t .
S, =— vet, =— olmak lizere
(3 &)

7(0) = (7, (@), 7,()) dir.

(@) *nin pozitif tanimli oldugunun gosterilmesi gerekir. Bunun i¢in 7, (@) pozitif olmaldir.

Bu nedenle s, € (I/a,b/c) ve

1 olol-as)+ (0]
Hy (C—cm)z)2 +(b—a)2)2a)2

alindiginda 7, (@) ifadesinden

T;F {0° + 0*[a® = 20— 1,1 - 0s,) |+ @ [b> = 20¢ — u(sc —b)]+ ¢}
H,

yazilabilir. Bu ifade ise teoremin sartlar1 dikkate alindiginda her @ € R i¢in pozitif tanimlidir.
Simdi ise, t, > a/b

1 o't, +o’(@a-bt,)-c
Mz (c—am2)2+m2(b—m2)2

alinsin. Bu durumda,
A=1 /1,

Ve

o5 4[#1(0531 _1)2_ :u2tl]
4c Hy S,

olmak kaydiyla,
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2
|7[(a)) = ﬁ{w{ﬂl (asl - 1)_ ot — %Slﬂ} +

+ a)2|::u2 (btl _a)+ :ul(b - Slc)_/j_—jz(i—tl)z - SIIu?iluz}

HH,
+ cC—————=|r+1>0 2.2.4
|:/12 41 :|} ( )

olarak bulunur. Bu ise 2.2.1.Teorem ’inin ispatin1 tamamlar.
2.2.2. Teorem

(2.2.2) diferansiyel denklemi i¢in asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

Pozitif a, u,, i, veb,c, p, ve 4, sabitleri var dyle ki |X| > A, i¢in

[P, (t, %, X', X") < oy,

[ 9,00dx
b<l———<b+y
X
Ve
cs@sc+yz;cgh'(x)3c+y2
X
olur.

Bu takdirde (2.2.2) denklemi diizgiin dispativdir.
Ispat:

Bu teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in (2.2.2) denkleminin (2.2.1) denkleminin duali

oldugunu gostermek yeterlidir.
Igl(s)ds =bx+§,(s) ve h(X)=cx+ ﬁl(x)
0

olsun. Belirtelim ki (2.2.2) denklemi asagidaki sisteme esdegerdir:
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X| =X,,
X5 =—=bx, —ax, + X; — §,(X,), (2.2.5)

X3 ==X, —h (X)) + P, (t, X, X,, X3)

Burada P, (t, X, X, %;) = p,(t, X, X,, X; —=bX, —ax, = §,(X,)) dir.

X"=AX —=Bgp(o)+P(t,X) denklemi ve (2.2.5) sistemi karsilagtirildiginda,

0 1 0 00 11
A=|-b —a 1|,B/=[1 0]|,C,=[0 0],
¢ 0 0 0 1 0 0

& 6,(x,)

X=|x,|, =C'X =|""]ve A
Xz g, 1 (XJ ve ¢(o)) (hl(xl)j
3

olur.

X'=AX -Bo(c)+P(t,X), c=C Xve X'=AX-B,p(c)+P(t,X) sistemleri dikkate
alinip, gerekli karsilagtirmalar yapildiginda, A, = A", B, =C, C, =B elde edilir. Bu ise bize
(2.2.2) denkleminin (2.2.1) denkleminin duali oldugunu gosterir. Ispatin geri kalan kismi
yukarida  verilen teoremin ispatina benzer bicimde tamamlanabilir. Boylece
2.2.2.Teorem’inde verilen diferansiyel denklemin diizglin dispativ (dissipative) oldugu

goriliir.



3. DORDUNCU BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN BAZI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERININ DAVRANISLARI

3.1. Giris

Bu boélimde belli tiirden dordiincii basamaktan lineer olmayan bazi diferansiyel
denklemler ele alinacaktir. Belirtelim ki, burada ele alacagimiz lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢ozlimlerin sinirli, global olarak {istel kararli (globally exponential stability),
periyodik ve hemen hemen periyodik olma davranislar1 daha 6nceden Afuwape (1985), ve
Adesina (2000), tarafindan incelendi. Yine, ayni sekilde Afuwape (1981b;1988;1989;1991)
benzer bigimdeki lineer olmayan bazi dordiincii basamaktan diferansiyel denklemlerin diizgiin
dispativ (uniform dissipative) ¢Oziimlerin varli§i iizerine incelemeler yapti. Yukarida
belirtilen ¢alismalarin yani sira, Adesina ve Afuwape (2005b), ele aldiklar1 lineer olmayan
baz1 dordiincii basamaktan diferansiyel denklemler ic¢in Frequency-Domain metodunu
Yacubovich (1965),’in Genellestirilmis Teoremi kullanarak denklemlerin ¢6ziimlerin
kararliligin1 ve periyodikligini inceledi. Ayrica Harrow (1970), Skidmore (1966), Tejumola
(1972), Tung (2006), Wu ve Xiong (1998), tarafindan da aymi konu iizerine incelemeler
yapildi. Yapilan biitiin bu arastirmalarda goz ontine alinan denklemler i¢in ¢oziimlerin kararli,
global olarak {istel kararli olmasini, ayrica, ¢éziimlerin periyodik, hemen hemen periyodik ve
diizgiin dispativ (uniform dissipative) olmasini saglayan ve yeter sartlar igeren bazi sonuglara
varildi.

Bu bdliimde, yukarida konu edilen problemler sirasiyla literatiirdeki ele alinig sirasi

dikkate alinarak kesimler halinde verilecektir.

3.2. Dordiincii Basamaktan Lineer Olmayan Bazi Diferansiyel Denklemlerin

Céziimlerinin Simirhhig, Global Ustel Kararlih@ ve Periyodik Olmasi

Afuwape (1985),

X +ax” +bx"+ g(x) +h(x) = p(t) (3.2.1)
ve

x® +ax” +bx"+ g, (X)X’ +h(x) = p(t) (3.2.2)
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bigiminde lineer olmayan iki diferansiyel denklemi arastirma konusu edindi. Burada a ve b
pozitif ~sabitler,g,9,,h ve p ise bagl bulunduklar1 degiskenlerin siirekli birer
fonksiyonudurlar. Afuwape bu calismasinda Frequency-Domain metodunu kullanarak
yukaridaki (3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerin ¢éziimlerinin sinirliligi, global tistel kararliligi ve
periyodiklik ve hemen hemen periyodik olma durumlarini inceledi. Bilindigi {izere
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kararlilik, global olarak {iistel kararlilik, periyodiklik
v.b. niteliksel davranig 6zellikleri Lyapunov fonksiyonlar1 yardimiyla da incelenebilmektedir
Lyapunov (1966). Ancak, belirtelim ki, yukarida sozii edilen niteliksel davranislar Frequency-
Domain metodu ile incelendiginde bir Lyapunov (1966), fonksiyonunun kullanilmasina veya
olusturulmasina ihtiya¢ duyulmaz. Afuwape (1985), yaptigi c¢alismada yukaridaki
denklemlerin x(t) ¢oziimii ve bu ¢oziimiin x'(t), x"(t), x"(t) tirevlerinin R de smirh
oldugunu ve t — oo i¢in ise denklemin ¢oziimlerinin global iistel kararli oldugunu gosterdi.

Ayrica yukaridaki denklemlerdeki p(t) fonksiyonunun periyodik veya hemen hemen
periyodik olmasi halinde sinirli x(t) ¢6ziimiiniin periyodik veya hemen hemen periyodik

oldugunu ispatladi. Belirtelim ki, burada elde edilen sonuglarin ifadeleri ve ispati asagida
Kesim 3.3°de verilecek olan sonuglarin ifade ve ispatlarina benzer oldugundan, bu sonuglar

tizerinde durulmayacaktir.

3.3. Dordiincii Basamaktan Lineer Olmayan Iki Diferansiyel Denklem Smmfi I¢in

Coziimlerin Diizgiin Dispativligi (Uniform Dissipative)

Afuwape (1989), sirasiyla,

"

X +ax” +bx" + g(x) +h(x) = q(t, x, x’, x", x"), (3.3.1)
ve

x@ +ax” +bx" +g,(X)x" +h(x) = q(t, x, X', X", x"), (3.3.2)
biciminde dordiincii basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemleri ¢alisma konusu

edindi. Burada a, b pozitif sabitler g,d,,hveq ise bagli bulunduklari degiskenlere gore reel

degerli ve siirekli fonksiyonlardir. Ayrica kesim boyunca q(t, x, X', x",x") fonksiyonunun her
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m

t,x,x’, X", X" € R i¢in sinirli oldugu kabul edilecektir. Yani pozitif bir p, sabiti vardir dyle ki,

her t,x,x",x",x" € R i¢in

|q<t, X, X,, X", Xm) < ,00

olur. Belirmeliyiz ki, daha oOnceden Barbalat ve Halanay (1974), Frequency-Domain
metodunu kullanarak (3.3.1) ve (3.3.2) denklemlerinin 6zel birer hali olan bazi denklemlerin
¢Oziimlerinin diizgiin dispative (uniform dissipative) olma 6zelliklerini inceledi.

Bu kesimdeki amag, Frequency-Domain teknigi kullanilarak, (3.3.1) ve (3.3.2)
denklemlerinin ¢ozlimlerinin belirgin sartlar altinda diizglin dispative olabildigini
gostermektir. Burada incelenecek olan sonuglar daha dnceden Afuwape (1989a), tarafindan
verilmisti. Afuwape (1989a), nin sonucglar1 Barbalat ve Halanay (1974)’1n ¢alismalarinin bir
devami olarak yukarida ifade edilen (3.3.1) ve (3.3.2) denklemleri i¢in verilmistir.

Bu kesimdeki baslica sonuglar sirasiyla agsagida verilen teoremlerde goriilecektir.
3.3.1. Teorem.

(3.3.1) denklemi icin yukarida varsayilan kabullere ilaveten asagidaki sartlarin
saglandigini kabul edelim:

Pozitifc,d, 4, ve p, sabitleri vardir, dyle ki,

ab>c, (ab-c)c—a’d >0;

esitsizlikleri saglanmaktadir.

Her |Z| > 4,, (4, yeterince biiylik bir say1 olmak iizere) ,

c<g(z)/z<c+y, c<g'(z)<c+y, (3.3.3)

Ve

d<h(z)/z<d+p, d<h'(z)<d+p, (3.3.4)

dir.Bu takdirde eger,
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‘l‘ig}o(l/ zz){j g(s)ds—z g(z)/2} >0 (3.3.5)
A\~
‘1‘1330(1/ az’)(ab - 2c){j h(s)ds — z h(z)/z} >0 (3.3.6)

saglanirsa (3.3.1) denklemi diizgiin dispativdir.
Ispat:

C,d ler pozitif sabitler olmak iizere, g(X") = cx’+ §(x’) ve h(x) = dx + ﬁ(x) alalim.

Bu durumda (3.3.3) ve (3.3.6) sartlar1 géz oniine alindiginda

0<9(2)/z 0<9'@D) <4

0<h(2)/z; 0<h (@) <p, (7> 4)
lim 1/ zz){f G(s)ds — (z/2><j<z)} >0,
ve

|z| >

lim (I/az*)(ab- 2c){j h(s)ds — (z/2)ﬁ(z)} >0

olur. Bu durumda, x =X, X/ =X,, X, =X;, X; = X,, degisken degisimi ile (3.3.1) denklemi,
X'=AX -Bg(c)+P(t,X), c=C"X (3.3.7)

biciminde yazilabilir. Burada,

X, 0o 1 0 o0 00 1 0

X, 0O 0 1 O 0 0 0 1
X = , A= , B= ,C=

X, 0o 0 o0 1 0 0 0 0

X, -d -c -b -a 1 1 0 0

\%
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P, X) = 0 ile q(t, X,, X,, Xy, X, ) = 0(t, X, X;, X3, X3)

q(t, X;, X5, X5, X,)
: (Xj (ﬁ(xo]
c=C X = ve d(o)=|
X, a(X,)

Hurwitz sartlarindan  dolay1 (ab—c¢)>0ve(ab-c)c-a’d>0ilec>0ved >0 olmasi

dir.

nedeniyle A matrisinin tiim karakteristik kokleri negatif reel kistmlidir. Bu durumda A matrisi

kararlidir ve her @ € Rigin (iml — A)™' mevcuttur. Ayrica,

G(iw) =C(iol —A)'B = (%(iw))(i; ILJ :

A=Aio) = (0" —bw® +d)+io(c—aw”) dir. Burada A = A(—iw)ise A nin eslenigidir.

Buna bagli olarak |A|2 =AA = (0" -bo® +d)* + 0’ (c—aw?)” her € R i¢in |A|2 >0 olur.

Yacubovich (1965),’in Genellestirilmis Teoremi’ni kullanmak igin,

o 0 6, 0
D1 = T > 2 = 0 0 5
0o == 2
Hy
(3.3.8)
% .
D, = #h s | ve diagy, = (/(l)l ]alahm.
0o 22 Hy
Hy

Burada 7; >0, §; >20ve®,; (j=1,2)parametreler olup amaca uygun olarak daha sonra

secilecektir.

(3.3.8) ifadesi dikkate alindiginda

{D, +Re{D,diagy! +iwD, G(iw) |+ o’ Re{D; |1 + diaga! [6(im)}} >0 (3.3.9)
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ile verilen Frequency-Domain sartlari

(3.3.10)

(@) = (ﬂl (0) 7, (a))] 50

() 7,(o)

olur. Burada, 7, (), 7,(®), 7,(®) ve m,(®) asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

(@) = 1,1/ 1)+ [0 -be® +d)+ 06, (c - a0®)/(z, + 5, }/|A"

7, (w) = {[(z'1 +0* (5, -6, )Xco“ -bw® + d)+ o’ (7, + 0,6, + 6, )(C—aa)z)]
—ico[(r1 + (5, +6, )Xc—aa)z)+(r2 +0°S5, -0, Xa)4 —bw’ +d)1}/2|A|2

73 (@) = 7, (@)
ve
r,(w)=1, {(1//12)4- + o’ [(C - aa)z)— 0, (a)4 —-bw® + d)/(z-2 +’ B8, )]/|A|2 }
matrisinin pozitif tanimli olabilmesi i¢in asli kdsegen mindrlerinin pozitif yani,
(o) >0 ver (w)r,(w)- |772 (a))|2 >0, 7,(w) =7,(o)
ya da
7, (®)>0 ver (o)r,(®) —|7r2 (a))|2 >0, meR

olmas gereklidir.

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in agsagidaki iki lemma verilecektir.
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3.3.1.Lemma

6, = (ab-2c)(r, +&,c/a)/ac ve 6, =c(z, +w}J, )/d(b2 —4d)% olsun.
Bu takdirde,

207 = [b +(b? —4d)” } o}, ® ~bw* +d =0 denkleminin biiyiik koki,

1 < [(ab —c)c—a’d ]/a2 ve u, < (aa)l2 - C) olmak kaydiyla 7 (@) > 0 ve z,(®) > 0 olur.
Ispat:
Bkz. (Afuwape, 1989).

3.3.2. Lemma
Her @ ve pozitif her t = 51/2'1 ve S = 52/72 icin 7(w)x(w) —|7z2(a))|2 >0 dir.

Ispat:
Bkz. (Afuwape, 1989).

Yukaridaki bilgiler, 3.3.1.Lemma ve 3.3.2.Lemma’nin gdz Oniine alinmasi
sonucu Frequency-Domain sartlarinin (3.3.1) denklemi i¢in yazilan (3.3.7) sistemi i¢in gegerli
oldugu goriiliir. Boylece Genellestirilmis Yacubovich Teoreminin tiim sartlar1 saglanir. Bu ise

teoremin ispatini tamamlar.

3.3.2.Teorem

Kabul edelim ki, a,b pozitif sabitler g,g,,hveq ise bagli bulunduklar degiskenlere

gore reel degerli ve siirekli fonksiyonlardir ve pozitif bir p, sabiti vardir dyle ki, her

m

t,x,x',x",x" €R igin,

|q(t, X, X', X”, Xm) < po

dir.
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Yukaridaki temel kabullere ilaveten pozitif c,d, 4, ve y, sabitleri var dyle ki,
ab>c, (ab-c)c—a’d >0

ve (3.3.4) esitsizlikleri saglanmakta ayrica A, yeterince biiyiik olmak iizere |/1| > 4, icin

C<G,(X)/x<c+py,
dir.Burada G,(X) = _[ g,(s)ds olarak tanimlanmaktadir. Bu takdirde (3.3.6) esitsizligi saglanir
0
ise (3.3.2) denklemi diizgiin dispativdir.
Ispat:

(3.3.2) denklemi igin J.g1 (s)ds =cx+ §,(x) veh(x) =dx + F\(X) alalim. Burada
0

c ve d pozitif sabitler g,(X)ve ﬁ(x) stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar ve §(0)=0= ﬁ(O)
dir.(3.3.2) diferansiyel denklemi,

—dx, —h(x,)+ gt X, X,, X5, X,),

=
Il

X; =X, —bx,,
X, =X, —ax,
sistemine esdegerdir.
Burada,
0 0 0 —d 1 0 1 1
1 0 0 —c 0 1 0 0
A= ,B= ,C, =
01 0 -b 0 0 0 0
0 01 -a 0 0 0 0
olmak tizere,

X'=AX-B#G)+P(t,X),5=C X,
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bi¢iminde vektorel formda yazilabilir.
Bu sistem ise (3.3.7) sisteminin bir dualidir. Her iki sistem i¢in Frequency-Domain sartlari
aynt oldugundan 3.3.1.Teorem’inin sonucu bu teorem i¢in de gecerlidir. Bdylece Teoremin

ispat1 tamamlanmis olur.
3.3.3.Teorem

Kabul edelim ki, (3.3.7) sistemindeki A matrisi Nnxn-biciminde kararli bir matris,
BveC nxn-basamaktan matrisler, C",C matrisinin karmasik eslenigidir. Ayrica kabul
edelim ki,

0<ad (@) < pla’, —a) <p(@)<al,

ul <al,al >0 ve |P(t, X )| < p, her (t, X) i¢in saglanmaktadir.
Eger D, >0, D, >0, D; >0 kosegen matrisleri var dyle ki,
#(c) =col(4;(c,)), (j =12,...,m)veher |a|>4,,i¢in

G(iw)=C’(iwl — A)'B

olmak tizere her w € R i¢in

{D, +Re{D,diagy; +iaD, |G(im)|+ »* Re|D, (1 + diag (e} — ! JG(io))

~-G'(- ia))D3diag(051"052j b(ia))} >0

ve buna ilaveten,

lim D, (1/4* diag {T 4, (@)da - (1/2)/1¢(/1)} >0

‘/1‘%00

ise bu taktirde (3.3.7) sistemi diizgiin dispativdir.
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Ispat:

Bkz. (Afuwape,1989).

3.4. Dordiincii Basamaktan Bazi1 Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler I¢in Diizgiin

Dispative Coziimler

Bu kesimde;

X+ £ (x") + £, (X" +ox’+dx = p(t,x, x, X", x"), (3.4.1)

X+ f, (X" +bx"+ f,(x)+dx = p(t,x,x', X", x") (3.4.2)
Ve

X+ f (X" +bx" +ex'+ f,(X) = pt,x,x, x",x"), (3.4.3)

diferansiyel denklemleri géz Oniine alinacaktir. Burada a,b,c ve d pozitif sabitler; f, f,
f,, f, ve p fonksiyonlarmin bagli bulunduklar1 degiskenlere gore siirekli olduklari

varsayilmaktadir. Bu denklemlerin degisik bir bigimi olan;
X@ +ax” +bx"+ f,(x")+ f,(X) = p(t,x,x’,x",x") (3.4.4)

diferansiyel denklemi daha onceden Afuwape (1991), tarafindan incelenmisti. Bu kesimde
Frequency-Domain metodu kullanilarak (3.4.1)-(3.4.3) diferansiyel denklemleri igin
cozlimlerin diizgilin dispative davraniglar1 incelenecektir. (3.4.1)-(3.4.3) denklemlerinin lineer
olmast durumlarinda benzer problemler Barbalat ve Halanay (1971;1974), tarafindan
incelendi. Ayrica bu denklemler ve bu denklemlerin degisik tiirleri icin benzer problemler
Lyapunov Teorisi kullanilarak pek ¢ok arastirmaci tarafindan arastirildi.(3.4.1)-(3.4.3)
diferansiyel denklemlerinin dualleri:
d’ d’
v+ syl sy ]+ oy+dy = pity vy (3.4.5)

d3 " d i " "
y@ +F[ay+ll(y)]+ by +a[cy+l3(y)]+ dy = p(t,y,y,y"y"); (3.4.6)
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\%

d3 " ! ! " "
y® +F[ay+ll(y)]+by +oy'+[dy +1,(D]= Py, Y,y Y™ (3.4.7)

ile verilir.
Temel Kabuller:

(A1) f;,(j=123,4)ve p fonksiyonlar1 bagl bulunduklari degiskenlerin stirekli
fonksiyonlaridir, f;(0)=0;
(A2) a>0, y, =0sabitleri vardir dyle ki;

a<fujusaty ,(U=0)vea<t, (U)<atu;
(A3) b>0, u, >0 sabitleri vardir dyle ki;
b< f,(z)/z<b+py ,(2#0) veb< f)(2)<b+u,;

(A4) ¢ >0, p, 20 sabitleri vardir dyle ki;

c<f(y)/y<c+u, ,(y#0) vec< f3'(y)£c+,u3;
(A5) d >0, p, 20 sabitleri vardir dyle ki;
d<f,(X)/x<d+p, ,(x#0) ved < f/(X)<d+ u,;
(A6) Yukaridaki kabullerde verilen a,b,c,d sabitleri,
A, =(ab-c)c-a’d >0
esitsizligini saglar.Bu esitsizligin bir sonucu olarak b* —4d > 0 dir.

(A7) @' -bw’ +d =0 denkleminin @, ,® koklerinin reel oldugunu ve bu kdkler arasinda
0< o, < C cwr<b
a
esitsizliginin saglandigini varsayalim,
o, (co) —ad)=d(c-aw,)
ve
(0, -~ @;) =/(b* —4d) = (2@ - b);
(A8) Yukarida verilen kabullerdeki g, , u, , 1, , 1, sabitleri
(i) 0< 1, <d(c-amy) (@] —w;)/cay

(i) 0< 1, < (cof —ad)/d = (c—aw;)/w;;
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(iii) 0 < g, < (cw? —ad)/d;

(iv) pu, 20, >0;

) 1,/ 1, < cd(@} —w});

(Vi) @ < u,/ps < (@w! —c)c-aw,) @

esitsizliklerini saglar.

(A9) p(t,x,x’,x",x™) fonksiyonu sinirhdir.

Simdi hazirlik niteliginde olan asagidaki lemmalar1 verelim.Bu lemmalar1 ifade
etmeden oOnce 1. Boliimde verilen 1.1.5.Teoremini ve 1.1.7.Teoremini g6z Oniinde

bulundurarak

s=0'-bo’+d;t=c—aw’ ve |A|2 =s+w’t’,weR alahm.(A7) kabulinden $=0"1n
kokleri @, ve @] dir. Ayrica 0<w; < C o] <b oldugundan s ve tayni anda sifir
a

olamazlar.
3.4.1.Lemma

0, < 0 olmak tizere,

_ dic-a0{)o? - )
ON

0<u

olmak kaydiyla her @ € R igin,
2
1 o(s+w'ét) 20

Tl (ﬂ’ a)z ) =— P
S
olur.
Ispat:
Cao,
Lemmanin ispati1 i¢in &, = 5 2 —— alinirsa istenen sonug kolaylikla goriiliir.
d (a)o — @ )
3.4.2.Lemma

0, >0 olmak iizere,
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olmak kaydiyla her @ € R igin

l_a)4(t+525)>0

T2 (ﬂ’ a)z ) =— 2

“o
olur.
Ispat:

. . A} . N
Lemmanin ispati i¢in 0, = ——————— alinirsa istenen sonug kolaylikla goriiliir

c'(c-awy)

3.4.3.Lemma

0, > 0 olmak tizere,
0< u< (aa)f —~ c)
olmak kaydiyla her w € R igin,

2

-t

T,(u,0%) 1 (087D (533 )50
Ao

olur.

Ispat:

0, yukaridaki esitsizlik saglanacak sekilde uygun bir say1 olarak secilirse lemmanin

sonucu hemen elde edilir.
3.4.4.Lemma

0, >0 olmak iizere,

0<u<(A/a?)

olmak kaydiyla her € R igin,
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s+@’o,t
Rl L
A

1
T4(IU,C()2)E—— 0
M

olur.
Ispat:

Bkz. (Afuwape, 1991).
Temel Sonucglar

Bu kesimde ilk olarak Afuwape(1991) tarafindan incelenen, (3.4.1.) diferansiyel
denklemi ele alinacaktir. (Afuwape, 1991)’nin bu denkleme ait elde ettigi sonu¢ asagidaki

teoremdir.
3.4.1.Teorem

a,b,c ve d pozitif sabitler olmak {zere (3.4.1) denklemindekif,,f,,p
fonksiyonlarinin agsagidaki sartlar1 sagladigini varsayalim:

(i) f, ve f, fonksiyonlar yukarida verilen (A1),(A2) ve (A3) kabullerini saglar.

(i1) a,b,c ve d sabitleri (A6) kabuliinii saglar.

(i11) p fonksiyonu ise (A9) kabuliinii saglar

Bu taktirde,

lim uiz“ f (&)dé —%ufl(u)} > 0;

‘U‘Hoo

Ve

Rk 1 .
ll_I}l?{.([ fz(f)dg—azfz(z)}so,

olmak kaydiyla (3.4.1) denklemi diizgiin dispative ¢oziimlere sahiptir.
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Uyan

Belirtelim ki benzer problemler (3.4.1) denkleminde f (x")=ax",a>0

f,(x") =bx",b > 0 alindiginda sirasi ile elde edilen elde edilen

"

Xx@ +ax” + f,(x")+cx'+dx = p(t, x, X', x", x"),

ve

X@ + £ (X")+bx" +cx' +dx = p(t, x,x’, X", x")
denklemleri i¢in Halanay (1972), tarafindan incelendi.

3.4.1.Ispat:

f,(u)=au+ fl(u) ve f,(z2)=bz+ fz(z) alalim.
Bu takdirde fj ,(j =1,2) fonksiyonlari,
0<f(&fé<u , (=0 ve0s<f (& <y,

bagintilarini saglar.

X=X, X =X,,X; =X;,X; =X, alindiginda,

X, 0O 1 0 O 0 0
X, 0O o0 1 0 0 0
X = 5 A1= 5 Blz )
X, o 0 0 1 00
X, -d -c -b -a 1 1
0 0 0
0 0 f,(x,) 0
“ =l ol ¢1(0)={f 3}% P (t,X) = 0
fi(x)
0 1 p(t7X1’X2>X37X;)

olmak kaydiyla (3.4.1) denklemi

*

X'=AX-Bg@)+PR(t, X),c =C, X,

veE
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seklinde yazilabilir. A, matrisinin kararli oldugu kolaylikla gortilebilir. Yani A,  matrisinin
tiim 6zdegerlerinin negatif reel kistmli oldugu kolaylikla goriilebilir. Buna bagli olarak her

o € R i¢in (iwl — A)” mevcuttur. Ayrica,

G, (i) =C"(iwl —A)™"B, = —o” (11 (3.4.8)
1 - " Alio)\io e o
dir. Burada A(iw) = (0" —bw® +d) +iw(c —aw®) olarak tanimlanmaktadir.
(A7) kabuliinden her @ € R i¢in A(iw) # 0 yazilabilir.
D, =diag(z;/x;) ; D, =diag(p; /#;) ; (J=12) ve D, =0 alindiginda her @ € Rigin

yazilabilir.

D, + Re{[D,M +iwD, [G(iw)} + ©* Re{D;[I + (D" - D")G(iw)]

-G’ (~i®w)D,D'D"G(iw)}>0

Frequency-Domain esitsizligi,

2 2
ot
7[11(w):i_w_2[715+a) lj,
Mo A #
4
T w 0,s
Ty (@) =+~ 2(72 _Lj,
SN 2

ve
—m? 2 2

7, (@) =7, ()= a)2 (rl _w6, Js+a)2(rz +ﬂ]t +io (ﬂ—ers —(rl + & %, Jt
2|A| H H H Hy

olmak tizere,

(3.4.9)

7, () = (”11(50) 7y ((0)} 50

7 (@) 7y, (w)
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seklini alir. Burada A=A(i@)=s+iwt olup, s=w'-bw’+d ve t=c—aw’> dir. Bu
teoremin ispatinin tamamlanmasi i¢in D, >0, D, 20 ve D, 20 kosegen matrislerinin var

oldugu gosterilmelidir, dyle ki, (3.4.9) esitsizligi ve

A
lim D, (/%]diagL[ 0,(a)da —%91 (z)} >0
tamamlayici sart1 saglanir.
Slyvester Kriteri goz oniine alindiginda her @ € R igin (3.4.9) esitsizliginin saglanmas1 igin,
ya

7, (@) >0 ve detr, () her e R
yada

7, (@) >0 ve detr, () her e R

saglanmaldir. z; , (j =1,2) alinsin. Bu taktirde 7, (@),

1 a)z[(a)4 ~bw? +d)+a)2491 (C—aa)z)/,ulr,]
Ty (@) =7, 9—-— 2 3
My (co“ —bo? +d) +a)2(c—aa)2)

biciminde diizenlenebilir. Eger,

¢1 aa)(f —C

<0 ise 3.4.1 Lemma g6z Oniine alinarak,
4] @,

d(c—aw; )@ —a;)

0<py < .
co,

2

olmak kaydiyla her @ € R icin 7,,(w) >0 oldugu goriiliir. Benzer bigimde 7.,,(®) ise
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o'l % (0 ~bo? +d)-(c-a0?)
1 HyTy
Ty (@) =17,—+
” | uy (a)“—bcoz+d)2+a)2(c—aa)2)2
biciminde yazilabilir. Eger,
A
0< 9 <—
r, ¢
alinir ise,
O < R (C - a’2a)0 )
@,

olmak iizere 3.4.2. Lemma goz oniine alindiginda her @ € R igin 7,(®) nin pozitif taniml

oldugu kolaylikla goriilebilir.

Yukaridaki incelemeler dikkate alindiginda,

2 2 2
ot a,s
det”l(a))zi_a)_zx{r_z[rlsﬁ-w 1 J-i—a) Tl [th_ 2 j
HiH, |A| H H H, )
0 0, 0
+— [71 + o’ —ZJ +a)2(rzt ——1j
4 7, Hy

Buradaki g, ve u, sabitlerinin (A3) kabuliinii sagladigi ve 7, yeterince biiyiik secilmek

olur.

{izere her w € R igin detr,, () > 0 oldugu goriiliir.

Simdiise D, = dlag( 2/,u ) (j =1,2) alinsin. Bu durumda

‘X ‘~)oo

lim i{jf (a')da——f (X, )}>0

t; >0 ,(j=12) esitsizlikleri saglanir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.
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Simdi ise;

x@ + f,(x")+bx"+ f,(x') +dx = p(t,x, X', x",X"); (3.4.2)
vE

X+ f, (X" +bx" +cx"+ f,(X) = p(t, x,x’, X", x"); (3.4.4)

denklemlerinin diizgiin dispative ¢Oziimlerinin olduguna dair sonuglar1 ifade edelim.
Verilecek olan teoremlerin ispati yukarida verilen teoremin ispatina benzer oldugu igin

ispatlar1 burada verilmeyecektir.
3.4.2.Teorem

(3.4.2) denklemindeki f, f, ve p fonksiyonlar1 ile b ve d pozitif sabitlerinin

asagidaki sartlar1 sagladigini kabul edelim.
(i) f, ve f, fonksiyonlari (A1),(A2) ve (A4) kabullerini saglar.

(ii) b ve d sabitleri (A6) kabuliinii saglar.
(iii) p fonksiyonu (A9) kabuliinii saglar.

Bu taktirde,

[u] >0

lim %“ f(&)de —%ufl (u)} > 0;
ve

.1 ¢ 1
lim 7{] f()dg =~y (y)} 2 0;

ly|>o 0
saglanmak kaydiyla (3.4.2) denklemi diizgiin dispative ¢oziimlere sahiptir.

Ispat:

Bkz. (Afuwape,1991).



38

3.4.3.Teorem

(3.4.3) denklemindeki f, ,f, ve p fonksiyonlari ile b ve ¢ pozitif sabitlerinin
asagidaki sartlar1 sagladigini kabul edelim:
(i) f, ve f, fonksiyonlari (A1),(A2) ve (A5) kabullerini saglar.
(ii) b ve csabitleri (A6) kabuliinii saglar.
(iii) p fonksiyonu (A9) kabuliinii saglar.

Bu taktirde,

lim uiz{g f (&)dé —%ufl (u)} >

[u| >

\(

lim %{! f,(£)dé —%xb(x)} )

|| >0

saglamak kaydiyla (3.4.3) denklemi diizgiin dispativ ¢ézlimlere sahiptir.

ispat:
Bkz. (Afuwape, 1991).

3.5. Dordiincii Basamaktan Lineer Olmayan Bazi Diferansiyel Denklemlerin

Coziimlerinin Niteliksel Davramslar1 Uzerine

Bu kesimde Frequency-Domain Metodu ile Genellestirilmis Yacubovich (1965), Teoremini kullanarak
dordiincli basamaktan bazi diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin varligi igin yeter sartlar elde edilecektir. Bu

var olan ¢6ziimler sinirli, global olarak iistel (exponential) kararli, periyodiktir(veya hemen hemen periyodiktir).

Simdi dordiincii basamaktan lineer olmayan,
X+ (X)X +bx" + g(x) +dx = p(t) (3.5.1)
X@ + £ (X)X +bx"+ g, (X)X"+dx = p(t) (3.5.2)

seklindeki diferansiyel denklemleri goz oniine alalim.
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Bu c¢alismanin amaci Frequency-Domain metodunu kullanarak (belli sartlar altinda)
(3.5.1) ve (3.5.2) denkleminin asagidaki 6zelliklere sahip oldugunu ispatlamaktir. Yani (3.5.1)
ve (3.5.2) denklemlerinin ¢dziimlerinin verilen sartlar altinda asagidaki o6zelliklere sahip

oldugunu ispatlayacagiz.

(o) (3.5.1) ve (3.5.2) denklemlerinin bir tek X(t) ¢oziimii vardir. Bu ¢6ziim R de sinirli ve

hem de global {iistel olarak kararlidir.

(#) (3.5.1) ve (3.5.2) de gecen p fonksiyonu periyodik (hemen hemen periyodik) olmak
kaydiyla, bu Xx(t) ¢oziimiiniin periyodik oldugunu ya da hemen hemen periyodik oldugunu

gostermek.
(3.5.1) ve (3.5.2) denklemleri literatiirde genis bir bicimde ele alindi. Ezeilo (1962),
(3.5.1) de p # 0 olmak tizere Lyapunov fonksiyonlarin1 Reissing ve ark. (1974), kullanarak

(3.5.1) denklemine ait smirlilik sonuglart ve ¢o6ziimlerin global asimptotik kararliligini
inceledi. Birde Afuwape (1985), ve Barbalat ve Halanay (1970), (3.5.1) ve (3.5.2) de

f(x")x" =ax" (a pozitif sabit olmak tizere)bu denklemlerin (« ) ve () Ozelliklerine sahip

oldugunu gostermek i¢in Frequency-Domain metodunu kullandi. Burada elde edilen sonug

(Afuwape, 1985) sonuclariin daha genel bir halidir.
Asagidaki temel teoremler ispatlanacaktir.
3.5.1.Teorem

(3.5.1) denklemindeki katsayilar i¢in f(0) = g(0) =0 ve her t € R i¢in p(t) nin sinirh
oldugunu kabul edelim. Bu sartlara ilaveten kabul edelim ki, a,c, z, ve u, parametreleri var

oyle ki f ve g fonksiyonlari

_ 2b(ab—2¢)’ + (b” — 4d)’

<m
a 2b’*(ab —2c)

1 1

1
2 _ 2
U, < m, S(ab—zc)+w
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olmak tizere pozitif a,C sabitlerinin ve negatif olmayan x, ve u, sabitlerinin varligini kabul

edecegiz, Oyle ki, bu sabitler i¢in,

agl f(s)ds<a+u, 2#0,4,20
z

S e N

< 9D -9

<CH+ U, z+#1
z—-1

esitsizliklerini saglamaktadir.

Burada m, ve m, , b,d sabitleri ve a,C parametrelerine baglidir. Bu taktirde, (3.5.1)

denklemi bir tek X(t) ¢Ozlimiine sahiptir, bu ¢oziim R de smrlidir ve iistel anlamda

kararlidir.
Eger P(1) periyodik(veya hemen hemen periyodik) ise bu taktirde (3.5.1)denkleminin bu
X(t) ¢oziimii periyodik veya hemen hemen periyodiktir.
Ispat:
_[ f(s)ds=az+ f(z) ve g(X)=cx'+g(x") olmak ftizere (3.5.1) denkleminde
0

X = X, alindiginda bu denklem
X'=AX-B,p(c,)+P(t), o,=C, X

esdeger sistemi bi¢giminde yazilabilir. Burada,

X, 0 1 0 0 00
X, 0 0 1 0 00
X: ,A= ,B= )
X, 0 0 -a 1 10
X, -d ¢ -b 0 0 1
(3.5.3)
00 0
0 1 0 f
c=| | LPo=| | o= [
1o 0 a(x,)
00 p(t)
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seklindedir.

(ab—c)c>a’*d oldugundan, A matrisinin tiim 6zdegerleri negatif reel kisiml1 olur. Buna
bagli olarak da A matrisi kararlidir denir.

Boylece her w € R igin (il — A)~' vardur.

]

D =diag(z;) ve M = diag(LJrj >0,u; >0,(j=1,2)olacak sekilde alahm. Bu durumda

G(iw)=C (iwl — A)"'B olmak iizere,
7(w) =MD+ ReDG(iw) > 0

olmalidir. (3.5.3) sistemi icin Frequency-Domain esitsizligi géz oniline alindiginda gerekli

hesaplamalar yapilir ise her @ € Rigin,

[ 1 a)4(c—aa)2)] —’[rA+1,A]
Ol )
2@)=| L A 24 >0 (3.5.4)
2 A 2 2 e
- [A+T1,A] I o ((c-aw’)
- o —+———
20| [“2 A ]

elde edilir. Burada A = (0* —bo” +d)+iw(c—aw?®),A, A nin karmasik eslenigi |A|2 =AA
dir. (3.5.4) simetrik bir matris olmak iizere Slyvester Kriteri geregi Frequency-Domain
esitsizliginin saglanmasi i¢in 7(w) simetrik matrisinin esas kdsegen mindrlerinin pozitif
olmasi gereklidir. Bunun saglanabilmesi i¢in

1 e'@e’ -0 (3.5.5)

(3.5.6)

olmalidir

Bu durum asagidaki lemmalar vasitasiyla ispatlanacaktir.
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3.5.1.Lemma

S,(v) fonksiyonu 0 <v <L olmak iizere
a

(av—c) N (> —bv+d)?
v*(c—av)

S, (v) =

seklinde tanimlansin. Bu taktirde,

m<m(@,b)=3,(v,) = Ung?b&(l))

ve

2b(ab—2¢)? + (b2 —4d)>
2b*(ab —2¢)

S, (0y) < sl(§> .

olmak iizere (3.5.5) esitsizligi herv>0 i¢in saglanmir. Burada v,, w(v) =S, (v)v*(av-c)’

bagintisinin bir kokiidiir ve v, <v,<b dir.
Ispat:
(3.5.5) de @’ = v alalim. Bu taktirde (3.5.5) esitsizliginden

(av—-c) N (> —bv+d)?
v v’ (c—av)

My <Si(v) =

yazilabilir.m, (a,b), S,(v)nin minimum degeri olsun. Bu degere v = v, da ulasilabilir.

w(v) =v*(av—c)[(av—c)Bav —c)+2(2v —b)(v> —bv +d)]
+ovBav-2c)[(v° —bv+d)* +v*(c—av)’]
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yazilabilir. Eger y(v)=0ise S, (v) =0 olur.S,(v) nin grafigi ¢izildiginde v =0 ve v = ¢

a

grafiginin asimptotlara sahip oldugu goriilebilir.o deki minimum deger i¢in v >£elde
a

etmelidir. Ayrica,

(ab—2¢)—a(b> —4d)”

S,(v) = 1 (3.5.7)
b—(b* - 4d)2
_ 2 _adV’
S, (0,) = (ab—2c)+a(b l4d) (3.5.8)
b—(b* - 4d)”2
Ve
5 (9) _ 2b(ab-2c)? + (b* —4d)*
ol 2b?(ab - 2c)

(3.5.7) ve (3.5.8) esitsizliklerinin negatif olduklar1 goriilebilir. Boylece (3.5.5) esitsizligi

g > % ve m,(a,b) < S, (g) olmak kaydiyla saglanir.

3.5.2.Lemma

Her w € Rigin det 7 (w) pozitiftir.
Ispat:

(3.5.4) matrisinin determinant1 alindiginda,

Lo [(—aaf) L (Cma0)) @ +r22)}

det 7(w) =17,7, 5
HiH, |A| H, Hy 4r,7,

e (0* —bw® +d)* =30’ (c—aw’)’
2af

elde edilir. »® = 0 i¢in det7r(w) >0 oldugu acikca goriilebilir. > # 0

icindet 7 (@) > 0 oldugunu gostermek;
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2 2 2
[2|A|4 + 2a)2|A|2{(ﬂ2 F o) C—an?) - ﬂlﬂza}‘ér; +7, )D
172

> a)4((a)4 —bo® + d)2 -3w’(c— aa)z)z),ul,u2 (3.5.9)

esitsizliginin gosterilmesine esdegerdir.(3.5.9) un sol yaninin minimum degeri 2d*iken sag

yanmin maksimum degeri 0 dir. 2d* > 0 oldugundan (3.5.9) esitsizligi daima saglanir.
3.5.2.Teorem

Kabul edelim ki, f(0)=g(0)=0 ve p(t) fonksiyonu R de sinirlidir. Ayrica

1
c<—
X

O© ) <

g,(syd(s)<c+u,, csijx.gl(s)d(s)scuz2 (3.5.10)

olmak iizere Teorem 5.1’in tiim sartlarinin saglandigini varsayalim. Bu taktirde (3.5.2)
denklemi bir tek X(t) ¢ozlimiine sahiptir. Bu ¢6ziim R de smirli ve global iistel (exponential)
kararhdir.

Yukaridaki sartlara ilaveten p(t) periyodik veya hemen hemen periyodik ise bu

taktirde (3.5.2) denklemi bir periyodik ¢6zlime veya hemen hemen periyodik ¢oziime sahiptir

Ispat:
avec pozitif sabitlerini [ f(s)ds =az+ f(2), [ g,(s)ds = cx+ G, (x)olacak sekilde
0 0

secelim. X = X, alinirsa (3.5.2)denklemi asagidaki esdeger forma sahiptir.

X, =—dx,
X, = x, —cx, — f(x,)
X3 =X, —aX; —bX, = §(x;) + p(t)

Xy =X,

Bu sistem ise su formdadir;

X'=AX -Bgp(c,)+P(), o,=C/ X
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A = Al*, B, =C,C, =B ve P,(t) =TP(t) burada X,A,B,Cve P (3.5.3) ile verilmektedir ve

I 0 00

01 00
T=

0 010

0 0 01

dir.

Boylece (3.5.2), (3.5.1) sisteminin bir dualidir. Teorem1.5’den her iki denklem ayni
esdeger Frequency-Domain sartlarina sahiptir. Buna bagl olarak Teorem 5.1’in ispat1 dikkate

alindiginda Teorem 5.2’°nin ispat1 da tamamlanir.

3.6. Dordiincii Basamaktan Lineer Olmayan Baz1 Diferansiyel Denklemler I¢in
Frequency-Domain Metodu file Céziimlerin Kararliigi ve Periyodik

Davramslarin Belirlenmesi

3.6.1.Teorem
XY +ax” + f(x)x"+ g(x) + h(x) = p(t) (3.6.1)

diferansiyel denklemi i¢in,a,b,c,d ler pozitif sabitler ve u,,u,,u,,2 ise R de parametreler

olmak {izere agagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim;

bsljf(s)dsﬁb+ul,z¢o,y120 (3.6.2)
ZO

< 992
B Z

SCH Uy, 2#Z ;20 (3.6.3)
Z_

LG

Sd+p,, z#2 4, 20 (3.6.4)
-7

d(d+ ;) !
yoy 4z,

(3.6.5)
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Bu taktirde (3.6.1) denklemi bir tek X(t) ¢oziimiine sahip ise bu ¢oziimiin X'(t), X"(t), X" (t)

tiirevleri siirli olup, ayrica ¢6ziim {iistel olarak global kararlidir (Afuwape ve Adesina,2005b).
Ispat:

Yukarida verilen b, c ve dpozitif sabitleri (3.6.2) ve (3.6.3) esitsizliklerinin
saglanmasi i¢in,

I f(s)ds=bz+ f(2),g(z)=cz+ f(2),h(z) = dz + "(z) seklinde segelim.
0

X =X, alindiginda (3.6.1) denklemi.

! A
X; =-bx, +Xx, — f(X,)
!

X, ==X, —X, = §(x,)—h(x,) + p(t)

sistemine esdegerdir
X'=AX —-Pg(c)+P(t) , c=C'X (1.4)

vektor formunda yazilabilir. Burada X, A,C,P ve ¢

X, 0 1 0 0 00 0
X, 0 —a 1 0 00 0
X =[], A= . B= ,
X, 0 —b 0 1 100
X, -d -c 0 0 0 1 1
(3.6.6)
00 1 0 o
c=l" % pwy=| ¥ 1 por=| k)
000 0 )
00 0 o(t) h(x,)

Esitliklerine karsilik gelmektedir, C* matrisi C matrisinin transpozudur. Ispatin geri kalan

kismi i¢in bkz. Afuwape, Adesina (2005).
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3.6.2.Teorem

m

XY +ax” + f(X)x"+ g(x) +dx = p(t)

denkleminde h(x) fonksiyonunun lineer, yani (3.6.1) denklemi bigiminde verildigini, ayrica
burada d >0 bir sabit ve f,g ve pfonksiyonlarmin (3.6.2)-(3.6.4) esitsizliklerini

sagladiklarini varsalim. Bu taktirde,

(/Ul Hy )2 < 16(b/u1 —au, )(d/ul + C:uz)
olmak kaydiyla Teorem 3.6.1.°in sonuglar1 burada gegerlidir.
Ispat:

Teorem 3.6.1.°in ispatinda oldugu gibi pozitif b ve Csabitleri segelim oyle ki,

esitsizlikleri saglansin. Kesim 3’deki belirtilen adimlar1 dikkate aldigimizda

x@ +ax”+ f (x)x"+g(x') +dx = p(t)

denklemi igin,
7 (@) = (70, 7,5, 7T5,) > 0 (3.6.7)

Frequency-domain esitsizligini elde ederiz. Burada 7,, ve x,, sirasiyla

L o' (0 -bo’ +d)
Ty =T M+ 2

Ve

denklemleri ile 7,, = 7, ise



48

1

7, =—— |0 (r,(c—a0®) — 7, (0" —~bo” + d))]
2/

+io(r (' -bo’ +d)-o’r,(c-aw’)) =7,
esitligi ile verilmektedir. 3.1.Lemma ve 3.2.Lemma dikkate alindiginda (3.6.7) esitsizliginin
reel sayilardaki her @ i¢in saglandigi kolaylikla goriilebilir. Teorem 3.6.1. kullanilarak ispatin
sonucuna varilir.

Uyar:

Afuwape (1986), sisteminde gosterdi ki, eger
X'=AX-B,p,)+P(t), 6, =C, X (3.6.8)

sistemi (1.4) sisteminin bir duali ise bu taktirde her iki sistem i¢in Frequency-Domain

esitsizlikleri esdegerdir.
3.6.3.Teorem
Kabul edelim ki,
X +ax” + f(x)x"+ g, (X)X’ +h(x) = p(t)

denklemi Teorem 3.6.1’in biitiin sartlarinin (3.6.3.) esitsizligi hari¢ olmak {izere

saglamaktadir. Bu taktirde,

cgl g (syds<c+u;,z#0,u, 20
Z 1

S C—y N

olmak kaydiyla Teorem 3.6.1.°in sonuglar1 bu teorem i¢in de gegerlidir.

Yukaridaki kabullere ilave olarak eger p(t) periyodik (veya hemen hemen periyodik)

ise bu taktirde
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x@ +ax” + f(x)x"+ g, (X)X’ +h(x) = p(t)

denkleminin bir tek periyodik (veya hemen hemen periyodik) ¢6zlime sahip olup,bu ¢oéziim ile

birlikte ilk mertebeden tiirevleri de periyodik (veya hemen hemen periyodik) tir.

Ispat:

Teorem 3.6.1.’de f ve g fonksiyonlar1 i¢in verilen sartlarin saglandigini kabul

edelim. ¢ parametresinin esitligi saglanacak sekilde secersek, bu taktirde

X(4) +ax" + f(XI)XN_I_ gl(x)xf_l_ h(X) = p(t)

denklemi (3.6.8) bi¢iminde yazilabilir. Burada (3.6.6) sistemindeki gibi verilmek {izere olup,
ise (3.6.6) sistemindeki gibi tanimlanmaktadir.

Acikega (3.6.8) sistemi,

S O O =
oS O = O
S = O O
- o O O

olmak {izere (3.6.6) sisteminin bir dualidir. Dualite Prensibine gore Frequency-Domain
esitsizligi her iki sistem i¢in esdegerdir. Ayrica bu durum dikkate alindiginda Teorem

3.6.3.’lin sonucu Teorem 3.6.1.°de kolaylikla goriilebilir.
3.6.4.Teorem

X@ +ax” + f(x)x"+g,(X)x"+d(x) = p(t) (3.6.9)
denklemini d > 0 bir sabit olmak iizere ele alalim. Eger f,g, ve p fonksiyonlar1 Teorem

3.6.3’lin sartlar1 ile birlikte (3.6.4) esitsizligini saglar ise bu taktirde (3.6.9) denklemi igin

Teorem 3.6.3’{in sonuglar1 gecerlidir.
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Ispat:

b ve c sabitleri (3.6.2) ve (3.6.3) esitsizliklerini saglamak {izere,

jf(s)ds =bz + f(z)

jgl(S)ds =Cz+4,(2)

olsun. Bu taktirde
x@ +ax” + f (x)x"+g,(X)x"+d(x) = p(t) (3.6.9)

denklemi veya bu denkleme esdeger olan

sistemi
X(4) +ax" + f(X')X”-I- g(X)X'-ﬁ-d(X) — p(t)

denkleminin bir dualidir.
Dualite Prensibi kullanildigindan Teorem 3.6.2.’nin ispatindan Teorem 3.6.4.’{in sonucu

kolaylikla gortilebilir.
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Bazi temel lemmalar:
3.6.1.Lemma

A(V) =2V’ —(1+4b)v® + (4a* +2b* + 2b +4d )V’
+(4a’b+b* —2a+ 6ac +4bd +4d)v*
+(4a°d +2c* —ab + 6abc — 4bd — 2c)v*
+(b*d —2b* +2bc® +d* + 6cad —bc)v’
+(2¢’d +2bd*)v—-d’

(v’ -bv+d) (c—av)’
(v’ —bv+d)

Sl(V) =

olsun. Bu taktirde x4, < S,(v,) =minS, (V) olmak kaydiyla tiim v >0 lar i¢in

2 2
UL L) T
A

1

Burada A(v) = 0 denkleminin bir tek reel kokii v, dir ve v, <v, <b dur.
My <S(Vy) = Vn}\g}) S(v)

saglanir (Afuwape ve Adesina,2005b).
Ispat:

vi-bv+d (c—av)’

5 alalim.
v (V- =bv+d)

M < S (V)=

Bu taktirde S,(V)nin minimum degeri bulunabilir. Kabul edelim ki, S,(v) fonksiyonu

V =V, da min degerini alsin. O zaman S/(V,) = 0olmak zorundadir. A¢ik¢a A(v) fonksiyonu

i¢in

A(V) =S/ (V)v* (v’ —bv+d)?
= v(2v—b)[(v2 —bv+d)* —v(c— av)z]
+(V> —vb+ d)[(v2 —bv+d)? —2av(c—av)]
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Eger A(v) =0 ise bu taktirde (Vv,,b ] araliginda S{(v) = Oolur. Ayrica S, (V) nin grafigi ¢izilir

ise V— Oiken Vv, veV, gibi asimptotlarin var oldugu goriilebilir. Ayrica,

_[(@ab—-c)c—a’d]
ac

w
A/
® |0
—

Il

s, [Ej _ [(b* —4ad)® +2b(2c —ab)?]
2 2b(b* —2d)

yazilabilir.

Bu her iki deger de negatiftir. Ciinkii Hurwitz sartlar1 dikkate alindiginda istenen sonug
kolaylikla goriiliir.

Ayrica,

b(c—ab)* +d*

S1(b): bd

oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece S,(v,) < S,(b) oldugundan 7,, > 0oldugu sdylenebilir.

3.6.1.Lemma ve 3.6.2.Lemma’daki Afuwape (1985), 3.6.1.Lemma ve 3.6.3.Lemma’dan

7, Ve 7y, Un pozitif taniml oldugu kolaylikla goriilebilir. Gergekten,

Hy < nclin S, (V)

—<V
a

Ve

My < min S, (V)

V) <V<V,

olmas1 7, ve m,, ifadelerinin her v >0i¢in pozitif tanimli olmas: icin yeter sartlardir.

Burada,
2_
Sz(v):(av_c)+w
v(av—c)
2
S.(v)=(-v*+bv-d +M:—VS v
L) =( Sy~ S
3.6.2.Lemma

Kabul edelim ki, pozitif a,bvec parametreleri vardir. Oyle ki, asagidaki sartlar

saglanmaktadir.
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a’>>2b, b*>>2ac (3.6.10)
¢ > 2bd (3.6.11)
u,>a’ —2b (3.6.12)
b w1 (3.6.13)
cC u, a

Mo 8 (3.6.14)
M, b

bu taktirde her @ € Rigin,
2 - -
7 (@) (@) = |y (@) >0, (j#K), (J.k=123) (3.6.15)

saglanir (Afuwape ve Adesina,2005b).
Ispat:

j=1 ve k =2alalim

7 (@), (@) - |7Z'12 (0))|2 =77, |:—
14

(3.6.16)

. o’ | (c-aw)’ (o' -bw’+d) 7} +w’c?
|A| H Hy 4r,7,

elde edilir.
Pty Ty Abw —au,)

4 du, +cu,) T HiHy

ise (3.6.16) daki ifade her weRicin pozitiftir. Cilinkii (3.6.16) bagintis1 ve
(3.6.10),(3.6.11),(3.6.12),(3.6.13) ve (3.6.14) esitsizlikleri dikkate alindiginda,

(#,48,)* <16(bpt, —ags, )(dpt, +Cpty)

boylece (3.6.15) esitsizliklerinin j =1 ve k = 2igin pozitif tanimli oldugu goriiliir.

Benzer bigimde (3.6.15) de
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J=2 ve k=3igin

7[22(60)7[33(0))—|7Z'23(a))|2 2'22-3[ 1 + 1 |:(604 _ba)z +d)

Hy s |A|2 H
+a)2(c—aa)2)_f32+a)2722 (3.6.17)
H 4z,7,

elde edilir. Bu ifade ise eger i (3.6.10),(3.6.11) ve (3.6.12) esitsizlikleri saglanacak sekilde

7,

secilirse her i¢in pozitif tanimli oldugu goriiliir. Gergekten (3.6.17) bagintisinin,

Hy s <5 4d
4(cu, + b/,l3) 5, H

Ve
(/Uzzzu3) <léd(cu, —bu,)

bagintilar1 dikkate alindiginda pozitif oldugu goriiliir.
Son olarak j =3ve k =1alindiginda (3.6.15) den

1 1 {(w4—ba)2+d)

7733(60)7711(0))_|7731(a’)|2 =77 2
HiHy |A| H

'@ +bo’ +d) @’ @'(7] +r§ﬂ

H; 2 47,75

yazilabilir. Elde edilen bu ifade

2 2
y3(b+%j+,ul[d +—ﬂZ(T1 +T3)]> 0

47,7,

olmak kaydiyla pozitif tanimlidir.
Bu ise bize (3.6.15) bagmtisinin j=3ve k=1 i¢in (3.6.15) bagintisinin pozitif tanimli

oldugunu gosterir.
3.6.3.Lemma

Her w € R igin det z(w) > 0 dir (Afuwape ve Adesina,2005b).
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Ispat:

2 2
det(w) = 7711[”227[33 _|7[23(a’)| 177 l”11”33 _|7Z31(0))| J+

2
+ 7Ty [7[117[22 _|7[12(0))| =27\ 7y 33 + 2Re(7), 7055 705:)

1 1 [(0*-bo’+d) &’(c-av’) o’ (o' -bw®+d)
=17,7,7, +— + - _
HiHy Hy |A| HiH, Hi Ho M

@’ (rl+7l) o' 0 (1) +0’t)) r32+a)2722}

40,7340, 241, 41,7, 1 41,7344

1 l:a)2 (@' —bo’ +d)(z,” +0’1))(1-17,7,) @' (7] +75)(c—aw’)

| A|4 7,7, 47,7,

o' (0’ —bo’ +d)(7} + ') +1,7,7,)  0’7,(7, +7,)° (C-a0?)

7,7, 4

_o'(c-aw’)
2

4o 4 g2 200 o2
N 16 {a) (0" —bo” +d) (c-aw )[rlr3—2'12—r32—4
A 2

Belirtelim ki @ =0i¢in det(w) >0 oldugu kolaylikla goriilebilir. @ #0 icin det(w) >0

oldugu kolaylikla goriiliir.



4. BESINCIi BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN BAZI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERININ DAVRANISLARI

4.1. Besinci Basamaktan Lineer Olmayan Bazi Diferansiyel Denklemleri Diizgiin

Dispativligi

Bu kesimde sirasiyla,

X +ax® +bx” +cx” + dx’ + h(x) = p(t,x’, x", x", x*) 4.1.1)
(5) (4) m " ' _ royr o ym (4

X +ax™ +bx" +ex"+ g(x") +ex = pt, x’, x", x", x'*) (4.1.2)
(5) (4) " " ' _ royr oy o (4)

X +ax™ +bx"+ f(x")+dx" +ex = p(t,x", x", x",x") (4.1.3)

veE

(5) (4) m " ' _ 1y oy o (4)

X +ax™ +y(xX")+ex" +dx +ex = p(t, x, x", x", x*) (4.1.4)

biciminde lineer olmayan diferansiyel denklemler g6z Oniline alinacaktir. Burada
h,p,g, f ve y fonksiyonlarinin reel degerli ve bagl bulunduklar1 degiskenlere gore siirekli
olduklar1 varsayillmaktadir. Ayrica a,b,c,d ve e Kkatsayilarinin pozitif sabitler olduklar
kabul edilmektedir. Belirtelim ki, (4.1.1)-(4.1.4) denklemleri i¢in daha onceden Adesina
(2001; 2003; 2004; 2006), Afuwape ve Adesina (2000a), Frequency —Domain metodu
kullanilarak, bu denklemlerin diizgiin dispative ¢oziimlerinin varlig1 i¢in yeter sartlar igeren
sonuclar elde ettiler. Ayrica benzer konularda Abou-El-Ela ve Sadek (1998), Chukwu (1975),
Sadek (2005), Tejumola (1975), Tung (2004) caligsmalar yaptilar.

Kabuller:

Yukaridaki denklemlerde goziiken katsayilar ve fonksiyonlar la ilgili olarak asagidaki

kabullerin gegerliligi varsayilacaktir:

() h(0)=g(0) = f(0) =y (0)=0.
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(ii) e > 0, &, > 0 sabitleri vardir dyle ki,

h(x)

e<—=-<e+u, (x£0) veesh'(x))<e+y,.
Xl

(iii) d > 0, g, >0 sabitleri vardir &yle ki,

d < g(xz)

<d+p,, (Yy20) ved<g'(y)<d+p,.
X2

(iv) ¢ >0, u; >0 sabitleri vardir dyle ki,

f(x
c< ( 3)£c+y3, (z20) vec< f'(2)<c+pu,.
X3

(v) b>0, g, >0 sabitleri vardir dyle ki,

b S V/(X4)

4

(vi) (4.1.1)-(4.1.4) denklemindeki a,b,c,d katsayilar1 i¢in asagidaki

<b+p,, t#0) ve b<y'(t)<b+4,.

saglanmaktadir:
a>0, (ab-c)>0, (ab—-c)c—(ad—-e)a>0,
(ab—c)(cd —be)—(ad —e)* >0, €>0,
b>0,¢c>0,d>0, cd—-be>0, ad-e>0.

esitsizlikler

(vii) aw* — ¢’ +e =0 denkleminin ®’,®; kokleri ve @' —bw’ +d =0 denkleminin ®;,w;

kokleri reel olup, bu kokler arasinda,
e b
0<w <—<w; <o <E<a)j
a

esitsizligi mevcuttur.

m

(viii) Her t igin p(t,x’,x",x",x) fonksiyonu sinirldir.

Simdi siras1 ile yukarida belirtilen denklemler i¢in ilgili sonuglar ifade ve ispat edilecektir.

4.1.1.Teorem

Kabul edelim ki, (4.1.1) denklemindeki katsayilar ve fonksiyonlar ile ilgili olan ve

yukarida (i),(ii), (vi) ve (vii) kabullerinde verilen 6zellikler saglanmaktadir. Bu taktirde,
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x| ¥

lim LL’? h(¢)dg —%Xh(x)} <0

olmak kaydiyla (4.1.1) denklemi diizgiin dispative ¢ézlimlere sahiptir.
Ispat:

h(x) =ex+ F\(X) olsun. Bu taktirde h fonksiyonu

ngs,ul, (x=0)
X

ve
0<h'(x) < g,
bagintilarin1 saglar.

! 14 m

X=X, X'=X,, X"=X%,, X" =X, X¥ =x, degisken degisimi yapildiginda (4.1.1) denklemi

birinci basamaktan bir denklem sistemi olarak
X'=AX —Bg(o)+P(t,X), o=C"X, (4.1.5)

formunda yazilabilir. Yani (4.1.1) denklemi,

! ! ! !

X, =%X,,%X, =X, X =X, X, =X,

!

~ !
X; =—axs; —bx, —cx; —dx, —ex; —h(x,) + p(t, X, X, X5, X,, X, )

sistemine esdegerdir. Bu sistemin ise,

X, 0 1L 0 0 0 0
X, 0 0 1 0 0 0
X=|x[,A=[0 0 0 1 0/, B=|0|,
X, 0 0 0 0 1 0
Xs -e -d -c -b -a 1
(4.1.6)
1 0
0 0
C=|0], P(t)= 0 , p(o) =N(x,)
0 0 '
0 p(t,Xl,Xz,X3,X4,X4)
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olmak iizere (4.1.5) sistemine esdeger oldugu agiktir. A matrisinin Routh-Hurwitz sartlarini

sagladigi icin kararlidir. Yani A matrisinin tiim 6zdegerleri negatif reel kisimhidir. Boylece
A matrisinin karakteristik polinomu, her @ € R i¢in tamamen imajiner koklere sahip olmaz.

Buna bagli olarak (iwl — A)™' vardir.

Aliw) =det(iol — A)™' = (aw* —co’ +e)+io(w* —bw® +d)

Ve

\m

G(iw) =

>

A
olsun.

Bu taktirde |A|2 =(aw' —co’ +e)’ + o’ (w* —bw* +d)* dir. Burada teorem i¢in (vii) kabulii
dikkate alindiginda her ®eRigin A(iw)#0 yazilabilir. 1. Bolimdeki Teorem 1.1.6

kullanabilmemiz i¢in

7(w) =D, + Re[D,M +iaD,]G(iw) + ®* Re{D,[I + (D" - D'G(iw))]

~G(-iw)D;D'D"G(iw)} > 0

ile verilen Frequency-Domain esitsizligi saglanmalidir. 7, > 0 alalim.

D, = i, D, =6, ve D, =0 segelim. Burada 6, daha sonradan amaca yodnelik olarak

H

secilecek bir parametredir. Bu kabuller altinda kolay bir hesaplama ile,

o, (aw* —co’ +e)+ 0’0, (0" —bw® +d)/y,

7[1 (0)) = 2
H |A|
r+w’s,s
H |A|
elde edilir. Burada r = (aw* —cw’ +€), s=(o'-bw’*+d) ve 6, = 9 dir.
T

7,(®) nin pozitif tanimli oldugunu goéstermek igin,M, >0 sabitinin var

oldugunu gostermeliyiz Oyle ki,
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M. >L+max S,0° +w* (s, —a)+w’(c—ds,)—e
i, oR|(aw'-co’ +e)’ +o’ (o' -bo’ +d)’

>0 (4.1.7)

olur.

Lm<§l<0

\

4[(ab-c)b+2(e —ad)]
b —4d

K, =

saglanmak kaydi ile, (4.1.7) esitsizligi saglanir. Bu durumda

|40

lim D, (— )dlag[_[ ¢, (a)da——¢(/1)}> 0
esitsizligi (4.1.1) denklemi igin,

lim —|:jh(a)da ——h(X ):l >0

XI‘A)OO X

seklini alir. Bu durumda 6, < 0 olmak kaydiyla 7, (@) pozitif tanimlidir.

4.1.2.Teorem

Kabul edelim ki, (4.1.2) denklemindeki katsay1 ve fonksiyonlar i¢in (i),(iii),(vi) ve

(viii) sartlar1 ve bu sartlara ilave olarak,

lim —D g(g)dg——ug(u)} >0

esitsizligi saglanmaktadir.

Bu taktirde (4.1.2) denklemi diizgiin dissipative ¢oziimlere sahiptir.
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Ispat:
g(u)=du+ g(u) olsun. Bu taktirde g fonksiyonunun daha 6nceden verilen kabuller
dikkate alindiginda
Oﬁﬁﬁﬂz, (¢ #0)
9
ve

0<§'(c)<u,

esitsizliklerini sagladigi agiktir.

!

X=X, X' =%X,, X"=X;, X

"

_ @ _
=X,, X =X,

degisken degisimi ile (4.1.2) denklemi esdeger sistem olarak

X; =—ax, —bx, —cx; —dx, —ex, — g(X,) + p(t, X, X5, X5, X4, X;)

biciminde ifade edilebilir. . Bu sistem ise X,A,B ve P(t, X) fonksiyonlar1 (4.1.6)
sistemindeki gibi olmak iizere ve

0

. o) =(9(x;))

1
0
0
0
olmak kaydiyla (4.1.5) sistemine esdegerdir.

7, >0 ve D, =T—2, D, =6, ve D, =0 segelim. Bir dnceki teoremin ispatinda oldugu gibi
Hy

(4.1.2) denklemi i¢in Frequency-Domain esitsizligi

2

(@)=, L+ LT (4.1.8)
Hy |A|

seklinde elde edilir.

Burada
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5, =2
HyTy
Ve
K _ 2[(c —ab)c +2a(ad —e)]
: a(c? — 4ae)
olmak kaydiyla
o, > aK, -1 >0

oldugundan (4.1.8) esitsizliginin dogrulugu gozlenebilir.
Bu taktirde bir M, > 0 sabiti bulunabilir dyle ki

M, >L+m [

o’ (0*(@d, +1)— o> (b+cd,)+(d +e52))} o
qu weR

(aw* —ew’ +e)’ + v’ (0" —bw® +d)*

olur. Bu ise her w € R i¢in 7, (w) ifadesinin pozitif taniml1 oldugunu gosterir. Bu durumda

Teorem 4.1.2. deki esitsizlik

[ %, >0 X

lim e—{jg(a)da——g(x )} >0

seklini alir. Boylece Teorem 4.1.2 nin ispat1 tamamlanmis olur.
4.1.3. Teorem

Varsayalim ki, (4.1.3) denklemindeki fonksiyonlar ve katsayilar i¢in (i),(iv),(vi),(viii)

kabulleri ile beraber

hm—{j f(g)dg——yf(y)}o

esitsizligi saglanmaktadir. Bu taktirde (4.1.3) denklemi diizgiin dispative ¢oziimler sahiptir.

Ispat:
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f fonksiyonu,
f(z)=cy+ f(2)

seklinde tanimlansin. Bu taktirde bu fonksiyon,

0<f'(¢)< u
esitliklerini saglar. Kolaylikla goriilebilir ki, (4.1.3) denklemi
X =Xyy Xy =Xy, X5 =Xg, X =X

X; =—axs —bx, —cx; —dx, —ex;, — f(X;)+ p(t, X, Xy, X3, X, X))

sistemine esdegerdir.

, #(0) =(f(x,))

O
Il
S © = o O

alalim. Bu durumda yukaridaki sistem (4.1.6) bigiminde
diizenlenebilir.z, > 0, D, :T—3, D, =6, ve D, =0 secelim. Basit hesaplamalar ile Teorem
Hs

4.1.1 in ispatinda kullanilan yontem izlenir ise bunun sonucunda

1 &*(r+w’d,s
7z3(a)):r3 __¥
1y Al

oldugu gériiliir. Burada &, =~ (6, < 0) drr.

3T
Eger 0, <0,

K, —2ab

o, >
: b

secilir ise, bu taktirde 7, (@) nin pozitif taniml1 oldugu goriilebilir. M, > 0 sabiti

M >L+max 5,0° +w* (b, —a)-w’ (b5, —c)—e
YT u, eR|(aw' —ew’ +)’ + 0’ (' —bw® +d)>
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saglanacak sekilde secilir ve

. 1. |t A
‘}‘lggo D, (;)dlagM $,(a)da —ﬂ(@} >0

bagintis1 dikkate alinir ise

fim ‘9—3{[ f(a)da—% f(x3)} >0
0

X;|—>
|| OOX3

sonucuna varilir. Bu sonug ise teoremin ispatini tamamlar.
4.1.4. Teorem

(4.1.4) denklemindeki katsay1r ve fonksiyonlar i¢in,(i),(v),(vi) ve (viii) kabulleri ile
birlikte,

‘V‘—)oo

lim %Ut//(g)dg —th//(V)} <0 (4.1.9)
Vil 2

esitsizligi saglansin. Bu taktirde (1.4) denklemi diizgiin dissipative ¢dziimler sahiptir.
Ispat:

w(V) =bv+w(v) olsun. Bu durumda y fonksiyonu

Ve

0<y'(e) < p,

esitsizliklerini saglar. (4.1.4) denklemi asagidaki sisteme esdegerdir:
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X; =—axy —bx, —cx; —dx, —ex, —w(X,) + p(t, X;, X,, X35, X, X}

Yukaridaki sistem ise ( 4.1.5) sistemi bigiminde yazilabilir Daha 6nceden verilen teoremlerin

ispatinda oldugu gibi, benzer bi¢imde 7z, >0 ve D, = T—“, D=6, ve D, =0 olarak alalim.
Hy

Bu durumda (4.1.4) denklemine ait

7(w) =D, +Re[D,M +iwD,G(iw) + ®* Re{D,[I + (D" - D'G(iw))]
~G(-iw)D,D'D"G(im)} > 0

Frequency-Domain esitsizligi

o, = Os olmak tizere,

HiTy
(s=0
72-4(60) — T4 L_Lzm > O
Hy |A|
seklini alir.

1-aK

s=—2 g
a

segelim. Eger 6, <0 secilir ve 4(e —ad) < 2calinir ise 7,(w) ifadesi pozitif tanimli olur. Bu

durumda bir M, > 0 sayis1 vardir dyle ki

1
M, = —+ max

[a)4(a)4(1—a54)—a)2(b+c54)+(d +e§4))} o
Iu4 weR

(aw' —co’ +e)’ + 0’ (0* —bw® +d)’

olur. Buna bagli olarak

lim D, (%)diag[j ¢, (a)da —%¢(/1)} >0

M‘A)m

sarti
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lim ﬂ{jz/?(a)da —X—;lﬁ(X4):| >0
0

PARSS Xlz

bagintisina indirgenir. Bu ise teoremi tamamlar.

4.2. Besinci Basamaktan Lineer Olmayan Bazi Diferansiyel Denklemleri Coziimlerinin

Siirhhig, Ustel Kararhihg ve Periyodikligi

Bu kesimde Frequency-Domain metodu kullanilarak besinci mertebeden lineer
olmayan belli tiirden bazi diferansiyel denklemlerin ¢dzlimlerinin Afuwape ve Adesina
(2000b), tarafindan verilen niteliksel davranislar1 incelenecektir. Burada elde edilen
sonuglarin Lyapunov Metodu (Lyapunov, 1966) kullanilarak literatiirde elde edilen bazi
sonuglardan daha kisitlayic1 kosullar igerdigi ve etkin oldugu yazarlar tarafindan ileri
stiriilmektedir. Ancak bu sonuglardaki ile literatiirde mevcut olan sonuglar arasinda herhangi
bir irdeleme yapilmamistir. Daha 6nceden Kalman (1963), Popov (1962), ve Yacubovich
(1962;1964;1965;1966), Frequency-Domain Metodunu kullanarak benzer problemleri
inceledi. Daha sonradan Barbalat ve Halanay (1974), Popov (1962), ile Yacubovich
(1962;1964;1965;1966)’in ¢alismalar1 iizerinde bazi genellemeler yaptilar. Benzer bicimde,
daha oOnceki boliimlerde belirtildigi tizere Afuwape (1981; 1987; 1989; 1991) baz1 ii¢ ve
dordiincii basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel
Ozelliklerini incelemek i¢in yukarida sozii edilen ¢alismalar1 belli tiirden {ic ve dordiincii
basamaktan diferansiyel denklemler i¢in elde etti.

Bu kesimde sirastyla lineer olmayan besinci basamaktan,

x® +ax® +bx" +cx” + g(x') + h(x) = p(t) (4.2.1)

\(

m

Xx® +ax® +bx" +cx” + g, (X)X’ +h(x) = p(t) 4.2.2)

diferansiyel denklemleri ele alinmaktadir. Burada a,b ve ¢ pozitif sabitler;g,g,h ve pise

bagli bulunduklar1 degiskenlerin siirekli fonksiyonlaridir. Burada Afuwape ve Adesina
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(2000b), tarafindan Frequency-Domain metodu kullanilarak (4.2.1) ve (4.2.2) denklemleri

i¢in elde edilen sonuglar iizerinde durulacaktir.

4.2.1.Teorem

X' = AX —Bgp(c) + P(t), o =C"X (4.2.3)

sistemini gdz oniine alalim. Burada A, nxn-basamaktan reel matrisler, C” iseC matrisinin
transpozu (o) =colg;(a;),(j =12,...,m) ve P(t) ise n-bilesenli bir vektdrdiir. Kabul

eldim ki, (4.2.3) sistemi i¢in agagidaki sartlar saglanmaktadir.

(i) A kararli bir matris;
(ii) P(t) hert € R i¢in siirly;

(i)  /; 20 (u; ler sabitler ve ( j=1,2,...,m)) olmak lizere,

Oggﬂj(o-j)_g?j(o-j)gl[l

p— i» (o ;t&j); 4.2.4)
] ]

(iv)  Birkosegen D matrisi vardir 6yle ki her w € R i¢in

(@) =MD+ Re DG(iw) >0 (4.2.5)
dir.
Frequency-Domain esitsizligi  saglanir. Burada G(iw)=C (iwl —A)™"  biciminde
tanimlanmaktadir ve
. 1 .
M =diag| — |, (j=12,...,m)
Hj

olarak alinmaktadir. Bu sartlar altinda (4.2.3) sistemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(Pa) (4.1.3) sistemi bir tek X(t) ¢ozlimiine sahiptir dyle ki bu ¢dziim ve bu ¢éziimiin

X'(t), X"(t), X" (t) ve X (t) tiirevleri R de sinirldr.
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(Pb)  x(t) ¢oziimii ve X'(t),X"(t),x"(t) ve X (t) tiirevleri global olarak iistel kararlidur.

(Pc)  X(t) ¢oziimii ve X'(t),x"(t),x"(t) ve x(t) tiirevleri periyodiktir.

Bu calismada asagidaki kabuller varsayilacaktir: (4.2.1) ve (4.2.2) denklemlerinin

lineer sabit katsayili homojen bigimi

m

X® +ax® +bx" +cx"+dx +ex=0

denklemidir. Bu denklemin ¢oziimlerinin kararli olmasi i¢in Routh-Hurwitz sartlar1

a>0,(ab-c)>0,(ab-c)c—a’d>0,d >0,
(4.2.6)

(ab-c)c—a’d +2ea—(ab—bc+e)§>0,e>0

dir. Bu sartlar ise agagidaki esitsizliklerin saglanmasini zorunlu kilar.
b>0,c>0,bc—ad >0,e—ad >0, b?>—4d >0, c* —4ae>0.

Asagidaki denklemleri géz 6niine alalim:

v’a—ve+e=0 ve v’ —vb+d = 0.Bu denklemler asagidaki reel koklere sahiptir.

v, =é[c—(c2 —4ae)%}
v, =i[c+(c2 —4ae)%}
v, =%[b—(b2 —4d)%}
v, =%[b+(b2 —4d)%}

Bu kokler arasinda 0 <v, <V, <V, <V, esitsizligi mevcuttur.

Kabuller:
(@) g(x’), g,(x), h(x) ve p(t) fonksiyonlar1 siireklidir.



(i)
(iii)
(iv)

olur.

\))

olur.

(vi)

(vii)
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9(0)=9,(0)=h(0)=0
p(t) R de smirhdir.

d >0 ve u, >0 sabitleri mevcuttur dyle ki herz ve Ze R, z# 0 i¢in

4 < 90 -9@)

Sd+/’127 (Z;ﬁZ),
Z1—-17

d >0 ve u, >0 sabitleri mevcuttur dyle ki her ze R , (z # 0)igin

1Z
d<— s)ds<d ,
Z'([gl() + U,

e>0, 4, 20 sabitleri her z, Ze R dir.

h(z) -h(z)

-7

e< <e+uy, (z#17)

(iv)-(vi) kabullerindeki d, e, g, u, parametreleri,

_ ty _4e

A(pd - p0) gty

esitsizligini saglar.

(viii) a, b, ¢ ve d sabitleri asagidaki

a A 9y
Hy c

esitsizliklerini saglar.

(ix)

p(t) periyodiktir (hemen hemen periyodiktir).

4.2.2. Teorem

4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.1) denklemindeki g, h ve pfonksiyonlari ile a, b ve ¢ sabitleri igin (i)-(viii)

kabullerinin saglandigini varsayalim. Bu taktirde (4.2.1) denklemi yukarida verilen (Pa) ve

(Pb) ozelliklerine sahiptir. Yukaridaki kabullere ilaveten p(t) fonksiyonu periyodik (hemen

hemen periyodik ) ise bu taktirde (4.2.1) denklemi (Pc) 6zelligine sahiptir. Yani X(t) ¢oziimii

ve X'(t), X"(t), x"(t) ve x“(t)tiirevleri periyodiktir.
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Ispat:

9(2)=dz+4(2)
ve

h(z)=ez+ ﬁ(z)

olsun. Bu taktirde z # Z icin (4.2.7) ve ( 4.2.8) esitsizlikleri

OSMS,U

= 2
-1

Ve

bi¢ciminde yazilabilir. X = X; alindiginda (4.2.1)denklemi

X; =X
X; =X
X; =X,
X, = Xs
X, = —ex, —dx, —cx, —bx, —ax, — §(x,)—h(x,)+ p(t)

seklinde yazilabilir. Bu denklem sistemi ise, (4.2.3) bi¢imindedir.
Burada X, A,B,C,P ve ¢(0),

X, O 1 0 0 0 0 0
X, 0O 0 1 0 0 0 0
X=|x,|,A=|0 0 0o 1 0/,B=0 0,
X, o 0 0 0 1 0 0
Xs -e -d -c -b -a 11
4.2.9)
10 0
0 1 0 .
c=l0 o|,Pty=| o ,J=C*X=[ jvega(a):(fxl)]
- . : §(x,)
00 p(t)
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sisteminde verildigi tizeredir. Bu durumda Frequency-Domain sarti,

Ty 7p

(”11 ”12}
m(w) = >0

biciminde bir matris esitsizligine indirgenir. Bu esitsizlik ise her @ € Ricin saglanir. Asagida
verilecek olan Lemma 4.2.1, Lemma 4.2.2 ve Lemma 4.2.3 den bu durumun dogrulugu
izlenebilir Buna ilaveten Yacubovich’in Genellestirilmis Teoremi (Barbalat ve Halanay,

1971) g6z Oniine alindiginda teoremin sonucu kolaylikla dogrulanabilir.
(4.2.1) denkleminde h(X) = ex alinsin. Bu taktirde asagidaki teorem gegerlidir.
4.2.3.Teorem
x® +ax® +bx

"+ex"+g(x")+ex = p(t) (4.2.10)

denklemi goz 6niine alinsin. Burada a,b,c ve e pozitif sabitler, g ve p fonksiyonlarmin ise

(1)-(iv) ve (vi) kabullerini sagladiklar1 varsayilmaktadir dyle ki

2 P
y2>M2>(cab)[b_(b 2_40') ]+(ade) (4.2.11)

olur.
Burada M,, d ye bagl bir sabittir. Bu taktirde, (4.2.10) denklemi (Pa) ve (Pb) 6zelliklerine
sahiptir. Eger (4.2.10) denklemindeki p(t) fonksiyonu periyodik (hemen hemen periyodik)

ise bu taktirde bu denklem (Pc) 6zelligine sahiptir.
Belirtelim ki (4.2.1) denkleminde g(x’)=dx’, d >0 veya (4.2.2) denkleminde

g,(x)x" =dx" alinir ise, bu taktirde asagidaki sonug ifade edilebilir: Kabul edelim ki,

m

X +ax® +bx" +cx” +dx’+h(x) = p(t) (4.2.12)

denklemindeki a,b,c ve d pozitif sabitleri ile h ve p fonksiyonlar1 (i),(ii),(iii),(iv)

kabullerini ve
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a 2a a

M <M, S(bgj[w(cz_“ae)é}[d% (4.2.13)

esitsizligi saglanmaktadir. Burada M, e ye baglh bir sabittir. Bu kabuller altinda (4.2.10)
denklemi (Pa) ve (Pb) ozeliklerine sahiptir. Buna ilaveten p(t)periyodik (hemen hemen

periyodik) ise bu taktirde (4.2.12) denklemi (Pc) 6zelligine sahiptir.
Ispat:

(4.2.7) esitsizligi g(z) = dz + §(z) olmak tizere,

esitsizligi gibi ifade edilebilir. Bu durumda (4.2.10) denklemi asagidaki denklem sistemi

bi¢iminde ifade edilebilir:

Il
x
IV

v

5
= —ex, —dx, —cx; —bx, —ax; — 4(x,) + p(t)

X X X X X
U~ KNS S 5 =<
Il
x X X
=

Bu sistem ise,

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
A=| 0 0 0 1 0 |,B=(0]|,C=|0]|, P(t)=| O
0 0 0 O 1 0 0 0
-e -d -¢c -b -a 1 0 p(t)

o=C'X =X, ¢(c)=§(x,)
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olmak uzere

X'=AX -Bg(c)+P(t), c =C'X
bi¢ciminde bir vektor diferansiyel denklem olarak yazilabilir.
- * - _l - K
G(l(()) =C (Ia)l - A) B = |W[W]
A

yazilabilir. Burada,

A’ =A-A di.

A=(w'a-o’c+e)+io(w' —o’b+d),
D=r<,,

o’ (o' —o*b+d)

| |2 >0 ve M =L , U, > 0 olarak aldigimizda
A

Hs

(@) =7,| 1, +

esitsizligine ulasilir. Lemma 4.2.2 dikkate alindiginda (4.3.4) esitsizliginin her i¢in saglandigi

aciktir. Boylece Teorem 4.1.1.den dolay1 Teorem 4.2.3’{in ispat1 tamamlanir.

4.2.4. Teorem

X +ax® +bx"” +cx"+dx'+hx = p(t) (4.2.14)

denklemi g6z 6niine alinsin. Burada a,b,c ve d pozitif sabitler, h ve p fonksiyonlarnin ise

(1),(11),(111),(iv) kabullerini sagladiklar1 varsayilmaktadir 6yle ki

2 _ b2
g >M, > (b—% {“(C 2a4ae) }+(d —2) (4.2.15)

olur.

Burada M,, a ya bagh bir sabittir. Bu taktirde, (4.3.1) denklemi (Pa) ve (Pb) ozelliklerine
sahiptir. Eger (4.3.1) denklemindeki p(t) fonksiyonu periyodik (hemen hemen periyodik) ise

bu taktirde bu denklem (Pc) 6zelligine sahiptir.
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Ispat:
Bkz. (Afuwape ve Adesina 2000b).
4.2.5. Teorem

(4.1.2) denklemindeki a,b,c katsayilariile g,,h ve p fonksiyonlarmin (i)-(iii) ve (v)-
(viii) ozelliklerini sagladigini varsayalim. Bu kabuller altinda (4.1.2) denklemi (Pa) ve (Pb)

ozelliklerine sahiptir. Buna ilaveten (ix) kabulii saglanir ise bu taktirde (4.1.2) denklemi (Pc)

ozelligine sahiptir.
Ispat:
(4.1.2) denklemi Tanim 6.1. goz 6niine alindiginda

X'=AX-B,p(6,)+P (), =C X (4.2.16)

sisteminin bir duali oldugu goriiliir.

[ 9,(5)ds =+ 6,0

oldugu aciktir.
Bu durumda (4.2.7) esitsizligi

<p, X#0 (4.2.17)

biciminde yazilabilir. Ayrica (4.1.2) denklemi
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=X _dxs —Q(XS)

sistemine esdegerdir. Bu sistem ise A,B,C ve P (4.2.3.) sistemindeki gibi alinmak {izere ve
A =A", B,=C,C, =B ve P(t)=TP(t) olmak iizere, vektdrel formda (4.2.16) diferansiyel

denklem sistemi gibi yazilabilir. Burada T,

0 0 0 01
00 0T1@PO
T=0 01 00
01 0 00
1 0 0 0O

biciminde singiiler olmayan bir matris olarak alinmaktadir. Yukarida verilen Teorem 4.2.3

ispat1 dikkate alindiginda teoremin ispatinin kolaylikla tamlanabilecegi goriilebilir.

(4.1.2) denkleminde h(x) =ex altinda alindiginda asagidaki sonug¢ gegerlidir:

4.2.6.Teorem

"

X +ax® +bx" +cx” + g, (X)x' +ex = p(t) (4.2.18)
denklemini ele alalim. Burada a,b,c ve e pozitif sabitler, g, ve p fonksiyonlar ise (i)-(iii)
ve (v),(vi) kabulleri ile birlikte (4.3.2) esitsizligini saglamaktadir. Bu durumda (4.3.5)
denklemi ve (Pa) ve (Pb) 6zelliklerini saglar. Eger p(t) fonksiyonu periyodik (hemen hemen

periyodik) ise o zaman (4.3.5) denklemi (Pc) 6zelligine sahip olur.

Simdi Teorem 4.2.6’nin ispatin1 vermeden once, bu teoremin ispatini tamamlamada
kullanilacak olan bazi temel bilgiler ve lemmalar verilecektir.

(4.1.1) denklemi,
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*

X'=AX —Bgp(c)+P(t), o=C"X

sistemi seklinde ifade edildiginde,

X, O 1 0 0 0 0 0
X, 0O 0 1 0 0 0 0
X=x,[,A=[0 0 0 1 0/,B=|0 0],
X, 0O 0 0 0 1 0 0
Xs -e -d -¢c -b -a 1 1
10 0
0 1 0
C=|0 0[,Pt)=| 0 ,azC*Xz[ lJve gp(o)—(h(xl)]
0 0 0 2 g(x,)
0 0 p(t)

P(t) =

S O o O

!

P(t, X, Xy, X5, Xy, X, )

olur.

G(iw)=C’(iwl — A)"'B hesaplandiginda (4.4.1) sistemi i¢in
Gliw) ({1 1
) =—
Ao (o
olmak iizere,

A=(o'a-wc+e)+in(o* —bo® +d)

elde edilir.

(4.4.1)

(4.4.2)
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(4.1.5) Frequency-Domain esitsizligini, yani 7(@) =MD + Re DG(iw) > 0 elde etmek i¢gin 7,

ve 7, sayilan ve pozitif D =diag(z;) ve M = diag(LJ ,(J =1,2) matrislerini segmeliyiz.

i

Belli hesaplamalardan sonra her w € Rigin,

L (w*a-w’c+e)
Ty =T My |2 ’

A
rA—iot,A  _
Ty =—"""13 = 7u»
214\
4 2
Ty =7, ﬂz_l +’ @ _w2b+d)
A

olmak tizere

(ﬂ-ll 72.12)
(o) = >0

72-21 72-22

elde edilir.

Burada |A|2 =A-A ; A ise, A min karmasik eslenigidir.

4.2.1.Lemma

V(v —vb+d) (@

S, (V) =(-v’a+vc—e)+—— , (0> =V)
(-via+vc—e)

olsun. Bu taktirde,

u, >M,(d,e)=S,(v,) = max S,(v)
ve

S,(Vy) >S,(vy) :E(c—ab)(b—(b —4d)"?)+(ad —e)
olmak kaydryla her v > 0 ig¢in 7, (@) pozitiftir. Burada v,,,

AW)=S, (V)-(—v*a+vc—e)’
=(c-2a){(-v’a+vc—e)* —v(v’ —vb+d)*}
+(v? —vb+d)(5v? —3vb + d)(—via+vc —e)

(4.4.3)

(4.4.4)

(4.4.5)

(4.4.6)
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A (v) = 01 bir kokii ve M, (d,e) ise V=V, i¢in S,(V)nin maksimum degeridir.

Ispat:

Bkz. (Afuwape ve Adesina, 2000b).

4.2.2.Lemma

(v’a-vc+e)’

S,(V)=(-v’+vb—-d)+ ,
() =( ) v(=v> +vb—d)

(0 =V)

olsun. Bu taktirde,  x, <M,(d,e)=S,(v,)= min S, (V)
ve
1 c ! e
5,(%)) = $,(1,) = o (b =)(c-+(c” ~4ae) ) ~(d ~5)
a a a
saglamak kaydiyla 7,,(®) her v > 0 i¢in pozitiftir. Burada v, , A,(v)=0,

A (V)=S, (V)-V2(~V* +vb—d)’
=(b-2v){(v’ +vb—d)* —v(v’a-vc +e)’

+(v’a—-vc+e)via-vc—e)(—v’ +vb—d)
ifadesinin bir kokii ve v, <v, <v, ve M,(d,e), S,(V) nin v=v, da minimum degeridir.

2bc—b’a
e="— "=

Ayrica, eger V, ;tg ise bu taktirde S,(v,)> Sz(g) ve V= % , 2

vee < 2b(b> —4d)(b—§),g >0, S,(v,)> sz(g) olur.

Ispat:
Bkz. (Afuwape ve Adesina, 2000b).
4.2.3.Lemma

A=—>0

parametresi
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L<l<ﬂ

4(41,d — p,C) 1,

esitsizligini saglasin. Bu taktirde g,.u, carpimi negatif olmamak kaydiyla herw e R

icindet 7(®w) > 0 dir.

Ispat:

Bkz. (Afuwape ve Adesina, 2000b).

4.3. Besinci Basamaktan Lineer Olmayan Bazi Diferansiyel Denklemlerin Diizgiin

Dispativligi Uzerine

Bu ¢alismada Frequency-Domain metodu kullanilarak, besinci basamaktan lineer olmayan
bazi diferansiyel denklemlerin diizglin dispativ ¢Ozlimlerine ait bazi problemler
incelenecektir. Ele alinacak denklemler,

X +ax® +bx” +cx" + g(x) + h(x) = p(t, x,x, x", X", x*) 4.3.1)

\%

m

X +ax® +bx" +cx”+ g, (X)Xx"+h(x) = p(t, x, x’, x", x", x*) (4.3.2)
biciminde olup, bu denklemlerinin dispativ olan ¢éziimlerinin varlig1 i¢in yeter sartlar iceren
sonuclar ifade ve ispat edilecektir. Bu sonuglar elde etmek i¢in Yacubovich’in dispativlik
hakkindaki Genellestirilmis Teoremini kullanacagiz. Afuwape (1986), Afuwape ve Adesina
(2000b), Kesim 4.2 de de belirtildigi tizere yukarida ifade edilen lineer olmayan

m

X +ax™® +bx” +cx” + dx’ + h(x) = p(t,x, x", x", x", x*)

m

X +ax™® +bx” +cox" + g(x) +ex = p(t, x, x’, x", X", x)
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"

X +ax® +bx” + f(x")+dx"+ex = p(t,x, x’, x", x", x?)

Ve

"

X +ax® 4 (X" +ox” + dx’ +ex = p(t, x, x, x", x", x4

denklemlerinin diizgiin dispative ¢oziimlerini (uniformly dissipative solutions) Frequency-

Domain Metodunun kullanarak inceledi. Bilindigi iizere, buradaa,b, ¢ ve d ler pozitif sabitler
oluph,g,9,,¥w ve p ler de reel degerli ve bagli bulunduklari degiskenin siirekli

fonksiyonlaridir. Bu denklemlerin daha yiiksek mertebeli veya diisiik mertebeli benzer
bicimindeki modellerli icin s6z konusu olan problemin incelenmesi teori ve pratikte
onemlidirler. Cilinkii bu tlirden denklemler R-C filtrelerinin vasitasiyla otomatik kontrol

modellerine uygulanabilmektedir(Andres ve Stanek,1993).

Bu kesim boyunca asagidaki kabullerin dogrulugu varsayilacaktir.
N.1

Frequency-Domain

7(w) = D, +Re[D,M +iwD, G(iw) + w* Re{D;[I + (D" — D'G(iw))]
~G(-iw)D,D'D"G(iw)} > 0 (4.3.3)

sart1 saglanmaktadir.Belirtelim ki, bu sartin saglanmasi halinde

m

X +ax® +bx" +cx"+dx +ex=0 (4.3.4)

denklemine ait karakteristik denklemin tiim kokleri negatif reel kisimli olur. Bu durum ise

(4.3.4) denkleminin tiim ¢oéziimlerinin asimptotik kararli, sinirli v.b.olmasi i¢in yeterlidir.

N.2

Her weRicin am' —co’ +e=0 denklemi o],m; gibi iki pozitif reel koke sahip

olup, bu kékler ] = ZL[C —(c? —4ae)%] ve @) = ZL[C +(c? —4ae)%] dir. Benzer
a a

bigimde aw'-bw’+d=0 denklemi ise o;,w; gbi ;= %[b—(b2 —4d)%]ve
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w; :%[b+(b2 —4d)%] seklinde pozitif iki reel koke sahiptir. Uygun olmasi agisindan,

r=aw’ —co’+e ve s=w' —bw’ +d alalim.

N.3
Yukarida belirtilen kokler arasinda
0 2 C 2 2 b 2 .. e
<o < 5 <w; <w; < 5 < w, esitsizligi vardir.
N.4
Pozitifd,e sabitleri ve 1, > 0, 1, > 0 sayilar1 vardir, dyle ki,
ds@sdﬂll,eg@gwyz (z#0) olur.
YA z
N.S

!

(4.3.1) denklemindeki p fonksiyonunun her t,X;,X,,X;,X, i¢in

!

P(L, X, Xy, X3, Xy, X, )| < Py

esitsizligini saglandigini kabul edelim. Burada p,, pozitif bir sabittir.

4.3.1.Teorem

(4.3.1) sistemindeki a,b,c katsayilariin pozitif sabitler g(0)=h(0)=0 ve N.1-N.5

kabullerine ilave olarak asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim.

d<g'(z)<d+g
e<h'(z)<e+u,

Bu taktirde yukaridaki kabullere ilave olarak,

m - !g(;)d(—%zg(z)}zo

m — Jz'h(g“)dg“—%zh(z)}so
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sartlarinin saglanmasi halinde (4.3.1) denkleminin ¢ézlimleri diizgiin dissipativedir.

Belirtelim ki N.5 kabulii yerine,

1
Xy

!
P(E, X5 Xy, X35 X5 X, ) S/%*‘pqul 5| X251 X5]5 | X4 5

} >0

alinmast durumunda, N.5 kabulii daha az kisitlayici bir duruma indirgenmis olur. Eger

4, =0 ise, bu taktirde (4.3.1) denklemi,

"

X +ax® +bx"” +cx” +dx’+h(x) = p(t, x, x’, x", x", x“)

denklemine indirgenir ve Teorem 4.3.1 ise Afuwape ve Adesina (2000a), deki teoreme

indirgenir. Benzer bi¢imde, eger u, =0 ise bu taktirde (4.3.1) denklemi,

"

X +ax® +bx"” +cx"+ g(x')+ex = p(t,x,x’, x", x", x?)

denklemine indirgenir ve Teorem 4.3.1 ise Afuwape ve Adesina (2000a), teoremine

indirgenir.
Ispat:

Teorem 4.3.1°.in ispatin1 vermeden once bazi temel varsayimlar verilecektir.

!
"

g(x)=dx+g(x") ve h(x):ex+ﬁ(x)olsun. X=X,X"=X,X"=%X,X" =X, ve X, =X

degisken degisimi yapildiginda (4.3.1) denklemi

X 0 1 0 0 0 0 0 1 0
X, 0 0 1 0 0 0 0 0 1
X=|X%|,A=| 0 0 0 1 0 [,LB={0 0[,C=(0 0,
Xy 0 0 0 0 1 0 0 0 0
X -e -d -¢c -b -a 1 1 0 0

w

(4.3.5)
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h(x,)
(0) = L P(t) =
ne (@( )j

X,

oS O O O

!

Pt X, Xy, X5, Xy, Xy )

olmak iizere vektorel formda,
X'=AX —Bg(c)+P(t,X), c=C"X
biciminde yazilabilir.
Eger N.1 sart1 saglanir ise bu taktirde yukarida verilen A matrisinin tiim 6zdegerleri
negatif reel kisimli olur. Bu ise A matrisinin kararli olmasini gerektirir. Buna bagli olarak A
matrisinin hicbir karakteristik kokii tamamen imajiner olmaz. Bu nedenle, her w € R igin

(iowl — A)”' vardr.

Aiw) = det(iol — A) = (aw* —co’ +e)+io(w* —bo* +d)=r+iws

olsun.

. . L, 1 (11
Gmm=00d—A)B—Xa5&wiwj (4.3.6)

yazilabilir.

Buna bagli olarak (4.3.3) ile verilen Frequency-Domain esitsizligi

77, +a)2ﬁs {Tlx—wz@A}—iw{rzA—aZ}
7 + H Hy H
2 2
_ y A 2|
7(w) P 9 P >0,
{TIA—w22K}+ia){rz_—lA} a)z{ST2 —2r}
Hy H 7 + Hy
2 # 4]

(4.3.7)

biciminde yazilabilir.
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22 2.2 M z-j A Hi _
Burada|A| =r"+@’s” dir. D, =diag—, D, =diag— ve D, =0 alalim. Bu durumda
H H

yukaridaki matrisin her @ € Rigin pozitif taniml1 olmasi i¢in,

2
=1 L+ T 0S 16 ve det () > 0 (4.3.8)
H |A|
= 0 E0D | 0 e det (@) > 0 4.3.9)
Hy |A|

olmalidir. Burada o, = i, (i=12) d.

i

Simdi (4.3.8) ve (4.3.9) esitsizliklerinin ispatlanabilmesi i¢in asagidaki lemmalar verilecektir.
4.3.1.Lemma

®, ve o,,N.3 kabuliindeki sartlar1 saglamak iizere ve

. (ab-c)w +2a(2e —ad) v

_(@b-c)w; +2(e-ad)
# 26,a’

2
0,w;

e U, >

olmak kaydiyla herw € R icin 7,,(w) >0 ve z,,(®) >0 dir (Afuwape ve Adesina,2003).
Ispat:

7T, Ve 7, nin taniminda,

2 2
i>mafx Ki(@) ve L>mag< Ky (@)

to R A tyo o AP

yazilabilir.Burada K,(0”) = —(r + @’s3,) ve K, (@)=’ (z5, — ) dir. Ayrica

Kl(wz)
Af

fonksiyonu @’ = @ noktasinda maksimum degerini alir ve bu deger,

B 26,a’
(ab-c)w +2a(2e —ad)

1

dir.



&5

Kz(wz)
A*

Eger 6, =b”>—4d alinirsa g, < Ml_l olacagi agiktir. Ayrica benzer bicimde

1
fonksiyonu ise &, =—(c’ —4ae)5 <0 olmak kaydiyla " = ®;noktasinda maksimum
degerini alir. Bu maksimum deger ise

_ _520)32
(@b -c)w; +2(e—ad)

2

olarak elde edilir. €, negatif segilebileceginden bu durum miimkiindiir. Buna bagli olarak

M, < Mz_1 yazilabilir. Boylece lemmanin ispat1 tamamlanir.

4.3.2.Lemma

Her o € R igin det 7(w) > 0dr.

ispat:

(4.3.7) deki matrisin determinant degeri hesaplandiginda bu determinantin pozitif

olabilmesi i¢in

7, 1 [a)zrlrzs ’t,01 L% a)zﬁrzs}
HH, |A|2 Hy HH, Hy HH,

2 2 2 2
@ {7292721’ L wT,08 }>0 (4.3.10)

AL s H

olmalidir. Eger (4.3.10)’da @’ =0alinirsa det 7(w) > Ooldugu agiktir. Benzer bigimde

o’ #0 ise bu taktirde |A|2 ve |A|451ra51y1a ®®> nin besinci ve onuncu mertebeden
polinomlar1 olarak dikkate alinabilir. (4.3.10)’ daki esitsizlikte son parantezin i¢indeki ifade
yeterince kiiglik oldugundan, 4z, ve w, Lemma 4.3.1 deki sonug saglanacak sekilde secilirse
det 7(w) > 0 oldugu kolaylikla goriilebilir.

Simdi yukarida ispati verilen iki lemma ve Teorem 4.3.1° in sartlar1 yardimiyla asagidaki

bagintilar yazilabilir:
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0
(4.2.7) deki D, = diag—-, (j =1,2) almir ise

]

fim & [d(da—"24(x,) |20 4.3.11)
[ ¥, | o0 X5 0 2
im & [Ada—"1hex) |20 (43.12)
x| > X1 0 2

elde edilir.

6, ve 6,,0, >0 ve 0, <0olacak sekilde alinirsa (4.3.11) ve (4.3.12) deki

. 1| 1
lyng—zu g(:)d;—zzg(z)} >0

1| 1
lim Z—ZM h(¢)ds -2 zh(z)} <0

sonuglar elde edilir. Bu ise Teorem 4.3.1’in ispatini tamamlar.
4.3.2.Teorem

Kabul  edelim ki, (4.3.2)  denklemindeki f ve g fonksiyonlar1
icin g, (0) = 0 = h(0) esitlikleri mevcut ve pozitif d ve e sabitleri var dyle ki, Teorem 4.3.1’in

tiim sartlar1 saglanmaktadir. Bu sartlara ilave olarak
esw£e+yl (4.3.13)
X

esitsizliginin saglandigin1 varsayalim. Bu taktirde (4.3.2) denklemi diizgiin dissipative

(uniformly dissipative) ¢oziimlere sahiptir.

Ispat:
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Igl (s)ds=dx+g,(x) ve h(x)=ex+ ﬁ(x) olarak alalim. Bu durumda (4.3.2)
0

denklemi esdeger sistem olarak
Xl = _eXS - f(X5)+ p(t,XI,XZ,X3,X4,X4 ):
!

X, =X _dxs - Q(XS),

X; = X, —CXs, (4.3.14)
!

X, =X; —Dbx,,
!

X; =X, —aXs

bi¢iminde alinabilir. Bu sistem ise,

X'=AX-Bg(a))+P(t,X), o :CI*X

formundadir. Burada,

X, 000 0 —e 10
X, 1000 —d 0 1
X=[%[,A=/0 100 -c|,B=[0 0],
X, 001 0 —b 0 0
X 0001 -a 0 0
(4.3.15)
0 0 0000 1
0 0 00010
C={0 0[,T=/0 0 1 00
0 0 01000
11 1 0000

dir. (4.3.15) sistemi (4.3.1) sisteminin bir dualidir. Buna bagl olarak her iki sistem i¢in
yukarida verilen Frequency-Domain sartlari gecerlidir. Yukarida verilen Teorem 4.3.1’in
ispat1 dikkate alindiginda Teorem 4.3.2.°nin ispati kolaylikla tamamlanabilir (Afuwape ve

Adesina, 2003).
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