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ONSOZ

Kismi diferansiyel denklemler igeren  matematiksel modeller, fizik, miihendislik ve
uygulamal1 bilimlerde genis bir yer tutar. Bu konuda yapilan nlimerik ¢aligmalar 6zellikle
bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle biiyiikk bir hiz kazanmistir ve denklemlerin niimerik
¢Oziimlerini elde etmek i¢in bir cok yontem gelistirilmistir.

Bu calismada, sonlu farklar yaklasimiyla bazi niimerik yontemler ele alinmistir. Daha sonra
bu niimerik yontemlerin tutarlilik ve kararliliklar1 incelenmistir.

Bu calismanin hazirlanmasinda yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Yrd. Dog¢. Dr. Nuran
Giizel’e tesekkiir ediyorum.

Ayrica, yiiksek lisans boyunca beni destekleyen Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma
Kurumu (TUBITAK)’a tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

Bu tezde, miihendislik ve fen bilimlerinde ortaya c¢ikan parabolik kismi diferansiyel
denklemini ¢6zmek i¢in sonlu farklar yontemi kullanan bazi niimerik metotlar sunulmustur.
Daha sonra bu niimerik yontemlerin tutarlilig1 ve niimerik kararlilig1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Parabolik kismi diferansiyel denklem, tutarlilik, kararlilik.



ABSTRACT

In this thesis, some numerical methods using finite difference formulas are described for the
solving parabolic partial differential equation arising in sciences and engineering. Then, the
consistency and the numerical stability of the methods are studied.

Keywords: Parabolic partial differential equation, consistency, stability.
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1. GIRIS
Matematik’te uygulama alam1 c¢ok genis olan alanlardan bir tanesi kismi diferensiyel
denklemlerdir. Her zaman kismi diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde

edemeyebiliriz. Bu yiizden niimerik olarak inceleriz. Uygulama alan1 ¢ok genis oldugundan

bircok matematik¢inin ilgisini ¢ekmis ve ¢oziimi i¢in farkli yontemler gelistirilmistir.

20. yiizyila gelindiginde kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri analiz edilmeye
baslanmistir. Ik olarak 1928 yilinda Courant, Friedrichs ve Lewy matematiksel fizik
problemlerinde sonlu fark formiillerini kullandi. Eliptik kismi diferansiyel denklemlerin fark
formiilleri icin hata smurlari ilk defa 1930 yilinda Gerschgorin tarafindan gdosterildi. Bu
yaklagim 1960’l1 yillara kadar Collotz, Motzkin, Wasom, Bramble, Hubbard gibi bilim
adamlar1 tarafindan kullanildi. Ayrica, birgok eliptik denklem formiilleri ve buna bagli olarak
sinir kosullar1 analiz edildi. II. Diinya Savasi boyunca sonlu farklar yontemi ile zaman (t)
kosullu problemler bilgisayar yardimiyla ¢6ziildii. John von Neumann’in calismalar1 bu
problemlerin ¢oziilmesinde biiylik katki saglamistir. 1951°de ise bu g¢alismalar O’Brien,
Hyman ve Kaplan tarafindan yazildi. Parabolik denklemler i¢in John von Neumann 1951
yilinda yeni bir teori gelistirdi. Bu arada 1947 yilinda Crank ve Nicholson 1947 yilinda
baslangi¢-sinir deger problemleri i¢in yeni bir yontem gelistirdi. Lax Denklik Teoremi’nin ve
Kreris Matris Metodu’nun (kararlilik i¢in) bulunmasiyla, genel baslangi¢ deger problemleri
icin sonlu farklar teorisinde ve parabolik denklemlerde 1950 ve 1960 yillarinda bir gelisme
kaydedildi. Hiperbolik denklemler i¢in 6zellikle de dogrusal olmayan hiperbolik denklemler
icin sonlu fark formiilleri yakin zamana kadar onemli bir yer tuttu. Friedrichs, Lax ve
Wendroff sonlu fark formiilleri ile hiperbolik denklemler iizerinde ilk c¢alisan bilim
adamlaridir. Son yillarda 6zellikle bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle kismi diferansiyel

denklemlerin niimerik ¢oéziimlerinde dnemli mesafeler alinmistir.

Bu calismada ise parabolik kismi diferansiyel denklem olan 1s1 denkleminin bazi niimerik
yontemleri incelendi. Daha sonra bu yontemlerin Taylor serisi yardimiyla tutarlilig arastirildi.

Son asama olarak da incelenen yontemlerin karaliliklar1 arastirildi.



2. TEMEL BIiLGILER

2.1 Onbilgiler

Bu boliimde, tezde kullanilan bazi temel kavramlar verilecektir.

2.1.1. Tanmmm: Bir bagimh degiskenin bir bagimsiz degiskene gore cesitli mertebeden
tiirevlerini bulunduran denkleme diferansiyel denklem denir. Bu tiir denklemlerin en genel

formu,
f (x, VYL Y y(”)) -0 2.1)

seklinde gosterilir. Burada y(”), y ’nin X’e gore N. tiirevidir. (2.1) denklemi y(") ye gore

¢oOziiliirse,
y" =g (x, vYLY ..., y(”“)) (2.2)

elde edilir. Bu da (2.1)’in ac¢ik formda yazilmis halidir.

2.1.2. Tanim: n bagimsiz degiskenli bir tek bilinmeyen fonksiyonlu bir diferansiyel denklem

ele almsin. Bagmmsiz degiskenler X,X,,..,X, ve bilinmeyen fonksiyon da

X = (X5 Xyseees X)) = Z=Z(X) = Z(X, X550 X,,)

. 0z .
olsun. Kismi tiirevler pi(Xl,Xz,...,Xn)=a—(xl,xz,...,xn), i=1,..n ya da nokta
X

belirtilmemek tizere p, :aa—)z ile gosterilsin. Kismi diferansiyel denklem genel olarak
f (X5 Xyseees X525 Py Pyseees P,) =0 (2.3)
ya da kisaca

f(x,z,p)=0 (2.4)
biciminde gosterilir.

2.1.3. Tanmm: c,,b € R ve X; ler de degiskenler olmak iizere,

C,X +CX, +---+C.X, =Db (2.5)



seklindeki bir ifadeye lineer denklem denir.

a;, b e R ve X degiskenler olmak tizere

a, X +a,X, +--+a,X, =h

n"*n

A X +auX, +o X, = bz (2.6)

X +a,,X +-+a,, X, =b,

seklindeki bir ifadeye lineer denklem sistemi adi verilir. Burada A:[aij]m ) matrisine

sistemin katsayilar matrisi ve

bl Xl
b X

B=| 7 |ilex=|" (2.7)
bm Xn

Q, a, - q, f b1
a, a, - a, : b

[A:B]=| 2 2 . (2.8)
a‘ml amz a'mn : bm

matrisine de sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.

Yukaridaki lineer denklem sisteminin matris gosterimi AXx=B seklindedir. Bir lineer
denklem sisteminde, sistemin genisletilmis katsayilar matrisi tizerinde yapilan elementer satir

ve siitun iglemleri, sistemin ¢6zlimiinii degistirmez. Yani,

e Herhangi iki denklemin yeri degistirilirse,

e Herhangi iki denklemin her iki yani sifirdan farkl bir skalerle ¢arpilirsa,

e Herhangi iki denklemin her iki yani, herhangi bir skalerle ¢arpildiktan sonra baska bir

denklemle taraf tarafa toplanirsa sistemin ¢oziimleri ayn1 kalir.

Bundan dolay1, [A: B] genisletilmis katsayilar matrisini elementer satir ve siitun islemleri ile

indirgenmis eselon forma getirerek ¢oziimler bulunabilir. Bu metotla sistemi ¢6zmeye Gauss-



Jordan yok etme metodu ve katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma getirerek ¢ozmeye

de Gauss-Jordan indirgeme metodu adi verilir.

2.1.4. Tamm: A, nxn tipinde bir matris olsun. Eger |A| # 0 ise A matrisine (tersi mevcut

ise) non-singiiler (regiiler) matris, A| =0 ise A matrisine (tersi mevcut olmayan) singiiler

(regiiler olmayan) matris denir.

2.1.5. Tanim: A, n. mertebeden bir regiiler matris (|A|;t0) ise AX=B lineer denklem

sisteminin tek ¢oziimii vardir ve bu ¢6ziim
x=A"B (2.9)
esitligi ile verilir.

2.1.6. Tamm: Eger f (x) fonksiyonunun X = de her mertebeden tiirevi varsa,

"(c s ™ (¢
f(x)="f(c)+f'(c)(x—c)+ fz(! )(x—c) I f n!( )

(x—c)" +- (2.10)
serisine  f (X) fonksiyonunun X =C deki Taylor Serisi denir. Eger ¢ =0 alinirsa bu seriye
f (X) fonksiyonunun Maclaurin Serisi ad1 verilir.

2.1.7. Teorem (Taylor Teoremi): f(x,y) fonksiyonu ve ilk n mertebeden kismi tiirevi

kapali bir bolgede siirekli ve acik bolgede n+1 inci mertebeden tiirevi mevcut ise

0 0 1,0 0 .,
f(a+h,b+k)_f(a,b)+(h&+ka)f(a,b)+2—!(h&+k5) f(a,b)

1 0 0
+...+—(h—+k—)"f(a,b)+R 2.11
n!( o ay) (@b)+R, (2.11)

dir. R, Langrange kalani olarak isimlendirilir ve

R =— (hZikTy fasohbrok), 0<o<I (2.12)
(n+D)!" ox oy

ile verilir ve

0

a —
(h—+ ka) f (a,b) = hf,(a,b) +kf, (a,b)



(h§+ k%f f(a,b)=h*f,(a,b)+2hkf_(a,b)+k>f, (a,b)

seklindedir.

2.2 Sonlu Farklar

Sonlu farklar yontemi ile niimerik tiirev almak i¢in bir takim ayrik noktalarda degeri bilinen

bir f(x) fonksiyonunun bir noktasindaki tiirevi bilinen bu degerler kullanilarak ifade edilir.

h adim uzunlugu olmak iizere, f(x) fonksiyonu (x+h) ve (x—h) civarinda

f(x+h)= f(x)+hf (x)+h f”(x)+h f7(x)+0(h*)

f(x=h)=f(x)—nhf (x)+h f'(x)— il f’”(x)+O(h4)

seklinde Taylor Serisi’ne agilir.

Denklem (2.13) ve (2.14)’ten
h3
f(x+h)—f(x—h)=2hf '(X)—? f"'(x)+0(h%)

f(x+h)=2f(x)+ f(x—h)=2h*f"(x)+O(h*)
denklemleri elde edilir.

Buradan da

f(x+h)—

f(x=h) )
oh +0(h%)

f'(x) =

f(x+h)=2f(x)+ f(x=h)
h2

f(x) = +0(h?)

elde edilir. Denklem (2.15) ve (2.16)’ ya merkezi fark tiirev formiilleri denir.

f(x+h)—f(x)
h

f(x) = +0(h%)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



f(x+2h)=2f(x+h)+ f(x)
h2

f(x) = +0(h?) (2.18)

denklemlerine ileri fark tiirev formiilleri denir.

F1(x) = f(x)_;(x_h)m(hz) (2.19)

f(x)=2f(x=h)+ f(x=2h)
h2

f(x) = +0(h?) (2.20)

denklemlerine de geri fark tiirev formiilleri denir.

2.3 Problemin Siniflandirilmasi

Diferansiyel denklem problemini belirtmek i¢in iki farkli yol vardir. Birincisi, fonksiyon ve
tiirevleri ile cebirsel iliskisi olan diferansiyel denklemlerdir. ikincisi, birgok olasi ¢dziimden

arzu edilen ¢oziimii elde etmek i¢in baslangi¢ ve sinir kosullarinin da saglanmasidir.

Baslangi¢ kosullari, bagimsiz degiskenin sabit degeri i¢cin her yerde saglanan kosullardir.

Genellikle, bagimsiz degisken zaman (t) olarak tanimlanur.

Siir kosullari, diferansiyel denklemin tanimlandigi A bolgesinin 6A siirinin her yerinde

saglanan kosullardir.

Farkli kismi diferansiyel denklem tipleri farkli baglangi¢ ve sinir kosullarina ihtiya¢ duyar ve
bu da farkli niimerik islemler anlamina gelir. Uygulamada, genellikle miihendislikte ve temel
bilimlerde ¢ok yaygin kullanim alani olmasindan dolay: ikinci dereceden dogrusal kismi
diferansiyel denklem ele alinacaktir.

o’'u _ du ou _ou _odu

~+B +C—+D—+E—+Fu=g (2.21)
OX Oxoy oy OX oy

A=A(X,Y,u,,u,,U),....,F =F(X,y,u,,u,,u) seklinde bir ikinci derece kismi diferansiyel

denklem olsun. Bu tip diferansiyel denklemler B> -4AC ye bagl olarak ii¢ smifa ayrilr.
Bunlar, eliptik, hiperbolik ve parabolik denklemlerdir.

2.3.1 Eliptik Denklem

Eger B’—4AC <0 ise (2.21) denklemi eliptik denklemdir. Eliptik kismi diferansiyel



denklemler sinir deger problemlerini dogurur. Yani sadece smir kosullar eliptik kismi
diferansiyel denklem ¢Ozlimiiniin belirtilmesi i¢in saglanir. Eliptik denklemler statik
(zamandan bagimsiz) problemlerde ortaya c¢ikar. Potansiyel teori, akiskan mekanigi bu tip

denklemlere drneklerdir. Ornegin Poisson denklemi

o’'u ou
WJFW: g(x,y), (X,y)eA (2.22)
bir eliptik denklemdir.

f,(X,¥),..., f,(X,y) bilinen fonksiyonlar ve 6A=C, UC,UC, olmak iizere

u=f(xy) (x,¥)eC,

ou
%: f,(x,y) (x,y)€C,

ou
n f,(x,y)u=f,(x,y) (x,y)eC,

siir kosullarini saglayan (2.22) denkleminin ¢éziimii aranir.

2.3.2  Hiperbolik Denklem

Eger B> —4AC >0 ise (2.21) denklemi hiperbolik denklemdir. Hiperbolik kismi diferansiyel
denklemler baslangi¢c deger problemlerini dogurur. Yani t=0 da ¢oziime baslamak ig¢in
baslangic kosullara ihtiya¢ duyulur. Hiperbolik denklemler dagilimlari yaymayi iceren
problemlerde goriiliir. Dalga mekanigi bu tip denkleme 6rnektir. Dalga denklemi

o’'u_du

Wzy'k g(X,t) > (t,X) E(0,00)X(a,b) (223)

bir hiperbolik denklemdir.

#(X) ve ¢(X), X e bagl birer fonksiyon olmak iizere

0(0.%) = () . % — p(x)

baslangi¢ kosullarini saglayan (2.23) denkleminin ¢6ziimii aranir.



2.3.3 Parabolik Denklem

Eger B> ~4AC =0 ise (2.21) denklemi parabolik denklemdir. Parabolik kismi diferansiyel
denklemler baslangi¢ sinir deger problemlerini dogurur. Yani t=0 da ¢6zliime baslamak i¢in
baslangi¢ kosullara ihtiya¢ duyulur sonra t>0 i¢in ¢ézliimiin belirtilmesi i¢in sinir kosullar
saglanmalidir. Parabolik denklemler sicaklik, manyetik alan problemlerinde sik¢a goriiliir.

Difiizyon denklemi

ou ou
E=y+g(x,t), (t,X) € (0,00)x (a,b) (2.24)

bir parabolik denklemdir. «,(t), e, (1), B, (1), B, (1), f,(1), f,(t) fonksiyonlar: t’ye bagli olmak

uzere

u(0,x)=¢(x),

GOUL+ADS = O >0

o, (Hu(t,b)+ 4, (t)% = f,(t) t>0

seklinde baslangi¢ ve sinir kosullarini saglayan (2.24) denkleminin ¢6ziimii aranir.



3. PARABOLIK KISMi DiFERANSIYEL DENKLEMIN SONLU FARKLAR iLE
BAZI NUMERIK COZUM YONTEMLERI

Bu boliimde,
2
c6 u(>2(,t)=8u(x,t) , O<x<a,t>0 3.1
OX ot
u0,t)=T,, u(a,t)=T, ,t>0 (3.2)
ux,0)=f(x) , 0<x<a (3.3)

seklindeki sinir deger probleminin yaklagik ¢oziimii i¢in dort farkli yontem verilecektir. Bu
denklem bir boyutlu 1s1 denklemi olarak bilinir ve parabolik tipten bir kismi diferansiyel

denklemdir. Burada T, ve T

,, ¢ubugun uc noktalarindaki 1siyr gosterir. f fonksiyonu,

homojen bir ¢ubuk icinde X =0 noktasindan X = a noktasina kadar baslangi¢ 1sisinin dagilimi
olarak diisiiniilebilir. Eger f fonksiyonu [O, a] kapal1 araliginda siirekli ise (3.1) sinir deger

probleminin ¢oziimii tektir.

3.1 Euler Yontemi
(3.1) denkleminin yaklasik ¢oziimiiniin bulunmasi i¢in dnce bu denklemin yerine gecen fark
denklemi elde edilir. Bunun i¢in merkezi fark yaklasimi kullanilirsa

o°u 1

_—
~

PV [u(x+h,t)—2u(x,t)+u(x—h,t)]

elde edilir. ileri fark yaklasimi da kullanilarak

g_l: ~ &[u(x,t +k)—u(x,t)]
elde edilir. Bu degerler (3.1) denkleminde yerine yazilirsa
%[u(xjt h,t)—2u(x,t)+u(x—h,t)] =%[u(x,t +Kk)—u(x,1)] (3.4)

seklinde fark denklemi elde edilir. Eger r = ;—5 ve

U(Xﬁt) = u” >
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ux+h,ty=u,, ;,
u(x—h,t)= U_»
u(x,t+k)= Ui s

olarak alinirsa (3.4) fark denklemi

u =ru,, ;+ a —2r)uij +1U;, (3.5)

i,j+1

seklinde yazilir.

Bazi T degerleri i¢cin 0<x<a, 0<t<T esitsizligi ile tanimlanan Xt—diizlemindeki bir

dikdortgensel bolgede (3.1) denkleminin ¢oziimii elde etmek isteniyorsa bu dikdortgensel

bolge k birim uzunlugunda dikey veh birim uzunlugunda yatay ¢izgilerle boliiniir. Bu

durumda eger h _2 ve k= T olacak sekilde n ve mpozitif tamsayilar1 segilirse, yatay ve
n m

dikey 1zgara gizgileri X, =ih,i=0,1,...,n ve t; = jk, j=0,1,...,m olarak tanimlanir. Amag J.
zaman dogrusu kullanilarak j+1. zaman dogrusu iizerindeki noktada u(X,t) fonksiyonunun

yaklasik degerinin bulunmasi i¢in (3.5) formiiliinii kullanmaktir. Ornegin, birinci zaman

dogrusu (j=1) Tzerindeki degerler, sifirinci zaman dogrusu iizerinde verilen

Ui o =U(X,0) = f(x) baslangi¢c kosuluna baghdir. Bu tiir niimerik iglemler agik sonlu farklar

yontemi olarak da bilinir.
Ornek

U, (X,t) =u, (X,t) 0<x<l1, 0<t<0.20
u(x,0)=4x-x’ 0<x<l1
uO,ty=u(,t)=0 0<t<0.20

seklinde baslangi¢c ve smir kosullar1 verilen 1s1 denkleminin Euler Yontemi ile niimerik

¢Oziimii asagidaki sekildedir.

Eger h=0.2 ve k=0.02 olarak almirsa r=0.5 sonucu ¢ikar. Bu sonu¢ Euler Yontemi

olarak bilinen denklem (3.5)’te yerine yazilirsa



elde edilir.

11

Sinir kogulundan u,, =u(0,0) =0 ve u;, =u(1,0)=0"dur.

Baslangi¢ kosulu u(x,0) = 4x— x>

U, =u(0.2,0) = 4(0.2) ~ (0.2)? = 0.64
U, , =U(0.4,0) = 4(0.4) — (0.4) = 0.96
U, , =U(0.6,0) = 4(0.6)— (0.6)* = 0.96
U, , =u(0.8,0) = 4(0.8)— (0.8)* = 0.64

elde edilir.

j=0i¢in i=1,...,4 olmak iizere u, ;,,

Uy tU,  0.96+0

== S =048

gy, = ot 0.96+0.64 _ o0
2 2

u,, = Yo ;uz,o _ 0.6442rO.96 080

4y, = _ 04096 _

2

elde edilir. Diger adimlar i¢in ayn1 yontemle devam edilerek ¢oziildiigiinde ¢izelge (3.1)’deki

sonuclar elde edilir.

0 < x <1 olmak lizere,

ui+l,j

+U._ . . .
= #'” denkleminde yerine yazilirsa



12

Cizelge 3.1 Euler Yontemi ile ilgili 6rnegin r =0.5 i¢in sonuglari

X =000 |x,=02 |x=04 |x,=06 |x=08 |x=10
t =0.00 | 0.000000 | 0.640000 | 0.960000 | 0.960000 | 0.640000 | 0.000000
t,=0.02 | 0.000000 | 0.480000 | 0.800000 | 0.800000 | 0.480000 | 0.000000
t,=0.04 | 0.000000 | 0.400000 | 0.640000 | 0.640000 | 0.400000 | 0.000000
t,=0.06 | 0.000000 |0.320000 |0.520000 |0.520000 | 0.320000 | 0.000000
t,=0.08 | 0.000000 | 0.260000 | 0.420000 |0.420000 | 0.260000 | 0.000000
t,=0.10 | 0.000000 | 0.210000 | 0.340000 | 0.340000 | 0.210000 | 0.000000
t =0.12 | 0.000000 | 0.170000 |0.275000 |0.275000 | 0.170000 | 0.000000
t,=0.14 | 0.000000 |0.137500 |0.222500 |0.222500 | 0.137500 | 0.000000
t, =0.16 | 0.000000 | 0.111250 | 0.180000 |0.180000 | 0.111250 | 0.000000
t, =0.18 | 0.000000 | 0.090000 | 0.145625 |0.145625 | 0.090000 | 0.000000
t, =020 | 0.000000 |0.072812 |0.117813 |0.117813 |0.072812 | 0.000000

3.2 Richardson Yontemi

Richardson Yontemi’'nde (Zt—u icin ileri fark formiilii yerine merkezi fark formiili kullanilir.

ou 1
Pl zF[u(x+ h,t)—2u(x,t)+u(x—h,t)]
au

1
~—[u(x,t+k)—-u(x,t—-k
ot 2k[( )~ )

seklindeki fark formiilleri (3.1) denkleminde yerine yazilirsa

%[u(x+ h,t)—2u(x,t)+u(x—h,t)] =2—lk[u(x,t +k)—u(x,t—k)] (3.6)

seklinde fark denklemi elde edilir. Eger r = E—Ij ve

U(Xﬁt) = u'J >

u(x+h,t)=u

i+1,j

u(x—h,t)y=u

i-1,j°

u(x,t+k)=u

Lj+l°
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u(x,t—k)=u

ij-1°
olarak alinirsa (3.6) fark denklemi

u Uiy = 20U, — 20, +U ) (3.7)

i,j+l i+1, j i

seklinde yazilir.

Richardson Yontemi’ndeki zorluk j=0 i¢in U;_,’in ¢éziimiiniin olmadigidir. Bu zorlugun

asilmasi i¢in bir yol ilk adimda Richardson Y 6ntemi yerine Euler Y ontemi kullanilmasidir.
Ornek

U, (X,t) =u,(X,t) 0<x<l1, 0<t<0.20

u,t)y=u(L,t)=0 0<t<0.20

u(x,0) =sin(2zx) 0<x<1

seklinde baslangi¢ ve sinir kosullar1 verilen 1s1 denkleminin Richardson Yontemi ile niimerik
¢coztimii asagidaki sekildedir. Eger h=0.2 ve k=0.02 olarak alinirsa r =0.5 sonucu ¢ikar.

Bu sonug Richardson Yo6ntemi olarak bilinen denklem (3.7)’de yerine yazilirsa

Ui oy = (um,j —2u; +u )+u i=0,.,5, j=0,.,10

i-1] ij-1 2

elde edilir.

Sinir kosulundan u,, =u(0,0) =0 ve u;, =u(1,0)=0"dur.
Baslangic kosulu u(x,0) =sin(27Xx) 0 < x <1 olmak tizere,
U, =U(0.2,0) =sin(27(0.2)) = 0.951057

u,, =U(0.4,0) =sin(27(0.4)) = 0.587785

Uy =U(0.6,0) =sin(27(0.6)) = —0.587785

Uy, =u(0.8,0) =sin(27(0.8)) = —-0.951057

seklindedir.

[lk adimda j=0 icin Euler Yéntemi kullamlir. r=0.5 oldugundan Euler Yontemi
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Upy j +Ui | o .
Ui o = T seklindedir. i =1,...,4 olmak iizere,
u,,+u .
,, = 2o o :0587785+0=0.293893
’ 2
U,,+u —
u, =t 0.587785+0.951057 _ 0.181636
’ 2 2
u,,+u —
o, = Jo o 0.951057+0.587785 _ 0181636
’ 2 2
u,,+u -
u,, =0t tho 0-0.587785 _ 0.293893
’ 2 2
elde edilir.

Ikinci adimda j =1 igin Richardson Yéntemi u. .., = (u

i,j+l

- 2uij +U; )— Ui kullanilir.

Uy, = (U, —2U,, +U,, )+ U, = (0.181636 — 2(0.293893) + 0) + 0.951057 = 0.544907
Uy, = (Uy, = 2U,, +U,, )+ U, , = (<0.181636 — 2(0.181636) + 0.293893) +0.587785 = 0.336770
Uy, = (U,, —2U,, +U,,) + Uy, = (~0.293893 — 2(~0.181636) +0.181636) — 0.587785 = —0.336770
Uy, = (Ug, —2U,, +Ug,) +U, o = (0—2(=0.293893) — 0.181636) — 0.951057 = —0.544907

elde edilir. Diger adimlar i¢in ayn1 yontemle devam edilerek ¢oziildiigiinde ¢izelge (3.2)’deki

sonuclar elde edilir.
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Cizelge 3.2 Richardson Yontemi ile ilgili 6rnegin sonuglar

x=0 | X,=0.20 X, = 0.40 X, =0.60 X, =0.80 |x,=1.00
t =0.00 | 0.00 | 0.951057 0.587785 -0.587785 | -0.951057 | 0.00
t,=0.02 | 0.00 | 0.293893 0.181636 -0.181636 | -0.293893 | 0.00
t,=0.04 | 0.00 | 0.544907 0336770 -0.336770 | -0.544907 | 0.00
t,=0.06 | 0.00 | -0.459151 | -0.283767 0.283767 0.459151 0.00
t.=0.08 | 0.00 | 1.179442 0.055380 -0.055380 | -1.179442 | 0.00
t, =0.10 | 0.00 | -2.762655 1.344513 -1.344513 | 2762655 | 0.00
t =0.12 | 0.00 | 8049265 | -6.704709 6.704709 | -8.049265 | 0.00
t,=0.14 | 0.00 | -25.565894 | 29.507905 | -29.507905 | 25.565894 | 0.00
t,=0.16 | 0.00 | 88.688958 | -120.794318 | 120.794318 | -88.688958 | 0.00
t,=0.18] 0.00 |-323.738128 | 480.579817 | -480.579817 | 323.738128 | 0.00
t,=0.20] 0.00 | 1216.745031| -1886.271897 | 1886.271897 | -1216.745031| 0.00

Cizelge 3.2’deki diizensiz degisimin nedeni Boliim 5°te incelenecektir.

3.3 Dufort-Frankel Yontemi

Bu yontemde, Richardson Yontemi’nde elde edilen (3.7) denkleminde u;;’nin t i¢in

ortalama degeri

u
1]

o+ U .
u . =%+O(k2)

alinarak elde edilir. Richardson Yontemi’de

1
2K

c
(ui,j+1 _ui,j—l) = ZF(ui+l,j _2uij + ru'—l,j)

elde edilmisti. Buradan

1
2k

(U o —U; ) =2

elde edilir. r = E—E icin (3.9) denklemi

u

RS

=2ru

i+1,j -

ij+1

ij-1

C Uiy + Uiy

— (U, —2(——)+ru_ )

h2 i+1,] 2 i-1,]
2ru 2rug  +2ru

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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seklinde yazilir.

(I+2nuy, —(1-2ru; ;_, —2ru,,; —2ru,_ ;=0

elde edilir. (3.11) denklemi 1+ 2r ile boliiniirse

Ui = (ﬂ)ui,j_1 +iui+u jtiui_l,j
1+2r 1+2r 1+2r

denklemi elde edilir.

Ornek

U, (X,t) =u,(X,t) 0<x<l, 0<t<0.10

u0,t)=uLt)=0 0<t<0.10

u(x,0) =sin(zx) 0<x<1

(3.11)

(3.12)

seklinde baslangi¢c ve smir kosullar1 verilen 1s1 denkleminin Dufort-Frankel Yontemi ile

niimerik ¢oziimi asagidaki sekildedir. Eger h=0.2 ve k=0.01 olarak alinirsa r=0.25

sonucu ¢ikar.

Sinir kosulundan u,, =u(0,0) =0 ve u;, =u(1,0)=0"dur.

Baslangi¢ kosulu u(x,0) = sin(zX) 0<x<1
U, =U(0.2,0) =sin(7(0.2)) = 0.587785
u,, =U(0.4,0) =sin(x(0.4)) = 0.951057
U;, =U(0.4,0) = sin(7(0.6)) = 0.951057

U, , = U(0.8,0) = sin(77(0.8)) = 0.587785

elde edilir.

olmak iizere,

Ik adimda j=0 igin i=1,...,4 olmak iizere Euler Yontemi kullamilir. r =0.25 oldugundan

=0.25u. , .

i+1,]

Euler Yontemi u.

i,j+l

+0.50u; +0.25u

i1; seklindedir. i=1,...,4 olmak tizere,

Uy, =0.25(U, , +Uy ) +0.50U, , = 0.25(0.951057 + 0) +0.5(0.587785) = 0.531657
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Uy, = 0.25(Uy , +U,,) +0.50u, , = 0.25(0.951057 +0.587785) +0.5(0.951057) = 0.860239
Uy, = 0.25(U, , +U,,)+0.50u, , = 0.25(0.587785+0.951057) +0.5(0.951057) = 0.860239

Uy, = 0.25(Ug, +U, ) +0.50U, , = 0.25(0 +0.951057) +0.5(0.587785) = 0.531657

elde edilir.
Ikici adimda j=1 i¢in i=1,..,4 olmak iizere Dufort-Frankel Y®&ntemi
1-2r 2r 2r
u..=(——WUu ., +——u., . +——1U. . kullanlir.
i = G gy e e

u, = %(ul’o +U,, +U,,) = %(0.587785 +0.860239+ 0) = 0.482675
uj, =%(u2,o +U, +U,) =%(0.951057+0.860239+0.531657) =0.780984
u,, = %(u&0 U, U, = %(0.951057 +0.531657 +0.860239) = 0.780984

u,, = %(uw U+l ) = %(0.587785 +0+0.860239) = 0.482675

elde edilir. Diger adimlar i¢in ayn1 yontemle devam edilerek ¢oziildiigiinde ¢izelge (3.3)’deki

sonuglar elde edilir.
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Cizelge 3.3 Dufort-Frankel Yontemi ile ilgili 6rnegin sonuglari

X, =000 | x,=020 |x,=040 |Xx,=0.60 | x =080 | x =100
t =0.00 |0.000000 |0.587785 |0.951057 |0.951057 |0.587785 | 0.000000
t,=0.01 |0.000000 |0.531657 |0.860239 |0.860239 |0.531657 | 0.000000
t,=0.02 |0.000000 |0.482675 |0.780984 |0.780984 | 0.482675 | 0.000000
t,=0.03 | 0.000000 |0.437547 |0.707966 |0.707966 | 0.437547 | 0.000000
t.=0.04 |0.000000 |0.396880 |0.642166 |0.642166 |0.396880 | 0.000000
t, =0.05 |0.000000 |0.359904 |0.582337 |0.582337 |0.359904 | 0.000000
t =0.06 |0.000000 |0.326406 |0.528136 |0.528136 |0.326406 | 0.000000
t,=0.07 |0.000000 |0.296013 |0.478960 | 0.478960 | 0.296013 | 0.000000
t, =0.08 | 0.000000 |0.268455 |0.434370 |0.434370 |0.268455 | 0.000000
t, =0.09 | 0.000000 |0.244275 |0.393928 |0.393928 |0.244275 | 0.000000
t, =0.10 [ 0.000000 |0.220794 |0.357524 |0.357524 |0.220794 | 0.000000

3.4 Crank-Nicholson Yontemi

Bu yontemde,

. o’u(x,t) _ ou(x,t)

i " , O<x<a, t>0

1s1 denklemine karsilik gelen t ve t+1 gibi iki noktada hesaplanan merkezi farklarin

ortalamasi olan

E[u(x+ h,t)—2u(x,t) + u(x—h,t) LGS ht+Kk)—2u(x,t+k)+u(x—h,t+ k)}
2 h? h?

=%[u(x,t+k)—u(x,t)] (3.13)

seklindeki fark denklemi kullanilir. Eger r = E—lj ve

u(x,t) =uy,

u(x+h,t)y=u

i+1,]°
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u(x—h,t)y=u

i-1,j°

u(x,t+k)=u

ij+l2

u(x+h,t+k)=u

i+1,j+1°

u(x—h,t+k)=u

i—1,j+1°

olarak alinirsa (3.13) fark denklemi

%r( Uiy — 205 + Uy Uiy =205, + U ) = U, — Uy (3.14)
seklinde yazilir. Denklem (3.14)’ten

U, ;+(2=20u; +ru_, ;+ru,, ., —(2+2nu,, +ru, ;, =0 (3.15)
elde edilir.Denklem (3.15)’ten de

Uit j +2(1- r)uij +IU  =—TU 0 — U, +2(1+r)y; vl (3.16)

elde edilir.Denklem (3.16)’nin her tarafi 1 ile ¢arpilirsa
r

1+r

I-r
Ut 2(T)uij FU = Uiy ju — Ui jn T 2(T)ui,j+1 (3.17)

elde edilir. Denklem (3.17)’de « =2(1+l), yij =2(1—l) olarak alinirsa ve m,neZ" i¢in
r r
i=0,1...,n—1ve j=0,1,...m—1 olmak lizere

|+1 j ﬂulj + U l’Ii+1,j+1 - l'Ii—l,j+1 +au (3 1 8)

i,j+1

elde edilir. (3.18) denklemine Crank-Nicholson denklemi denir. Her bir i=0,1,...,n—1 i¢in

Crank-Nicholson denkleminden j. fark denkleminin segilmesiyle u. .., bilinmeyenine goére

i,j+1
(n-1) bilinmeyenli (n-1) denklemden olusan bir lineer denklemler sistemi elde edilir.

Baslangigta verilen simir kosullarindan i =0 ve i=n igin U; ;,, degeri bilinir. Ornegin n=5
icin (j+1). zaman dogrusu ilizerinde U’nun yaklasik degerini belirlemek i¢in kullanilacak

lineer denklem sistemi
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u,; _ﬂuu +Uyj =—Uy 0 —Up iy taU

u3,j—/)’u2’j+u1’j:—u u ... +au

3,j+ 7 Y, j+ 2,j+l

U, ; —ﬂu&j +U,;=-U,;,,—U +au

2,j+1 3,j+1

Us ; _IBU4,j Uy =—Usj, — Uy, tal, g,

seklindedir. Buradan

by = Uy _ﬂul,j RUNE
bz =Us; _ﬁuz,j +U
b, =u,;—Bu,;+u,,,

b4 :u5,j _ﬂu4’j +U3,j,

ile

—U, i —Up i tau, ., = b1

Uy U tal, i, = b,

—Uy Uy taly g, = b,

—Us ., — Uy, +au, ;, =b, elde edilir.

Boylece AX =B,

a -1 0 0\ u,.) (b
1 a -1 0| u,,| |b
0 -1 a —1|[u,, | |b
0 0 -1 alu,.) \b,

seklinde lineer denklem sistemi elde edilir.
Ornek
U, (X,t) =u,(X,t) 0<x<l, 0<t<0.10

u,t)y=u(Lt)=0 0<t<0.10
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u(x,0) =sin(zXx)+sin(37Xx) 0<x<1

seklinde baslangic ve smir kosullart verilen 1s1 denkleminin Crank-Nicholson Yontemi ile
niimerik ¢Oziimi asagidaki sekildedir. Eger h=0.1 ve k=0.01 olarak aliirsa r=0.01

sonucu ¢ikar.

Sinir kosulundan u,, =u(0,0) =0 ve u;, =u(1,0)=0"dur.
Baslangi¢ kosulu u(x,0) = sin(7zx) + sin(37X) 0 < x <1 olmak lizere,
U, =U(0.1,0) = sin(7(0.1)) +sin(37(0.1)) =1.1180

U, , =Uu(0.2,0) =sin(7(0.2)) +sin(37(0.2)) =1.5388

Uy, = U(0.3,0) = sin(7(0.3)) +sin(37(0.3)) =1.1180

U, o =U(0.4,0) =sin(7(0.4)) +sin(37(0.4)) = 0.3632

Us o =U(0.5,0) =sin(7(0.5)) +sin(37(0.5)) = 0.0000

Ug o = U(0.6,0) = sin(z(0.6)) +sin(37(0.6)) = 0.3632

u,, =U(0.7,0) = sin(7(0.7)) +sin(37(0.7)) =1.1180

Ug o, = U(0.8,0) = sin((0.8)) +sin(37(0.8)) =1.5388

Uy, = U(0.9,0) =sin(7(0.9)) +sin(37(0.9)) =1.1180

elde edilir.

o= 2(1+%)=2(1+%) =2 ve f= 2(1—%)22(1—%) =0 elde edilir.
Buradan j=0 i¢in i=1,...,10 olarak alinirsa

—Ug, +au, —U,, =U,,—BU ,+Uy,

—U, +au,, —Us, =U;, — U, +U,,

—U,, tau;, U, =U,,— ﬂu3,0 +U,,
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—Uy, +al,; —Us; =Us,— fU, ,+Uy,
—Uy taus; —Ug, =Ug, _ﬂus,o +Uy,
—Us, +QUg; —U;, =U; , — BUg, +Us
—Ug, +aU;; —Ug, =Ug o — U, +Ug
—U;, +alg, —Uy; =Uy _ﬂux,o +U;,
—Ug, + Uy, —Uy, =Ujo o — By, +Ug g

denklem sistemi elde edilir.

0+4u,, —u,, =1.5388

-U, +au,; —u;; =1.1180+1.1180 = 2.2360
-U,, +4u;, —U,, =0.3632+1.5388 =1.9020
-U;, +4u,, —u,, =0+1.1180=1.1180

—U,, +4U;, —U., =0.3632+0.3632=0.7264
-Ug, +4u, —u,, =1.1180+0=1.1180

—Ug, +4U,, —U,, =1.5388+0.3632=1.9020
—U,, +4ug, —U,, =1.1180+1.1180 = 2.2360

—Ug, +4Uy, +0=0+1.5388 =1.5388

elde edilir. Bu dokuz bilinmeyenli dokuz denklemden olusan bir lineer denklem sistemidir.

Bu denklem sistemi matris formunda
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4 .10 000 00 0\ u,) (15388
14 -1 000 00 0 || |22360
004 -100 00 0 [uy| |1.9020
00 -1 4-10 000 |u,| |11180
000 -1 4 -1 00 0 |u,|=|07264
000 0 -14 -10 0/|ug,| [1.1180
000 00 -1 4 —10|u,| |19020
000 000 -1 4 —1|y,| 22360
000 000 0 -1 4)uy 1.5388

el
=

seklinde yazilir ve ¢oziiliirse ilk adim i¢in

U, =0.6169
u,, =0.9287
u,, = 0.8621
u,, =0.6176
U, = 0.4904
U, =0.6176
u,, =0.8621
Uy, = 0.9287
Uy, = 0.6169

olarak bulunur. Diger adimlar i¢in ayn1 yontemle devam edilerek elde edilen lineer denklem

sistemleri de ¢oziilerek cizelge (3.4)’teki sonuclar elde edilir.
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Cizelge 3.4 Crank-Nicholson Yontemi ile ilgili 6rnegin sonuglari

X, =0.1 X, =02 X, =023 X =04 X, =0.5 X, =0.6 X =07 X, =08 X, =09
t =0.00 | 1.1180 | 1.5388 | 1.1180 | 0.3632 | 0.0000 | 0.3632 | 1.1180 | 1.5388 | 1.1180
t,=0.01 | 0-6169 | 0.9287 | 0.8621 |0.6176 | 0.4904 | 0.6176 | 0.8621 | 0.9287 | 0.6169
t, =0.02 | 0-3941 | 0.6479 | 0.7186 | 0.6800 | 0.6488 | 0.6800 | 0.7186 | 0.6479 | 0.3941
t, =0.03 | 02886 | 0.5066 | 0.6252 | 0.6664 | 0.6732 | 0.6664 | 0.6252 | 0.5066 | 0.2886
t, =0.04 | 02331 | 0.4257 | 0.5560 | 0.6250 | 0.6457 | 0.6250 | 0.5560 | 0.4257 | 0.2331
t, =0.05 | 0-1994 | 0.3720 | 0.4995 | 0.5754 | 0.6002 | 0.5754 | 0.4995 | 0.3720 | 0.1994
t, =0.06 | 0-1758 | 0.3314 | 0.4510 | 0.5253 | 0.5503 | 0.5253 | 0.4510 | 0.3314 | 0.1758
t, =0.07 | 0-1574 | 0.2981 | 0.4081 | 0.4777 | 0.5015 | 0.4777 | 0.4081 | 0.2981 | 0.1574
t,=0.08 | 0-1418 | 0.2693 | 0.3697 | 0.4338 | 0.4558 | 0.4338 | 0.3697 | 0.2693 | 0.1418
t, =0.09| 0-1282 | 0.2437 | 0.3351 | 0.3935 | 0.4137 | 0.3935 | 0.3351 | 0.2437 | 0.1282

0.1161 | 0.2208 | 0.3037 | 03569 | 0.3752 | 0.3569 | 0.3037 | 0.2208 | 0.1161

t, =0.10
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4. NUMERIK TUTARLILIK

Elde edilen niimerik yontem eger problemi verirse yani, h — 0 ve k — 0 iken problem tekrar

elde edilirse, o zaman elde edilen niimerik yontem tutarlidir denir. Aksi halde yontem

tutarsizdir. Bunun igin,

ou; k2 82ui,j \
U =U; +K p +7 pre +0(k?)
ou . k%o .
u. =u.—k—24+2 — ok’
R ot 2 ot Ly
ou . h:o’u . h®ou .
U,y = U ; +h—= +h— = +h— 2L+ 0(h*)
’ ’ OX 2 oX 6 OX
ou . h:o’u. hddu .
PR Y ML N LA N

LTI e T2 a6 ox

seklinde Taylor agilimindan yararlanilir.

4.1 Euler Yontemi’nin Tutarhhg:

Euler Yontemi,

u U Ui — 2uij +U;

i,j+1 — Hij —c

K h?

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

seklindedir. Denklemdeki ifadelerin yerine (4.1), (4.2), (4.3), (4.4)’teki Taylor agilimlar

yazilirsa,

ou; k2 62ui,j o
a T2 e OO

1
E(ui’j +k

c ou . h*o’u. hou
— U, +h—+——+——
5 ox 2 ox° 6 X

ou . h*o’u.. h*ou .
+u..—h Ll iy e h4
t ox 2 x> 6 ox (h*))

elde edilir. Denklem (4.5)’ten

L+ 0(h*)-2u,,

(4.5)



26

ou; ko, 3 ou; o) “46)
Ly ———l= L+ .
o 2 ot ox’

elde edilir. Denklem (4.6)’dan h — 0 ve k — 0 iken denklem

o, ; 82ui’j

ox*

yani U, = cu,, denklemini verir. Sonug olarak Euler Yontemi tutarlidir.

4.2 Richardson Yontemi’nin Tutarhihg:

Richardson Yontemi,

u

i,j+1 _uij—l —c ui+1,j _2uij + ui—l,j

2k h?

seklindedir. Denklemdeki ifadelerin yerine (4.1), (4.2), (4.3), (4.4)’teki Taylor agilimlar

yazilirsa,

ou . k2ou, . ou . k2o
L — 110k -u  +k—L———L+0O(k’

1
—(u; . +k
2k("J

c ou . h*ou.. h*ou .
F(Ui’j +h a>£J Y 8X£J e 8x3’l +0(h*)-2u; 4.7

ou. . 2 5%u. . 3 0%, .
TR o B R L NS YO)
’ OX 2 OX 6 OX

elde edilir. Denklem (4.7)’den

2

8ui : c 0 u;
at’l)+0(k3)=F(h2 72’1)+O(h4) (4.8)

1
—(2k
2k(

i og)=c 2oty (4.9)
’ = S .
ot ox?

elde edilir. Denklem (4.9)’dan h— 0 ve k — 0 iken denklem

o, ; o’u
OX

ij
2

yani U, = cU,, denklemini verir. Sonug olarak Richardson Yo6ntemi tutarlidir.
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4.3 Dufort-Frankel Yontemi’nin Tutarhhg:

Dufort-Frankel Yo6ntemi,

ui,j+1 _uij—l —c ui+1,j _ui,j+1 -u

2k h?

+U.

i,j-1 i1,

seklindedir. Denklemdeki ifadelerin yerine (4.1), (4.2), (4.3), (4.4)’teki Taylor agilimlar

yazilirsa,
1 ou; k? o ou;  k? o
— (U, +k—L 4+ — L+Oo(k)—u; [ rk—t—-— +0(k’
2k("’ o 2 02 )= o 2 82 )
c ou . h*o’u. hdodu . ou;  k? o
== +h—+——~L+———L10(h")-u,  +k—L—— +0(k’ 4.10
h2( " ox 2 ox* 6 ox () -t o 2 8t2 () (4.10)
PR L. VO AL TS ST VB S FRO YR
U ex 2 o 6 ox MTR a2 at2
elde edilir. Denklem (4.10)’dan
, OU; o’u,
L4 O(k*))=—2(h +0(h*) k> —L 4+ O(K’ 4.11
p (k™) hz( e (h")- e (k) (4.11)

ou . o°u. . k2 o’u,

—tme— = L10o(h*)+0(K? )+0(|</2) (4.12)

elde edilir.% =5 (sbt) ve denklem (4.12)’den h— 0 ve k — 0 iken denklem

2 2
o  duy 0 . ) L
=C -s yani U, =cu, —s°u, denklemini verir. Sonug olarak Dufort-Frankel

ot ox’ ot’

Yontemi tutarli degildir.

4.4 Crank- Nicholson Yontemi’nin Tutarhhg:

Crank-Nicholson Yontemi,

Uja—U; C

K = oh? (ui+1,j+1

+Uu _2(Ui,j+1 )+u| 1j T UL 1,j) (4.13)

i+1, ]

seklindedir. Bu denklemin terimlerine karsilik gelen Taylor agilimlar1 yazilirsa
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u .. —U. ou. . k2 o%u. .
I,J+1 1 I,] 1] 3
L w4k — +0(k™)-u. .
k ( i,j 8'[ atz ( ) |,])
6u k 62 O(k ) (4.14)
at i) 8t2 '
sonucu elde edilir.
Uit i _2ui,j+1 Uiy~
ou. . ou. . o°u. . o’u. . o°u. .
U | PN RN 2L+ hk— L L+ 0(h*)+0(k*)
’ OX ot 2 OX oxot 2 ot
ou . du. . o%u. . oy, o’u,
#u ~h S Sy e i e S O +O(K)
’ OX ot 2 OX 6x6t ot?
2(u. . +k U k> oy, 0(k*))
-2(u. . + TN T
b ot ot?
o’u. .
=h*—— +0(h’) (4.15)
OoX
sonucu elde edilir.
Uiy 2u ;U
ou. . h*ou.. hdu . ou. . h*o’u.. hdou .
o] +h— = +h— 2 +0(h*) —2u, ; +u, ; —h—= +h— = _ 2L+ 0(h*)
OX 2 OX 6 Ox ’ ’ OX 2 OX 6 OXx
o%u. .
=h>——L 4+ 0(h*) (4.16)
OX
sonucu elde edilir.
Denklem (4.14), (4.15) ve (4.16), denklem (4.13)’te yerine yazilirsa
ou. .k ou. . c o’u. o’u.
= M0k = h? —* 4 g2 —L 4 O(h? 4.17
ot 2 ot k) 2h2( ox* ox* (") ( )
elde edilir. Denklem (4.17)’den
ou. .k o’u. . o’u
(4.18)

b2 M ok?)=c—2L+O(h?
ot 2 ot () ox’ ")
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elde edilir. Denklem (4.18)’den h— 0 ve k — 0 iken denklem

= C8— yani U, =cu, denklemini verir. Sonu¢ olarak Crank-Nicholson Yo6ntemi

tutarlidir.
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5. NUMERIK KARARLILIK

Niimerik yoOntemlerle yapilan hesaplamalarda, hesaplamanin herhangi bir asamasinda
hatalarin artmadig1, ancak hesaplama siiresince azaliyorsa niimerik yontem kararlidir denir.
Elde edilen niimerik yontemlerin kararliliklarini incelemek icin Fourier ve matris metodu
seklinde iki farkli yontem vardir. Bu boliimde parabolik diferansiyel denklemin niimerik

¢oziimlerinin kararlilig1 Fourier metoduyla incelenecektir.

Fourier metodunda baslica gosterim niimerik yontemin lineer olmasidir ve bdylece niimerik

yontemin
iaph
u,, =A%’ (5.1)

p,

seklinde ¢coziimleri vardir®*. Eger |/”L| <1 ise niimerik yontem kararldir, eger|/1| >1 ise niimerik

yontem kararsiz yapidadir.

5.1 Euler Yontemi’nin Kararhhg:

Euler Yo6ntemi,

Ui =UpqtTrU, o —2U,,+Uy, ) (5.2)
seklindedir. (5.1)’ deki ¢6zlim, denklem (5.2)’de yerine yazilirsa

lqﬂeiaph — ﬂqeiaph + r(ﬂ’qeiag(p—l)h _2ﬂ/qeiaph +lqeia(p+1)h) (53)
elde edilir. Denklem (5.3)’iin her iki tarafi (A%'“")™" ile ¢arpilirsa

A=l+r(e"" =246 =1+ 2r(cosah—1) = 1-4rsin’ 1)) (5.4)

elde edilir. Denklem (5.4)’ten A ’nin reel degerli ve A <1 oldugu agiktir. Boylece Euler
Yontemi’nin  kararli  olmasit i¢in A >-1 de olmast gerekirr Bu ise Va

1
icinl—4rsinaV,>-1=>——
2 ZSinza%

> 1 olmasini gerektirir.

* Peiro J., Sherwin S., (2005), “Finite Difference, Finite Element and Finite Volume Methods for Partial
Differential Equations” , Imperial College, London
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Bu kosul ise ancak r S% olmasiyla saglanir. Boylece Euler Yontemi’nin kararli olmasi i¢in

r S% olmasi gerekir.

Ornek
ut(X’t) = uxx(xat)
u0,t)y=u(,t)=0

u(x,0)=4x-x’

seklinde baslangic ve smir kosullar1 verilen 1s1 denkleminin Euler Yontemi ile niimerik

0<x<l,

0<t<0.20

0<t<0.20

0<x<1

¢Oziimii asagidaki sekildedir.

Eger h=0.2 ve k = % olarak almirsa r =0.833333 sonucu ¢ikar. Bu sonu¢ Euler Yontemi

olarak bilinen denklem (3.5)’te yerine yazilirsa

U, ., = —0.666665U , +0.833333(U., , +U; ;) ,

1=0,...

5,

i=0,..

,10

elde edilir. Bu denklemden elde edilen sonuglar cizelge (5.1)’de verilmistir.

Cizelge 5.1 Euler Yontemi ile ilgili 6rnegin r =0.833333 i¢in sonuglari

X, =0.00 | x,=0.20 | x,=0.40 | x,=0.60 | x,=0.80 | X, =1.00
t =0.000000 | 0.000000 | 0.640000 | 0.960000 |0.960000 | 0.640000 | 0.000000
t, =0.033333 | 0.000000 |0.373333 |0.693333 |0.693333 |0.373333 | 0.000000
t, =0.066667 | 0.000000 | 0.328889 |0.426667 |0.426667 | 0.328889 | 0.000000
t, =0.100000 | 0.000000 | 0.136296 |0.345185 |0.345185 |0.136296 | 0.000000
t, =0.133333 | 0.000000 | 0.196790 |0.171111 |0.171111 |0.196790 | 0.000000
t, =0.166667 | 0.000000 | 0.011399 |0.192510 |0.192510 |0.011399 | 0.000000
t, =0.200000 | 0.000000 | 0.152826 |0.041584 |0.041584 |0.152826 | 0.000000
t, =0.233333 | 0.000000 |-0.067230 | 0.134286 | 0.134286 |-0.067230 | 0.000000
t, =0.266667 | 0.000000 |0.156725 |-0.033644 |-0.033644 | 0.156725 | 0.000000
t, =0.300000 | 0.000000 |-0.132520 | 0.124997 | 0.124997 |-0.132520 | 0.000000
t, =0.333333 | 0.000000 | 0.192511 |-0.089601 | -0.089601 |0.192511 | 0.000000
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5.2 Richardson Yontemi’nin Kararhhg

Richardson Yontemi,

u u +2r(u 2u,,+U, ) (5.5)

pa+l = Yp,g-1 pelg

seklindedir. (5.1)’ deki ¢6zlim, denklem (5.5)’te yerine yazilirsa

/»iq+leiaph — ﬂq—]eiaph +2r(ﬂqeia(p+1)h _Zﬂqeiaph +/1qeia(p—])h) (56)
elde edilir. Denklem (5.6)’nin her iki tarafi (1%"*"™)" ile ¢arpilirsa

A=A +2r@" —2+e ") = 1" +4r(cosah—1)= A" —8rsin’ a% (5.7)
elde edilir. Denklem (5.7)’den

A=2" —8rsin2a% (5.8)
sonucu elde edilir. Denklem (5.8)’den de

/12+8/1rsin2a%—1:0 (5.9)

elde edilir ve burada

/1=—4rsin2a%i\/l+16rzsin4a% (5.10)

bu denklemin bir ¢oziimiidiir. Agiktir ki her iki ¢oziim de reel degerlidir fakat sadece biri

|/1| <1 kosulunu saglar. Bdylece Richardson Yo6ntemi hi¢bir zaman kararli degildir.

5.3 Dufort-Frankel Yontemi’nin Kararhhg:

Dufort-Frankel Yo6ntemi,

u Uyt 20U, 0 —Up g —Upqr HUp ) (5.11)

p.a+l — Upa-l
seklindedir. (5.1)" deki ¢6zlim, denklem (5.11)’de yerine yazilirsa
lqﬂeiaph :ﬂq—leiaph +2r(lqeia(p+1)h _ﬂqﬂeiaph _ﬂq—leiaph +ﬂqeia(p—1)h) (512)

elde edilir. Denklem (5.12)’nin her iki tarafi (1%“"™)™" ile carpilirsa
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A= +2r@"—A-A"+e ") = 2ri+(1-2r)A" +4r(cosah) (5.13)
elde edilir. Denklem (5.13)’ten
(1+2r)A* —4Ar(cosah)—(1-2r)=0 (5.14)

elde edilir ve burada

_ 2rcosah ++/1-4r*sin’ ah

A 5.15

1+2r (5-15)
bu denklemin bir ¢oziimiidiir.
Eger A reel kok ise tiggen esitsizliginden

2 22
14 _|2|’cosozhi\/1—4r2 sin’” 0¢h|< |2rcosah|+‘ VI-4risin” ah L2+l
| 1+2r b 1+2r Tl+2r
sonucu ¢ikar. Yani A reel ise Dufort-Frankel YO6ntemi kararhdir.
Eger A kompleks kok ise 1-2r <0’dir ve
2 2 2 2 2

|Z|2 _ 4r’cos ah+4r 2sm ah 1 4r 12 S2r lsl

(1+2r) (1+2r)y° 1+2r
sonucu ¢ikar. Yani A kompleks ise de Dufort-Frankel Yontemi kararhdir.
5.4 Crank-Nicholson Yontemi’nin Kararhhg:
Crank-Nicholson Yontemi,

r

u p.q+l1 =Uu p.q + 5 (U p+1,g+1 +u p+Lq - 2(U p.g+1 +u p.a ) +u p-1,q+1 +u p—l,q) (516)
seklindedir. (5.1)" deki ¢6zlim, denklem (5.16)’da yerine yazilirsa
ﬁqﬂeiaph =;tqeiaph +£(ﬁq+1eia(p+1)h +/1qeia(p+1)h
_2(ﬂq+1eiaph _I_/lqeiaph)_}_ﬂqﬁ-leia(p—l)h +zqeia(p—l)h) (517)

elde edilir. Denklem (5.17)’nin her iki tarafi (1%"“™)" ile carpilirsa
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A :l+%(/1ei““ L _2(A+1)+ Ae e 4 giahy (5.18)

elde edilir. denklem (5.18)’den

A=1+r(Acosah+cosah—-1-1) (5.19)

elde edilir ve denklem (5.19)’dan

(5.20)

elde edilir. Denklem (5.20)’den |/1 , h ve k’nin se¢imine bagh kalmaksizin |/”L| <1 oldugu

agiktir. Sonug olarak Crank-Nicholson Yontemi her durumda kararhidir.
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6. SONUC

Bu calismada parabolik kismi diferansiyel denklemlerden 1s1 denklemi i¢in dort farkli

niimerik ¢oziim yontemi sunuldu. Bu yontemlerin tek tek tutarlilik ve kararliliklari incelendi.

. .. . :
Yontemlerden, Euler Yontemi’nin tutarl ve r < 5 icin kararli diger durumlarda ise kararsiz

oldugu goriildii. Richardson Yontemi’nin tutarhi fakat Vrigin kararsiz oldugu goriildii.

Dufort-Frankel Yontemi ise tutarsiz fakat kararli oldugu goriildii. En son olarak incelenen

Crank-Nicholson Yo6ntemi’nin tutarli ve her durumda da kararli oldugu goriildii.
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