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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

P(H) ‘H kiimesinin tiim alt kiimelerinin kiimesidir.
Rad(N) :Bir idealin radikali

0 ‘Hiperislem

* ‘Islem

IN :Dogal sayilar kiimesi

Z :Tam sayilar kiimesi

Q ‘Rasyonel Sayilar

IR ‘Reel sayilar kiimesi

IR ‘Pozitif reel sayilar kiimesi
IR :Negatif reel sayilar kiimesi
C :Kompleks Sayilar

D :Hipergrup

E ‘Hiperhalka

L ‘Hipercisim

B ‘Hipermodiil



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KUMELER UZERINDEKI HIPERYAPILAR

MEHMET EMIN PEKOK
Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali

41+VI sayfa

2024

Danisman: Prof. Dr. Abdullah Fatih OZCAN

Temel cebirsel yapilar ve hiperyapilar birlikte ele alinmistir. Cebirsel hiperyapilar,
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iki elemanin iglemi yine bir eleman iken, cebirsel hiperyapilarda ise tanimli bir islem
tizerinde iki elemanin islemi bos olmayan bir kiimedir. Temel cebirsel yapilarda grup,
halka, cisim, modiil kavramlar1 ele alinmistir. Hiperyapilarda ise hipergrup, hiperhalka,
hipercisim ve hipermodiil basliklar1 anlatilmistir. Ilk béliimde konuyla ilgili giris
yapilmistir. Ikinci béliimde temel cebirsel yapilara yer verilmistir. Ugiincii béliimde
hipergrup kavrami 6rneklerle ve alt basliklarla anlatilmistir. Dordiincii boliimde hiperhalka
kavramlari tanitilip Krasner hiperhalkasi, Carpimsal Hiperhalkalar drneklerle anlatilmistir.
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Anahtar Kelimeler: Hipergrup, Hiperhalkalar, Hipercisim, Hipermodiil



ABSTRACT
Master Thesis

HYPERSTRUCTURES ON CLUSTERS

Mehmet Emin PEKOK
Inonu University
Graduate School of Nature and Applied Sciences
Department of Mathematics
41+VI pages
2024

Supervisor: Prof. Dr.Abdullah Fatih OZCAN
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1.GIRIS

Temel cebirsel yapilar (grup, halka, cisim, modul kavramlari) hiperyapilarin temelini
olusturur. Kiimeler tizerinde tanimlanmis hiperyapilarin neler olduguna ve hiperyapilarm ilgili
oldugu alanlarin neler olduguna dair arastirmalar yapilmistir[1]. Cebirsel bir yapimnin hiperyapi
olabilmesi icin saglamasi gereken 6zellikleri tanimlanmis ve hiperyapilarla ilgili alt bagliklara
yer verilmistir. Hiperyapilar ise hipergrup, hiperhalka, hipercisim ve hipermodul vb. alt

basliklar ile incelenmistir.

Hiperyap: teorisi ilk kez 1934’teki Sekizinci Iskandinav Matematik Kongresi’nde
F.Marty[1] tarafindan tanmitilmistir. F.Marty’nin tanimladigi hiperyapilara goére tanimli bir
islem tizerindeki iki elemanin islemi bos olmayan bir kiimedir. F.Marty hipergruplarla ilgili;
cebirsel fonksiyonlar, rasyonel kesirler vb. kavramlarini tanimlamustir. F.Marty hiperyapilart

tanimladiktan sonra hiperyapilar iizerine ¢esitli arastirmalar yapilmustir.

Hipergruplar, gruplarin genellestirilmesidir ve baz1 problemlerin  ¢Oziiminde
kullamlmustir. Hipergruplar uygulamali ve teorik matematigin bir¢ok alaninda kullanilmustir.
Hipergruplarin ilgili oldugu alanlar arastirilmis olup hipergrup teorisi ayni zamanda geometri,
topoloji, kriptografi, olasilik teorisi, ekonomi, etnoloji, kaba kimeler teorisi vb. alanlarda
kullamlmustir [2, 3].

Hiperislem kavramu ile hipergrupoid, yar1 hipergrup (semihypergroup), kuazi hipergrup
kavramlar1 ve hipergrupta olmasi gereken sartlar belirtilmistir[1]. Her grup bir hipergruptur
ama her hipergrup bir grup olmayabilir[2]. Mittas tarafindan ilk defa kanonik hipergruplar

tammmlanmustir[4]. Koskav ise ilk kez alt hipergruplar1 6rneklerle vermistir [5].

Hipergruplar ile ilgili yapilan arastirmalar artmis ve hipergruplarin Kkoseti

tanimlanmustir[6].

Novak [7] hiperhalka kavramini tanimlamis ve bir kiimenin hiperhalka olabilmesi igin
saglamas1 gereken sartlar1 belirtmistir. Hiperhalkalar ikinci isleme gore degismeli olma
ozelligine sahipse degismeli hiperhalkalar olarak tanimlanir. Novak [7] alt hiperhalka ve
hiperhalkanin hiperideali kavramlarin1 6rneklerle vermistir. Davvaz [8] ise iki hiperhalkanin,

hiperhalka homomorfizmi olabilmesi i¢in saglamasi gereken sartlar1 belirtmistir. Krasner [7]
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tarafindan Krasner hiperhalkalari tanimlanmistir. Bu hiperhalkalarin 6nemli bir bolimiinii

olusturur.

Rosaria Rota [9] 1982 yilinda ¢arpimsal hiperhalkalar1 6zellikleriyle anlatmistir. Bir
hiperhalkanin garpimsal hiperhalka olabilmesi i¢in hangi sartlar1 saglamasi gerektigi tizerinde
durmustur. Carpimsal hiperhalkalara érnekler vermistir. Carpimsal hiperhalkalarda hiperislem

carpma islemidir.

Bir hiperyapinin hipercisim ya da hipermodiil olmasi i¢in 6nce hiperhalka sartlarini
saglamasi gerekir. Corsini [2] bir hiperyapinin, hipercisim ve hipermodil belirtebilmesi icin
hangi oOzellikleri saglamasi iizerinde durmustur. Alt hipercismi ve Krasner hipercismi

tanimlarin1 vermistir. Ayrica hipercisimlere 6rnekler verilmistir.

Corsini [2] hipermodiil kavramini tanimladiktan sonra hipermodiil ile ilgili arastirmalar
artmustir. Anvariyeh [10] tarafindan asal alt hipermodil ve hipermodil homomorfizmi

kavramlari tanimlanmustir.

Bu tezde ilk olarak temel cebirsel yapilar tanitilmistir. Temel cebirsel yapilar
tanitildiktan sonra hiperyapilar sirasiyla anlatilmistir. Hiperyapilar; hipergrup, hiperhalka,
hipercisim, hipermodiil basliklari ile verilmistir. Ik olarak hiperislemin ne oldugu daha sonra
ise hipergrupoid, yar1 hipergrup, kismi hipergrup kavramlari tamtilmistir. Hem yar1 hipergrup
hem de kismi hipergrup olan yapilara hipergrup denir. Iki islemli bir cebirsel yapi ilk isleme
gore degismeli hipergrup, ikinci isleme gore yar1 hipergrup ve ikinci islemin ilk islem iizerinde
soldan ve sagdan dagilma oOzelligine sahipse hiperhalka adimi alir. Birimli, sifir bolensiz
hiperhalkaya bolme hiperhalkasi denir. Degismeli bolme hiperhalkasina ise hipercisim denir.

Halka {izerinde sol hipermodiil olabilmesi i¢in saglanmasi gereken sartlar verilmistir.



2. TEMEL CEBIRSEL YAPILAR

2.1. Grup

2.1.1. Tammm: Bir kime Gzerinde bir veya daha fazla islem tanimlanmissa bu ikili islemlere ve

bulunduklar1 kiimeye cebirsel yap1 denir[11].

D kiumesinde bir + islemi tammlanmigsa (D, +) ikilisi tek islemli bir cebirsel yapidir. Ayni
sekilde (D, +, .) yapusi da iki islemli cebirsel bir yapidir. Eger + ve . islemleri D ve C kiimeleri

uzerinde birer n-li islemler ise (D, +) ve (C, .) sistemlerine ayn1 tip sistemler denir.

2.1.1.0rnek: + : Zx Z —» Z ve - : INXIN— IN ikili islemdir. O halde (Z, +) ve (IN, -) ayni
tip sistemlerdir [11].

2.1.2. Tammm: Bostan farkli bir D kiimesinde tanimlanan + islemi kapali bir 6zellige sahipse
(D, +) sistemine grupoid ya da magma denir [11].

2.1.3. Tanmm: Bostan farkli bir D kiimesi iizerinde tanimlanan + islemi birlesme 6zelligine

sahipse (D, +) sistemine yar1 grup denir [11].
2.1.2.0rnek: (IN, +), (IN, -), (IR, 4), (IR, -) sistemleri birer yar1 gruptur [11].

2.1.4.Tanmm: (D, +) yar1 grup olsun. Eger her a € D igin a+e=e+a=a olacak sekilde bir e € D
bulunabiliyorsa e’ye + islemine gére D’nin birim eleman1 denir ve (D, +) ikilisine de monoid
denir [11].

2.1.3.0rnek: (Z, +) cebirsel yapisi bir monoiddir. (IN, +) cebirsel yapis1 yar1 gruptur ama
monoid degildir [11].

2.1.5. Tammm: D bostan farkli bir kiime ise ve + islemine g0re asagidaki dort Ozellik

saglantyorsa (D, +) sistemine bir grup denir.

Q) vV a,b €D icina+b € D (Kapalilik) .
(i) V a, b, c €D igin (a+b)+c = a+(b+c) (Birlesme).

(i) Vv aeDigina+e=e+a=a olacak sekilde e € D vardir (Birim eleman) .
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(iv)  vaeDigina+b=b+a= ¢ olacak sekilde b € D vardir (Ters eleman).
Yukaridaki sartlara ek olarak,
(V) V a, b € D igin a+b = b+a (Degisme).

varsa (D, +) yapisina degismeli grup denir.

Not: Burada (iv) 6zelliginin b elemanina a nin + islemine gore tersi denir ve genellikle b = -a

ile gosterilir.

Verilen tanimda kullanilmis olan notasyona toplamsal notasyon ve + islemine ise grup
toplamasi denir.

Bu nedenle a+b, a art1 b seklinde okunur. Toplamsal notasyondaki a+b ifadesi yerine
carpimsal notasyonda a.b seklinde yazilir. Toplamsal notasyonda bir elemanin tersini b = -a
iken carpimsal notasyonda bir elemanin tersi b = a™ seklinde yazilir[11].
2.1.40rmek:D={(a,b):a,b€eIR,a<0,b>0}kimesinde (a, b)*(c, d) = (a+c, bd) islemi

tammlaniyor. (D, *) bir degismeli gruptur. Gergekten;
a, b, c,d € IR olsun.
)a<0,c <0 >a+tc<0veb>0,d>0 = bd > 0 oldugundan (a+c, bd) € D oldugu
goriiliir. Bundan dolay1 * islemi kapalidir.
i) [(a, b) * (c, d)] * (e, f) = (a+c, bd) * (e, f) = (a+c+e, bdf)
= (a,b) * (cte, df) = (a, b) * [(c, d) * (e, )] dir. (D, *)’1n birlesme 6zelligi vardir.
iii.)  Birimeleman (0, 1) € D *dir. Gergekten,
(a, b) *(0,1) = (a+0, b-1) = (a,b) ve (0,1) * (a,b) = (0+a, 1.b)= (a,b) dir.
iv) (a,b)*(c,d)=(0,1) = (atc, bd) = (0, 1) = ¢c=—a, d= 1/b’dir. Boylece,

V(a,b) € D icin (a,b)1=(-a, %) ters elemani vardir.

V) (a, b) * (c, d) = (atc, bd) = (cta, db) = (c, d) * (a, b) olup (D, *) isleminin degisme
ozelligi vardir. (D, *) bir degismeli gruptur [11].

2.15.0rnek (Z, +), (IR, +), (Q, +) cebirsel yapilar1 birer degismeli gruptur. Degismeli
gruplar icin (Q-{0}, -) cebirsel yapist da oOrnek olarak verilebilir. Her elemanin tersi

olmadigindan (IN, +), (IN, -), (Z, -) cebirsel yapilar1 ise bir grup degildir.



2.1.6.0rnek: D ={1, -1, i, -i} kiimesi carpma islemine gore gruptur.

i) Kapalilik 6zelligi vardir.
ii.) Birlesme 6zelligini saglar.
iii.) Carpma isleminin birim elemani e = 1°dir.

iv.) Biitiin elemanlarin tersi vardir.
1t=1
(-1)t=-1
it= i
()=
oldugundan tiim elemanlarin tersi vardir. Yani (D, .) bir gruptur [11].
2.1.1. Teorem: (D,+) herhangi bir grup ise,

i) D’nin bir tane birim eleman1 vardir.
ii.) TUm elemanlarin bir tane ters elemani vardir.

iii.)  -(-a)=a’dr.
iv.) -(atb)=(-b)+(-a)’dir [11].
2.1.2.Teorem: D bir grup olsun ve X, y € D ve a, be IN olsun. Bu durumda her x, y € D icin,
(x3)P= x2b ve
X2, xP = xa*b>dir [11].

2.1.6.Tanim: (D, +) bir grup ve @ += C < D olsun. Eger (C, +) yapis1 bir grup ise (yani C
kiimesi de aym + islemi ile grup oluyorsa) C'ye D'nin bir alt grubu denir ve C < D ile
gosterilir [12].

Not: C kimesi bir alt grup degil ise ya kapali degildir, ya birim eleman yoktur ya da C'deki
bazi elemanlarin tersleri C de degildir fakat C € D oldugundan birlesme ozelligi C'de

mevcuttur.



2.1.7.0rnek: (Z, +) grubu, (Q, +) grubunun alt grubudur.
2.1.8.0rnek: (Q-{0},-) grubu, (IR -{ 0}, -) grubunun bir alt grubudur.

2.1.3.Teorem : (D, +) bir grup ve C’de D'nin bostan farkli alt kiimesi olsun. C’nin bir alt
grup olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul her a, b € Cicina + (-b) € C olmasidir [13].

2.1.9.0rnek: D; = {1, -1, i, -i} ve D, = {1, -1} olsun. Carpma islemine gore D, kiimesini

inceleyelim.

i.) D, kiimesi kapalidir.
ii.) D, kiimesinin birlesme 6zelligi vardir.
iii.) e=1 € D birim elemani vardir.
iv.) 11=1,
(-1)*= -1 olup,
D, kimesindeki elemanlarin tersi de D, kimesindedir. O halde D, < D; seklinde
yazilabilir [12].

2.1.7. Tanmm: D bir grup, e de D’nin birim eleman: olsun. Bu durumda {e} ve D kiimeleri

birer alt grup olmaktadir. Bu alt gruplara asikar (trivial) alt gruplar ad1 verilir[11].

2.1.8.Tanmm: D bir grup, C ise bos kiimeden farkli D grubunun bir alt grubu olsun. D’nin C
grubunu igeren tim alt gruplarinin arakesitine iiretilen alt grup adi verilir. <C> semboli ile

gosterilir[11].

2.1.9.Tanim: D bir grup ve C < D olsun. ¥x € D igin xC = Cx ise C alt grubuna D'nin normal
alt grubu denir. ‘C < D’ semboli ile gosterilir[11].

2.1.10.Tamim: D bir grup ve C< D ve x € D olmak uzere,
Cx={cx: c e C}
kiimesine C kiimesinin D grubu igindeki bir sag koseti denir [11].
2.1.11. Tamim: D’nin bir grup ve C < D olsun ve XeD igin,
XxC = {xc: c € C}

kiimesine C kiimesinin D grubu icindeki bir sol koseti denir [11].



2.1.12. Tamim : D’nin bir grup ve C<D oldugunu varsayalim. D’nin C’ye gore sol kosetleri
kiimesi,

D/C. ={aC: a eD}
ile gosterilir [11].

2.1.13. Tamim: D bir grup ve C< D olsun. Bu durumda D/C grubuna D’nin C’ye go6re bolum
grubu denir [11].

2.1.14. Tamm: (D1, +) ve (D2, .) iki grup ve f: D1 =Dy bir fonksiyon oldugunu varsayalim.
Eger f fonksiyonu grup islemlerini koruyorsa; yani Va, b € Dy igin f(a+h) = f(a) . f(b) ise f’'ye

Di’den D>’ye grup homomorfizmi denir [12].

2.1.10.0rnek: D1 = (IR, +) ve D2 = (IR*, -) olsun. f: D; - D, f(a) = € seklinde tanmlansin.
Her a,belRicinf(a+b)=edP=¢? eb=1(a)- f(b) olup f bir grup homomorfizmas: olur
[12].

2.1.15. Tammm: f: D1 — D, grup homomorfizmasi birebir ve 6rtense f’ye bir grup izomorfizmi

ya da izomorfizm denir [12].

2.2.Halka

2.2.1.Tanmm: Bostan farkl bir E kiimesi Uzerinde + ve . islemleri tanimlansin.

Asagidaki kosullar saglanirsa (E, +, .) iki islemli cebirsel yapiya halka denir [11].

a) (E, +) bir degismeli gruptur.

b) (E, .) yar1 gruptur.

¢) . isleminin + {izerine dagilim 6zelligine vardir. Yani;
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)(Soldan dagilim 6zelligi),
(@+b)-c=(a-c)t(b-c)(Sagdan dagilim 6zelligi).

(E, +, .) halka 6zellikleri saglantyor ve,



d)Hera,beEicina-b=Db-aise (- islemine gore degismeli ise) E’ye degismeli halka denir.

e). Hera € Eigina - ¢ = ¢ - a = a olacak sekilde bir e € E var ise e’ye birim eleman denir.

E’ye de birim elemanli halka denir.

2.2.1. Ornek: Bilinen toplama ve carpma islemlerine gére Z, Q, IR kiimeleri halkadur.

Bilinen matris toplamasi ve matris ¢arpmasi islemlerine gére 2x2 tipindeki reel matrisler
kiimesi bir halkadir [11].

2.2.2. Ornek: E = {0, e} kiimesinde toplama ve ¢arpma sdyle tanimlansin.

+ 0 e . 0 e
0 0 e 0 0 0
e e 0 e 0 e

Yukaridaki tabloda tanimlanan islemlere gore, (E, +, -) bir halkadir [11].

2.2.2.Tanmm: E bir halka ve @ = M € E olsun. Eger M, E’de ki islemlerle bir halka haline
gelirse M'ye E'nin bir alt halkas1 denir [11].

2.2.3.0rnek : Z halkast Q halkasinin; Q halkas: IR nin alt halkasidir. 27 halkas1 ise Z’nin bir
alt halkasidir [11].

2.2.3. Tamim : E bir halka ve M’de E’nin alt halkas: olsun. Eger her r € E icin rM € M ise bu
durumda M’ye bir sol ideal; Mr € M ise M’ye bir sag ideal denir. Su sekilde yazabiliriz:

VreE,vx e Miginrx € M = M sol ideal,
Vr eE,VXeMiginxr € M = M sag ideal,
M hem sag hem de sol idealse M’ye bir ideal denir [11].
2.2.4.0rnek: Z halkasinin biitiin alt halkalar1 birer idealdir.
2.2.4.Tanmmm: E degismeli bir halka ve M # E, E’nin bir ideali olmak iizere a,b € E i¢in,

abeM= aeMveyab e M,



sartin1 sagliyorsa M’ye E’nin asal ideali denir [12].

2.2.5.Tammm: Her E halkasi i¢in {0} ve E, E’nin idealleridir. {0} idealine E’nin sifir ideali

denir. E’nin, M # E sartin1 saglayan bir M idealine, E’nin 6z ideali denir [12].
2.2.6. Tanmm: E bir halka ve M %= E de onun ideali olsun. Eger E’nin,
MZ N,
gibi baska bir N ¢z ideali yoksa M’ye maksimal ideal denir [12].
2.2.7.Tanmm: M, (E, +, -) halkasinin bir ideali olsun.
E/M = {M+x: x € E}

olmak uzere (E/M, +, .) yapist asagida tanimlanan ¢arpma ve toplama islemlerine gore halka

ise bu halkaya E’nin M idealine b6lim halkasi adi verilir[12].
(M+X)+(M+y)=M+(x+y),
(M+Xx).(M+y)=M+ (xy),

2.2.8.Tanmm: (E, +, . ) halka ve a, b € E-{0} olsun. a.b = 0 olacak sekilde a ve b elemanlari
varsa, a ve b’ye E’nin sifir boleni denir. a’ya b’nin sol sifir boleni ve b’ye a’nin sag sifir béleni

denir [12].
2.2.9. Tammm: Birimli, degismeli ve sifir boleni olmayan halkaya tamlik bolgesi denir [12].

2.2.5.0rnek: Z bir tamlik bolgesidir. Z birimli, degismeli ve sifir boleni olmayan bir halkadir
[12].

2.2.10.Tammm: E; ve E; iki halka olmak tzere, f: E1 —E> bir fonkiyon olsun ve her X, y € E;
icin,

i) foxry)=f()+f(y),
i) f(xy)=f(x)f(y),

sartlarini sagliyorsa f'ye halka homomorfizmasi denir [12].



2.3.Cisim

2.3.1.Tanmm : Bostan farkli bir L kiimesinde + ve . ikili islemleri tanimlansin. Asagidaki

kosullar saglanirsa (L, +, .) iki islemli cebirsel yapiya bir cisim denir [11].
a) (L, +) bir degismeli gruptur.

b) (L-{0}, .) bir degismeli gruptur.

C) . isleminin + iizerine dagilim 6zelligi vardir.

Her cisim bir halkadir, ama her halka bir cisim degildir. Ornegin Z tam sayilar
kiimesi bir halkadir fakat carpma islemine gore tersi olmadigi icin cisim degildir. Degismeli
bolenler halkasina cisim denir. Ayni sekilde tlim cisimler bir tamlik bolgesidir ama tiim tamlik
bolgeleri cisim olmayabilir. Ornek olarak (Z, +, .) bir tamlik bdlgesidir ama Z de carpmaya

gore tersi olan elemanlar sadece 1 ve -1 oldugundan dolay1 Z bir cisim degildir [11].

2.3.1.0rnek: Bilinen toplama ve garpma islemine gére (Q, +, .), (IR, +, .), (C, +, .) birer
cisimdir [12].

2.3.2.0rnek: (IN, +, .) bir cisim degildir. Ciinkii 3 € IN icin 3 {in + islemine gore tersi -3 & IN
oldugundan dolayi (IN, +, .) cisim degildir [12].

2.3.1. Teorem: Butiin cisimler bir tamlik bdlgesidir ama biitiin tamlik bolgeleri cisim

olmayabilir [12].

Ornek olarak (Z, +, .) bir tamlik bolgesidir ama Z de carpmaya gore tersi olan

elemanlar sadece 1 ve -1 oldugundan dolay1 Z bir cisim degildir.
2.3.2.Teorem: Her sonlu tamlik bolgesi bir cisimdir [11].

2.3.2.Tanmm: L bir cisim, @ # K € L olmak (zere ve K, L de ki islemlerle cisim oluyorsa

K’ye L’nin bir alt cismi denir [11].

2.3.3.Teorem: L bir cisim, K # @ ve K € L olsun. K’nin L’nin bir alt cismi olabilmesi i¢in

gerekli ve yeterli kosul,

iLIK| =2,
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ii. VX, y € Kigin x-y, Xy € K,
iii. vx # 0 ve x € Kiigin x* € K olmasidir [11].

2.3.3.0rnek: (Q, +, .) cismi (IR, +, .) cisminin alt cismi; (IR, +, .) cismi ise (C, +, .) cisminin
alt cismidir [11].

2.3.1.0nerme: K, L cisminin en az iki elemanini igeren bir alt halkasi olsun. K’nin, L nin alt

cismi olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul Vs € K, s # 0 icin, s € K olmasidir [11].

2.3.1.Ispat: K alt cisimse sifirdan farkli tiim elemanlarimin tersinin K’de oldugu

anlasilmaktadir.

K’de sifirdan farkli tim elemanlarinin tersinin K’de oldugunu varsayalim. K’yi bir alt halka
olarak kabul ettigimizden dolay1 ¢carpma islemine gore kapali oldugu ve K-{0} kiimesi, L’nin

carpma islemine gore alt grubu olur. O halde K, L nin bir alt cismidir.

2.3.1.Sonu¢: Eger K, L’nin bir alt cismiyse 0 € K ve 1 € K olur.

2.3.3.Tanmm: Kendisinden baska hi¢bir alt cismi olmayan cisme asal cisim denir [11].
2.3.4.0rnek: p asal tam say1 ise Zp asal cisimdir [11].

L cisminin, K idealine gore tanimlanan = bagintisi, L de bir denklik bagintisidir. r € L

nin denklik sinifi,
r=r+K={r+a:ae K} olur.
TUm denklik smiflari kiimesi L / K seklinde gosterilir[11].
2.3.4. Tanmm: L cisminin, bir K idealine gore tanimlanan denklik siniflart arasinda;
(a+ K) + (b+ K) = (a+h) + K,
(a+ K) . (b+ K) = (ab) + K,
seklinde tanimlanan + ve . islemlerine gore L/P bir cisimdir. Bu cisme L’nin K idealine gore

bolim cismi denir[11].
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2.3.5.Tanmm: T ve L herhangi iki cisim ve i: L = T dogal homomorfizma olsun. i doniisimii
bire-bir ve i¢ine bir homomorfizmaysa (7, i) ciftine L’nin bir genislemesi denir. Bu durumda
i(L) € 7 dir ve i(L), T’nin bir alt cismidir. L, 7 icine gémulebilir veyaJ, L’nin bir

genislemesidir denir[14].

L < T ile gosterilir. T, L cisminin bir genislemesidir ve T, L {izerinde bir vektdér uzay1

olusturur. Bu uzayin boyutu [7": L] ile g0sterilir.

2.3.2.0nerme: Her tamlik bélgesi bir cisme gomiilebilir. Tamlik bélgesini kapsayan en kiigik

cisme kesir cismi denir[15].

2.3.5.0rnek: K, L cisminin bir alt cismi olsun. Bu durumda L cismi K’nin bir genislemesidir.
Baska bir deyisle i: K — L ve her a € K igin i(a) = a olacak sekilde bire-bir homomorfizmi
bulunabilir. Tersine, eger boyle bir homomorfizm mevcutsa 0 zaman K, L’nin bir alt cismidir.

i homomorfizmasina bir dahil etme doniisiimii denir [12].
2.3.6.0rnek: € ={(a, b): a, b € IR} kiimesini diisiinelim. i(a) = (a,0) bi¢iminde tanimlanan
i IR- C, a — i(a) doniisiimii bir izomorfizmdir.

Bu nedenle i(IR) = IR ve (a,0)=a yazabiliriz. O halde IR reel sayilar kiimesi, C kompleks

sayilar kiimesinin bir alt cismidir. Bundan dolay1 C, IR cisminin bir genislemesidir [12].

2.3.6.Tanmm: L, K cismi tzerinde bir cisim genislemesi olsun ve bu durumda, K Gzerinde bir
vektor uzayr olarak L’nin boyutu K (zerinde L’nin (genisleme) derecesi olarak adlandirilir.
[L: K] = n<wise L, K’nin bir sonlu genislemesi (veya kisaca L, K tizerinde sonlu), aksi halde

L, K’nin bir sonsuz genislemesidir denir [12].

2.4.Modul
2.4.1. Tammm: E bir halka ve (B, +) degismeli bir grup olsun. f: ExB — B doniisiimii igin
f(x, a) € B elemanini xa seklinde gOsterelim. vx,y € Evea, b €B igin,

1.) x.(a+ b) = xa+xb,
12



2.) X.(y.a) = (x.y).a,
3.) (x+y).a=xatya,

sartlarmi sagliyorsa (B, +) degismeli grubuna E Uzerinde sol E-modil denir ve gB ile

gosterilir. Benzer kosullar saglayan,
g: BXE = B(g(a, x) = ax),

fonksiyonu verilmisse, B’nin sag E-modill denir. Be seklinde gosterilir. Sadece modiil

dedigimiz-de ise, bir sol E-modiilii oldugu anlasilir.
4.)1.a=a ise B’ye birimli E-moddl denir [15].
2.4.1.0rnek: Biitiin toplamsal degismeli B grubu Z moduldr [15].

X,y € Zvea, b €eBiginZ x B - B tammlansin.

i) x.(atb) = (atb)+(atb)+........... +(at+b)

=at....... +atb.......... b =xatxb
IX tane - X tane |
ii.) (x,a) = x.a=atatat........ +a
X tane
(x+y)a=at............... +atat.............. +a
| I\ .
X tane y tane
=(xa+ya)

i) x(ya) = (xy)a
iv) la=a

2.4.2.0rnek: IR-modiilde toplama ve ¢arpma islemine gore Zz = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 } kiimesi

bir cisim ve ayn1 zamanda bir modiildiir.
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2.4.2.Tammm: B bir E-modili ve A kiimesi B’nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger A
kiimesi B’nin bir alt grubuysa ve her r e E, X € A icin rx € A ise A’ya B nin bir alt moduli
denir. A < B ile gosterilir [16].

2.4.3. Tanim: B bir modil ve A, B’nin bir alt modiilii olsun. Va € A ve X € B igin ax € A ve

Xa € A ise A’ya B’nin bir ideali denir [15].

2.4.3.0rnek: Bir E halkasmin her ideali, E’nin bir E-alt modilidiir. Bunun tersi de dogrudur.

Bagka bir deyisle, E halkasinin her E-alt modilil, E halkasinin bir idealidir.

E bir halka olsun. E bir E-moduldir. N, E’nin bir ideali ve her a, b € N ve her r € E i¢in a.r dis

islemi olarak E halkasindaki ¢arpma islemi tanimlanirsa,

i.) a-b € N,
ii.) r.a, a.r € N dir. N bir E-alt moduldur.
Tersine N, E’nin bir E-alt modull olsun. O zaman tanim geregi her a,b € N ve her
r € E igin,
0 €N,
a-b €N,
ra,ar €N
oldugundan N, E’nin bir idealidir [17].

2.4.4. Tanim: B bir E—modili, A da B’nin bir alt moduli olsun. A # B, x€E,aeB ve xa €

Alisea € Aveyax € (A:B), 0 zaman A alt moduline asal alt modil ad: verilir[16].

2.4.5. Tammm: B modilinden A moduline olan g: B — A fonksiyonu, her a,b € B ve x € E
icin,
g(a+b) = g(a)+ g(b),
g(xa) = xg(a),

sartlar1 gergeklesirse, g’ye homomorfizm (modil homomorfizmasi veya E-homomorfizmast)
denir [15].

2.4.6.Tammm: A < Bvem € B olsun. B’nin,
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m+A ={m+n: n € A},

alt kiimesine, B’nin A alt modiiliine gore sol yansinifi denir. Biitiin sol yansiniflar kiimesi B/a

seklinde gosterilir [15].

2.4.7. Tanim: B modiluniin A alt modiline gore yansiniflar kiimesinin olusturdugu B/a

moduliine B’nin A’ya g6re bélim moduli denir[15].
2.4.4.0rnek: B bir E modilii ve A bir E-alt modiilii olsun. a € B igin,

. B - Bla,

a—-atA,
olarak tanimlanan bir doniisiim bir E-homomorfizmidir.
A, B’nin bir E-alt modiilii oldugundan bir idealidir. Bu durumda B/A E-moduldr.
a,beBvexeEigin,
m(a+b) = (a+b)+A = a+tA+b+A = r(a)+ m(b) ve
nm(x.a) = (x.a)+A = x.(a+A) = x. n(a),

oldugundan 7 bir E-homomorfizmidir [17].

2.4.5.0rnek: B bir E-modiil olsun. N: B — B, N(x) = x ile tanimlanan 6zdeslik doniisiimii bir
E-homomorfizmidir. Ayrica 0: B — B, 0(X) = 0 ile tanimlanan doniisiim bir E-

homomorfizmidir.
E bir halka olsun ve o halde E bir E-modul ve E"=EXEXE...... xE bir E-moduldr.
fic E" = E, fic (X1,X2,...... Xn),
doniisiimiine E-homomorfizmasi denir [17].
2.4.1.0nerme: B bir E-modiil ve A, B’nin alt modiilii olsun. Asagidakiler saglamr.

1) iki farkli sol yansmif ayriktir ve B yansimflarin birlesimine esittir.
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2) m+A = x+A olabilmesi igin gerekli ve yeterli sart m-x € A olmasidir.
3) B/akiimesinde toplama islemini,
(m+A) + (x+A) = (m+x)+A,
ve halkanin bir r elemani ile carpma islemini de
r(m+A) = rm+A,
ile tanimladigimizda B/a bir modiil olusturur [15].

2.4.8.Tanim: A < B ve A # B olsun. Eger B’nin bir 6z alt modil olarak A igeren bir 6z alt
modilu yoksa 0 zaman, A’ya B’nin maksimal alt moduli denir. Yani, A < K < B durumu

yalnizca K = A ve K = B igin gergeklesirse, A’ya B’nin maksimum alt moduili denir [15].
2.4.6.0rnek: Z moduluniin her p asal sayisi igin pZ maksimum alt moduldir [15].

2.4.9.Tanim: B halkasinin A sol ideali B’de maksimal alt modiil ise A’ya maksimal sol ideal
denir[15].
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3. HiPERGRUPLAR

3.1. Hipergruplar
Bu boliimde hipergrup tanimi ve 6rnekleri verilmistir.

3.1.1. Tanim: D bos olmayan bir kiime ve P(ID), D’nin bos olmayan alt kiimelerinin ailesi

olsun.
0: D xD — P(DD),
doniistimiine hiperislem denir.
A, BeP(DD) ve x € D oldugunda o hiperislemi, AoB = U {aob : aeA, beB},
Aox = Ao{x} ve xoB = {x}0 B seklinde tanimhidir. (ID, 0) ¢iftine ise hipergrupoid denir [1].

3.1.2.Tanmm: (D, 0) hipergrupoid olsun. Eger V a, b, ¢ € D i¢in, ao(boc) = (aob)oc dzelligi
saglaniyorsa (ID, 0) ikilisine yar1 hipergrup denir (semihypergroup) [1].

3.1.1.0rnek: (IR, +) ve (IR, .) birer yar1 hipergruptur ama (IR, -) bir yar1 hipergrup degildir.
a, b € IR i¢in, o: IRXIR = P(IR)
(a, b)~{a - b} biciminde bir hiperislem tanimlansin.

i) a, b € IR i¢in aob = {a-b} oldugundan hipergrupoiddir.
ii.) (IR, 0) hipergrupoidi i¢in Va, b, c € IR,
(402)03 +# 40(203)
{-1} # {5}
oldugundan (IR,-) yar1 hipergrup degildir.

3.1.3.Tanmm: Eger (D, o) yar1 hipergrup olsun. Her a € D i¢in aoD = Doa = D ise (D, 0)
ikilisine kismi hipergrup (kuazi hipergrup) denir [1].

3.1.4.Tanmm: Yari hipergrup ve kismi (kuazi) hipergrup olan hipergrupoide (D, o) hipergrup
denir [1].
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3.1.5.Tanmm: D bir hipergrup olsun. va, b € Dicin aob = boa ise D degismeli hipergruptur

[2].

3.1.2.0rnek: (Z,+), (Q, +), (IR, +) birer degismeli hipergruptur. (Q-{0}, .), (IR-{0}, .) birer
degismeli hipergruptur.

(Z, .) birer hipergrup degildir. 0 € Z iken 0. Z & Z oldugundan hipergrup degildir.

Her grup bir hipergruptur [3, 18]. Bununla ilgili 2.bolimde grup kavramu ile ilgili

verilen Ornek 2.1.6° y1 inceleyelim.

3.1.3.0rnek: D = {1,i,-i,-1} kiimesinin carpma islemine gore grup oldugu Ornek 2.1.6’da

gosterilmisti. Simdi hipergrup oldugunu gdsterelim.
Her a,b e D ve o: DXxD — P(D),
(a, b) = aob = {a.b} hiperislem tanimlansin.

i) a,b e D veaob=4{ab} eP(D)oldugu igin (D, 0) yapisi bir hipergrupoiddir.
ii.) a,b, c € D i¢in (aob)oc = ao(boc)’dir.
(20-1)o(i) = (1)o(-10 1),
{-1}oi = 1lo{-i}
{-i} = {-i} dir.
Diger durumlarda benzer sekilde gosterilebilir. O halde,
(D, o) yapisi bir yar1 hipergruptur.
iii.) aoD = Doa dir. a€ D yania={1}, {-1}{i}.{-i} degerleri igin,
ao{l, -1,1i, -1} ={1,-1,i, -i}oa=D,
a.D = D.a = D’dir.
(D, 0) cebirsel yapisi bir kismi (kuazi) hipergruptur. (ID, 0) cebirsel ifadesi hem ii. hem de iii.

onciili birlikte sagladigindan dolay1 hipergruptur.
3.1.4.0rnek: D = {-1, 1} olarak tanimlansin.

a,beDigin,0:DxD - P(D)
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(@, b) »aob = {a.b} olacak sekilde bir hiperislem tanmimlansin. (ID, 0) cebirsel

ifadesinin hipergrup oldugunu gosterelim.

i.) abeD icin -101 = {(-1).1} = {-1} € P(D) ve 1lo(-1) = {1.(-1)} = {-1} € P(DD)
oldugundan hipergrupoiddir.
ii.) (D, o) hipergrupoidi icin Va,b,c € D,

(aob)oc = ao(boc) sartlarint saglar.
(-1ol)ol =-1o0(101),
{-1.1}01 = -1o0{1.1},
{-1.1}={-11} = {-1}"dir.
(D, o) yar1 hipergruptur.
iii)a € D, aoD = Doa = D’dir.
a=1olsun.
aoD = Doa = 1.{-1, 1} = {-1, 1}.1 = D’dir.
a=-1olsun.
aoD = Doa =-1.{-1,1} ={-1, 1}.-1 = D’dir.

(D, o) kismi hipergruptur. (ID, o) cebirsel ifadesi hem ii. hem de iii. dncilu birlikte

sagladigindan dolay1 hipergruptur.
Her hipergrup bir grup degildir. Bu durum asagidaki 6rnekten kolayca goriilebilir.

3.1.5.0rnek: IR* U0 kiimesi toplama islemine gore bir hipergruptur ama grup degildir.
Gosterelim. Oncelikle a, b € (IR* U 0) igin 0: (IR* U0) x (IR*U 0) - P(IR* U0)

0: (a, b) = aob = {a+b} seklinde hiperislem tanimlansin.

i) a,b € (IR* U 0) igin aob = {a+b} € (IR* U 0)’dir. (IR* U 0, 0) hipergrupoiddir.
ii.) Her a,b,c € (IR* U 0) icin (aob)oc = ao(boc) olur.
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a,b, ce (IR"UO0)igin, {atb}+{c} = {a}+{b+c} dir.
(IR* U 0, 0) bir yar1 hipergruptur.
iii.)  Herae (IR*u0)icinao(lR* U 0) = (IR" U0)oa = (IR" U 0)’dir.
a€ (IR*u0)icin, {a}+ (IR*U0) = (IR*UO0) +{a} = (IR* U 0)’dir.
(IR* U 0, o) kismi hipergruptur.
(IR*U 0, 0) cebirsel ifadesi hem ii hem de iii. onciilii birlikte sagladigindan dolay1

(IR* U 0, 0) bir hipergruptur.
Simdi IR* U 0 sayilar kiimesi toplama islemine gore grup mudur ? Gosterelim.
Hera € (IR* U 0)icin -a € (IR* U 0) oldugundan, (IR* U 0, +) bir grup degildir.
3.1.6.0rnek: D={1,2,3}vea, b e Dolsun. D x D —» P(D), o: (a, b) = a*a={a} ve

(@, by»a#b= a*h = {a,b} olarak hiperislem tanimlansin. Tanmimlanan hiperislem

tablosunu inceleyelim.

a*b 1 2 3
1 {1} {1,2} {1,3}
2 {2,1} {2} {2,3}
3 {31} {3,2} {3}

i.) Tablodan agik¢a goriildiigii gibi her a, b € D icin a*b € P(D) oldugundan bir
hipergrupoiddir.

ii.) (D, o) hipergrupoidi icin va, b, ¢ € D ve (aob)oc = ao(boc) o6zelligini saglamasi

gerekmektedir.
(102)03 = 10(203) = {1,2,3},
(203)01 = 20(301) = {1,2,3},
(103)02 = 10(302) = {1,2,3} olur.
Sartlarimi sagladigindan (ID, o) yart hipergruptur.
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iii) Her a € D icin aoD = Doa = D oldugunu gosterelim.
a € D olsun. Yania = {1}, {2}, {3} degerleri i¢in,
a*{1, 2,3} ={1, 2, 3}*a={1, 2, 3} € D’dir.

(D, 0) cebirsel yapist kismi hipergruptur. (ID, 0) cebirsel ifadesi hem ii. hem de iii. 6ncull

birlikte sagladigindan dolay1 hipergruptur.

3.1.7.0rnek: Z tam sayilar kiimesi iizerinde tammlanan 0: ZxZ = P(Z) , o: (a, b) » a*b =

{ab, ba} hiperislemi ile (Z, 0) olur. Gergekten;
i.) a,b € Z icin aob= {ab,ba} € P(Z) dir. (Z, o) hipergrupoiddir.
ii.)a, b, c€Zigin,

ao(boc) = (aob)oc dir.
{a}*{b*c} = {a}*{bc, cb} = {abc,cha},
{a*b}*{c} = {ab, ba}*{c} = {abc,cha},
ao(boc)=(aob)oc oldugundan (Z, o) cebirsel yapisi yar1 hipergruptur.

iii.)a € Z, a0Z = Zoa = 7Z olmas gerekir.

a*Z = {aZ,Za} =7Z*a = {Za,aZ} =7, oldugundan (Z, o) cebirsel yapisi kuazi
hipergruptur.

(Z, o) cebirsel yapisi yukaridaki sartlar1 sagladigindan tanimlanan hiperisleme gore (Z, o) bir
hipergruptur.

3.1.8.0rnek: (Zs, 0) ,a,b € Zsve 0: Zsx Zs — Zs 0: (a,b) — aob = {a+b} hiperislemi icin,

Zs’in hipertoplamaya gore asagidaki hiperislem tanimlansin.

21



N -
N =
W) N|
NN W)
o -
= o

w
“
.
o
-
\S}

4 4 0 1 2 3

(Zs ,0) bir hipergruptur. Gosterelim.

i) Her aob icin, a+b € Zs oldugundan (Zs, 0) hipergrupoiddir.

ii.) a, b, ¢ € Zs olsun. (aob)oc = ao(boc) oldugunu gosterelim. Bununla ilgili birkag
ornek verecek olursak,

(aob)oc = ao(boc) igin (a+b)+c = a+(b+c) olur.
(001)02=00 (102)igin (0+1)+2=0+ (1+2) =3,
(102)03 = 10(203) igin (1+2)+3 = 1+(2+3) = 1,
(203)04 = 20(304) icin (2 + 3)+4 = 2+ (3+4) =4 olur.

(Zs, 0) yar1 hipergruptur.

iii.) a € Zs Ve a0Zs = Zs0a = Zs olur. Bununla ilgili asagidaki gibi 6rnekler verebiliriz.
a=3igin,
3+0=3€1Zs
3+1=4€7Zs
3+2=0 €7Zs
3+3=1€Zs
3+4=2 €Zs

Bunun gibi érnekleri gogaltmamiz miimkiindiir. 3+ Zs = Zs + 3 = Zs oldugundan
(Zs, 0) kismi (kuazi) hipergruptur.
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(Zs, o) cebirsel ifadesi hem ii. hem de iii. Onciili birlikte sagladigindan dolay1

hipergruptur.
3.1.6.Tanmm: (D, 0) yar1 hipergrubunun bos olmayan alt kiimesi S olsun. va € § igin,
aoS = S = Soa ise (S, 0)’ye (D, 0)’ min alt hipergrubu denir [5].

3.1.9.0rnek: a € Z sabit bir tam say1 olmak iizere, (aZ, +) hipergrubu (Z, +) hipergrubunun alt
hipergrubudur.

3.1.7. Tammm: (DD, o) degismeli hipergrup olsun.

I.) Ya€e D igin aoe = eoa = a olacak sekilde € € D vardir.

i) va € D icin e € aoa*naoa olacak sekilde a* € D vardr.
iii.)aebocisebeaoctvec e bloadr.

Sartlar1 sagliyorsa (ID, 0) hipergrubuna kanonik hipergrup denir [5].

3.1.8. Tammm: (ID, 01) ve (S, 02) iki hipergrup olsun ve 8: D — S fonksiyon olsun. va,b € D,
f(ao01b) € 6(a) 02 6(b) 6’ya homomorfizm denir. Eger Va,b € D igin,

f(ao1b) =6(a) 02 6(b)ise #’ya iyi homomorfizm denir [19].

3.2. Hipergruplarin Koseti

3.2.1.Tanmm: D bir hipergrup , S < D olsun. Bir x € D igin,
Sx={sx:se€ S}vexS={xs:se S}

kimelerine, S’nin D’deki sag ve sol kosetleri denir [6].

3.2.2.Tanim: (ID, 0) bir hipergrup, S ise D’nin bostan farkli bir alt kimesi olsun. y € Sox iken

X € Soyise (S, o) alt hipergrubuna tersi alinabilir alt hipergrup denir [6].

23



3.23.Tanmm: S, D’nin terslenebilir alt hipergrubuysa, D Uzerindeki denklik bagintist

asagidaki gibi tammlanabilir [6].
a=b o Soa=Sob,
Bu sekildeki tiim a € D ler igin S’nin sag genellestirilmis kosetidir denir.

S, D’nin tersi alinabilir bir alt hipergrubuysa, S’nin D’deki tiim sol genellestirilmis
kosetlerinin sayist [D: §]; ile gosterilir. S$’nin D’deki tim sag genellestirilmis kosetlerinin

sayisi [D: S]r ile gosterilir.

Eger [D: S]i=[D: S]r=n , o zaman n’ye S’nin D’deki indeksi oldugunu ve [D: ] ile

gosterildigini sdyleyebiliriz.
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4. HIPERHALKALAR

4.1. Hiperhalkalar

4.1.1. Tanmm: E bos kiimeden farkli bir kiime ve E Uzerinde + ve . ikili hiperislemleri

tammlansin. (E, +, .) cebirsel yapisi igin;

1) (E, +) degismeli hipergrup,
2) (E,.) yar hipergruptur. a.(b.c) = (a.b).c.

3) Va,b,ceEicina.(btc) =a.b+a.c ve (b+c).a = b.a+c.a,
sartlarin1 sagliyorsa (E, +, .) cebirsel yapisina hiperhalka denir [7].
4.1.1.0rnek: Z tam sayilar kiimesi (Z, +, .) ikili cebirsel yapisii inceleyelim.

1) (Z,+) degismeli hipergruptur.
2) a,b,ceZvea.(b.c) =a.(b.c) oldugundan (Z, .) yar1 hipergruptur.
3) a, b, ceZolsun.
a.(b+c) = a.b+a.c ve (b+c).a=bh.at c.a,
sartlarin1 sagladigindan (Z,+, .) cebirsel yapist hiperhalkadir.
4) Hera,b € Z icin,
a.b = b.a ise degismeli hiperhalkadir.

4.1.2.Tammm: Hiperhalkanin hipertoplamaya gore etkisiz elamani hiperhalkanin sifir
elemanidir ve {0} € E biciminde gosterilir [7].

4.1.3.Tanim: Hiperhalkanin ikinci hiperisleme gore etkisiz elemani varsa bu hiperhalkaya

birimli hiperhalka ad1 verilir. Bu elamana da hiperhalkanin birim elemani denir [7].

4.1.4. Tammm: Hiperhalka, ikinci hiperislemine gore degisme oOzelligine sahipse bu

hiperhalkaya degismeli hiperhalka denir [7].

4.1.2.0rnek: E = {0, a, b, c} kiimesi olmak uizere, E asagidaki hipertoplama ve hipercarpima
gore bir hiperhalka adin1 almaktadir [20].
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+ 0 a b C
0 0 a b c
a |a {0, b} {a, c} b
b |b {a c} {0, b} a
c c b a 0

0 a b c
0 0 0 0 0
a a a b c
b 0 b b 0
c 0 c 0 C

4.1.3.0rnek: Z, Q, IR halkalar1 birimli ve degismeli hiperhalkalardir ama 57 hiperhalkasi
birimli hiperhalka degildir.

4.1.5.Tanim: (E, +, .) hiperhalka ve a,b € E ve a,b # 0 igin, eger a.b =0 ise a, b’nin sol sifir

bolenidir ve b ise a’nin sag sifir bolenidir. Aksi halde hiperhalkanin sifir boleni yoktur denir

[7]1.

4.1.4.0rnek: Z hiperhalkasi birimli, degismeli ve sifir boleni yoktur.

Uzere,

2 4 €7Zgicin 2.4 =8=0 bulunur. O halde sifir bolenlidir.

4.1.6. Tanmm: E birimli bir hiperhalka olsun. Her a € E-{0} icin,
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ab=Dba=1,
eger b € E mevcutsa b’ye a’nin tersi denir [7].
4.1.7. Tanim: Birimli, degismeli ve sifir bolensiz hiperhalkaya tamlik bolgesi denir[7].

4.1.6.0rnek: Z bir tamlik bolgesidir. Z birimli, degismeli ve sifir boleni olmayan bir
hiperhalkadir.

4.1.8. Tammm: Birimli, sifir bolensiz hiperhalkaya bélme hiperhalkasi denir. Degismeli bélme

hiperhalkasina ise hipercisim adi verilir.

4.1.9.Tanim: E bir hiperhalka ve M = @, M € E olsun. M, E’deki islemlere gore hiperhalka
ise M’ye E’nin alt hiperhalkasi denir [7].

4.1.7.0rnek : Z, Q@’nun bir alt hiperhalkasidir. Q ise IR’nin bir alt hiperhalkasidir.

4.1.8.0rnek: (Z, +, .) birimli bir hiperhalkadir. (2Z, +, .) da birimsiz hiperhalka ve (Z,+, . )’

nin alt hiperhalkasidir.

4.1.9.0rnek: Birimleri farkli olan hiperhalka ve alt hiperhalka 6rnegi verecek olursak, Z X 7
birimli bir hiperhalkadir ve (1x1), Z x Z’nin birimidir. {O}xZ alt hiperhalkasinda ise
{0}xZ’nin birimi (0,1)’dir ama (0,1) # (1,1)’dir [13].

4.1.10.Tammm: E bir hiperhalka olsun. Her a € E i¢in na = 0 yapan n pozitif tam sayilarinin en

kiigigiine [E’nin karakteristigi denir ve kar (E) seklinde gosterilir.
Eger boyle bir n bulunamiyorsa kar (E) = 0°dir [13].
4.1.10.0rnek: Zs={ 0,1, 2, 3, 4 } in karakteristigi,
m.1=0,
m =5 tir.

Not: m asal ise Zm’nin karakteristigi m’dir.
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4.1.11. Tammm: (E, +, .) cebirsel yapisi bir hiperhalka ve N de bos kiime olmayan farkli bir
kiime olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa N’ye E hiperhalkasinin hiperideali denir [21].

a.) Va,b€e Nigina-b € N,
b) Vr € Eve Vx € Nigin rx € N ise,

4.1.11.0rnek : E = {0,1,2} ve N = {0,2} oldugunu varsayalim. ‘+’ hipertoplamasini ve °.’

hipercarpimini tabloyla tanimlarsak,

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 E 1
2 2 1 N

0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 0

(E, +, .) bir hiperhalkadir. N, [E’nin hiperidealidir [21].

4.1.12.0rnek: N ve P, E’nin iki hiperideali olsun. N n P’nin E’de bir hiperideal oldugunu

goOsterecek olursak ,
N ve P, E’nin hiperideali oldugundan ayn1 zamanda degismeli alt hipergruplaridir. 0 € P ve

0 € N’dir. Boylece 0 € Nn P’dir. = Nn P < E ’dir.
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Tim xy € NN P lerigin x,y € P ve x,y € N’dir. N ile P alt hiperhalka oldugundan x-+vy,
Xy € N ve x+y, xy € P’dir. Her e NN P, re E icin N hiperideal oldugundan rx, Xr € N
ve P hiperideal oldugundan xr, rx € P’dir. Bundan dolayr N n [P, E’nin hiperidealidir [13].

4.1.12.Tammm: [E bir hiperhalka, E’nin hiperidealleri iizerindeki artan zincir kosulunu
sagliyorsa Notherian olarak adlandirilir. Artan hiperidealler zinciri N1 € N> € N3

.... Nn= Ny olacak sekilde n € IN vardir [22].

4.1.13.Tammm: E hiperhalka, E’nin hiperidealleri iizerinde azalan zincir kosulunu sagliyorsa

Artinian olarak adlandirilir [22].

4.1.14. Tammm: Her dogal say1 i¢in azalan hiperideal zinciri N;2 N;2 Nz2 . .n€IN

vardir. Azalan her hiperideal zincirinin bir minimal elaman1 vardir [21].

Herhangi sonlu bir hiperhalkanin hem Noether hem de Artinian oldugu agiktir. CUnkd

hiperideal zinciri olmasi i¢in sonlu artan veya azalan olmasi gerekir [22].
4.1.15.Tamm : N, E hiperhalkasinin bir hiperideali olmak {izere,
NCBCE

olacak sekilde bir hiperideali bulunamiyorsa N hiperidealine E’nin bir maksimal hiperideali
denir [22].

4.1.16. Tammm: E hiperhalka ve sifir olmayan maksimum hiperideale sahip ise E’ye local

hiperhalka adi verilir [23].
4.1.17. Tammm: E degismeli bir hiperhalka N # [E, E’nin bir hiperideali olmak tzere
tim a,b € E ler igin,
abeN=aeNveyabeN,
kosulunu sagliyorsa N’ye [E’nin bir asal hiperideali denir [24].

4.1.13.0rnek: a bir asal say1 olmak iizere aZ c Z, (Z, +, .) hiperhalkasinin bir asal

hiperidealidir. IR degismeli bir hiperhalka ise her maksimal hiperideal bir asal hiperidealdir.
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4.1.14.0rnek: Za carpimsal hiperhalka olsun. A = {2, 3} olsun. Bu durumda bir asal tam say1

tarafindan tiretilen tiim temel hiperidealler asal hiperideallerdir [25].

4.1.18.Tammm: E’nin bir asal hiperideali N, tim asallar arasinda minimum ise N’ye minimal

asal hiperideal denir [25].
4.1.19.Tammm: E bir hiperhalka ve N’de E’nin bir hiperideali olsun. N radikali,
Rad (N) ={r € E: r" € N, n € IN*}dir [26].
4.1.20. Tammm: E bir hiperhalka ve N bir E hiperhalkasinin hiperideali olsun. x, y € E;

Xy € N oldugunda X ¢ N ve k € IN icin y< € N ise N hiperidealine asalims: hiperideal denir
[26].

4.1.21. Tammm: E degismeli bir hiperhalka ve N’de E hiperhalkasinin bir hiperideali olsun.
Eger hiperideal N’nin,

Rad (N) = P radikali asal ise,
N’ye P asalimsi denir[25].

4.1.15.0rnek: Degismeli carpimsal hiperideallerde bitiin asal hiperidealler asalimsi
hiperideallerdir. Bitun ¢ift tam sayilarin kiimesi, P olsun. Cift tam sayilardan olustugundan

asalimsi hiperidealdirler ancak asal degildirler [25].

4.1.22. Tammm: (E;, +1, 01) ve (E2, +2, 02) iki hiperhalka olsun. f: E1— E, fonksiyonu

tanimlansin. V a, b € E1 i¢gin

1) fa+1b) cf(a) +2 f(b),
2) f(a o1 b) =f(a) o2 f(b),

kosullar1 saglaniyorsa f’ye hiperhalka homomorfizmi denir [8].

4.1.23. Tammm: Homomorfizmalar, bire bir ise buna monomorfizma, Orten bir
homomorfizmaysa epimorfizm, hem bire bir hem de érten homomorfizmse buna izomorfizm
denir [6].
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4.1.24. Tammm: E bir hiperhalka olsun. x € E ve x™ = 0 olmak tUzere 3m > 1 tam sayis1 varsa

x’e nilpotent eleman adi verilir.

4.1.16.0rnek: Zs’ de nilpotent elemanlari bulalim.

2M =0 m=3,
4M =0 m=2,
6Mm=0 m=3dir.

Buna gore 2, 4, 6’dur.

4.1.25. Tamm: (E, +, .) degismeli bir hiperhalka, X € E olsun. Eger (x) = x.X = X% ise x’¢e

idempotent eleman denir.

4.2. Krasner Hiperhalkasi

4.2.1. Tanmm: (E, +, .) hiperhalkasi asagidaki sartlar1 sagliyorsa Krasner hiperhalkasidir.

1) (E, +) cebirsel yapis1 kanonik hipergrup,

a) a,beE=>athcE,

b) Hera, b, c € Eicina+(b+c) = (at+b)+c,

c) Hera, b€ E a+b = b+a,

d 30eE I—a€E O0€a+x e x=—a,

e) Her a, b, ce E c €ath= ae ct+(-b) olmasi gerekir.
2) (E, .) yar1 hipergrubu iki tarafli yutan elemana sahiptir.
a.0 = 0.a = 0 olacak sekilde 0 eleman1 vardir.
a)abeE=abeeE,
b) Hera, b,c e E = a.(b.c)=(a.b).c,
c) Hera € E = 0.a =a.0 = 0 olmasi gerekir.
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3) Tiuma, b, c € E lerigin,
a.(b+c) =a.bta.c ve
(b+c).a = b.at+c.a,
ise Krasner hiperhalkasi adi verilir [27].
4.2.1.0rnek: E ={-1,0, 1 } kiimesi asagida verilen hipertoplama ve hipercarpima gére

(E, +, .) Krasner hiperhalkasidir [28].

4.3. Carpimsal Hiperhalkalar

4.3.1.Tammm: E bir hiperhalka olsun, bu hiperhalka i¢in bir hiperislem tanimlansin.
(E, +, 0) cebirsel ifadesi,

i) (E, +) degismeli hipergruptur.
i) (E, o) yar1 hipergruptur.
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iii) Her X, y, z € E i¢in xo(y+ z) S xoy+xo0z ve (y+z) 0 X € yox+zox’dir.

iv) Her X, Y€ E icin xo(-y) = (-X)oy = -(Xxoy) sartlarin1 sagliyorsa carpimsal
hiperhalka adin1 alir.
Eger (iii) te esitlik var ise gliglii dagilimli ¢arpimsal hiperhalka denir[9].

4.3.1.0rnek: Z tam sayilar kiimesi oldugu (Z, +, - ) igin hiperislem aob = {2ab, 3ab} seklinde

tanimlansin.

i)  (Z,%) degismeli hipergruptur.

i) ao( boc) = ao{2bc, 3bc} = {4abc, 6abc, 6abc, 9abc},
(aob)oc = {2ab, 3ab}oc = { 4abc, 6abc, 6abc, 9abc},
ao(boc) = (aob)oc olur.

iii.) ao(b+c) < aob + aoc,
ao(b+c) = {2a(b+c), 3a(b+c)} < {2ab, 3ab}+{2ac, 3ac} = aob+aoc’dir.

ao(b+c) < aob+aoc saglar.
iv.) (-a)ob = {-2ab, -3ab},
ao(-b) = {-2ab, -3ab},
-(aob) = {-2ab, -3ab},
(-a)ob = bo(-a) = -(aob) oldugundan sartlar1 saglar. (Z, +, .) cebirsel yapisi tanimlanan

hiperisleme gore carpimsal hiperhalkadir.

4.3.2.0rnek: (E, +, .) bir hiperhalka ve N’de E’nin bir hiperideali olsun. Bu hiperislemi su

sekilde tanimlariz;
Her a, b € E icin aob = ab+N ve (E, +, 0) ¢arpimsal bir hiperhalkadir.

i) (E, +) degismeli hipergruptur.

ii.) Hera, b,c € Eicinao(boc)=ao (bc+N)=U nenvao (bc+h)
=Unenva(bc+ h)+ N=abc+ Nve(aob)oc=abc+ Ndir.

iii.) Hera bc €eEicinao(b+c)=alb+c)+N=ab+ac+N=aob+aocveaym
sekilde (b + c)oa=boa+ coaolur.

iv)  Hera, b € E i¢in; ao(—b) = a(-b)+ N = (—a)o b ve —(aob) = (—ab)+N = (-a)b+N

= ao(—b)’dir [8].
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4.3.3.0rnek: (E, +, .) sifirdan farkli hiperhalka olmak tizere,

Tlm a, b € E ler icin; hiperislemi aob = {ab, 2ab, 3ab, ...} ile tanimlayalim. (E, +, 0) gicli
dagilimli olmayan ¢arpimsal bir hiperhalkadir [8].
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5.HiPERCIiSiM VE HIPERMODUL

5.1.Hipercisim

5.1.1.Tamim: Bir hipercisim; bos olmayan bir kiimeden, bir hiperislemden ve bir islemden
olusur. Bostan farkli bir IL klimesinde + hiperislemi ve . islemi tanimlansin. Asagidaki kosullar

saglanirsa (I, +, .) cebirsel yapisina hipercisim denir[29].
i.) (L, +) degismeli hipergruptur.

ii.) (IL-{0}, .) bir degismeli gruptur.

iii). isleminin + hiperislemi tizerine dagilma 6zelligi vardir.

Yani bir hiperhalkanin sifir harig biitiin elemanlarinin kiimesi ¢arpimsal grup oluyorsa

bu yapiya hipercisim denir.

5.1.1.0rnek: (IR, +, .) degismeli bir hiperhalkadir. IR-{0} de ki elemanlarin .’ya gére tersi

oldugundan (IR, +, . ) ayn1 zamanda hipercisimdir.

5.1.2.0rnek: (Z, +, .) degismeli bir hiperhalkadir ama hipercisim degildir.
1) (Z, +) degismeli hipergruptur.
2)a, b, c e Zvea.(b.c)=a.(b.c) oldugundan (Z, .) yar1 hipergruptur.

3) a, b, ceZolsun.
a.(b+c) = ab+a.cve (b+c)a=bh.a+ca,
sartlarini sagladigindan (Z, +, .) cebirsel yapist hiperhalkadir.
4) Hera, b €Zigin,
a.b = b.a ise degismeli hiperhalkadir.
(Z, +, .) degismeli bir hiperhalka sartlarim saglar ama Z -{0} daki elemanlarmn . ya

gore tersi bulunmadig i¢in, (Z, +, .) bir hipercisim degildir.
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5.1.2.Tanmm: (L, +, .) bir Krasner hiperhalkasi ve (L. -{0}, . ) degismeli grupsa bu Krasner

hiperhalkasina Krasner hipercismi denir.

5.1.3.Tanmm: L bir hipercisim ve L’nin bir alt hiperhalkas: K olsun. Eger K hiperhalkasi

L’nin tanimli islemlerine gore bir hipercisim ise K’ye LL’nin alt hipercismi denir[29].

5.1.4.Tanmm: (L 1, +1, 01 ) ve (L2, +2, 02) iki hiperhalka olsun. (L1-{0}, 01) ve (L2-{0}, 02)
degismeli grup ise (L1, +1, 01 ) ve (L2, +2, 02) cebirsel yapilari birer hipercisimdir. f: L1 = L»

fonksiyonu tanimlansin. V a, b € Ly igin,
f(a +1b) cf(a) +2 f(b),
f(a 01 b) =f(a) o2 f(b),
kosullar1 saglaniyorsa f’ye hipercisim homomorfizmi denir[29].

5.1.5.Tanim: Bir hipercismin kendinden baska hicbir alt hipercismi bulunmuyorsa bu

hipercisme asal hipercisim denir[29].
5.1.6.Tanmm: L cisminin, bir N hiperidealine gore tanimlanan denklik siniflari arasinda;
(x*+N) + (y+N) = (x+y)+ N,
(x*+N) . (y+N) = (xy)+ N,

ile tanimlanan + ve . islemlerine gore /N bir hipercisimdir. Bu hipercisme L’nin N

hiperidealine gore bolim hipercismi denir [29].

5.2.Hipermodul

5.2.1.Tanmm : (E, +, .) bir hiperhalka, B bostan farkli bir kiime olsun. B Uzerinde @ ve ©
hiperislemleri tanimlansin. B kiimesi asagidaki sartlar1 sagliyorsa, B’ye (E, +, .) Gzerinde sol

hipermodil denir.

1.) (B, @) degismeli bir hipergruptur.
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2.)® : ExB — P(B)ve hera,b € Bver, s € E i¢gin asagidaki esitlikler saglanir.
a)r@ (@db)=(rea) @ (r ®b),

b.)(r+s) ®a = (r®a) ® (sOa),

c.)(r.s) ®a=r@E (s®a),

(B, +, ®)’ ye hipermoduldir denir [2].

5.2.1.0rnek: Z kiimesi + hiperislemine gore degismeli bir hipergruptur. IR kiimesi ise + ve .
hiperislemlerine gore bir hiperhalkadir. Z’ye (IR,+, . ) Uzerinde hipermodul denir.

5.2.2.Tanm: (B, +, . ), E hiperhalkasi iizerinde bir hipermodiil ve A, B’nin bostan farkl1 bir
alt kiimesi olsun. Eger asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (A, +, .) ’ya (BB, +, .)’ nin bir alt
hipermodulu denir [16].

i.) (A, +), (B, +)’nin bir alt hipergrubu,
ii.) EA € P(A).

5.2.3.Tanim: B bir E— hipermodil; A, B’nin bir alt hipermodulli ve A # B olsun.

re E,meB verm € A oldugunda me A veyar € (A: B) ise A alt hipermoduliine asal alt

hipermodul denir [10].
5.2.4.Tanmm: (By, @1, ©1) ve (B2, @2, ®2) hipermodulleri (E, +, .) hiperhalkasi iizerinde
f. B1— B> doniisiimii verilsin. Tum m, n € Bive X € Eigin;
f(m@1n) < f(m) S2f(n),
f(X®1m) € x®2f(m) bir yar1 hipergrup,

sartlar1 saglanirsa, f'ye hipermodul homomorfizmi (E-hiperhomomorfizma) denir [10].
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6. SONUC VE ONERILER

Marty tarafindan 1934 yilinda hiperyap: teorisi olusturulmus olup, hiperyapilar daha
sonra gelistirilip bir¢ok alanda kullanildig1 belirtilmistir. Bu tez hiperyapilar iizerine
caligmalar1 toparlamistir. Boylece bu konuda calisacak olan arastirmacilara iyi bir kaynak

teskil ederek gelecekteki ¢alismalara 151k tutacaktir.

Tez ¢alismamizda hiperyapilar iizerine literatiir taramasi yapilmistir. Klasik cebirsel
yapilardan yola ¢ikarak hiper cebirsel yapilar olusturulabilir. Tezimizde hipergrup, hiperhalka,
hipercisim ve hipermodiil kavramlar1 tamitilmistir ve klasik cebirdeki birgok konunun

hiperyapilarda arastirilabilecegi sonucuna varilmistir.
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