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◦ Kullanılan verilerde herhangi bir değişiklik yapmadığımı,
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ÖZET

GENELLEŞTİRİLMİŞ TRİBONACCİ KUATERNİYONLARININ BAZI

ÖZELLİKLERİ ÜZERİNE

KARABULUT, Leyla

Kırıkkale Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Gonca KIZILASLAN YILDIRIM

Temmuz 2023, 67 sayfa

Bu tezde, katsayıları sırasıyla keyfi Tribonacci sayıları ve Tribonacci-Lucas sayıların-

dan alınarak Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlarının bir genellemesi tanım-

lanmıştır. Bu kuaterniyonlar için üreteç fonksiyonları ve Binet formülleri elde edilmiş-

tir. Ayrıca, çeşitli toplam formülleri ve bir matris gösterimi elde edilmiştir. Son olarak

ise Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomlarının bir genellemesi tanım-

lanmış ve bazı özdeşlikler elde edilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Yineleme Bağıntıları, Tam sayı Dizileri, Kuaterniyonlar,

Kuaterniyon Dizileri, Kuaterniyon Polinomları.
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ABSTRACT

ON SOME PROPERTIES OF GENERALIZED TRIBONACCI QUATERNIONS

KARABULUT, Leyla

Kırıkkale University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, Master’s Thesis

Supervisor: Dr. Gonca KIZILASLAN YILDIRIM

July 2023, 67 pages

In this thesis, a generalization of Tribonacci and Tribonacci-Lucas quaternions is de-

fined by taking arbitrary Tribonacci numbers and Tribonacci-Lucas numbers coeffici-

ents, respectively. We get generating functions and Binet’s formulas for these quater-

nions. Furthermore, several sum formulas and a matrix representation are obtained.

Finally, a generalization of Tribonacci and Tribonacci-Lucas quaternion polynomials

is defined and some identities are obtained.

Key Words: Recurrences, Integer Sequences, Quaternions, Quaternion Sequ-

ences, Ouaternion Polynomials.
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1 . GİRİŞ

Kuaterniyonlar ilk olarak İrlandalı matematikçi Sir William Rowan Hamilton tarafın-

dan tanımlanmıştır. 1983 yılında P. R. Girard kuaterniyon grubununun fiziğin çeşitli

ana kovaryans gruplarıyla bağlantısını önemli fiziksel uygulamarla birlikte analiz et-

miştir. Kuaterniyonlar elastodinamik, kuantum mekaniği, elastisite teorisi ve modern

bilimlerin farklı alanlarındaki birçok problemde karşılaşılması nedeniyle yaygın olarak

çalışılmıştır, [18, 19, 40, 58].

a0,a1,a2,a3 reel sayılar ve i2 = j2 = k2 = −1, i j = k = − ji, jk = i = −k j, ki =

j =−ik olmak üzere tabanı {1, i, j,k} olan H reel kuaterniyon cebirinden alınan bir q

kuaterniyonu

q = 1a0 + ia1 + ja2 +ka3

şeklindedir, [20, 23, 28]. Kuaterniyon cebirinin sıfır bölenleri yoktur. Dolayısıyla reel

kuaterniyonlar, birleşmeli fakat değişmeli olmayan bir bölüm cebiridir. Kompleks sa-

yılar ise kuaterniyonların bir alt cebirini oluşturur.

Hiper-kompleks sayı teorisinin başlangıcından bu yana, birçok araştırmacı bileşenleri

özel sayı dizilerinden alınan kuaterniyonları, oktoniyonları ve sedeniyonları farklı şe-

killerde incelemiştir. Bileşenleri sayı dizilerinden alınarak elde edilen kuaterniyonlar

kuaterniyon dizileri olarak adlandırılır. Kuaterniyon dizileri arasında en iyi bilineni

Horadam tarafından tanımlanan Fibonacci kuaterniyon dizileridir, [26]. n ≥ 0 için Fn

n−inci Fibonacci sayısı olmak üzere n−inci Fibonacci kuaterniyonu

Qn = Fn + iFn+1 + jFn+2 +kFn+3,

şeklinde tanımlıdır, [11, 20, 26]. Dolayısıyla Q0 = i+ j+k2 ve Q1 = 1+ i+ j2+k3
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olmak üzere n ≥ 0 için

Qn+2 = Qn+1 +Qn (1.1)

sağlanır, [2]. (1.1) denklemi ile verilen yineleme bağıntısının karakteristik denklemi

x2 − x−1 = 0

olup denklemin kökleri α = 1+
√

5
2 ve β = 1−

√
5

2 şeklindedir. α = 1+ iα + jα2 +kα3

ve β = 1+ iβ + jβ 2 +kβ 3 olmak üzere Fibonacci kuaterniyonunun Binet formülü

Qn =
ααn −ββ n

α −β

şeklindedir. Fibonacci kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

G(t) =
∞

∑
n=0

Qntn =
t + i+ j(t +1)+k(t +2)

1− t − t2

olarak elde edilir, [20].

Iyer benzer bir kuaterniyon dizisini katsayıları Lucas sayılarından alarak tanımlamıştır,

[32]. n ≥ 0 için Ln n−inci Lucas sayısı olmak üzere n−inci Lucas kuaterniyonu Kn

Kn = Ln + iLn+1 + jLn+2 +kLn+3,

şeklinde tanımlanır, [11,32]. Dolayısıyla K0 = 2+ i+ j3+k4 ve K1 = 1+ i3+ j4+k7

olmak üzere n ≥ 0 için

Kn+2 = Kn+1 +Kn

sağlanır, [2]. Lucas kuaterniyonunun Binet formülü

Kn = αα
n +ββ

n

2



şeklindedir, [20]. Lucas kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu ise

g(t) =
∞

∑
n=0

Kntn =
(2− t)+ i(1+2t)+ j(3+2t)+k(5+2t)

1− t − t2 ,

ile verilir, [23].

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonları kapsamlı bir şekilde incelenmiş ve birçok genelle-

mesi yapılmıştır, [1–4,7–11,16–18,20–23,26,28,30–33,36–40,43,44,47–49,51,53,55–

58]. Bu çalışmalarda kuaterniyon dizilerinin Binet formülleri ve üreteç fonksiyonları

elde edilmiş ve çeşitli özdeşlikler sunulmuştur. Catarino h(x)-Fibonacci polinomlarını

kullanarak h(x)−Fibonacci kuaterniyon polinomlarını tanıtmıştır. h(x) reel katsayılı

bir polinom olsun. h(x)−Fibonacci polinomları {Fh,n(x)}n≥0 başlangıç koşulları

Fh,0(x) = 0, Fh,1(x) = 1

olmak üzere n ≥ 2 için

Fh,n(x) = h(x)Fh,n−1(x)+Fh,n−2(x)

yineleme bağıntısı ile tanımlıdır, [45]. h(x)-Fibonacci polinomlarının k-Fibonacci sayı-

larının, Catalan-Fibonacci polinomlarının ve Byrd-Fibonacci polinomlarının bir genel-

leştirmesi olduğu da görülebilir. h(x)-Fibonacci kuaterniyon polinomları {Qh,n(x)}∞
n=0,

Qh,n(x) = Fh,n(x)+ iFh,n+1(x)+ jFh,n+2(x)+kFh,n+3(x)

yineleme bağıntısı ile tanımlanır. h(x)-Fibonacci kuaterniyon polinomları için Binet

formülü, üreteç fonksiyonu ve bazı temel özdeşlikler elde edilmiştir, [9]. Tribonacci ve

Tribonacci-Lucas dizileri alınarak tanımlanan Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuater-

niyonları da Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarının bir başka genelleştirmesidir, [1,43].

Ayrıca bu dizilerin polinomsal genelleştirmeleri de çalışılmıştır, [44]. Çalışılan bütün

bu kuaterniyon dizilerinin ortak özelliklerinden birisi bu kuaterniyonların bileşenleri-

nin ele alınan sayı dizilerinin ardışık terimlerinden seçilmesidir. Yakın zamanda bile-

şenleri bazı sayı dizilerinin keyfi terimlerinden alınarak elde edilen kuaterniyon dizileri
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de tanımlanmış ve çeşitli özellikleri incelenmiştir, [3, 4, 11].

Üçüncü bölümde bileşenleri Tribonacci ve Tribonacci-Lucas dizilerinin keyfi terimle-

rinden alınan kısıtlamasız Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon dizileri tanım-

lanacaktır, [35]. Dördüncü bölümde ise kısıtlamasız Tribonacci ve Tribonacci-Lucas

kuaterniyon polinomları ele alınacaktır. Böylelikle daha önce çalışılmış olan bazı ku-

aterniyon dizileri genelleştirilmiş olacaktır. Tanımlanan diziler için Binet formülleri ve

üreteç fonksiyonları elde edilecektir. Ayrıca bazı özellikler ve özdeşlikler verilecektir.
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2 . TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Reel Kuaterniyon Cebiri

q = a0 + ia1 + ja2 + ka3 reel kuaterniyon olsun. u = ia1 + ja2 + ka3 olmak üzere

q = a0 +u şeklinde yazılabilir. a0, q kuaterniyonunun skaler kısmı ve u vektörel kısmı

olarak adlandırılır, [20]. a0 − u kuaterniyonu q kuaterniyonunun eşleniği olarak ad-

landırılır ve q∗ ile gösterilir. N(q) ile gösterilen q kuaterniyonunun normu q ile q∗

kuaterniyonunun çarpımına eşittir. Dolayısıyla q ̸= 0 için q kuaterniyonunun tersi q−1

ile gösterilir ve

q−1 = q∗N(q)−1

ile verilir. q kuaterniyonunun izi

Tr(q) = q+q∗

ile ifade edilir.

q1 = a0 + ia1 + ja2 +ka3 ve q2 = b0 + ib1 + jb2 +kb3 olmak üzere iki kuaterniyonun

toplamı

q1 +q2 = (a0 +b0)+ i(a1 +b1)+ j(a2 +b2)+k(a3 +b3)

ile ve α ∈ R için bir kuaterniyonun skaler ile çarpımı

αq1 = αa0 + iαa1 + jαa2 +kαa3

şeklinde tanımlanır, [56].
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2.2. Sayı dizileri

Fibonacci dizisi F0 = 0, F1 = 1 olmak üzere n ≥ 2 için

Fn = Fn−1 +Fn−2 (2.1)

yineleme bağıntısı ile tanımlanır, [25]. (2.1) ile verilen yineleme bağıntısının karakte-

ristik denklemi

x2 − x−1 = 0 (2.2)

olup denklemin kökleri α = 1+
√

5
2 ve β = 1−

√
5

2 şeklindedir. 1843 yılında Fransız me-

tematikçi Jacques-Phillipe-Marie Binet, Fn için açık bir formül elde etmiştir. Bu formül

n ≥ 0 için

Fn =
αn −β n

α −β

şeklindedir. Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu

∞

∑
n=0

Fnxn =
x

1− x− x2

olarak elde edilir, [3].

Lucas dizisi L0 = 2, L1 = 1 olmak üzere n≥ 2 için Ln = Ln−1+Ln−2 yineleme bağıntısı

ile tanımlanır. n ≥ 0 için Ln = αn+β n Lucas sayı dizisinin Binet formülüdür, [16,41].

Binet formülleri kullanılarak negatif indisli Fibonacci ve Lucas sayıları da türetilebilir.

Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu

∞

∑
n=0

Lnxn =
2− x

1− x− x2

olarak elde edilir, [3]. Fibonacci ve Lucas dizilerinin ilk birkaç terimi aşağıdaki tabloda

verilmiştir.
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233
Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521

Fibonacci ve Lucas dizilerinin ilk birkaç terimi

Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir genelleştirmesi k−Fibonacci ve k−Lucas dizileri

olarak adlandırılır, [13]. k ≥ 1 tam sayısı için, {Fk,n}n∈N k-Fibonacci dizisi Fk,0 =

0, Fk,1 = 1 olmak üzere n ≥ 1 için

Fk,n+1 = kFk,n +Fk,n−1

bağıntısı ile ve k-Lucas dizisi {Lk,n}n∈N Lk,0 = 2, Lk,1 = k olmak üzere n ≥ 1 için

Lk,n+1 = kLk,n +Lk,n−1,

bağıntısı ile tanımlanır, [12]. Doğal bir düşünce ile {Fk,n}n∈N ve {Lk,n}n∈N dizileri

n ≥ 2 için a, b, p, q tamsayılar ve W0 = a, W1 = b olmak üzere

Wn = pWn−1 +qWn−2 (2.3)

şeklinde genelleştirilmiştir. Bu dizi kısaca {Wn(a,b; p,q)} ile gösterilir, [27]. (2.3) yi-

neleme bağıntısının karakteristik denklemi x2 − px−q = 0 şeklindedir. Bu dizinin Bi-

net formülü p2 +4q ≥ 0 için α =
p+
√

p2+4q
2 ve β =

p−
√

p2+4q
2 olmak üzere

Wn(a,b; p,q) =
(b−aβ )αn − (b−aα)β n

α −β

formundadır. Bazı özel a, b, p, q değerleri için {Wn(a,b; p,q)} dizisinin karşılık geldiği

diziler aşağıdaki tabloda gösterilmiştir.
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Wn(a,b; p,q) a b p q

Fibonacci 0 1 1 1
Lucas 2 1 1 1
Pell 0 1 2 1
Pell-Lucas 2 1 2 1
Jacobsthal 0 1 1 2
Jacobsthal-Lucas 2 1 1 2

İyi bilinen bazı sayı dizileri

ei ’ler bir baz kümesinin elemanları ve wi ’ler reel sayılar olmak üzere 2N −on olarak

bilinen hiper-kompleks sayılar, baz kümesindeki elemanların doğrusal kombinasyon-

ları olarak

w =
2N−1

∑
i=0

wiei = w0e0 +w1e1 + ...+w2N−1e2N−1

şeklinde tanımlanabilir. Katsayıları Fibonacci ve Lucas dizilerinden alınarak elde edi-

len hiper-kompleks sayılar bu dizilerin bir başka genelleştirmesi olup Fibonacci ve

Lucas hiper-kompleks sayı dizileri olarak adlandırılır, [5].

Fibonacci dizisi polinomsal olarak da genelleştirilmiştir. h(x) reel katsayılı bir polinom

olsun. {Fh,n(x)}∞
n=0 ile gösterilen h(x)-Fibonacci polinomları Fh,0(x)= 0 ve Fh,1(x)= 1

olmak üzere n ≥ 1 için,

Fh,n+1(x) = h(x)Fh,n(x)+Fh,n−1(x)

yineleme bağıntısı ile tanımlanır, [45].

Fibonacci ve Lucas dizilerinin karakteristik polinomu ikinci derecedendir. Bu dizilerin

bir diğer genelleştirmesi karakteristik polinomu üçüncü dereceden olan Tribonacci ve

Tribonacci-Lucas dizileridir. Tribonacci dizisi T0 = T1 = 1,T2 = 2 olmak üzere n ≥ 2
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için

Tn+1 = Tn +Tn−1 +Tn−2 (2.4)

yineleme bağıntısı ile tanımlanır, [15,54,55,60]. (2.4) ile verilen yineleme bağıntısının

karakteristik denklemi

x3 − x2 − x−1 = 0 (2.5)

olduğundan w = −1+i
√

3
2 olmak üzere denklemin kökleri

α =
1+ 3
√

19+3
√

33+ 3
√

19−3
√

33
3

β =
1+w 3

√
19+3

√
33+w2 3

√
19−3

√
33

3
(2.6)

γ =
1+w2 3

√
19+3

√
33+w 3

√
19−3

√
33

3

olarak elde edilir. Tribonacci dizisi için Binet formülü

Tn =
αn+2

(α −β )(α − γ)
+

β n+2

(β −α)(β − γ)
+

γn+2

(γ −α)(γ −β )
(2.7)

şeklindedir, [14, 15, 34, 54]. Tribonacci dizisinin üreteç fonksiyonu

GTn =
∞

∑
n=0

Tnxn =
1

1− x− x2 − x3

olarak elde edilir, [1].

Tribonacci-Lucas dizisi T K0 = 3,T K1 = 1,T K2 = 3 olmak üzere n ≥ 2 için

T Kn+1 = T Kn +T Kn−1 +T Kn−2 (2.8)

yineleme bağıntısı ile tanımlanır, [60]. Tribonacci-Lucas dizisi için Binet formülü

T Kn = α
n +β

n + γ
n (2.9)

9



şeklindedir, [60]. Binet formülleri kullanılarak negatif indisli Tribonacci ve Tribonacci-

Lucas sayıları da türetilebilir.

Tribonacci-Lucas dizisinin üreteç fonsiyonu

GT Kn =
∞

∑
n=0

T Knxn =
3−2x− x2

1− x− x2 − x3

olarak elde edilir, [6]. Tribonacci ve Tribonacci-Lucas dizilerinin ilk birkaç terimi aşa-

ğıdaki tabloda verilmiştir.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Tn 1 1 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504 927 1705

T Kn 3 1 3 7 11 21 39 71 131 241 443 815 1499 2757

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas dizilerinin ilk birkaç terimi

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas dizilerinin genelleştirmesi üzerine de çeşitli çalışmalar

yapılmıştır, [6,14,15,34,42,46,52,54,59,60]. Bu genelleştirmelerden birisi Fibonacci

polinomunun tanımından yola çıkılarak tanımlanan Tribonacci ve Tribonacci-Lucas

polinomlarıdır, [24, 44, 50]. Tribonacci polinomu {Tn(x)}n∈N, T0(x) = 0, T1(x) =

1, T2(x) = x2 olmak üzere herhangi bir pozitif x reel sayısı ve n ≥ 3 için

Tn(x) = x2Tn−1(x)+ xTn−2(x)+Tn−3(x) (2.10)

yineleme bağıntısı ile tanımlanır. (2.10) denklemi ile verilen yineleme bağıntısının ka-

rakteristik denklemi

λ
3 − x2

λ
2 − xλ −1 = 0 (2.11)

olup denklemin kökleri

A(x) =
3

√
x6

27
+

x3

6
+

1
2
+

√
x6

37
+

7x3

54
+

1
4
, B(x) =

3

√
x6

27
+

x3

6
+

1
2
−
√

x6

37
+

7x3

54
+

1
4

10



olmak üzere

α(x) =
x2

3
+A(x)+B(x)

w1(x) =
x2

3
+wA(x)+w2B(x) (2.12)

w2(x) =
x2

3
+w2A(x)+wB(x)

şeklindedir. Dolayısıyla

α(x)+w1(x)+w2(x) = x2 (2.13)

α(x)w1(x)w2(x) = 1 (2.14)

olduğu görülebilir. n ≥ 0 için

Tn(x) =
αn+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

wn+1
1 (x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

+
wn+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

(2.15)

Tribonacci polinomu için Binet formülüdür. Tribonacci polinomunun üreteç fonksi-

yonu

G(y) =
∞

∑
n=0

Tn(x)yn =
y

1− x2y− xy2 − y3 (2.16)

olarak elde edilir. (2.16) denkleminde x= 1 alındığında başlangıç koşulları T0 = 0,T1 =

1,T2 = 1 olan Tribonacci dizisinin üreteç fonksiyonu elde edilir.

Tribonacci-Lucas polinomu {tn(x)}n∈N, t0(x) = 3, t1(x) = x2, t2(x) = x4 +2x olmak

üzere herhangi bir pozitif x reel sayısı ve n ≥ 3 için

tn(x) = x2tn−1(x)+ xtn−2(x)+ tn−3(x) (2.17)

11



yineleme bağıntısı ile tanımlanır. n ≥ 0 için

tn(x) = α
n(x)+wn

1(x)+wn
2(x) (2.18)

Tribonacci Lucas polinomu için Binet formülüdür. Tribonacci Lucas polinomunun üre-

teç fonksiyonu

g(y) =
∞

∑
n=0

tn(x)yn =
3−2x2y− xy2

1− x2y− xy2 − y3 (2.19)

şeklindedir. (2.19) denkleminde x = 1 alındığında Tribonacci-Lucas dizisinin üreteç

fonksiyonu elde edilir.

2.3. Kuaterniyon dizileri

Bu bölümde bileşenleri bazı sayı dizilerinin keyfi terimleri alınarak elde edilen kuater-

niyon dizilerinin tanımları verilecek ve çeşitli özellikleri ele alınacaktır. Ayrıca Tri-

bonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonları ile bu kuaterniyonların polinomsal bir

genelleştirmesinden bahsedilecektir.

2.3.1. Kısıtlamasız Fibonacci ve Lucas Kuaterniyonları

Bileşenleri Fibonacci ve Lucas sayı dizileri ile bu dizilerin genelleştirmelerinden alı-

narak elde edilen kuaterniyon dizileri bugüne kadar kapsamlı bir şekilde incelenmiştir.

Bu çalışmalarda kuaterniyonların katsayıları ele alınan sayı dizilerinin ardışık terim-

lerinden seçilmiştir. Yakın zamanda bileşenleri Fibonacci ve Lucas dizilerinin keyfi

terimleri alınarak yeni kuaterniyon dizileri tanımlanmıştır, [11].

p,r,s keyfi tam sayılar olmak üzere n−inci kısıtlamasız Fibonacci kuaterniyonu

F
(p,r,s)
n = Fn + iFn+p + jFn+r +kFn+s

12



şeklinde tanımlıdır, [11]. Benzer şekilde n−inci kısıtlamasız Lucas kuaterniyonu

L
(p,r,s)
n = Ln + iLn+p + jLn+r +kLn+s

ile tanımlıdır. Buradan n−inci kısıtlamasız Fibonacci kuaterniyonu ve n−inci kısıtla-

masız Lucas kuaterniyonu başlangıç koşulları sırasıyla

F
(p,r,s)
0 = iFp + jFr +kFs,

F
(p,r,s)
1 = 1+ iF1+p + jF1+r +kF1+s

L
(p,r,s)
0 = 2+ iLp + jLr +kLs,

L
(p,r,s)
1 = 1+ iL1+p + jL1+r +kL1+s

olmak üzere

Fn
(p,r,s) = Fn−1

(p,r,s)+Fn−2
(p,r,s) (2.20)

Ln
(p,r,s) = Ln−1

(p,r,s)+Ln−2
(p,r,s) (2.21)

yineleme bağıntıları ile tanımlanır.

p,r,s sayılarının seçilen özel değerlerine göre daha önce çalışılan bazı kuaterniyon

dizileri elde edilir. Örneğin, p = r = s =−n için klasik Fibonacci sayıları

Fn
(−n,−n,−n) = Fn,

p = 1 ve r = s =−n için Gauss Fibonacci sayıları

Fn
(1,−n,−n) = Fn + iFn+1,

p = 1,r = 2 ve s = 3 için klasik Fibonacci ve Lucas kuaterniyonları

F
(1,2,3)
n = Qn = Fn + iFn+1 + jFn+2 +kFn+3

L
(1,2,3)
n = Kn = Ln + iLn+1 + jLn+2 +kLn+3

13



elde edilir.

(2.20) ve (2.21) ile verilen yineleme bağıntılarının karakteristik denklemi (2.2) olup

denklemin kökleri α = 1+
√

5
2 ve β = 1−

√
5

2 şeklindedir. n tam sayı ve α = 1+ iα p +

jαr +kαs, β = 1+ iβ p + jβ r +kβ s olmak üzere kısıtlamasız Fibonacci kuaterniyonu

için Binet formülü

Fn
(p,r,s) =

ααn −ββ n

α −β
,

şeklindedir, [11].

Kısıtlamasız Fibonacci kuaterniyonu için üreteç fonksiyonu

GF(x) =
∞

∑
n=0

Fn
(p,r,s)xn =

F
(p,r,s)
0 +F

(p,r,s)
−1 x

1− x− x2 ,

olarak elde edilir, [11]. Ayrıca

EF(x) =
∞

∑
n=0

F
(p,r,s)
n

xn

n!
=

αeαx −βeβx

α −β

kısıtlamasız Fibonacci kuaterniyonunun üstel üreteç fonksiyonudur, [11].

Kısıtlamasız Lucas kuaterniyonu için Binet formülü

Ln
(p,r,s) = αα

n +ββ
n

şeklindedir, [11]. Kısıtlamasız Lucas kuaterniyonu için üreteç fonskiyonu

GL(x) =
∞

∑
n=0

Ln
(p,r,s)xn =

L
(p,r,s)
0 +L

(p,r,s)
−1 x

1− x− x2

olarak elde edilir, [11]. Ayrıca

EL(x) =
∞

∑
n=0

L
(p,r,s)
n

xn

n!
= αeαx +βeβx
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kısıtlamasız Lucas kuaterniyonunun üstel üreteç fonksiyonudur, [11].

2.3.2. Kısıtlamasız k – Fibonacci ve k – Lucas Kuaterniyonları

k bir reel sayı, n negatif olmayan bir tamsayı ve p,r,s tamsayılar olmak üzere, kısıtla-

masız k-Fibonacci kuaterniyonu

Y (p,r,s)
k,n = Fk,n + iFk,n+p + jFk,n+r +kFk,n+s

şeklinde tanımlanır, [3]. Benzer şekilde kısıtlamasız k-Lucas kuaterniyonu

Z(p,r,s)
k,n = Lk,n + iLk,n+p + jLk,n+r +kLk,n+s

şeklinde tanımlanır. Buradan kısıtlamasız k-Fibonacci kuaterniyonu ve kısıtlamasız k-

Lucas kuaterniyonunun başlangıç koşulları sırasıyla

Y (p,r,s)
k,0 = iFk,p + jFk,r +kFk,s,

Y (p,r,s)
k,1 = 1+ iFk,1+p + jFk,1+r +kFk,1+s

Z(p,r,s)
k,0 = 2+ iLk,p + jLk,r +kLk,s,

Z(p,r,s)
k,1 = k+ iLk,1+p + jLk,1+r +kLk,1+s

olmak üzere

Y (p,r,s)
k,n = kY (p,r,s)

k,n−1 +Y (p,r,s)
k,n−2 (2.22)

Z(p,r,s)
k,n = kZ(p,r,s)

k,n−1 +Z(p,r,s)
k,n−2 (2.23)

sağlandığı görülebilir, [3].

(2.22) ve (2.23) ile verilen yineleme bağıntılarının karakteristik denklemi

x2 − kx−1 = 0
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olup denklemin kökleri α = k+
√

k2+4
2 ve β = k−

√
k2+4
2 şeklindedir. α = 1+ iα p+ jαr+

kαs, β = 1+ iβ p + jβ r +kβ s olmak üzere n’inci kısıtlamasız k-Fibonacci kuaterni-

yonu için Binet formülü

Y (p,r,s)
k,n =

ααn −ββ n

α −β

şeklindedir, [3]. Kısıtlamasız k-Fibonacci kuaterniyonu için üreteç fonksiyonu

GY (x) =
∞

∑
n=0

Y (p,r,s)
k,n xn =

Y (p,r,s)
k,0 +(Y (p,r,s)

k,1 − kY (p,r,s)
k,0 )x

1− kx− x2

olarak elde edilir, [3]. Kısıtlamasız k-Lucas kuaterniyonu için Binet formülü

Z(p,r,s)
k,n = αα

n +ββ
n

şeklindedir, [3]. Kısıtlamasız k-Lucas kuaterniyonu için üreteç fonksiyonu

GZ(x) =
∞

∑
n=0

Z(p,r,s)
k,n xn =

Z(p,r,s)
k,0 +(Z(p,r,s)

k,1 − kZ(p,r,s)
k,0 )x

1− kx− x2

olarak elde edilir, [3].

2.3.3. Kısıtlamasız Pell ve Pell-Lucas Kuaterniyonları

p,r,s,n keyfi tam sayılar olsun. Pn, n−inci Pell sayısı olmak üzere n−inci kısıtlamasız

Pell kuaterniyonu

P
(p,r,s)
n = Pn + iPn+p + jPn+r +kPn+s

şeklinde tanımlanır. Pell kuaterniyonu başlangıç koşulları

P
(p,r,s)
0 = iPp + jPr +kPs

P
(p,r,s)
1 = 1+ iP1+p + jP1+r +kP1+s
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olmak üzere n ≥ 2 için

P
(p,r,s)
n = 2P(p,r,s)

n−1 +P
(p,r,s)
n−2 (2.24)

yineleme bağıntısı ile tanımlanır, [4]. (2.24) ile verilen yineleme bağıntısının karakte-

ristik denklemi

x2 −2x−1 = 0

olup denklemin kökleri λ = 1+
√

2 ve δ = 1−
√

2 şeklindedir. λ = 1+ iλ p + jλ r +

kλ s, δ = 1+ iδ p + jδ r + kδ s olmak üzere kısıtlamasız Pell kuaterniyonunun Binet

formülü

P
(p,r,s)
n =

λλ n −δδ n

λ −δ

şeklindedir. Kısıtlamasız Pell kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

GP(x) =
∞

∑
n=0

P
(p,r,s)
n xn =

P
(p,r,s)
0 + x(P(p,r,s)

1 −2P(p,r,s)
0 )

1−2x− x2

olarak elde edilir.

qn, n−inci Pell-Lucas sayısı olmak üzere n−inci kısıtlamasız Pell-Lucas kuaterniyonu

Q
(p,r,s)
n = qn + iqn+p + jqn+r +kqn+s

şeklinde tanımlanır. Pell-Lucas kuaterniyonu başlangıç koşulları

Q
(p,r,s)
0 = 1+ iqp + jqr +kqs

Q
(p,r,s)
1 = 1+ iq1+p + jq1+r +kq1+s

olmak üzere n ≥ 2 için

Q
(p,r,s)
n = 2Q(p,r,s)

n−1 +Q
(p,r,s)
n−2
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yineleme bağıntısı ile tanımlanır, [4].

n tam sayı olmak üzere kısıtlamasız Pell-Lucas kuaterniyonunun Binet formülü

Q
(p,r,s)
n = λλ

n +δδ
n

şeklindedir. Kısıtlamasız Pell-Lucas kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

GQ(X) =
∞

∑
n=0

Q
(p,r,s)
n xn =

Q
(p,r,s)
0 + x(Q(p,r,s)

1 −2Q(p,r,s)
0 )

1−2x− x2

olarak elde edilir.

2.3.4. Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kuaterniyonu

r,s, t reel sayılar olmak üzere başlangıç koşulları V0 = a,V1 = b,V2 = c tamsayılar olan

üçüncü mertebeden {Vn}n≥0

Vn = rVn−1 + sVn−2 + tVn−3, n ≥ 3

yineleme bağıntısı ile tanımlanan dizi genelleştirilmiş Tribonacci dizisi olarak adlan-

dırılır, [43]. r = s = t = 1 ve V0 = 1, V1 = 1, V2 = 2 alındığında bu dizi {Tn}n≥0 ile

gösterilen klasik Tribonacci dizisine indirgenir [14, 15, 34]. r = s = t = 1 ve V0 = 3,

V1 = 1, V2 = 3 alındığında ise genel terimi T Kn ile gösterilen Tribonacci-Lucas dizisi

elde edilir [60]. Katsayıları {Vn}n≥0 dizisinden alınarak elde edilen kuaterniyonlar ge-

nelleştirilmiş Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon dizileri olarak adlandırılır.

n’inci Tribonacci kuaterniyonu

TQn = Tn + iTn+1 + jTn+2 +kTn+3 (2.25)
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şeklinde tanımlanır. Tribonacci kuaterniyonu başlangıç koşulları

TQ0 = 1+ i+ j2+k4

TQ1 = 1+ i2+ j4+k7

TQ2 = 2+ i4+ j7+k13

olmak üzere n ≥ 0 için

TQn+3 = TQn+2 +TQn+1 +TQn (2.26)

yineleme bağıntısı ile tanımlanır, [1].

Tribonacci kuaterniyonunun eşleniği

TQ∗
n = Tn − iTn+1 − jTn+2 −kTn+3

şeklindedir.

f (x), x’in kuvvetlerinden oluşan bir seri olsun. [xn] f (x) sembolü f (x) serisinde xn’in

katsayılarını ifade edecektir. Dolayısıyla Tribonacci kuaterniyonunun normu

N(TQn) =
3

∑
i=0

T 2
n+i = [xn]

2(3+5x+4x2 −2x3 − x4 − x5)

(1−3x− x2 − x3)(1+ x+ x2 − x3)

ile verilir, [1].

(2.26) ile verilen yineleme bağıntısının karakteristik denklemi (2.5) denklemi ile aynı-

dır ve denklemin kökleri (2.6) denklemi ile verilmiştir.

Tribonacci kuaterniyonunun Binet formülü

α = 1+ iα + jα2 +kα
3
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β = 1+ iβ + jβ 2 +kβ
3 (2.27)

γ = 1+ iγ + jγ2 +kγ
3

olmak üzere

TQn =
ααn+2

(α −β )(α − γ)
+

ββ n+2

(β −α)(β − γ)
+

γγn+2

(γ −α)(γ −β )
(2.28)

şeklindedir. Tribonacci kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

GTQn(x) =
1+ i(1+ x+ x2)+ j(2+2x+ x2)+k(4+3x+2x2)

1− x− x2 − x3

olarak elde edilir, [1].

n−inci Tribonacci-Lucas kuaterniyonu

TQ̃n = T Kn + iT Kn+1 + jT Kn+2 +kT Kn+3 (2.29)

şeklinde tanımlanır. Tribonacci-Lucas kuaterniyonu başlangıç koşulları

TQ̃0 = 3+ i+ j3+k7

TQ̃1 = 1+ i3+ j7+k11

TQ̃2 = 3+ i7+ j11+k21

olmak üzere n ≥ 0 için

TQ̃n+3 = TQ̃n+2 +TQ̃n+1 +TQ̃n (2.30)

yineleme bağıntısı ile tanımlanır.

Tribonacci-Lucas kuaterniyonunun eşleniği

TQ̃n
∗
= T Kn − iT Kn+1 − jT Kn+2 −kT Kn+3
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ile verilir.

Tribonacci-Lucas kuaterniyonunun Binet formülü

TQ̃n = αα
n +ββ

n + γγ
n (2.31)

şeklindedir. Tribonacci-Lucas kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

GTQ̃n
(x) =

3−2x− x2 + i(1+2x+3x2)+ j(3+4x+ x2)+k(7+4x+3x2)

1− x− x2 − x3

olarak elde edilir, [1].

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonları için bazı özdeşlikler aşağıdaki gibidir,

[1].

TQ2
n = 2TnTQn −TQnTQ∗

n

TQn +TQ∗
n = 2Tn

TQ̃n+1 = TQn +2TQn−1 +3TQn−2

sağlanır, [1].

Cn = α
n
β

n +α
n
γ

n +β
n
γ

n

C2n−m = C2n−m + iC2n−m−1 + jC2n−m−2 +kC2n−m−3 (2.32)

olmak üzere,

TQm+n = TQmT Kn −TQm−nCn +TQm−2n

TQ̃m+n = TQ̃mT Kn −TQ̃m−nCn +C2n−m

elde edilir.
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Başka bir özdeşlik

TQn+2m = T KmTQn+m −T K−mTQn +TQn−2m

olarak yazılabilir.

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon dizileri için çeşitli toplamsal özdeşlikler

de elde edilmiştir, [1].

Teorem 2.1 ( [1]).

n

∑
k=0

TQk =
TQn+2 +TQn − (1+3i+5j+9k)

2
n

∑
k=0

TQ2k =
TQ2n+1 +TQ2n − (i+2j+3k)

2
n

∑
k=0

TQ2k+1 =
TQ2n+2 +TQ2n+1 − (1+2i+3j+6k)

2
n

∑
k=0

TQ3k =
3n−1

∑
k=0

TQk +TQ0 =
TQ3n+2 −TQ3n − (−1+ i+ j+k)

2
n

∑
k=0

TQ4k =
TQ4n+2 +TQ4n − (−1+ i+ j+k)

4

şeklindedir.

2.3.5. Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kuaterniyon Polinomları

Bileşenleri Tribonacci ve Tribonacci-Lucas polinomları alınarak elde edilen kuaterni-

yonlar sırasıyla Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomları olarak adlan-

dırılır, [44]. Böylece Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlarının bir genelleş-

tirmesi elde edilir.
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n ≥ 0 için n−inci Tribonacci kuaterniyon polinomu

QT,n(x) = Tn(x)+ iTn+1(x)+ jTn+2(x)+kTn+3(x) (2.33)

ile tanımlıdır. Buradan

QT,n+3(x) = x2QT,n+2(x)+ xQT,n+1(x)+QT,n(x) (2.34)

sağlandığı görülebilir. (2.33) denkleminde x = 1 alındığında (n− 1)−inci Tribonacci

kuaterniyonu elde edilir.

(2.34) ile verilen yineleme bağıntısının karakteristik denklemi (2.11) denklemi ile ay-

nıdır ve denklemin kökleri (2.12) eşitliğinde verilmiştir.

n ≥ 0 için Tribonacci kuaterniyon polinomunun Binet formülü

α = 1+ iα(x)+ jα2(x)+kα
3(x),

w1 = 1+ iw1(x)+ jw2
1(x)+kw3

1(x) (2.35)

w2 = 1+ iw2(x)+ jw2
2(x)+kw3

2(x)

olmak üzere

QT,n(x) =
ααn+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

w1wn+1
1 (x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

+
w2wn+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

(2.36)

şeklindedir. Tribonacci kuaterniyon polinomunun üreteç fonksiyonu

GQT,n(y) =
y+ i+ j(x2 + xy+ y2)+k(x4 + x+ x3y+ y+ x2y2)

1− x2y− xy2 − y3
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olarak elde edilir. n ∈ N olmak üzere

∞

∑
n=0

QT,n

n!
yn =

αα(x)eα(x)y

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

w1w1(x)ew1(x)y

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

+
w2w2(x)ew2(x)y

(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

Tribonacci kuaterniyon polinomunun üstel üreteç fonksiyonudur.

n ≥ 0 için Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomu

Qt,n(x) = tn(x)+ itn+1(x)+ jtn+2(x)+ktn+3(x) (2.37)

şeklinde tanımlanır. Dolayısıyla

Qt,n+3(x) = x2Qt,n+2(x)+ xQt,n+1(x)+Qt,n(x) (2.38)

elde edilir. (2.37) denkleminde x = 1 değeri için Tribonacci-Lucas kuaterniyonu elde

edilir.

n ≥ 0 için Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun Binet formülü

Qt,n(x) = αα
n(x)+w1wn

1(x)+w2wn
2(x) (2.39)

şeklindedir. Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomlarının üreteç fonksiyonu

GQt,n(y) =
3−2x2y− xy2 + i(x2 +2xy+3y2)+ j(x4 +2x+ x3y+3y+ x2y2)

1− x2y− xy2 − y3

+
k(x6 +3x3 +3+ x5y+3x2y+ x4y2 +2xy2)

1− x2y− xy2 − y3

olarak elde edilir. n ∈ N olmak üzere

∞

∑
n=0

Qt,n

n!
yn = αeα(x)y +w1ew1(x)y +w2ew2(x)y
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Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun üstel üreteç fonksiyonudur.
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3 . KISITLAMASIZ TRİBONACCİ ve TRİBONACCİ-LUCAS

KUATERNİYONLARI

Bu bölümde, klasik Tribonacci kuaterniyonları ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonları-

nın bir genelleştirmesi tanımlanmış ve Binet formülleri ile üreteç fonksiyonları elde

edilmiştir. Tanımlanan kuaterniyon dizileri için bazı özdeşlikler sunulmuştur. Bölüm

boyunca p, r, s keyfi tam sayılar olarak alınacaktır, [35].

Tanım 3.1. n−inci kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyonu Q(p,r,s)
n

Q(p,r,s)
n = Tn + iTn+p + jTn+r +kTn+s (3.1)

ve n−inci kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyonu Q̃(p,r,s)
n

Q̃(p,r,s)
n = T Kn + iT Kn+p + jT Kn+r +kT Kn+s (3.2)

şeklinde tanımlanır.

p,r,s sayıları için seçilen özel değerlere karşılık daha önce çalışılan bazı kuaterniyon

dizileri elde edilir. Örneğin,

Q(−n,−n,−n)
n = Tn,

Q(1,−n,−n)
n = Tn + iTn+1,

Q(1,2,3)
n = TQn,

Q̃(1,2,3)
n = TQ̃n

olacaktır.

Q(p,r,s)
n n−inci kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyonu ve Q̃(p,r,s)

n n−inci kısıtlamasız
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Tribonacci-Lucas kuaterniyonu başlangıç koşulları sırasıyla

Q(p,r,s)
0 = 1+ iTp + jTr +kTs

Q(p,r,s)
1 = 1+ iT1+p + jT1+r +kT1+s

Q(p,r,s)
2 = 2+ iT2+p + jT2+r +kT2+s,

Q̃(p,r,s)
0 = 3+ iT Kp + jT Kr +kT Ks

Q̃(p,r,s)
1 = 1+ iT K1+p + jT K1+r +kT K1+s

Q̃(p,r,s)
2 = 3+ iT K2+p + jT K2+r +kT K2+s

olmak üzere n ≥ 0 için

Q(p,r,s)
n+3 = Q(p,r,s)

n+2 +Q(p,r,s)
n+1 +Q(p,r,s)

n (3.3)

Q̃(p,r,s)
n+3 = Q̃(p,r,s)

n+2 + Q̃(p,r,s)
n+1 + Q̃(p,r,s)

n (3.4)

bağıntılarını sağlamaktadır.

(3.3) ve (3.4) denklemleri ile verilen yineleme bağıntılarının karakteristik denklemi

x3 − x2 − x−1 = 0

olup, denklemin kökleri (2.6) eşitliğinde α,β ,γ olarak verilmiştir.

Şimdi Q(p,r,s)
n ve Q̃(p,r,s)

n kuaterniyonlarının Binet formülleri ve üreteç fonksiyonları

verilecektir.

Teorem 3.1. Q(p,r,s)
n ve Q̃(p,r,s)

n kuaterniyonlarının Binet formülleri

α = 1+ iα p + jαr +kα
s

β = 1+ iβ p + jβ r +kβ
s (3.5)
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γ = 1+ iγ p + jγr +kγ
s

olmak üzere

Q(p,r,s)
n =

ααn+2

(α −β )(α − γ)
+

ββ n+2

(β −α)(β − γ)
+

γγn+2

(γ −α)(γ −β )
(3.6)

Q̃(p,r,s)
n = αα

n +ββ
n + γγ

n (3.7)

şeklindedir.

İspat. Tribonacci dizisinin Binet formülü (2.7) denklemi ile verilmiştir. Bu formül

Tanım (3.1) de yerine yazılırsa

Q(p,r,s)
n = Tn + iTn+p + jTn+r +kTn+s

=
αn+2

(α −β )(α − γ)
+

β n+2

(β −α)(β − γ)
+

γn+2

(γ −α)(γ −β )

+i
(

αn+p+2

(α −β )(α − γ)
+

β n+p+2

(β −α)(β − γ)
+

γn+p+2

(γ −α)(γ −β )

)
+j
(

αn+r+2

(α −β )(α − γ)
+

β n+r+2

(β −α)(β − γ)
+

γn+r+2

(γ −α)(γ −β )

)
+k
(

αn+s+2

(α −β )(α − γ)
+

β n+s+2

(β −α)(β − γ)
+

γn+s+2

(γ −α)(γ −β )

)
=

αn+2

(α −β )(α − γ)
(1+ iα p + jαr +kα

s)

+
β n+2

(β −α)(β − γ)
(1+ iβ p + jβ r +kβ

s)

+
γn+2

(γ −α)(γ −β )
(1+ iγ p + jγr +kγ

s)

=
αn+2

(α −β )(α − γ)
α +

β n+2

(β −α)(β − γ)
β +

γn+2

(γ −α)(γ −β )
γ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Tribonacci-Lucas dizisinin Binet formülü (2.9) denklemi ile verilmiştir. Benzer şekilde

bu formül (3.2)’de yerine yazılarak kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyonu için

(3.7)’deki Binet formülü elde edilir.
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Teorem 3.2. Q(p,r,s)
n kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

G (x) =
Q(p,r,s)

0 + x(Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

0 )+ x2(Q(p,r,s)
2 −Q(p,r,s)

1 −Q(p,r,s)
0 )

1− x− x2 − x3

şeklindedir.

İspat. Q(p,r,s)
n kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

G (x) = Q(p,r,s)
0 +Q(p,r,s)

1 x+Q(p,r,s)
2 x2 + ...+Q(p,r,s)

n xn + ...

olsun. Buradan

xG (x) = xQ(p,r,s)
0 + x2Q(p,r,s)

1 + x3Q(p,r,s)
2 + ...+ xn+1Q(p,r,s)

n + ...

x2G (x) = x2Q(p,r,s)
0 + x3Q(p,r,s)

1 + x4Q(p,r,s)
2 + ...+ xn+2Q(p,r,s)

n + ...

x3G (x) = x3Q(p,r,s)
0 + x4Q(p,r,s)

1 + x5Q(p,r,s)
2 + ...+ xn+3Q(p,r,s)

n + ...

olup G (x)− xG (x)− x2G (x)− x3G (x) hesaplandığında

G (x)(1− x− x2 − x3) = Q(p,r,s)
0 + x(Q(p,r,s)

1 −Q(p,r,s)
0 )+ x2(Q(p,r,s)

2 −Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

0 )

+x3 (Q(p,r,s)
3 −Q(p,r,s)

2 −Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

0 )︸ ︷︷ ︸
=0

+ ........︸ ︷︷ ︸
=0

elde edilir. Sonuç olarak

G (x) =
Q(p,r,s)

0 + x(Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

0 )+ x2(Q(p,r,s)
2 −Q(p,r,s)

1 −Q(p,r,s)
0 )

1− x− x2 − x3

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Benzer şekilde kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu aşa-

ğıdaki sonuç ile verilir.
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Teorem 3.3. Q̃(p,r,s)
n kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

H (x) =
Q̃(p,r,s)

0 + x(Q̃(p,r,s)
1 − Q̃(p,r,s)

0 )+ x2(Q̃(p,r,s)
2 − Q̃(p,r,s)

1 − Q̃(p,r,s)
0 )

1− x− x2 − x3

şeklindedir.

3.1. Kısıtlamasız Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kuaterniyonları İçin Bazı Öz-

deşlikler

Bu bölümde kısıtlamasız Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonları için bazı öz-

deşlikler elde edilecek ve çeşitli toplamsal formüller sunulacaktır.

Teorem 3.4.

(Q(p,r,s)
n )2 = 2TnQ(p,r,s)

n −Q(p,r,s)
n (Q(p,r,s)

n )∗

İspat. Q(p,r,s)
n kuaterniyonunun tanımından

(Q(p,r,s)
n )2 = T 2

n −T 2
n+p −T 2

n+r −T 2
n+s +2Tn(iTn+p + jTn+r +kTn+s)

= 2Tn(Tn + iTn+p + jTn+r +kTn+s)− (T 2
n +T 2

n+p +T 2
n+r +T 2

n+s)

= 2TnQ(p,r,s)
n −Q(p,r,s)

n (Q(p,r,s)
n )∗

elde edilir.

Teorem 3.5. Tr(Q(p,r,s)
n ) = 2Tn.

İspat.

Q(p,r,s)
n = Tn + iTn+p + jTn+r +kTn+s
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(Q(p,r,s)
n )

∗
= Tn − iTn+p − jTn+r −kTn+s

eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa

Q(p,r,s)
n +(Q(p,r,s)

n )∗ = 2Tn

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.6.

Q̃(p,r,s)
n+1 = Q(p,r,s)

n +2Q(p,r,s)
n−1 +3Q(p,r,s)

n−2 (3.8)

İspat. İlgili Binet formülleri (3.8) denkleminde yerine yazıldığında

Q(p,r,s)
n +2Q(p,r,s)

n−1 +3Q(p,r,s)
n−2

=
αn+2

(α −β )(α − γ)
α +

β n+2

(β −α)(β − γ)
β +

γn+2

(γ −α)(γ −β )
γ

+2
(

αn+1

(α −β )(α − γ)
α +

β n+1

(β −α)(β − γ)
β +

γn+1

(γ −α)(γ −β )
γ

)
+3
(

αn

(α −β )(α − γ)
α +

β n

(β −α)(β − γ)
β +

γn

(γ −α)(γ −β )
γ

)
= αα

n+1 (α2 +2α +3)
α(α −β )(α − γ)

+ββ
n+1 (β 2 +2β +3)

β (β −α)(β − γ)
+ γγ

n+1 (γ2 +2γ +3)
γ(γ −α)(γ −β )

olacaktır. Gerekli hesaplamalar yapıldığında

Q̃(p,r,s)
n+1 = Q(p,r,s)

n +2Q(p,r,s)
n−1 +3Q(p,r,s)

n−2

elde edilir.

Teorem 3.7.

Q(p+1,r+1,s+1)
n = Q(p,r,s)

n+1 −Tn−1 −Tn−2
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Q̃(p+1,r+1,s+1)
n = Q̃(p,r,s)

n+1 −T Kn−1 −T Kn−2

İspat. Q(p,r,s)
n ve Q̃(p,r,s)

n kuaterniyonlarının tanımından

Q(p+1,r+1,s+1)
n = Tn + iTn+p+1 + jTn+r+1 +kTn+s+1

= (Tn+1 −Tn−1 −Tn−2)+ iTn+1+p + jTn+1+r +kTn+1+s

= Tn+1 + iTn+1+p + jTn+1+r +kTn+1+s − (Tn−1 +Tn−2)

= Q(p,r,s)
n+1 −Tn−1 −Tn−2

ve

Q̃(p+1,r+1,s+1)
n = T Kn + iT Kn+p+1 + jT Kn+r+1 +kT Kn+s+1

= (T Kn+1 −T Kn−1 −T Kn−2)+ iT Kn+1+p + jT Kn+1+r +kT Kn+1+s

= T Kn+1 + iT Kn+1+p + jT Kn+1+r +kT Kn+1+s − (T Kn−1 +T Kn−2)

= Q̃(p,r,s)
n+1 −T Kn−1 −T Kn−2

elde edilir.

m, n negatif olmayan tamsayılar ve (2.6) denkleminde verilen α,β ,γ değerleri için

Cn = αnβ n +αnγn +β nγn olmak üzere Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayıları ara-

sında

Tm+n = TmT Kn −Tm−nCn +Tm−2n (3.9)

T Km+n = T KmT Kn −T Km−nCn +C2n−m (3.10)

Tn+2m = T KmTn+m −T K−mTn +Tn−2m (3.11)

ilişkileri vardır, [29,60]. Buradan Q(p,r,s)
n ve Q̃(p,r,s)

n kuaterniyonları için de bazı özdeş-

likler elde edilir.
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Teorem 3.8. C(p,r,s)
2n−m =C2n−m+ iC2n−m−p+ jC2n−m−r +kC2n−m−s olsun. Bu durumda

Q(p,r,s)
m+n = Q(p,r,s)

m T Kn −Q(p,r,s)
m−n Cn +Q(p,r,s)

m−2n , (3.12)

Q̃(p,r,s)
m+n = Q̃(p,r,s)

m T Kn − Q̃(p,r,s)
m−n Cn +C2n−m, (3.13)

Q(p,r,s)
n+2m = T KmQ(p,r,s)

n+m −T K−mQ(p,r,s)
n +Q(p,r,s)

n−2m , (3.14)

Q(p,r,s)
m+n+1 = Tm−2Q(p,r,s)

n +(Tm−3 +Tm−2)Q
(p,r,s)
n+1 +Tm−1Q(p,r,s)

n+2 ,n ≥ 0,m ≥ 3 (3.15)

elde edilir.

İspat. Öncelikle (3.12) özdeşliğinin ispatı verilecektir. Q(p,r,s)
m+n kuaterniyonunun tanımı

ve (3.9) eşitliği kullanıldığında

Q(p,r,s)
m+n = Tm+n + iTm+n+p + jTm+n+r +kTm+n+s

= (TmT Kn −Tm−nCn +Tm−2n)

+i(Tm+pT Kn −Tm+p−nCn +Tm+p−2n)

+j(Tm+rT Kn −Tm+r−nCn +Tm+r−2n)

+k(Tm+sT Kn −Tm+s−nCn +Tm+s−2n)

= (Tm + iTm+p + jTm+r +kTm+s)T Kn

−(Tm−n + iTm−n+p + jTm−n+r +kTm−n+s)Cn

+(Tm−2n + iTm−2n+p + jTm−2n+r +kTm−2n+s)

= Q(p,r,s)
m T Kn −Q(p,r,s)

m−n Cn +Q(p,r,s)
m−2n

elde edilir.

Benzer şekilde Q̃(p,r,s)
m+n kuaterniyonunun tanımı ve (3.10) eşitliğinden

Q̃(p,r,s)
m+n = T Km+n + iT Km+n+p + jT Km+n+r +kT Km+n+s

= T KmT Kn −T Km−nCn +C2n−m

+i(T Km+pT Kn −T Km−n+pCn +C2n−m−p)

+j(T Km+rT Kn −T Km−n+rCn +C2n−m−r)
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+k(T Km+sT Kn −T Km−n+sCn +C2n−m−s)

= T Kn(T Km + iT Km+p + jT Km+r +kT Km+s)

−Cn(T Km−n + iT Km−n+p + jT Km−n+r +kT Km−n+s)

+C2n−m + iC2n−m−p + jC2n−m−r +kC2n−m−s

= T KnQ̃(p,r,s)
m −CnQ̃(p,r,s)

m−n +C(p,r,s)
2n−m

özdeşlik (3.13) elde edilir.

Diğer taraftan Q(p,r,s)
n+2m kuaterniyonunun tanımında (3.11) yerine yazıldığında

Q(p,r,s)
n+2m = Tn+2m + iTn+p+2m + jTn+r+2m +kTn+s+2m

= T KmTn+m −T K−mTn +Tn−2m

+i(T KmTn+p+m −T K−mTn+p +Tn+p−2m)

+j(T KmTn+r+m −T K−mTn+r +Tn+r−2m)

+k(T KmTn+s+m −T K−mTn+s +Tn+s−2m)

= T Km(Tn+m + iTn+p+m + jTn+r+m +kTn+s+m)

−T K−m(Tn + iTn+p + jTn+r +kTn+s)

+Tn−2m + iTn−2m+p + jTn−2m+r +kTn−2m+s

= T KmQ(p,r,s)
n+m −T K−mQ(p,r,s)

n +Q(p,r,s)
n−2m

sonucuna ulaşılır.

(3.15) özdeşliğinin ispatı m üzerinden tümevarım ile yapılacaktır. m = 3 için

Q(p,r,s)
n+4 = T1Q(p,r,s)

n +(T0 +T1)Q
(p,r,s)
n+1 +T2Q(p,r,s)

n+2

Q(p,r,s)
n+4 = Q(p,r,s)

n +2Q(p,r,s)
n+1 +2Q(p,r,s)

n+2

= Q(p,r,s)
n +Q(p,r,s)

n+1 +Q(p,r,s)
n+2 +Q(p,r,s)

n+1 +Q(p,r,s)
n+2

= Q(p,r,s)
n+3 +Q(p,r,s)

n+2 +Q(p,r,s)
n+1
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eşitlik sağlanır. Eşitlik her m ≤ k için

Q(p,r,s)
k+n+1 = Tk−2Q(p,r,s)

n +(Tk−3 +Tk−2)Q
(p,r,s)
n+1 +Tk−1Q(p,r,s)

n+2

doğru olsun. m = k+1 için eşitliğin doğru olduğunu gösterelim.

Q(p,r,s)
k+n+2 = Q(p,r,s)

k+n+1 +Q(p,r,s)
k+n +Q(p,r,s)

k+n−1

= Tk−2Q(p,r,s)
n +(Tk−3 +Tk−2)Q

(p,r,s)
n+1 +Tk−1Q(p,r,s)

n+2

+Tk−3Q(p,r,s)
n +(Tk−4 +Tk−3)Q

(p,r,s)
n+1 +Tk−2Q(p,r,s)

n+2

+Tk−4Q(p,r,s)
n +(Tk−5 +Tk−4)Q

(p,r,s)
n+1 +Tk−3Q(p,r,s)

n+2

= (Tk−2 +Tk−3 +Tk−4)Q
(p,r,s)
n

+(Tk−3 +Tk−2 +Tk−4 +Tk−3 +Tk−5 +Tk−4)Q
(p,r,s)
n+1

+(Tk−1 +Tk−2 +Tk−3)Q
(p,r,s)
n+2

= Tk−1Q(p,r,s)
n +(Tk−2 +Tk−1)Q

(p,r,s)
n+1 +TkQ(p,r,s)

n+2 .

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Şimdi Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlarının sonlu toplamlarına dair çe-

şitli özdeşlikler verilecektir. Elde edilen özdeşliklerde p = 1,r = 2,s = 3 alındığında

Teorem 2.1 deki özdeşliklerin elde edildiği görülmektedir, [1].

Teorem 3.9.

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
k =

Q(p,r,s)
n+2 +Q(p,r,s)

n +Q(p,r,s)
0 −Q(p,r,s)

2

2
(3.16)

İspat. İspat n üzerinden tümevarım ile yapılacaktır. n = 0 için

Q(p,r,s)
0 =

Q(p,r,s)
2 +Q(p,r,s)

0 +Q(p,r,s)
0 −Q(p,r,s)

2
2
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sağlandığı görülür. n = m için doğru olduğu kabul edilsin, yani

m

∑
k=0

Q(p,r,s)
k =

Q(p,r,s)
m+2 +Q(p,r,s)

m +Q(p,r,s)
0 −Q(p,r,s)

2

2

olsun. n = m+1 için

m+1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k =

m

∑
k=0

Q(p,r,s)
k +Q(p,r,s)

m+1

=
Q(p,r,s)

m+2 +Q(p,r,s)
m +Q(p,r,s)

0 −Q(p,r,s)
2

2
+Q(p,r,s)

m+1

=
Q(p,r,s)

m+2 +Q(p,r,s)
m+1 +Q(p,r,s)

m +Q(p,r,s)
0 −Q(p,r,s)

2 +Q(p,r,s)
m+1

2

=
Q(p,r,s)

m+3 +Q(p,r,s)
m+1 +Q(p,r,s)

0 −Q(p,r,s)
2

2

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.10.

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
2k =

Q(p,r,s)
2n+1 +Q(p,r,s)

2n −Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

0

2

İspat. (3.3) yineleme bağıntısından,

Q(p,r,s)
3 −Q(p,r,s)

1 = Q(p,r,s)
2 +Q(p,r,s)

0

Q(p,r,s)
5 −Q(p,r,s)

3 = Q(p,r,s)
4 +Q(p,r,s)

2

Q(p,r,s)
7 −Q(p,r,s)

5 = Q(p,r,s)
6 +Q(p,r,s)

4

...... = ......

...... = ......

...... = ......

Q(p,r,s)
2n+1 −Q(p,r,s)

2n−1 = Q(p,r,s)
2n +Q(p,r,s)

2n−2

denklemleri elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa toplanıp gerekli işlemler yapıldı-
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ğında

Q(p,r,s)
2n+1 −Q(p,r,s)

1 = 2(Q(p,r,s)
0 + ...+Q(p,r,s)

2n︸ ︷︷ ︸
∑

n
k=0 Q(p,r,s)

2k

)−Q(p,r,s)
0 −Q(p,r,s)

2n

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
2k =

Q(p,r,s)
2n+1 +Q(p,r,s)

2n −Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

0

2

elde edilir.

Teorem 3.11.

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
2k+1 =

Q(p,r,s)
2n+2 +Q(p,r,s)

2n+1 +Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

2

2

İspat. (3.3) yineleme bağıntısından

Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

3 = Q(p,r,s)
4 −Q(p,r,s)

2

Q(p,r,s)
3 +Q(p,r,s)

5 = Q(p,r,s)
6 −Q(p,r,s)

4

Q(p,r,s)
5 +Q(p,r,s)

7 = Q(p,r,s)
8 −Q(p,r,s)

6

.... = ....

.... = ....

.... = ....

Q(p,r,s)
2n−1 +Q(p,r,s)

2n+1 = Q(p,r,s)
2n+2 −Q(p,r,s)

2n

yazılır. Bu denklemler taraf tarafa toplanıp gerekli işlemler yapıldığında

2
n

∑
k=0

Q(p,r,s)
2k+1 = Q(p,r,s)

2n+2 +Q(p,r,s)
2n+1 +Q(p,r,s)

1 −Q(p,r,s)
2

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
2k+1 =

Q(p,r,s)
2n+2 +Q(p,r,s)

2n+1 +Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

2

2
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elde edilir.

Teorem 3.12.

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
3k =

3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k +Q(p,r,s)

0 =
3Q(p,r,s)

0 −Q(p,r,s)
2 +Q(p,r,s)

3n+2 −Q(p,r,s)
3n

2

İspat.

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
3k = Q(p,r,s)

0 +Q(p,r,s)
3 +Q(p,r,s)

6 + ...+Q(p,r,s)
3n

= Q(p,r,s)
0 +Q(p,r,s)

0 +Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

2︸ ︷︷ ︸
Q(p,r,s)

3

+Q(p,r,s)
3 +Q(p,r,s)

4 +Q(p,r,s)
5︸ ︷︷ ︸

Q(p,r,s)
6

+Q(p,r,s)
6 +Q(p,r,s)

7 +Q(p,r,s)
8︸ ︷︷ ︸

Q(p,r,s)
9

+...+Q(p,r,s)
3n−3 +Q(p,r,s)

3n−2 +Q(p,r,s)
3n−1︸ ︷︷ ︸

Q(p,r,s)
3n

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
3k = Q(p,r,s)

0 +
3n−1

∑
k=0

Qk

elde edilir. (3.3) yineleme bağıntısından

Q(p,r,s)
3 = Q(p,r,s)

2 +Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

0

Q(p,r,s)
4 = Q(p,r,s)

3 +Q(p,r,s)
2 +Q(p,r,s)

1

.... = ....

.... = ....

.... = ....

Q(p,r,s)
3n−1 = Q(p,r,s)

3n−2 +Q(p,r,s)
3n−3 +Q(p,r,s)

3n−4

denklemleri elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa toplanıp gerekli işlemler yapıldı-

ğında

n

∑
k=0

Q3k =
3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k +Q(p,r,s)

0 =
3Q(p,r,s)

0 −Q(p,r,s)
2 +Q(p,r,s)

3n+2 −Q(p,r,s)
3n

2
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ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.13.

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
4k =

Q(p,r,s)
4n+2 +Q(p,r,s)

4n +3Q(p,r,s)
0 −Q(p,r,s)

2

4

İspat. (3.3) yineleme bağıntısından

Q(p,r,s)
4 = Q(p,r,s)

3 +Q(p,r,s)
2 +Q(p,r,s)

1

Q(p,r,s)
8 = Q(p,r,s)

7 +Q(p,r,s)
6 +Q(p,r,s)

5

... = ....

... = ....

... = ....

Q(p,r,s)
4n = Q(p,r,s)

4n−1 +Q(p,r,s)
4n−2 +Q(p,r,s)

4n−3

yazılır. Bu denklemler taraf tarafa toplanıp gerekli işlemler yapıldığında

2
n

∑
k=0

Q(p,r,s)
4k =

4n

∑
k=0

Q(p,r,s)
k +Q(p,r,s)

0 (3.17)

elde edilir. (3.16) eşitliğinde n → 4n indis değişimi yapıldığında

4n

∑
k=0

Q(p,r,s)
k =

Q(p,r,s)
4n+2 +Q(p,r,s)

4n +Q(p,r,s)
0 −Q(p,r,s)

2

2

yazılabilir. Bu ifade (3.17) denkleminde yerine yazılırsa

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
4k =

Q(p,r,s)
4n+2 +Q(p,r,s)

4n +3Q(p,r,s)
0 −Q(p,r,s)

2

4

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Şimdi Tribonacci sayıları kullanılarak yeni sayı dizileri ve tanımlanan sayı dizilerini
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bileşen kabul eden yeni kuaterniyon dizileri tanımlanacaktır.

Rn = 3Tn+1 −Tn (n ≥ 0)

Un = Tn−1 +Tn−2; U0 =U1 = 0 (n ≥ 2)

dizileri ele alınsın. Buradan

n

∑
k=0

Uk = Tn+1 −1 (3.18)

olduğu görülür, [42, 55]. Bu diziler yardımıyla

R
(p,r,s)
n = Rn + iRn+p + jRn+r +kRn+s (3.19)

U
(p,r,s)
n = Un + iUn+p + jUn+r +kUn+s (3.20)

kısıtlamasız kuaterniyon dizileri tanımlanabilir. Tanımlanan kuaterniyon dizileri için

de bazı toplamsal özdeşlikler yazılabilir.

Teorem 3.14.

n

∑
k=0

U
(p,r,s)
k = Q(p,r,s)

n+1 −Q(p,r,s)
0 −1

İspat.

n

∑
k=0

U
(p,r,s)
k = U

(p,r,s)
0 +U

(p,r,s)
1 + ...+U

(p,r,s)
n

= (U0 + iUp + jUr +kUs)+(U1 + iUp+1 + jUr+1 +kUs+1)

+...+(Un + iUp+n + jUr+n +kUs+n)

= (U0 +U1 + ...+Un)+ i(Up +Up+1 + ...+Up+n)

+j(Ur +Ur+1 + ...+Ur+n)+k(Us +Us+1 + ...+Us+n)
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(3.18) eşitliği denklemde yerine yazılırsa

n

∑
k=0

U
(p,r,s)
k = (Tn+1 −1)+ i[(Tn+p+1 −1)− (Tp −1)]

+j[(Tn+r+1 −1)− (Tr −1)]+k[(Tn+s+1 −1)− (Ts −1)]

= (Tn+1 + iTn+p+1 + jTn+r+1 +kTn+s+1)− (iTp + jTr +kTs)−1

= Q(p,r,s)
n+1 −Q(p,r,s)

0 −1

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.15.

n

∑
k=0

R
(p,r,s)
k = Q(p,r,s)

n+3 +2Q(p,r,s)
n+1 −Q(p,r,s)

2 −2Q(p,r,s)
0

İspat. R(p,r,s)
n kısıtlamasız kuaterniyonu (3.19) ve Rn’in tanımları kullanılarak

n

∑
k=0

R
(p,r,s)
k =

n

∑
k=0

(Rk + iRk+p + jRk+r +kRk+s)

=
n

∑
k=0

(3Tk+1 −Tk)+ i
n

∑
k=0

(3Tk+1+p −Tk+p)

+j
n

∑
k=0

(3Tk+1+r −Tk+r)+k
n

∑
k=0

(3Tk+1+s −Tk+s)

= 3
n

∑
k=0

(Tk+1 + iTk+1+p + jTk+1+r +kTk+1+s)

−
n

∑
k=0

(Tk + iTk+p + jTk+r +kTk+s)

= 3
n

∑
k=0

Q(p,r,s)
k+1 −

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
k

= 2(Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

2 + ...+Q(p,r,s)
n )+3Q(p,r,s)

n+1 −Q(p,r,s)
0

= 2(Q(p,r,s)
0 +Q(p,r,s)

1 + ...+Q(p,r,s)
n )+3Q(p,r,s)

n+1 −3Q(p,r,s)
0

= 2

(
Q(p,r,s)

n+2 +Q(p,r,s)
n +Q(p,r,s)

0 −Q(p,r,s)
2

2

)
+3Q(p,r,s)

n+1 −3Q(p,r,s)
0

= Q(p,r,s)
n+3 +2Q(p,r,s)

n+1 −2Q(p,r,s)
0 −Q(p,r,s)

2
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.16.

n

∑
k=0

Q(p,r,s)
k =

U
(p,r,s)
n+2 +U

(p,r,s)
n+1 +Q(p,r,s)

0 −Q(p,r,s)
2

2

İspat. (3.16) denkleminde Q(p,r,s)
n +Q(p,r,s)

n+2 = U
(p,r,s)
n+1 +U

(p,r,s)
n+2 olduğu gösterilecektir.

Q(p,r,s)
n +Q(p,r,s)

n+2 = (Tn + iTn+p + jTn+r +kTn+s)

+ (Tn+2 + iTn+2+p + jTn+2+r +kTn+2+s)

= (Tn +Tn+2)+ i(Tn+p +Tn+2+p)+ j(Tn+r +Tn+2+r)

+ k(Tn+s +Tn+2+s)

= (Tn +Tn−1︸ ︷︷ ︸
Un+1

+Tn+1 +Tn)︸ ︷︷ ︸
Un+2

+ i(Tn+p +Tn+p−1︸ ︷︷ ︸
Un+1+p

+Tn+p+1 +Tn+p)︸ ︷︷ ︸
Un+2+p

+ j(Tn+r +Tn+r−1︸ ︷︷ ︸
Un+1+r

+Tn+r+1 +Tn+r)︸ ︷︷ ︸
Un+2+r

+ k(Tn+s +Tn+s−1︸ ︷︷ ︸
Un+1+s

+Tn+s+1 +Tn+s)︸ ︷︷ ︸
Un+2+s

= U
(p,r,s)
n+1 +U

(p,r,s)
n+2 .

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.17.

n

∑
k=0

U
(p,r,s)
3k = Q(p,r,s)

3n −Q(p,r,s)
0 +U

(p,r,s)
0

42



İspat.

n

∑
k=0

U
(p,r,s)
3k = U

(p,r,s)
0 +U

(p,r,s)
3 +U

(p,r,s)
6 + ...+U

(p,r,s)
3n

= U
(p,r,s)
0 +U

(p,r,s)
0 +U

(p,r,s)
1 +U

(p,r,s)
2 +U

(p,r,s)
3 +U

(p,r,s)
4 +U

(p,r,s)
5

+...+U
(p,r,s)
3n−3 +U

(p,r,s)
3n−2 +U

(p,r,s)
3n−1

= U
(p,r,s)
0 +

3n−1

∑
k=0

U
(p,r,s)
k

Burada Eşitlik (3.20) yerine yazıldığında

= U
(p,r,s)
0 +

3n−1

∑
k=0

(Uk + iUk+p + jUk+r +kUk+s)

= U
(p,r,s)
0 +

3n−1

∑
k=0

(
(Tk−1 +Tk−2)+ i(Tk−1+p +Tk−2+p)

)
+

3n−1

∑
k=0

(j(Tk−1+r +Tk−2+r)+k(Tk−1+s +Tk−2+s))

= U
(p,r,s)
0 +

3n−1

∑
k=0

(
Tk−1 + iTk−1+p + jTk−1+r +kTk−1+s

)
+

3n−1

∑
k=0

(
Tk−2 + iTk−2+p + jTk−2+r +kTk−2+s

)
= U

(p,r,s)
0 +

3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k−1 +

3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k−2

elde edilir. Eşitliğin sağ tarafına ∑
3n−1
k=0 Q(p,r,s)

k eklenip çıkarılırsa

n

∑
k=0

U
(p,r,s)
3k = U

(p,r,s)
0 +

3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k +

3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k−1 +

3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k−2 −

3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k

= U
(p,r,s)
0 +

3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k+1 −

3n−1

∑
k=0

Q(p,r,s)
k

= Q(p,r,s)
3n −Q(p,r,s)

0 +U
(p,r,s)
0

sonucuna ulaşılır.
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Teorem 3.18.

n

∑
k=0

U
(p,r,s)
3k+1 = Q(p,r,s)

3n+1 −Q(p,r,s)
0 +U

(p,r,s)
1 −U

(p,r,s)
0

İspat.

n

∑
k=0

U
(p,r,s)
3k+1 = U

(p,r,s)
1 +U

(p,r,s)
4 +U

(p,r,s)
7 + ...+U

(p,r,s)
3n+1

= U
(p,r,s)
1 +U

(p,r,s)
1 +U

(p,r,s)
2 + ...+U

(p,r,s)
3n−2 +U

(p,r,s)
3n−1 +U

(p,r,s)
3n

= U
(p,r,s)
1 +

3n

∑
k=1

U
(p,r,s)
k

= U
(p,r,s)
1 +

3n

∑
k=0

U
(p,r,s)
k −U

(p,r,s)
0

= U
(p,r,s)
1 −U

(p,r,s)
0 +

3n

∑
k=0

(Uk + iUk+p + jUk+r +kUk+s)

= U
(p,r,s)
1 −U

(p,r,s)
0 +

3n

∑
k=0

(
Q(p,r,s)

k−1 +Q(p,r,s)
k−2

)
= U

(p,r,s)
1 −U

(p,r,s)
0 +

3n

∑
k=0

(
Q(p,r,s)

k −Q(p,r,s)
k +Q(p,r,s)

k−1 +Q(p,r,s)
k−2

)
= U

(p,r,s)
1 −U

(p,r,s)
0 +

3n

∑
k=0

(
Q(p,r,s)

k+1 −Q(p,r,s)
k

)
= Q(p,r,s)

3n+1 −Q(p,r,s)
0 +U

(p,r,s)
1 −U

(p,r,s)
0

olup istenen sonuç elde edilir.

Şimdi Q(p,r,s)
n kuaterniyonu için bir üreteç matrisi elde edilecektir.

Teorem 3.19.

U =


0 1 0

0 0 1

1 1 1

 ve Q =


Q(p,r,s)

2 −Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

0 Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

0 Q(p,r,s)
1

Q(p,r,s)
0 Q(p,r,s)

2 −Q(p,r,s)
1 Q(p,r,s)

1

Q(p,r,s)
2 Q(p,r,s)

2 +Q(p,r,s)
1 Q(p,r,s)

3


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olsun. k ≥ 2 için

QUk =


Q(p,r,s)

k−1 Q(p,r,s)
k−1 +Q(p,r,s)

k−2 Q(p,r,s)
k

Q(p,r,s)
k Q(p,r,s)

k +Q(p,r,s)
k−1 Q(p,r,s)

k+1

Q(p,r,s)
k+1 Q(p,r,s)

k+1 +Q(p,r,s)
k Q(p,r,s)

k+2


elde edilir.

İspat. İspat k üzerinden tümevarım ile yapılacaktır. k = 2 için

QU2 =


Q(p,r,s)

2 −Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

0 Q(p,r,s)
1 −Q(p,r,s)

0 Q(p,r,s)
1

Q(p,r,s)
0 Q(p,r,s)

2 −Q(p,r,s)
1 Q(p,r,s)

1

Q(p,r,s)
2 Q(p,r,s)

2 +Q(p,r,s)
1 Q(p,r,s)

3




0 0 1

1 1 1

1 2 2



=


Q(p,r,s)

1 Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

0 Q(p,r,s)
2

Q(p,r,s)
2 Q(p,r,s)

2 +Q(p,r,s)
1 Q(p,r,s)

2 +Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

0

Q(p,r,s)
2 +Q(p,r,s)

1 +Q(p,r,s)
0 2Q(p,r,s)

2 +Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

0 2Q(p,r,s)
2 +2Q(p,r,s)

1 +Q(p,r,s)
0



=


Q(p,r,s)

1 Q(p,r,s)
1 +Q(p,r,s)

0 Q(p,r,s)
2

Q(p,r,s)
2 Q(p,r,s)

2 +Q(p,r,s)
1 Q(p,r,s)

3

Q(p,r,s)
3 Q(p,r,s)

3 +Q(p,r,s)
2 Q(p,r,s)

4



doğru olduğu görülür. k için doğru olduğu kabul edilsin, yani

QUk =


Q(p,r,s)

k−1 Q(p,r,s)
k−1 +Q(p,r,s)

k−2 Q(p,r,s)
k

Q(p,r,s)
k Q(p,r,s)

k +Q(p,r,s)
k−1 Q(p,r,s)

k+1

Q(p,r,s)
k+1 Q(p,r,s)

k+1 +Q(p,r,s)
k Q(p,r,s)

k+2


doğru olsun. Buradan

QUk+1 = QUkU
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=


Q(p,r,s)

k−1 Q(p,r,s)
k−1 +Q(p,r,s)

k−2 Q(p,r,s)
k

Q(p,r,s)
k Q(p,r,s)

k +Q(p,r,s)
k−1 Q(p,r,s)

k+1

Q(p,r,s)
k+1 Q(p,r,s)

k+1 +Q(p,r,s)
k Q(p,r,s)

k+2




0 1 0

0 0 1

1 1 1



=


Q(p,r,s)

k Q(p,r,s)
k +Q(p,r,s)

k−1 Q(p,r,s)
k+1

Q(p,r,s)
k+1 Q(p,r,s)

k+1 +Q(p,r,s)
k Q(p,r,s)

k+2

Q(p,r,s)
k+2 Q(p,r,s)

k+2 +Q(p,r,s)
k+1 Q(p,r,s)

k+3


elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır.
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4 . KISITLAMASIZ TRİBONACCİ ve TRİBONACCİ-LUCAS

KUATERNİYON POLİNOMLARI

Bu bölümde Tribonacci ve Tribonacci-Lucas polinomları kullanılarak Tribonacci ve

Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomlarının bir genellemesi tanımlanmış ve bu poli-

nomların bazı özellikleri elde edilmiştir.

4.1. Kısıtlamasız Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kuaterniyon Polinomlarının Bazı

Özellikleri

Tanım 4.1. Kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomu ve kısıtlamasız Tribonacci-

Lucas kuaterniyon polinomu n ≥ 0 için

Q(p,r,s)
n (x) = Tn(x)+ iTn+p(x)+ jTn+r(x)+kTn+s(x)

Q̃(p,r,s)
n (x) = tn(x)+ itn+p(x)+ jtn+r(x)+ktn+s(x)

şeklinde tanımlanır.

p = 1, r = 2 ve s = 3 için klasik Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinom-

ları elde edilecektir, [44].

Teorem 4.1. Kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomu ve kısıtlamasız Tribonacci-

Lucas kuaterniyon polinomu başlangıç koşulları sırasıyla

Q(p,r,s)
0 (x) = iTp(x)+ jTr(x)+kTs(x)

Q(p,r,s)
1 (x) = 1+ iT1+p(x)+ jT1+r(x)+kT1+s(x)

Q(p,r,s)
2 (x) = x2 + iT2+p(x)+ jT2+r(x)+kT2+s(x)

Q̃(p,r,s)
0 (x) = 3+ itp(x)+ jtr(x)+kts(x)

Q̃(p,r,s)
1 (x) = x2 + it1+p(x)+ jt1+r(x)+kt1+s(x)
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Q̃(p,r,s)
2 (x) = (x4 +2x)+ it2+p(x)+ jt2+r(x)+kt2+s(x)

olmak üzere n ≥ 0 için

Q(p,r,s)
n+3 (x) = x2Q(p,r,s)

n+2 (x)+ xQ(p,r,s)
n+1 (x)+Q(p,r,s)

n (x) (4.1)

Q̃(p,r,s)
n+3 (x) = x2Q̃(p,r,s)

n+2 (x)+ xQ̃(p,r,s)
n+1 (x)+ Q̃(p,r,s)

n (x) (4.2)

bağıntılarını sağlamaktadır.

İspat. Öncelikle (4.1) özdeşliğinin ispatı verilecektir. Q(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribo-

nacci kuaterniyon polinomunun tanımı ve (2.10) eşitliği kullanıldığında

Q(p,r,s)
n+3 (x) = x2Q(p,r,s)

n+2 (x)+ xQ(p,r,s)
n+1 (x)+Q(p,r,s)

n (x)

= x2(Tn+2(x)+ iTn+2+p(x)+ jTn+2+r(x)+kTn+2+s(x))

+ x(Tn+1(x)+ iTn+1+p(x)+ jTn+1+r(x)+kTn+1+s(x))

+( Tn(x)+ iTn+p(x)+ jTn+r(x)+kTn+s(x))

= (x2Tn+2(x)+ xTn+1(x)+Tn(x))︸ ︷︷ ︸
Tn+3(x)

+i(x2Tn+2+p(x)+ xTn+1+p(x)+Tn+p(x))︸ ︷︷ ︸
Tn+3+p(x)

+j(x2Tn+2+r(x)+ xTn+1+r(x)+Tn+r(x))︸ ︷︷ ︸
Tn+3+r(x)

+k(x2Tn+2+s(x)+ xTn+1+s(x)+Tn+s(x))︸ ︷︷ ︸
Tn+3+s(x)

= Tn+3(x)+ iTn+3+p(x)+ jTn+3+r(x)+kTn+3+s(x)

= Q(p,r,s)
n+3 (x)

elde edilir.

Benzer şekilde Q̃(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun ta-
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nımı ve (2.17) eşitliği kullanıldığında

Q̃(p,r,s)
n+3 (x) = x2Q̃(p,r,s)

n+2 (x)+ xQ̃(p,r,s)
n+1 (x)+ Q̃(p,r,s)

n (x)

= x2(tn+2(x)+ itn+2+p(x)+ jtn+2+r(x)+ktn+2+s(x))

+x(tn+1(x)+ itn+1+p(x)+ jtn+1+r(x)+ktn+1+s(x))

+(tn(x)+ itn+p(x)+ jtn+r(x)+ktn+s(x))

= (x2tn+2(x)+ xtn+1(x)+ tn(x))︸ ︷︷ ︸
tn+3(x)

+i(x2tn+2+p(x)+ xtn+1+p(x)+ tn+p(x))︸ ︷︷ ︸
tn+3+p(x)

+j(x2tn+2+r(x)+ xtn+1+r(x)+ tn+r(x))︸ ︷︷ ︸
tn+3+r(x)

+k(x2tn+2+s(x)+ xtn+1+s(x)+ tn+s(x)︸ ︷︷ ︸
tn+3+s(x)

= tn+3(x)+ itn+3+p(x)+ jtn+3+r(x)+ktn+3+s(x)

= Q̃(p,r,s)
n+3 (x)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

(4.1) ve (4.2) denklemleri ile verilen yineleme bağıntılarının karakteristik denklemi

(2.11) denklemi ile aynıdır ve denklemin kökleri (2.12) eşitliğinde α(x),w1(x),w2(x)

olarak verilmiştir.

Şimdi Q(p,r,s)
n (x) ve Q̃(p,r,s)

n (x) kuaterniyon polinomlarının Binet formülleri ve üreteç

fonksiyonları verilecektir.

Teorem 4.2. Kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomunun Binet Formülü

α = 1+ iα p(x)+ jαr(x)+kα
s(x)

w1 = 1+ iwp
1(x)+ jwr

1(x)+kws
1(x) (4.3)

w2 = 1+ iwp
2(x)+ jwr

2(x)+kws
2(x)
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olmak üzere

Q(p,r,s)
n (x) =

ααn+1(x)
(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))

+
w1wn+1

1 (x)
(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

+
w2wn+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

(4.4)

şeklindedir.

İspat. Q(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomunun tanımı ve (2.15)

Tribonacci polinomunun Binet formülü kullanıldığında

Q(p,r,s)
n (x) = Tn(x)+ iTn+p(x)+ jTn+r(x)+kTn+s(x)

=
αn+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

wn+1
1 (x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

+
wn+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

+i

(
αn+p+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

wn+p+1
1 (x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

)

+i

(
wn+p+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

)

+j

(
αn+r+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

wn+r+1
1 (x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

)

+j

(
wn+r+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

)

+k

(
αn+s+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

wn+s+1
1 (x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

)

+k

(
wn+s+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

)

=
αn+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
(1+ iα p(x)+ jαr(x)+kα

s(x))

+
wn+1

1 (x)
(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

(1+ iwp
1(x)+ jwr

1(x)+kws
1(x))

+
wn+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

(1+ iwp
2(x)+ jwr

2(x)+kws
2(x))
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=
αn+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
α +

wn+1
1 (x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))
w1

+
wn+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

w2

elde edilir.

Teorem 4.3. Kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun Binet formülü

Q̃(p,r,s)
n (x) = αα

n(x)+w1wn
1(x)+w2wn

2(x) (4.5)

şeklindedir.

İspat. Q̃(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun tanımı ve

(2.18) Tribonacci-Lucas polinomunun Binet formülü kullanıldığında

Q̃(p,r,s)
n (x) = tn(x)+ itn+p(x)+ jtn+r(x)+ktn+s(x)

= α
n(x)+wn

1(x)+wn
2(x)

+i(αn+p(x)+wn+p
1 (x)+wn+p

2 (x))

+j(αn+r(x)+wn+r
1 (x)+wn+r

2 (x))

+k(αn+s(x)+wn+s
1 (x)+wn+s

2 (x))

= α
n(x)(1+ iα p(x)+ jαr(x)+kα

s(x))

+wn
1(x)(1+ iwp

1(x)+ jwr
1(x)+kws

1(x))

+wn
2(x)(1+ iwp

2(x)+ jwr
2(x)+kws

2(x))

= αα
n(x)+w1wn

1(x)+w2wn
2(x)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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Teorem 4.4. Kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomunun üreteç fonksiyonu

G(y) =
∞

∑
n=0

Q(p,r,s)
n (x)yn =

Q(p,r,s)
0 (x)+(Q(p,r,s)

1 (x)− x2Q(p,r,s)
0 (x))y

(1− x2y− xy2 − y3)
(4.6)

+
(Q(p,r,s)

2 (x)− x2Q(p,r,s)
1 (x)− xQ(p,r,s)

0 (x))y2

(1− x2y− xy2 − y3)

olarak elde edilir. (4.6) denkleminde x = 1 alındığında başlangıç koşulları T0 = 0,T1 =

1,T2 = 1 olan Tribonacci dizisinin üreteç fonksiyonu elde edilir.

İspat. Kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomunun üreteç fonksiyonu

G(y) = Q(p,r,s)
0 (x)+ yQ(p,r,s)

1 (x)+ y2Q(p,r,s)
2 (x)+ ...+ ynQ(p,r,s)

n (x)+ ...

olsun. Buradan

x2yG(y) = x2yQ(p,r,s)
0 (x)+ x2y2Q(p,r,s)

1 (x)+ ...+ x2yn+1Q(p,r,s)
n (x)+ ...

xy2G(y) = xy2Q(p,r,s)
0 (x)+ xy3Q(p,r,s)

1 (x)+ ...+ xyn+2Q(p,r,s)
n (x)+ ...

y3G(y) = y3Q(p,r,s)
0 (x)+ y4Q(p,r,s)

1 (x)+ .....+ yn+3Q(p,r,s)
n (x)+ ...

olup G(y)− x2yG(y)− xy2G(y)− y3G(y) hesaplandığında

(1− x2y− xy2 − y3)G(y) = Q(p,r,s)
0 (x)+(Q(p,r,s)

1 (x)− x2Q(p,r,s)
0 (x))y

+(Q(p,r,s)
2 (x)− x2Q(p,r,s)

1 (x)− xQ(p,r,s)
0 (x))y2

+(Q(p,r,s)
3 (x)− x2Q(p,r,s)

2 (x)− xQ(p,r,s)
1 (x)−Q(p,r,s)

0 (x))︸ ︷︷ ︸
=0

y3 + (...)︸︷︷︸
=0

+ (...)︸︷︷︸
=0

+....

elde edilir. Sonuç olarak

G(y) =
Q(p,r,s)

0 (x)+(Q(p,r,s)
1 (x)− x2Q(p,r,s)

0 (x))y
(1− x2y− xy2 − y3)

+
(Q(p,r,s)

2 (x)− x2Q(p,r,s)
1 (x)− xQ(p,r,s)

0 (x))y2

(1− x2y− xy2 − y3)
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bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.5. Kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun üreteç fonksi-

yonu

H(y) =
∞

∑
n=0

Q̃(p,r,s)
n (x)yn =

Q̃(p,r,s)
0 (x)+(Q̃(p,r,s)

1 (x)− x2Q̃(p,r,s)
0 (x))y

(1− x2y− xy2 − y3)

+
(Q̃(p,r,s)

2 (x)− x2Q̃(p,r,s)
1 (x)− xQ̃(p,r,s)

0 (x))y2

(1− x2y− xy2 − y3)

olarak elde edilir.

İspat. Kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomu için üreteç fonksiyonu da

benzer şekilde ispatlanabilir.

Teorem 4.6. m≥ 2 için kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomu {Q(p,r,s)
n+m (x)}n≥0

için üreteç fonksiyonu

Gn+m(y) =
∞

∑
n=0

Q(p,r,s)
n+m (x)yn (4.7)

=
Q(p,r,s)

m (x)+ [xQ(p,r,s)
m−1 (x)+Q(p,r,s)

m−2 (x)]y+(Q(p,r,s)
m−1 (x))y2

1− x2y− xy2 − y3

ve kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomu {Q̃(p,r,s)
n+m (x)}n≥0 için üreteç

fonksiyonu

Hn+m(y) =
∞

∑
n=0

Q̃(p,r,s)
n+m (x)yn (4.8)

=
Q̃(p,r,s)

m (x)+ [xQ̃(p,r,s)
m−1 (x)+ Q̃(p,r,s)

m−2 (x)]y+(Q̃(p,r,s)
m−1 (x))y2

1− x2y− xy2 − y3

olarak elde edilir.
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İspat. Q(p,r,s)
n+m (x) kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomunun üreteç fonksiyonu

Gn+m(y) = Q(p,r,s)
m (x)+ yQ(p,r,s)

m+1 (x)+ y2Q(p,r,s)
m+2 (x)+ ...+ ynQ(p,r,s)

m+n (x)+ ...

olsun. Buradan

x2yGn+m(y) = x2yQ(p,r,s)
m (x)+ x2y2Q(p,r,s)

m+1 (x)+ ...+ x2yn+1Q(p,r,s)
m+n (x)+ ...

xy2Gn+m(y) = xy2Q(p,r,s)
m (x)+ xy3Q(p,r,s)

m+1 (x)+ ...+ xyn+2Q(p,r,s)
m+n (x)+ ...

y3Gn+m(y) = y3Q(p,r,s)
m (x)+ y4Q(p,r,s)

m+1 (x)+ .....+ yn+3Q(p,r,s)
m+n (x)+ ...

olup Gn+m(y)− x2yGn+m(y)− xy2Gn+m(y)− y3Gn+m(y) hesaplandığında

(1− x2y− xy2 − y3)Gn+m(y) = Q(p,r,s)
m (x)+(Q(p,r,s)

m+1 (x)− x2Q(p,r,s)
m (x))y

+(Q(p,r,s)
m+2 (x)− x2Q(p,r,s)

m+1 (x)− xQ(p,r,s)
m (x))y2

+(Q(p,r,s)
m+3 (x)− x2Q(p,r,s)

m+2 (x)− xQ(p,r,s)
m+1 (x)−Q(p,r,s)

m (x))︸ ︷︷ ︸
=0

y3 + (...)︸︷︷︸
=0

+ (...)︸︷︷︸
=0

+....

elde edilir. Sonuç olarak

Gn+m(y) =
Q(p,r,s)

m (x)+(Q(p,r,s)
m+1 (x)− x2Q(p,r,s)

m (x))y
(1− x2y− xy2 − y3)

+
(Q(p,r,s)

m+2 (x)− x2Q(p,r,s)
m+1 (x)− xQ(p,r,s)

m (x))y2

(1− x2y− xy2 − y3)

bulunur. (4.1) yineleme bağıntısında n+3 → m+1 indis değişimi yapıldığında

Q(p,r,s)
m+1 (x)− x2Q(p,r,s)

m (x) = xQ(p,r,s)
m−1 (x)+Q(p,r,s)

m−2 (x)

elde edilir.

Gn+m(y) =
Q(p,r,s)

m (x)+(xQ(p,r,s)
m−1 (x)+Q(p,r,s)

m−2 (x))y+(Q(p,r,s)
m−1 (x))y2

(1− x2y− xy2 − y3)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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(4.8) özdeşliğinin ispatı için Q̃(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon po-

linomunun Binet formülü (4.5) toplamda yerine yazıldığında

∞

∑
n=0

Q̃(p,r,s)
n+m (x)yn =

∞

∑
n=0

(αα
n+m(x)+w1wn+m

1 (x)+w2wn+m
2 (x))yn

= αα
m(x)

∞

∑
n=0

(α(x)y)n +w1wm
1 (x)

∞

∑
n=0

(w1(x)y)n

+w2wm
2 (x)

∞

∑
n=0

(w2(x)y)n

= αα
m(x)

1
1−α(x)y

+w1wm
1 (x)

1
1−w1(x)y

+w2wm
2 (x)

1
1−w2(x)y

bulunur. Buradan gerekli işlemler yapıldığında

∞

∑
n=0

Q̃(p,r,s)
n+m (x)yn

=
ααm(x)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)+w1wm

1 (x)(1−α(x)y)(1−w2(x)y)
(1−α(x)y)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)

+
w2wm

2 (x)(1−α(x)y)(1−w1(x)y)
(1−α(x)y)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)

=
ααm(x)(1−w2(x)y−w1(x)y+w1(x)w2(x)y2)

(1−α(x)y)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)

+
w1wm

1 (x)(1−w2(x)y−α(x)y+α(x)w2(x)y2)

(1−α(x)y)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)

+
w2wm

2 (x)(1−w1(x)y−α(x)y+α(x)w1(x)y2)

(1−α(x)y)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)

=
ααm(x)+w1wm

1 (x)+w2wm
2 (x)

(1−α(x)y)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)

+
[ααm(x)(−w2(x)−w1(x))+w1wm

1 (x)(−w2(x)−α(x))]y
(1−α(x)y)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)

+
[w2wm

2 (x)(−w1(x)−α(x))]y
(1−α(x)y)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)

+
(ααm(x)w1(x)w2(x)+w1wm

1 (x)α(x)w2(x)+w2wm
2 (x)α(x)w1(x))y2

(1−α(x)y)(1−w1(x)y)(1−w2(x)y)
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=
Q̃(p,r,s)

m (x)+ [xQ̃(p,r,s)
m−1 (x)+ Q̃(p,r,s)

m−2 (x)]y+(Q̃(p,r,s)
m−1 (x))y2

1− x2y− xy2 − y3

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.7. n ∈ N için kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomunun üstel üreteç

fonksiyonu

∞

∑
n=0

Q(p,r,s)
n (x)

n!
yn =

αα(x)eα(x)y

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

w1w1(x)ew1(x)y

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

+
w2w2(x)ew2(x)y

(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

ve kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun üstel üreteç fonksiyonu

∞

∑
n=0

Q̃(p,r,s)
n (x)

n!
yn = αeα(x)y +w1ew1(x)y +w2ew2(x)y

olarak elde edilir.

İspat. Q(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomunun Binet formülü (4.4)

kullanıldığında

∞

∑
n=0

Q(p,r,s)
n (x)

n!
yn =

αα(x)
(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))

∞

∑
n=0

(α(x)y)n

n!

+
w1w1(x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

∞

∑
n=0

(w1(x)y)n

n!

+
w2w2(x)

(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

∞

∑
n=0

(w2(x)y)n

n!

=
αα(x)eα(x)y

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

w1w1(x)ew1(x)y

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

+
w2w2(x)ew2(x)y

(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

elde edilir.

56



Q̃(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun Binet formülü (4.5)

toplamda yerine yazıldığında

∞

∑
n=0

Q̃(p,r,s)
n (x)

n!
yn =

∞

∑
n=0

(ααn(x)+w1wn
1(x)+w2wn

2(x))y
n

n!

= α

∞

∑
n=0

(α(x)y)n

n!
+w1

∞

∑
n=0

(w1(x)y)n

n!
+w2

∞

∑
n=0

(w2(x)y)n

n!

= αeα(x)y +w1ew1(x)y +w2ew2(x)y

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.8. Kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomu ve kısıtlamasız Tribonacci-

Lucas kuaterniyon polinomu n ≥ 0 için

n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
xk+mQ(p,r,s)

k+m (x) = Q(p,r,s)
3n (x) (4.9)

n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
xk+mQ̃(p,r,s)

k+m (x) = Q̃(p,r,s)
3n (x) (4.10)

bağıntılarını sağlamaktadır.

İspat. Öncelikle (4.9) özdeşliğinin ispatı yapılacaktır. Q(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribo-

nacci kuaterniyon polinomunun Binet formülü (4.4) kullanıldığında

n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
xk+mQ(p,r,s)

k+m (x)

=
n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
xk+m

(
ααk+m+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))

)
+

n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
xk+m

(
w1wk+m+1

1 (x)
(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

)

+
n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
xk+m

(
w2wk+m+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

)
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=
αα(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))

n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
(xα(x))k+m

+
w1w1(x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
(xw1(x))k+m

+
w2w2(x)

(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
(xw2(x))k+m

=
αα(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))

n

∑
k=0

(
n
k

)
(xα(x)+ x2

α
2(x))k

+
w1w1(x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

n

∑
k=0

(
n
k

)
(xw1(x)+ x2w2

1(x))
k

+
w2w2(x)

(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

n

∑
k=0

(
n
k

)
(xw2(x)+ x2w2

2(x))
k

=
αα3n+1(x)

(α(x)−w1(x))(α(x)−w2(x))
+

w1w3n+1
1 (x)

(w1(x)−α(x))(w1(x)−w2(x))

+
w2w3n+1

2 (x)
(w2(x)−α(x))(w2(x)−w1(x))

= Q(p,r,s)
3n (x)

elde edilir.

Özdeşlik (4.10) için Q̃(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomu-

nun Binet formülü (4.5) toplamda yerine yazılırsa

n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
xk+mQ̃(p,r,s)

k+m (x)

=
n

∑
k=0

k

∑
m=0

(
n
k

)(
k
m

)
xk+m(αα

k+m(x)+w1wk+m
1 (x)+w2wk+m

2 (x))

= α

n

∑
k=0

(
n
k

)
(xα(x)+ x2

α
2(x))

k
+w1

n

∑
k=0

(
n
k

)
(xw1(x)+ x2w2

1(x))
k

+w2

n

∑
k=0

(
n
k

)
(xw2(x)+ x2w2

2(x))
k

= αα
3n(x)+w1w3n

1 (x)+w2w3n
2 (x)

= Q̃(p,r,s)
3n (x)

bulunur.
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Teorem 4.9. x ∈ R−{−1,0} ve δ (x) = x2 + x olmak üzere kısıtlamasız Tribonacci

kuaterniyon polinomu için toplam formülü

n

∑
l=0

Q(p,r,s)
l (x) =

1
δ (x)

(
Q(p,r,s)

n+2 (x)+(1− x2)Q(p,r,s)
n+1 (x)+Q(p,r,s)

n (x)
)

− 1
δ (x)

(
Q(p,r,s)

1 (x)+(1− x2)Q(p,r,s)
0 (x)+Q(p,r,s)

−1 (x)
)

şeklindedir.

İspat. Q(p,r,s)
n (x) kısıtlamasız Tribonacci kuaterniyon polinomunun tanımı kullanıldı-

ğında

n

∑
l=0

Q(p,r,s)
l (x) =

n

∑
l=0

Tl(x)+ i
n

∑
l=0

Tl+p(x)+ j
n

∑
l=0

Tl+r(x)+k
n

∑
l=0

Tl+s(x) (4.11)

= T0(x)+T1(x)+T2(x)+T3(x)+ ...+Tn(x)

+i(Tp(x)+Tp+1(x)+Tp+2(x)+ ...+Tp+n(x))

+j(Tr(x)+Tr+1(x)+Tr+2(x)+ ...+Tr+n(x))

+k(Ts(x)+Ts+1(x)+Ts+2(x)+ ...+Ts+n(x))

yazılır. (4.11) eşitliğinde indis değişimi yapıldığında

n

∑
l=0

Q(p,r,s)
l (x) =

n

∑
l=0

Tl(x)+ i
p+n

∑
l=p

Tl(x)+ j
r+n

∑
l=r

Tl(x)+k
s+n

∑
l=s

Tl(x)

elde edilir. Diğer taraftan

n

∑
l=0

Tl(x) =
1

δ (x)
(Tn+2(x)+(1− x2)Tn+1(x)+Tn(x)−1)

şeklinde yazılabilir, [44].

p+n

∑
l=p

Tl(x) =
p+n

∑
l=0

Tl(x)−
p−1

∑
l=0

Tl(x)
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olduğundan

p+n

∑
l=p

Tl(x) =
1

δ (x)
(Tn+p+2(x)+(1− x2)Tn+p+1(x)+Tn+p(x)−1)

− 1
δ (x)

(Tp+1(x)+(1− x2)Tp(x)+Tp−1(x)−1)

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılıp (4.11) eşitliğinde yerine yazıldığında

n

∑
l=0

Q(p,r,s)
l (x) =

n

∑
l=0

Tl(x)+ i
n

∑
l=0

Tl+p(x)+ j
n

∑
l=0

Tl+r(x)+k
n

∑
l=0

Tl+s(x)

=
1

δ (x)

(
Tn+2(x)+(1− x2)Tn+1(x)+Tn(x)−1

)
+i

1
δ (x)

(
Tn+p+2(x)+(1− x2)Tn+p+1(x)+Tn+p(x)−1

)
−i

1
δ (x)

(
Tp+1(x)+(1− x2)Tp(x)+Tp−1(x)−1

)
+j

1
δ (x)

(
Tn+r+2(x)+(1− x2)Tn+r+1(x)+Tn+r(x)−1

)
−j

1
δ (x)

(
Tr+1(x)+(1− x2)Tr(x)+Tr−1(x)−1

)
+k

1
δ (x)

(
Tn+s+2(x)+(1− x2)Tn+s+1(x)+Tn+s(x)−1

)
−k

1
δ (x)

(
Ts+1(x)+(1− x2)Ts(x)+Ts−1(x)−1

)
=

1
δ (x)

(
Q(p,r,s)

n+2 (x)+(1− x2)Qp,r,s
n+1(x)+Q(p,r,s)

n (x)
)

− 1
δ (x)

(
Q(p,r,s)

1 (x)+(1− x2)Qp,r,s
0 (x)+Q(p,r,s)

−1 (x)
)

olarak bulunur.
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5 . TARTIŞMA VE SONUÇ

Kuaterniyon dizileri ve bu dizilerin çeşitli özellikleri birçok araştırmacı tarafından in-

celenmiştir. Bu dizilerin katsayıları genellikle karakteristik polinomu ikinci derece-

den olan sayı dizilerinden seçilir. Karakteristik polinomu üçüncü dereceden olan sayı

dizilerinden en iyi bilinenlerinden birisi Tribonacci dizisi olarak adlandırılır. Son za-

manlarda, Tribonacci sayılarından seçilen bileşenlere sahip kuaterniyonlar da dikkat

çekmiştir, [1, 37, 43, 44, 55]. Bu yüksek lisans tezi kapsamında katsayıları Tribonacci

ve Tribonacci-Lucas sayı dizilerinden keyfi olarak seçilen kuaterniyon dizileri genel-

leştirilmiş Fibonacci kuaterniyon dizileri için benzer formları alan makalelerdeki fi-

kirlere dayanarak tanımlanmıştır. Tanımlanan bu dizilerin bazı özellikleri verilmiş ve

çeşitli özdeşlikler elde edilmiştir. Ayrıca Tribonacci ve Tribonacci-Lucas polinomları

kullanılarak Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon dizilerinin polinomsal bir ge-

nelleştirmesi tanımlanmıştır. Elde edilen dizilerin çeşitli özellikleri incelenmiştir.
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[37] Kızılateş, C., Catarino, P. ve Tuğlu, N. (2019). On the bicomplex generalized

Tribonacci quaternions. Mathematics, 7(1), Article 80.
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