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OZET

GENELLESTIRILMIiS TRIBONACCI KUATERNIYONLARININ BAZI
OZELLIKLERI UZERINE

KARABULUT, Leyla
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Gonca KIZILASLAN YILDIRIM
Temmuz 2023, sayfa

Bu tezde, katsayilar sirasiyla keyfi Tribonacci sayilar1 ve Tribonacci-Lucas sayilarin-
dan alinarak Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlarinin bir genellemesi tanim-
lanmistir. Bu kuaterniyonlar i¢in iirete¢ fonksiyonlar1 ve Binet formiilleri elde edilmis-
tir. Ayrica, cesitli toplam formiilleri ve bir matris gosterimi elde edilmistir. Son olarak
ise Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomlarinin bir genellemesi tanim-
lanmig ve baz1 6zdeslikler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yineleme Bagintilari, Tam say1 Dizileri, Kuaterniyonlar,

Kuaterniyon Dizileri, Kuaterniyon Polinomlari.
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ABSTRACT

ON SOME PROPERTIES OF GENERALIZED TRIBONACCI QUATERNIONS

KARABULUT, Leyla
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master’s Thesis
Supervisor: Dr. Gonca KIZILASLAN YILDIRIM
July 2023, [67]pages

In this thesis, a generalization of Tribonacci and Tribonacci-Lucas quaternions is de-
fined by taking arbitrary Tribonacci numbers and Tribonacci-Lucas numbers coeffici-
ents, respectively. We get generating functions and Binet’s formulas for these quater-
nions. Furthermore, several sum formulas and a matrix representation are obtained.
Finally, a generalization of Tribonacci and Tribonacci-Lucas quaternion polynomials

is defined and some identities are obtained.

Key Words: Recurrences, Integer Sequences, Quaternions, Quaternion Sequ-

ences, Ouaternion Polynomials.
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1. GIRIS

Kuaterniyonlar ilk olarak Irlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton tarafin-
dan tanimlanmigtir. 1983 yilinda P. R. Girard kuaterniyon grubununun fizigin cesitli
ana kovaryans gruplariyla baglantisin1 6nemli fiziksel uygulamarla birlikte analiz et-
mistir. Kuaterniyonlar elastodinamik, kuantum mekanigi, elastisite teorisi ve modern
bilimlerin farkl: alanlarindaki bir¢ok problemde karsilasilmasi nedeniyle yaygin olarak

calisilmastir, [[18L/19,40L58].

ap,ay,az,a3 reel sayilar ve i = 2 =k> = —1, ij =k = —ji, jk=i=—kj, ki =
J = —ik olmak iizere tabani {1,i, j,k} olan H reel kuaterniyon cebirinden alinan bir ¢
kuaterniyonu

q = lag+ia; +ja; +kas

seklindedir, [20,23,28]]. Kuaterniyon cebirinin sifir bolenleri yoktur. Dolayisiyla reel
kuaterniyonlar, birlesmeli fakat degismeli olmayan bir boliim cebiridir. Kompleks sa-

yilar ise kuaterniyonlarin bir alt cebirini olusturur.

Hiper-kompleks say1 teorisinin baglangicindan bu yana, bir¢ok arastirmaci bilesenleri
0zel say1 dizilerinden alinan kuaterniyonlari, oktoniyonlar1 ve sedeniyonlar1 farkli se-
killerde incelemistir. Bilesenleri say1 dizilerinden alinarak elde edilen kuaterniyonlar
kuaterniyon dizileri olarak adlandirilir. Kuaterniyon dizileri arasinda en iyi bilineni
Horadam tarafindan tanimlanan Fibonacci kuaterniyon dizileridir, [26]. n > 0 i¢in F;,

n—inci Fibonacci sayis1 olmak iizere n—inci Fibonacci kuaterniyonu

On=F,+ iFn—H ‘|‘an+2 +KF, 3,

seklinde tanimlidir, 11,20} 26[]. Dolayisiyla Qg =i+j+k2 ve Q1 = 1+i+j2+Kk3



olmak iizere n > 0 i¢in

On+2 = Ony1+ 0 (1.1)
saglanir, [2]. (I.I) denklemi ile verilen yineleme bagintisinin karakteristik denklemi
X —x—1=0

olup denklemin kokleri o0 = 1+T‘ﬁ ve = I_T\@ seklindedir. & = 1 +io +jo? + ka?

ve f=1+if +j B? +kpB? olmak iizere Fibonacci kuaterniyonunun Binet formiilii

seklindedir. Fibonacci kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu

> t+i+je+1)+k(t+2
G() = ¥ gur = DA KA
n=0

olarak elde edilir, [20].

Iyer benzer bir kuaterniyon dizisini katsayilar1 Lucas sayilarindan alarak tanimlamastir,

[32]. n > 0 i¢in L, n—inci Lucas sayis1 olmak iizere n—inci Lucas kuaterniyonu K,
Ky =Ly +iLy11 +jLyt2 + KLy 3,

seklinde tanimlanur, [[11,32]. Dolayisiyla Ko =2+i+j3+k4 ve K1 = 1 +i3+4j4+ k7

olmak iizere n > 0 i¢in
Kn+2 = Kn+l + Ky
saglanir, [2]. Lucas kuaterniyonunun Binet formiilii

K, = aa" + Bp"



seklindedir, [20]. Lucas kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu ise

o) = 3 K — o)L 20) G20 k(5421

1—t—1¢2

ile verilir, [23]].

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 kapsamli bir sekilde incelenmis ve bir¢ok genelle-
mesi yapilmustir, [[1-4.7-11,/16-1820-23/26,,28/,30-33,36-40.,43144//47-49,51,53,55-
58]. Bu calismalarda kuaterniyon dizilerinin Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlari
elde edilmis ve ¢esitli 6zdeslikler sunulmustur. Catarino A (x)-Fibonacci polinomlarini
kullanarak /(x)—Fibonacci kuaterniyon polinomlarini tanitmigtir. A(x) reel katsayili

bir polinom olsun. /(x)—Fibonacci polinomlart {F}, ,(x)},>0 baslangi¢ kosullari

Fyo(x) =0, Fyi(x) =1

olmak iizere n > 2 i¢in

Fh,n (x) = h(x)Fh,n—l (x) + Fh,n—Z(x>

yineleme bagintisi ile tanimlidir, [45]. i (x)-Fibonacci polinomlarinin k-Fibonacci say1-
larmin, Catalan-Fibonacci polinomlarinin ve Byrd-Fibonacci polinomlarinin bir genel-

lestirmesi oldugu da goriilebilir. /2(x)-Fibonacci kuaterniyon polinomlari {Qj, »(x) } 5,

Onn(x) = Fpyp(X) +1Fp i1 (x) +jFp g2 (x) +KFp 13 (x)

yineleme bagintist ile tanimlanir. /(x)-Fibonacci kuaterniyon polinomlari i¢in Binet
formiild, iirete¢ fonksiyonu ve bazi temel 6zdeglikler elde edilmistir, [9]. Tribonacci ve
Tribonacci-Lucas dizileri alinarak tanimlanan Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuater-
niyonlar1 da Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin bir bagka genellestirmesidir, [|1,43].
Ayrica bu dizilerin polinomsal genellestirmeleri de ¢alisilmistir, [44]]. Calisilan biitiin
bu kuaterniyon dizilerinin ortak 6zelliklerinden birisi bu kuaterniyonlarin bilesenleri-
nin ele alinan say1 dizilerinin ardisik terimlerinden secilmesidir. Yakin zamanda bile-

senleri bazi say1 dizilerinin keyfi terimlerinden alinarak elde edilen kuaterniyon dizileri



de tanimlanmisg ve cesitli 6zellikleri incelenmistir, [3,/4,(11].

Uciincii boliimde bilesenleri Tribonacci ve Tribonacci-Lucas dizilerinin keyfi terimle-
rinden alinan kisitlamasiz Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon dizileri tanim-
lanacaktir, [35]]. Dordiincii boliimde ise kisitlamasiz Tribonacci ve Tribonacci-Lucas
kuaterniyon polinomlari ele alinacaktir. Boylelikle daha 6nce ¢alisilmig olan bazi ku-
aterniyon dizileri genellestirilmis olacaktir. Tanimlanan diziler i¢in Binet formiilleri ve

tirete¢ fonksiyonlar1 elde edilecektir. Ayrica bazi 6zellikler ve 6zdeglikler verilecektir.



2 . TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Reel Kuaterniyon Cebiri

q = ap +1aj + jap + Kkaz reel kuaterniyon olsun. u = ia; + jar + kaz olmak iizere
q = agp +u seklinde yazilabilir. ag, g kuaterniyonunun skaler kismi ve u vektorel kismi
olarak adlandirilir, [20]. a9 — u kuaterniyonu g kuaterniyonunun eslenigi olarak ad-

landirtlir ve ¢* ile gosterilir. N(g) ile gosterilen g kuaterniyonunun normu ¢ ile g*

kuaterniyonunun ¢arpimina esittir. Dolayistyla g # 0 icin ¢ kuaterniyonunun tersi g~

ile gosterilir ve

ile verilir. ¢ kuaterniyonunun izi

Tr(q) =q+4q"

ile ifade edilir.

q1 = ao +ia; + jar +kaz ve gy = by +ib; + jby + kb3 olmak iizere iki kuaterniyonun

toplami

q1+q2 = (ao+bo) +i(ar +b1) +j(ar+ b2) + k(a3 + b3)

ile ve o € R i¢in bir kuaterniyonun skaler ile ¢arpimi

og) = Qag+ioa; +joar +kaas

seklinde tanimlanir, [56].



2.2. Say1 dizileri
Fibonacci dizisi Fp = 0, F; = 1 olmak iizere n > 2 i¢in
Fr=F1+F.— (2.1)

yineleme bagintisi ile tanimlanir, [25]]. (2.1)) ile verilen yineleme bagintisinin karakte-

ristik denklemi
2 _
x—x—1=0 2.2)

olup denklemin kokleri ¢ = # ve B =15 \[ seklindedir. 1843 yilinda Fransiz me-
tematik¢i Jacques-Phillipe-Marie Binet, F;, i¢in acik bir formiil elde etmistir. Bu formiil

n > 0i¢in

seklindedir. Fibonacci dizisinin tirete¢ fonksiyonu

ZF”X :1 2
=0 —X—X

olarak elde edilir, [3]].

Lucas dizisi Lo =2, L1 = 1 olmak iizere n > 2 i¢in L, = L,,_{ 4+ L,_» yineleme bagintis1
ile tamimlanir. n > 0 i¢in L, = " 4+ B" Lucas say1 dizisinin Binet formiiliidiir, [16,41]].
Binet formiilleri kullanilarak negatif indisli Fibonacci ve Lucas sayilari da tiiretilebilir.

Lucas dizisinin tirete¢ fonksiyonu

2—x
l—x—x

ZLnx =

1T_+_ 2

olarak elde edilir, [3]]. Fibonacci ve Lucas dizilerinin ilk birkag terimi asagidaki tabloda

verilmistir.



n|0|1/23|4 5] 6| 7 8| 9| 10 11| 12| 13
F, O 1 |1(2|3] 5| 8[13]|21 34| 55| 89| 144|233
L, 21347111829 |47 |76/ 123|199 | 322 | 521

Fibonacci ve Lucas dizilerinin ilk birkag terimi

Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir genellestirmesi k—Fibonacci ve k—Lucas dizileri
olarak adlandirilir, [[13]. £ > 1 tam sayis1 i¢in, {Fy ,}nen k-Fibonacci dizisi Fyg =

0, Fi1 = 1 olmak lizere n > 1 i¢in
Fin1 = kFgn+ Fin—1
bagintist ile ve k-Lucas dizisi {Ly , }nen Lo = 2, Lg1 = k olmak tizere n > 1 igin
Lipy1 =kLgp+ Ly,

bagmtist ile tammlanir, [12]. Dogal bir diisiince ile {Fj ,}ren Ve {Lin}nen dizileri

n >2igin a, b, p, g tamsayilar ve Wy = a, W = b olmak iizere
W, = pWy1+qW, 2 (2.3)

seklinde genellestirilmistir. Bu dizi kisaca {W, (a,b; p,q)} ile gosterilir, [27]. (2.3)) yi-

neleme bagitisinin karakteristik denklemi x> — px — g = 0 seklindedir. Bu dizinin Bi-

/2 _+/p2
net formiilii p> +4¢ > 0 icin o = HTW ve = IJTW olmak lizere

(b—aB)o™ — (b—ac)B"
o—p

Wa(a,b;p,q) =

formundadir. Bazi 6zel a, b, p, g degerleri i¢in {W, (a,b; p,q)} dizisinin karsilik geldigi

diziler agagidaki tabloda gosterilmistir.



| Wala,bip,g)  |a b p q
Fibonacci 0 1 1 1
Lucas 2 1 1 1
Pell 0 1 2 1
Pell-Lucas 2 1 2 1
Jacobsthal 0 1 1 2
Jacobsthal-Lucas || 2 1 1 2

Iyi bilinen bazi say1 dizileri

e; ’ler bir baz kiimesinin elemanlar1 ve w; ’ler reel sayilar olmak iizere 2N _ on olarak
bilinen hiper-kompleks sayilar, baz kiimesindeki elemanlarin dogrusal kombinasyon-

lar1 olarak
P
w= Z wie; = woeg +wiel + ... +WoN_jesn_y
i=0

seklinde tanimlanabilir. Katsayilar1 Fibonacci ve Lucas dizilerinden alinarak elde edi-
len hiper-kompleks sayilar bu dizilerin bir baska genellestirmesi olup Fibonacci ve

Lucas hiper-kompleks say1 dizileri olarak adlandirilir, [5].

Fibonacci dizisi polinomsal olarak da genellestirilmistir. 4(x) reel katsayili bir polinom
olsun. {F}, ,(x)}_ ile gosterilen A (x)-Fibonacci polinomlar1 F, o(x) =0 ve Fj 1 (x) =1

olmak iizere n > 1 igin,
Fhnt1(x) = h(x) Fjy () + Fpp—1(x)

yineleme bagintisi ile tanimlanir, [45]].

Fibonacci ve Lucas dizilerinin karakteristik polinomu ikinci derecedendir. Bu dizilerin
bir diger genellestirmesi karakteristik polinomu iiciincii dereceden olan Tribonacci ve

Tribonacci-Lucas dizileridir. Tribonacci dizisi Ty = 71 = 1,7, = 2 olmak iizere n > 2



icin

Tn+1 =Th+Th-1+T2 (24)

yineleme bagintisi ile tanimlanur, [15)/54,55//60]. (2.4)) ile verilen yineleme bagintisinin

karakteristik denklemi

X —xP—x—1=0 (2.5)
oldugundan w = _l%ﬁ olmak iizere denklemin kokleri
_ 14+V19+3V3347/19-3V/33
B — 1+w319+&2§+w%V3i?§§? 06
3
oy 1+ w2v/1943v/33 +wv/ 19— 3/33
3

olarak elde edilir. Tribonacci dizisi i¢in Binet formiilii

o2 n+2 +2
T, = + P + r 2.7)
(¢—=B)(a—y) (B-a)B-y) (y—a)(y—B)
seklindedir, [14,|15}/34./54]. Tribonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu
n = n 1_x_x2_x3
olarak elde edilir, [[1]].
Tribonacci-Lucas dizisi TKy = 3,TK; = 1,TK, = 3 olmak iizere n > 2 i¢in
TKy, 1 =TK,+TK, 1 +TK,_» (2.8)

yineleme bagintisi ile tanimlanir, [60]. Tribonacci-Lucas dizisi i¢in Binet formiilii

TK,=o"+p"+7" (2.9)



seklindedir, [60]]. Binet formiilleri kullanilarak negatif indisli Tribonacci ve Tribonacci-

Lucas sayilar da tiiretilebilir.

Tribonacci-Lucas dizisinin iirete¢ fonsiyonu

3—2x—x%

GTKn = E TK,,x” =
2 3
=0 l—x—x*—x

olarak elde edilir, [|6]. Tribonacci ve Tribonacci-Lucas dizilerinin ilk birkac terimi asa-

gidaki tabloda verilmistir.

n|0(12|3| 4] 5] 6| 7 8 9| 10| 11 12 13
T, |1 (1|24 71324 44| 81 |149 274|504 | 927 | 1705
TK, |3 |13 7|11 |21 |39 71| 131|241 | 443 | 815 | 1499 | 2757

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas dizilerinin ilk birkag¢ terimi

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas dizilerinin genellestirmesi tizerine de ¢esitli calismalar
yapilmustir, [614,/15,34.142,46,52,541/59,60]. Bu genellestirmelerden birisi Fibonacci
polinomunun tanimindan yola c¢ikilarak tanimlanan Tribonacci ve Tribonacci-Lucas
polinomlaridir, [24} 44, 50]. Tribonacci polinomu {7, (x)},en, To(x) =0, Ti(x) =

1, T»(x) = x* olmak iizere herhangi bir pozitif x reel sayisi ve n > 3 icin
T,(x) = T, (%) +xT—2(x) + T,—3(x) (2.10)

yineleme bagntisi ile tanimlanir. (2.10) denklemi ile verilen yineleme bagintisinin ka-

rakteristik denklemi
A=A —xA—-1=0 (2.11)

olup denklemin kokleri

AQ) 3x6+x3+1+ x6+7x3+1 B(x) 3x6+x3+1 x6+7x3+1
X)=\lmm+—+sH/ =+ +- )=\ —=F+—4=-—/ —=+—+—
27 6 2 37 54 4’ 27 6 2 37 54 4

10




olmak tizere

2
o(x) = §+A(x)+B(x)
2
wi(x) = %—l—wA(x)—I—sz(x) (2.12)
2
wa(x) = §+W2A(x)+WB(x)
seklindedir. Dolayisiyla
a(x) +wi(x)+wy(x) = x? (2.13)
a(xX)wi(x)wa(x) = 1 (2.14)
oldugu goriilebilir. n > 0 icin
V @) W)
RS (@) — i () (@) —w2(0) (w1 () — @) (wi (¥) — w2(0))
+ w3 ) (2.15)

(w2 (x) — a(x)) (w2 (x) —wi(x))

Tribonacci polinomu i¢in Binet formiiliidiir. Tribonacci polinomunun iirete¢ fonksi-

yonu

o)

Z n M
( ) = ( ) 1_x2y_xy2_y3

olarak elde edilir. (2.16)) denkleminde x = 1 alindiginda baglangi¢ kosullar1 7o =0,7; =

1,75 = 1 olan Tribonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir.

Tribonacci-Lucas polinomu {,,(x) },en, fo(x) = 3, t1(x) = x?, t2(x) = x* + 2x olmak

izere herhangi bir pozitif x reel sayisi ve n > 3 i¢in

1 (x) = X2ty 1 (%) + xty_2 (x) + 1,3 (x) (2.17)

11



yineleme bagintisi ile tanimlanir. n > 0 i¢in

th(x) = o"(x)+wi(x)+ws(x) (2.18)

Tribonacci Lucas polinomu i¢in Binet formiiliidiir. Tribonacci Lucas polinomunun iire-

te¢ fonksiyonu

3 —2x%y — xy?

g(y) =Y ()" (2.19)
n=0

a l—xzy—xyz—y3

seklindedir. (2.19) denkleminde x = 1 alindiginda Tribonacci-Lucas dizisinin iireteg

fonksiyonu elde edilir.

2.3. Kuaterniyon dizileri

Bu boliimde bilesenleri bazi say1 dizilerinin keyfi terimleri alinarak elde edilen kuater-
niyon dizilerinin tanimlar1 verilecek ve cesitli 0zellikleri ele alinacaktir. Ayrica Tri-
bonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlar: ile bu kuaterniyonlarin polinomsal bir

genellestirmesinden bahsedilecektir.

2.3.1. Kisitlamasiz Fibonacci ve Lucas Kuaterniyonlari

Bilesenleri Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ile bu dizilerin genellestirmelerinden ali-
narak elde edilen kuaterniyon dizileri bugiine kadar kapsamli bir sekilde incelenmistir.
Bu calismalarda kuaterniyonlarin katsayilar1 ele alinan say1 dizilerinin ardisik terim-
lerinden secilmistir. Yakin zamanda bilesenleri Fibonacci ve Lucas dizilerinin keyfi

terimleri alinarak yeni kuaterniyon dizileri tammmlanmustir, [[11].

p,1,s keyfi tam sayilar olmak {izere n—inci kisitlamasiz Fibonacci kuaterniyonu

_8"(11)7"55) — Fl’l _’_iFn+p +an+r +an+S

12



seklinde tanimldir, [11]. Benzer sekilde n—inci kisitlamasiz Lucas kuaterniyonu
Sgp,r,s) =Ly +iLlytp+ jLntr + KLyt

ile tammmlidir. Buradan n—inci kisitlamasiz Fibonacci kuaterniyonu ve n—inci kisitla-

masiz Lucas kuaterniyonu baglangic kosullari sirasiyla

FUr) = §F,+jF+kF,
FP) = L4iF L+ P+ KF

e = 24iL, +jL, + kL,

£§p7r,s) —_ 1 +iL1+p+jL1+r+kLl+S
olmak tizere
FulP = Faa P G0 (2:20)
g lems) — g () g (prs) (2.21)

yineleme bagintilar ile tanimlanir.

p,1,s sayillariin secilen 6zel de8erlerine gore daha 6nce calisilan bazi kuaterniyon

dizileri elde edilir. Ornegin, p = r = s = —n icin klasik Fibonacci sayilar
Fol T =,
p =1 ver=s= —nicin Gauss Fibonacci sayilari
Gl = F, 1B,
p=1,r =2 ve s =3 i¢in klasik Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari

3 = Qu=FbiFu + i + KR

21(1l7l73) = Kn=L,+ iLn+1 +jLn+2 + kLn+3

13



elde edilir.

(2.20) ve (2.21) ile verilen yineleme bagintilarinin karakteristik denklemi (2.2)) olup
denklemin kokleri @ = HT\B ve B = 1%6 seklindedir. n tam say1 ve o = 1 +ia? +
ja" +ka’, f =1+iB? +jB" +kB* olmak tizere kisitlamasiz Fibonacci kuaterniyonu
icin Binet formiilii
5 () _ Q%" =P
o—p

seklindedir, [11].

Kisitlamasiz Fibonacci kuaterniyonu icin iirete¢ fonksiyonu

(o] (p7r7s) (p7r7s)
— (pJ,S) i 30 + 371 &
Gg(x) r;)&n x" 1 —x—x2
olarak elde edilir, [11]. Ayrica
Bl — Y ppany! _ Qe = Be
3(x) - nz:‘bgn m - o — B

kisitlamasiz Fibonacci kuaterniyonunun iistel iirete¢ fonksiyonudur, [11].

Kisitlamasiz Lucas kuaterniyonu i¢in Binet formiilii
£n(P7r7S) = oo +ﬁBn

seklindedir, [11]]. Kisitlamasiz Lucas kuaterniyonu i¢in iirete¢ fonskiyonu

. (p.1rys) (p,15)
Ge(x) = nEZO Sn(p’r’s)x" = T—

olarak elde edilir, [[11]]. Ayrica
J— - (pJ,S)‘ﬁ — ox ﬁx
Ego(x) = Z i | = ae + Be

n=0 n

14



kisitlamasiz Lucas kuaterniyonunun {istel tirete¢ fonksiyonudur, [[11]].

2.3.2. Kisitlamasiz k — Fibonacci ve k — Lucas Kuaterniyonlari

k bir reel say1, n negatif olmayan bir tamsay1 ve p, r,s tamsayilar olmak iizere, kisitla-

masiz k-Fibonacci kuaterniyonu
Y, k(f,’r’s) = Fen +1Fcntp +3Fknr + KFps

seklinde tanimlanir, [3]]. Benzer sekilde kisitlamasiz k-Lucas kuaterniyonu
Z,Ef;’”) = Lin +1Li nip + 3Lk n+r + KL v

seklinde tanimlanir. Buradan kisitlamasiz k-Fibonacci kuaterniyonu ve kisitlamasiz k-

Lucas kuaterniyonunun baglangic kosullari sirasiyla

Y]ff)”*s) = iFp+iFk, + kg,
y/fﬁm = 1+iF14p+iFiior +KFeiss
ZIE’%’F’S) = 2 + iLkJ) +ij7r + kLk,s;

Zlgﬁ,ns) = k+ilg gy Filinsr HKLi

olmak tizere

(pvr?s) _ (pva) (pJ,S)

Yoo = K D (2.22)
(prs) (p.rs) (p.1s)

ZP = kzh) 4z (2.23)

saglandig1 goriilebilir, [3].

(2.22) ve (2.23)) ile verilen yineleme bagintilarinin karakteristik denklemi

¥—kx—1=0
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olup denklemin kokleri o = KV 44 ye g — k=VR 4 qeindedir. o = 1 +ia” +jo’ +
ko', B=1+if”+jB" +KkB* olmak iizere n’inci kisitlamasiz k-Fibonacci kuaterni-

yonu i¢in Binet formiilii

y(Prs) _ oo —Bp"
k.,n (X—ﬁ

seklindedir, [3]]. Kisitlamasiz k-Fibonacci kuaterniyonu i¢in tireteg fonksiyonu

Z y (P Y, (f())J’s) + <Yk(,[f7r7s) - kYk(f)”))x
1 —kx—x2

olarak elde edilir, [3]. Kisitlamasiz k-Lucas kuaterniyonu i¢in Binet formiilii
Z™) = o’ + P

seklindedir, [3]]. Kisitlamasiz k-Lucas kuaterniyonu i¢in iirete¢ fonksiyonu

o (p,ns) (p,r )
8 1 (28— kzB)x

ZZP?rS n ) )
k _ 42
oy 1 —kx—x

olarak elde edilir, [3]].

2.3.3. Kisitlamasiz Pell ve Pell-Lucas Kuaterniyonlar:

p,1,s,n keyfi tam sayilar olsun. P,, n—inci Pell sayis1 olmak {izere n—inci kisitlamasiz

Pell kuaterniyonu
SBISPJ’S) =h+ iPn+p +an+r + kPn+s
seklinde tanimlanir. Pell kuaterniyonu baglangi¢ kosullari

PP = iP,+jP +KkP,

;B(lpms) = 14+iPitp+jPror + kP

16



olmak iizere n > 2 i¢in

mprs mprs %prs (2.24)

yineleme bagintisi ile tanimlanir, [4]]. (2.24) ile verilen yineleme bagintisinin karakte-

ristik denklemi
¥—2x—1=0

olup denklemin kokleri A = 14+/2 ve § = 1 — /2 seklindedir. A = 1 +iA” +jA" +
kA%, 0 = 1+i6” +jo" + kdé® olmak iizere kisitlamasiz Pell kuaterniyonunun Binet

formulii

seklindedir. Kisitlamasiz Pell kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu

0o " ;Bép,r,s) +X(q3 (p,hs) 2%0 1S) )
" 1 —2x—x2

olarak elde edilir.

qn, n—inci Pell-Lucas sayis1 olmak iizere n—inci kisitlamasiz Pell-Lucas kuaterniyonu

D(p ) = qn +1qn+p +3qn+r +Kqn+s

seklinde tanimlanir. Pell-Lucas kuaterniyonu baglangi¢ kosullar

Q(()pm’s) = 1+ iqp +jqr + kqs

QP = 1 4igr, g1+ Kqr

olmak iizere n > 2 i¢in
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yineleme bagintisi ile tanimlanir, [4].

n tam say1 olmak iizere kisitlamasiz Pell-Lucas kuaterniyonunun Binet formiili
DISPMS) = A" + 58"

seklindedir. Kisitlamasiz Pell-Lucas kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu

) ) _ D(()p’nS) +X(Qgp7rvs)_29(()p>r7s))
1 —2x—x?

olarak elde edilir.

2.3.4. Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kuaterniyonu

r,s,t reel sayilar olmak iizere baslangi¢ kosullar1 Vo = a, V| = b, V>, = ¢ tamsayilar olan

ligiincii mertebeden {V,,},~

Vi=rVu1+sVp2+tVy3,n>3

yineleme bagintisi ile tanimlanan dizi genellestirilmis Tribonacci dizisi olarak adlan-

dirthr, [43]. r=s=t=1ve Vy =1, V| = 1, V, = 2 alindifinda bu dizi {7,},>0 ile

gosterilen klasik Tribonacci dizisine indirgenir [14,/15,34]. r=s=t =1 ve Vy = 3,

Vi =1, V5 = 3 alindiginda ise genel terimi 7K, ile gosterilen Tribonacci-Lucas dizisi

elde edilir [60]. Katsayilar1 {V,}, - dizisinden alinarak elde edilen kuaterniyonlar ge-

nellestirilmis Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon dizileri olarak adlandirilir.

n’inci Tribonacci kuaterniyonu

TQn = T+ iTn+1 +an+2 + an+3
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seklinde tanimlanir. Tribonacci kuaterniyonu baglangi¢ kosullar

TQy = l+i+j2+k4
TQ, = 1+i2+j4+K7

TQO, = 2+i4+j7+Kkl3
olmak iizere n > 0 icin

TOwis = TQn2+TQni1 +TO, (2.26)

yineleme bagintisi ile tanimlanir, [[1].

Tribonacci kuaterniyonunun eslenigi
TQZ =T,— iTnJrl _an+2 i an+3

seklindedir.

f(x), x’in kuvvetlerinden olusan bir seri olsun. [x"]f(x) sembolii f(x) serisinde x"’in

katsayilarini ifade edecektir. Dolayisiyla Tribonacci kuaterniyonunun normu

2(345x+4x> —2x° —x* — ¥°)
1-3x—x2—x3)(1+x+x2—x3)

3
Nrg,) = ;)Tnzﬂ' = [xn](

ile verilir, [1]].

(2.26)) ile verilen yineleme bagintisinin karakteristik denklemi (2.5]) denklemi ile ayni-

dir ve denklemin kokleri (2.6) denklemi ile verilmistir.

Tribonacci kuaterniyonunun Binet formiilii

a = l+io+ja®+ko?
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1+iB +jB* +kp> (2.27)

y = 1+iy+jP+ky

=
I

olmak tizere

QOC”+2 ﬁ ﬁn+2 1,7/14-2

(@—B)a—7) (B

TQ, = (2.28)

+
B-a)B-7) (r—a)(r—B)
seklindedir. Tribonacci kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu

1+Hi(14+x4x2) +j(2+2x +x2) + k(4 +3x+2x%)
l—x—x2—x3

Grg,(x) =

olarak elde edilir, [[1]].

n—inci Tribonacci-Lucas kuaterniyonu
TQ, = TK,+iTK,1+jTKy2+KkTK, 3 (2.29)
seklinde tanimlanir. Tribonacci-Lucas kuaterniyonu baglangi¢ kosullari

TOy = 3+i+j3+k7
TO; = 1+i3+j7+Kkll

TO, = 3+i7+jl1+k21
olmak iizere n > 0 i¢in

TQn+3 = TQn+2 + TQn—H + TQn (2-30)

yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Tribonacci-Lucas kuaterniyonunun eslenigi

TQ," = TKy —iTKys1 —jTKn 2 — KT K, 13
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ile verilir.

Tribonacci-Lucas kuaterniyonunun Binet formiilii

TO, = ad” +BB" +yY" (2.31)

seklindedir. Tribonacci-Lucas kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu

3—2x — x> +i(1+2x+3x%) +j(3+4x +x%) + k(7 +4x +3x?)
GTQH(X):

l—x—x2—x3

olarak elde edilir, [[1]].

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlari i¢in baz1 6zdeslikler asagidaki gibidir,

[1].

TQ: = 21,TQ,—TQ,TQ;

n
TO,+TQ, = 2T,

TOni1 = TQy+2TQu1+3T0, 2

saglanir, [[1].

C, = anﬁn+ an,yn_’_ﬁnyn
an_m = C2n—m +iC2n—m—1 +jC2n—m—2 + kCZn—m—3 (2-32)

olmak tizere,

TQm+n = TQmTKn - TmenCn + TQm—Zn

TQm+n - TQmTKn - TmenCn —I—an,m

elde edilir.
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Bagka bir 6zdeglik

TQn+2m - TKmTQn+m - TK—mTQn + TanZm

olarak yazilabilir.

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon dizileri icin cesitli toplamsal 6zdeslikler

de elde edilmistir, [1].

Teorem 2.1 ( [1]).

n TOpi2 +TOn— (14 3i+ 5§+ 9K)
Y To, = >
k=0
< _ TQous1 +TQy, — (i+2j+3k)
Y TOy = >
k=0
- TQon12+TQ2n11 — (1 +2i+3j+6k)
Y TOys1 = 5
k=0

n 3n—1 . .

TO3p42—TQ3, — (-1 +1+j+Kk
Y TOy = Y 10+ g, = 1210 (CIHIHI+Y
k=0 k=0

<  TQ4ns2+TQs, — (—1+i+j+Kk)
Y TOu = 1
=0

seklindedir.

2.3.5. Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kuaterniyon Polinomlari

Bilegenleri Tribonacci ve Tribonacci-Lucas polinomlar1 alinarak elde edilen kuaterni-
yonlar sirasiyla Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomlar1 olarak adlan-
dirtlir, [44]]. Boylece Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlarinin bir genelles-

tirmesi elde edilir.
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n > 0 i¢in n—inci Tribonacci kuaterniyon polinomu

O1 (%) = Tp(x) +1T01(x) + jTrg2(x) + KT 13(x) (2.33)
ile tamimlidir. Buradan

OT.n13(x) = X2 Q7 n12(x) + 307 541(x) + Q7 () (2.34)

saglandig1 goriilebilir. (2.33) denkleminde x = 1 alindiginda (n — 1)—inci Tribonacci

kuaterniyonu elde edilir.

(2.34) ile verilen yineleme bagintisinin karakteristik denklemi (2.11)) denklemi ile ay-
nidir ve denklemin kokleri (2.12)) esitliginde verilmistir.

n > 0 i¢in Tribonacci kuaterniyon polinomunun Binet formiilii

1 +ia(x) +jo?(x) + ko (x),

IR
I

wi = L +iwg(x) +jwi(x) + kw3 (x) (2.35)

wy = L+iwy(x)+jws(x) + kw3 (x)

olmak tizere

a1 (x) wiw ™ (x)
Orn(x) (ot(x) —wi(x))(a(x) —wa(x)) + (w1 (x) — oe(x)) (wr (x) —wa(x))
wows ™ (x)

+ (2.36)

(wa(x) = 0 (x)) (w2 (x) —wi (x))
seklindedir. Tribonacci kuaterniyon polinomunun iirete¢ fonksiyonu

oy Hxy+y7) kO x+ Py +y +x%y?)
N 1 —x%2y—xy? —y3

GQT,n (y)
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olarak elde edilir. n € N olmak iizere

> OTn oo (x) ey wiwp (x)e ()

ngb T (el wi () (@)~ wa() (1 ()~ )i (3) — wa ()

Waws (x)e™? (x)y

T () — () (w2 —wi (1))

Tribonacci kuaterniyon polinomunun {istel iirete¢ fonksiyonudur.

n > 0 i¢in Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomu
Orn(x) = tn(x) +itns1(x) +tni2(x) + Kty 3(x) (2.37)
seklinde tanimlanir. Dolayisiyla
Orn+3 (x) = szt,n-i-Z (x) + X0 nt1 (x) + Orn (x) (2.33)

elde edilir. (2.37) denkleminde x = 1 degeri icin Tribonacci-Lucas kuaterniyonu elde

edilir.

n > 0 i¢in Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun Binet formiilii
Q1 .n(x) = aa™ (x) +wiwi(x) +wawh(x) (2.39)

seklindedir. Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

3 —2x%y — xy? +i(x® 4 2xy + 3y?) +j(x* + 2x + X3y + 3y +x2y?)
1 —x2y—xy2—y3

Go,,(y) =

K(x0 4 3x3 + 3 + Xy 4+ 3x2y + x*y? +2xy?)
1 —x2y —xy? —y3

olarak elde edilir. n € N olmak iizere
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Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun iistel iirete¢ fonksiyonudur.
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3 . KISITLAMASIZ TRIBONACCI ve TRIBONACCI-LUCAS
KUATERNIYONLARI

Bu boliimde, klasik Tribonacci kuaterniyonlar1 ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlari-
nin bir genellestirmesi tanimlanmig ve Binet formiilleri ile iirete¢ fonksiyonlar1 elde
edilmistir. Tanimlanan kuaterniyon dizileri icin bazi1 6zdeslikler sunulmustur. Boliim

boyunca p, r, s keyfi tam sayilar olarak alinacaktir, [35].

Tanim 3.1. n—inci kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyonu Qflp )

QY™ = Ty +iTyyp+iThir+KTh G.D
ve n—inci kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyonu Q,(qp )

lep,r,s) = TKn + iTKn—i—p +jTKn+r + kTKn+s (3.2)

seklinde tanimlanir.

p,1,s sayilari i¢in secilen 0zel degerlere karsilik daha once ¢aligilan bazi kuaterniyon

dizileri elde edilir. Ornegin,

Q" = 1,
(1,—n,—n) _ .
Qx T, +iT, 4,
Q"> = To,
o _ g,

olacaktir.

o

. . . . . N rs . .
n—inci kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyonu ve Qg, ") 3 inci kisitlamasiz
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Tribonacci-Lucas kuaterniyonu baglangi¢ kosullari sirasiyla

Q(()p7r7s) = 1 —|— iTp —|—jTr + k’ZTS‘

Qgp’ns) = 2+ iT2+p + i1+ KTy,
Qép,r,s) = 3+iTK,+jTK, +KkTK;
Q™ = 1 4iTKp+JTK 4 +KTK 4

QY™ = 34iTKyyp+iTKs i, +KTKny s

olmak iizere n > 0 i¢in

Q) = Qi+l +l" 63
APns) (p.rs) (p.r.s) A (P:1s) 3.4
Qn+3 - n+2 + n+1 +Q” (3.4)

bagntilarini saglamaktadir.

(3-3) ve (3.4) denklemleri ile verilen yineleme bagintilarinin karakteristik denklemi
3

- —x—1=0

olup, denklemin kokleri (2.6) esitliginde a, 8,y olarak verilmistir.

Simdi Q,/ (Prs) ve Q,, " kuatermyonlarlnln Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlari

verilecektir.

Teorem 3.1. Q) (p.rss) Q,(f ) kuaterniyonlarinin Binet formiilleri

I +io? +ja" + ko’

B = 1+iBP+jB"+kpB’ (3.5)

IR
|
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Yy = 1+ +j¥ +ky

olmak tizere

(pors) Q(Xn+2 Eﬁn—i-Z l,,yn—i-2
O = W he T BwB Garp
Q™ = aa"+ BB +yy 3.7)

seklindedir.

Ispat. Tribonacci dizisinin Binet formiilii (2.7) denklemi ile verilmistir. Bu formiil

Tanim (3.1)) de yerine yazilirsa

QSIMM) = Tn + iTn+p +an+r + an+s
B OC"+2 ﬁn+2 },n+2
T @-B)a-y B-o)B-7  r-a)r—p)
. an+p+2 ﬁn+p+2 7n+p+2
d ((a—ﬁ)(a—Y)+(ﬁ—a)(ﬁ—1f)+(y—a)(7—ﬁ>)
] an+r+2 ﬁn+r+2 ,},n+r+2
ﬂ((a—ﬁ)(a—Y)+(ﬂ—a)(ﬁ—Y)+(Y—a)(y—ﬁ))
an+s+2 'Bn+s+2 ,Yn+s+2
“‘((a—ﬁ)(a—N<ﬁ—a><ﬁ—w+<y—a><y—ﬁ>>
n+2
- <a—g><a_y><1+iap+ja’+ka5>
ﬁn+2 1+iB? +iB" +KkB*®
By TP KA
7,n+2 1+i p—f—.}’r—i—k g)
T —p) T I kY
B an+2 ﬁn+2 ,},n+2
BRI IC R e (e LA Car [ A L

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tribonacci-Lucas dizisinin Binet formiilii (2.9) denklemi ile verilmistir. Benzer sekilde

bu formiil (3.2)’de yerine yazilarak kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyonu igin

(3.7)’deki Binet formiilii elde edilir. [l
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Teorem 3.2. Q) (pirs) kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu

QépJ?S) +x<Q(1p7r"S) _ Q(p U )) +x (Q(p U ) _ Qgp-‘rvs) _ Qépva))

l—x—x2—x3

G (x) =

seklindedir.

Ispat. Q,, kuaternlyonunun irete¢ fonksiyonu

olsun. Buradan

() = QP +2QP 4 2QP Y 4 QI +
ng(x) . szpr’ 3Q Di1S) x4Q2 J1S) +...+xn+2an’r’S n

ng(x) = x3QOP,r,s +x4Q1P,r,s +x5Qg S) 4o +xn+3Q,(1p’r’S) N
olup ¢ (x) — x4 (x) — x*9 (x) — x’%(x) hesaplandiginda

g(x)(l _x_x2 _x3) — Q(()pvr7s) _"_x(Qgp?rﬁS) _ Q(()psr7s)) +x2( (p,r,S) _ Q p rS) Q p rY )

10 (QngS) _ gpms) - Q| (psr:s) -Qy (p.r:s) R
-0 =0

elde edilir. Sonug olarak

Q(()p,r,s) +x(Q§p,r,s) B Q(()p J1,8) ) (Q (prs) Q(p s) Q(()p,r,s))

l—x—x2—x3

Y (x) =

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [

Benzer sekilde kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu asa-

g1daki sonug ile verilir.
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Teorem 3.3. ,S” ") kuaterniyonunun tirete¢ fonksiyonu

QépJ’S) +X(Q(1p7rvs) _ Q(()p7r7s)> +x2 (Qng’S) _ Qgpvrvs) _ Qépva))

1 —x—x2—x3

H(x) =

seklindedir.

3.1. Kisitlamasiz Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kuaterniyonlar: icin Baz1 Oz-

deslikler

Bu boliimde kisitlamasiz Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlari i¢in bazi 6z-

degslikler elde edilecek ve cesitli toplamsal formiiller sunulacaktir.

Teorem 3.4.

Q™) =2L,Q ") — QP (@)

Ispat. QEl 8) kuaterniyonunun tanimindan

(Qslpar,S))Z — Tnz . Tn2—|—p . Tn2+r o Tn2+s +2T, (iTn-l—p ‘I’an—l—r + an+s>
- 2Tn(Tn + iTn+p +an+r + an+s) - (Tnz + Tn2+p + Tn2+r + Tn2—0—s>
— 2Tn ’gp7r7s) _ Q£p7ra‘g) (le ,V,S))*

elde edilir. L]

Teorem 3.5. Tr(Q""™)) = 2T,

ispat.

Q’gpﬂ’as) — Tl’l _|_ iTn+p +an+r + an{»s
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*
(QSthJ)) = Tn— iTn+p _an—l-r - an+s
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

Q) (@~ o,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0
Teorem 3.6.
Qi = QP +2Q7) +3Q5” (3.8)

Ispat. ilgili Binet formiilleri (3.8) denkleminde yerine yazildiginda

Q(P7r5 + 2Q P>”S + 3Q PJS

B an+2 ﬁn+2 yn+2
B G R R B LAy L
an—H ﬁn—i—l ,},n—H
+2((O¢—B)(a—w B-a)p- wﬁ*w—a)(y—ﬁﬂ)
o B y
+3((O¢—B)(O¢—Y) BB DL ) ﬁ)f)
_ n+1 ((X2+2OC—|—3) n+1 (Bz+2ﬁ+3> ( 2}""3)
ey e I L 7 Ry I A e T
olacaktir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda
Q’(lli’;s)_Q(PJS +2QP"5 +3QP”7
elde edilir. ]

Teorem 3.7.

(p+1,r+1,5+1 (p,r,s)
Qn ) = Qn+1 —Th1— Ty
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Q£p+1,r+l,s+1) _ Q(ms)_TKn_I_TKn_2

ispat. Q,(f ) ve Q,(l ) kuaterniyonlarinin tanimindan

L1t . .
QS}’"‘ relstl) Ty +iT, 1 + 3Ty 1 K1

= (Tn-i-l —Tp—1— Tn—2) + iTn+1+p +an+1+r + KTt 145
= Tt +iTn+1+p +ili1+r t KD 14s — (Tn—l + Tn—2)

= Qfllirlﬂ —Th1—Th

ve

~ 1,r+1,5+1 . i
lep-l— rls+l) TKy+iTKyipi1 +iTKysri1 +KTKy 11

= (TKy41 —TKy 1 —TK, 2) +iTKy 14 p +iTKyy 14 +KTK 14
= TKyr1+ iTKn+1+p +jTKn+l+r +KT Kyt 145 — (TKn—l + TKn—Z)

— QP _TK, | —TK, »

elde edilir. n
m, n negatif olmayan tamsayilar ve (2.6) denkleminde verilen o, 3,y degerleri i¢in

C, = ao"B"+ o"y" + B"y" olmak iizere Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayilar1 ara-

sinda

Tm+n = TuwTKy—Tp—nCn+ Tn-2n (3.9)
TKyin = TKnTKy—TKnnCo+Conm (3.10)
Tn+2m = TKnThim—TK-nTh+ Th—2m (3.11)

iligkileri vardir, [[29/60]]. Buradan Q,(lp ) ve Q,(lp ") kuaterniyonlar i¢in de bazi 6zdes-

likler elde edilir.
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Teorem 3.8. C\7"*) —

=2n—-m ~—_

Con—m +1iCop—m—p +iCopn—m—r +KCoy—y—s olsun. Bu durumda

Q) = QIITK, QG+ Q) (3.12)

foir;) _ ~Sr117rv TK, — QPrs Co+Cop i (3.13)

Qlon = TK.QL ~TK Q™ + Q5. (3.14)

Qh = Lo Q™ (Tu s+ T ) QL + T 1 Q5 0> 0m >3 (3.15)
elde edilir.

Ispat. Oncelikle (3.12

0zdesliginin ispati verilecektir. Q

p77
m-+n

ve (3.9) esitligi kullanildiginda

Q(pvrvs)

m—+n

elde edilir.

Benzer sekilde Q

m+n

Q(p7r7s)

m-+n

Tnin +1iTnin+p +iTntntr + KDpinss

(TnT Ky — Tn—nCn + Tu—20)

Hi(TntpTKn — Tt p—nCn + Tt p—2n)

+J(Tn+rTKn = Tnr—nCn + Tnr—2n)

+K(Tn4sTKy — Tyt s—nCo + Topps—2n)

(T + T p + i Tty + KTss) TK,,

—~(Tnn +iTp i p +iTn—nir + KD nis)Cy

+(Tn—2n +1Tn—201p +3Tn—201r + KTp2n+s)
PR, — QY C, +QP)

m—2n

kuaterniyonunun tanimi ve (3.10)) esitliginden

TKm+n + iTKm+n+p +jTKm+n+r + kTKm+n+s
TKnTKy, —TKy—nCp+ CZn—m
+i(T Ky pT Ky — TKip—nt pCr + Canm—p)

+j(TKm+rTKn —TKn—n+Cp + C2nfm7r)
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+K(T Ky sTKy — TKyp—py5Co + Conn—s)
= TKu(TKn+iTKpp+iTKpsr + KT Kprs)
—Cu(TKpn AT K+ 3T K r + KT Koy i)
+Conm +1Con—m—p +JCon—m—r + KCop_n—s
= TK,QP"™ -, QP 4 clrrs)

=2n—m

ozdeslik (3.13) elde edilir.

Diger taraftan Q,° (p.r ’ kuaterniyonunun taniminda (3.11)) yerine yazildiginda

Q(p7r7s)

niom = Tnvom + 10 prom + Tt r+om + Ky s1om

— TRy Ty —TK Ty + Ty om
H(TKnTot prm— TK-mTovp + Tusp—2m)
i (TKnToirim —TK Ty r 4 Ty r—2m)
K(TKnTvs1m — TK mTnis + Tos—2m)

=2 TKm(Tn+m + iTn+p+m +ilatr+m + an+s+m)
~TK (T +iTp + §Tsr + KT s
+T—om +iT—2m+p + 3 Th—2m+r + KTh—2m+s

= TK,Q/ —TK Q"™ + Q%)

sonucuna ulagilir.

(3.15) 6zdesliginin ispat1 m iizerinden tiimevarim ile yapilacaktir. m = 3 i¢in

QLY = 1l + (my+1)QT + 1:Q5
QL = @420 +20)%
J— (p rs p7r’s p7r7s p rS p7r’s
- Q +Qn+l Qn+2 Qn—|—1 Qn+2

. (p,n,s) (p,ns) (p,1s)
- n+3 +Qn+2 +Qn+1
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esitlik saglanir. Esitlik her m < k icin

lel;il — T,Q" )+(ka3+Tk72)Q,(£rfS) + Ty 1ini;s

dogru olsun. m = k+ 1 icin esitligin dogru oldugunu gosterelim.

Qki;raiz = Qk{?ﬁ;’L + lel;r{s + Qki;s 1
— T 2QY" + (s + Tk—Z)Q,(firfS) +Ti— lQn’iﬁs
+T—3Qx () + (Ti—s + Tk—3)Q,(l+1 9 4 Ti— ,j;;‘
+T_4QP ™) 4 (Ti—s + Tk74)QEfiTS) + T 3Q,fﬁ£s
= (Ta+ T3+ T g)QP")
(T3 + Toa+ Teea + Ties + Tios + Trg) QY
(Tt + T2+ Tk_s)Q,(le“"

= QP + (Ta+ T)Q) + TQYS.

Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Simdi Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlarinin sonlu toplamlarina dair ce-
sitli 6zdeslikler verilecektir. Elde edilen 6zdesliklerde p = 1,7 = 2,5 = 3 alindiginda
Teorem [2.1| deki 6zdesliklerin elde edildigi goriilmektedir, [1]].

Teorem 3.9.

n (p rs) nll;s +Q p rS + Q(()parvs) _ Qépva)

Y Q7 = 5 (3.16)

Ispat. Ispat n iizerinden tiimevarim ile yapilacaktir. n = 0 icin

sy _ Q™+ QY 4 Q" — Q™
Q™) = '
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saglandig1 goriiliir. n = m i¢in dogru oldugu kabul edilsin, yani

m e QU Q) QP - QY
Y QM = :

k=0

olsun. n =m+1 igin

m+1

ZQk ™= ZQk "

(p,ns) (p,rs) J1S) (p,1s)
mi2 TQm "+ Qo -Q; (por:s)

- 2 + Qm+1

prs p,rs 7}"75 prs ,rs p,rs
_ Q" Q0 + Q"+ — QP+ Qi

2

p rs p’rs 7r7s (p7r7s)

_ Qs T Q"™ -
2
elde edilir. Boylece ispat tamamlanr. [

Teorem 3.10.

$ o QY+ - Qi+ ™
2

ispat. (3.3) yineleme bagitisindan,

Q- = o+l
denklemleri elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa toplanip gerekli islemler yapildi-
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ginda

QQZii . Q(pms) _ 2<Q(p7r,s) + +Q (p, rsJ) Q (p,1s) Q (p,r,s)

(.

n (prs)
Z:k:O Q2k

n ( ’r7s) B Qzl:l_::‘i‘ _|_ an,r,s) _ Q [777’75 _|_ Q ]J rS
£ oy - :
k=0

elde edilir.

Teorem 3.11.

p7r7s p rs (p7r’s) (p7r7s)
(prs) _ Qopn Q0 +Q7 — Q)
Z Qi1 = 5

Ispat. (3.3) yineleme bagintisindan

(p,rs) (p,ns) (p,hs) (p,n,s)
Q" +Q; = Q" -Q;

(p,rs) (p,rs) (p,r.s) J1,S)
Q3" +Qs = Qg - Q|

JTS) J18) ) X))
Qp +Q7 = Qp Q(,

QY+ = Qz';i; -Q5"
yazilir. Bu denklemler taraf tarafa toplanip gerekli islemler yapildiginda

ns) r,s 1S (p,n,s) (p,ns)
2 Z Q2i+1 = Q2ﬁ+2 +Qzl:z+1 +Q"" - Q)

Lt T, ( 7r7) ( ar~,~)
ZQ prs)  _ Q2Z+; QZI:H-T +Q,"" —Q
2k+1 2
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elde edilir. n

Teorem 3.12.

(p,hs) (p,ns) (p,hs (p,ns)
QO - Q + Q3n+2 Q3n
2

< IS St r,Ss r,s 3
Yo = ¥ oo

k=0

Ispat.

ZQprs _ Q(p,rs +Qprs +Q6 ,rs+ +Qprs

_ Q(p,rs +Qprs +Qp,rs +Q2 J1S) +Qprs +Q4(; ,r,s)+Qg J1S)

Q3p,),.x QP”X
QY QP 4 QP o Qi Qs’Z’r’E Q5"
Q(prs Qprv)
rs rs HEy
ZQP = QU™+ Z Q

elde edilir. (3.3) yineleme bagintisindan

Qgp,r,s) _ Q (p,n,s) ‘|‘Q (p,r,s) +Q (p,r,s)
Qgpans) — Q p r‘ +Q2 ,}"7S _'_Q]P:T?S

prS o p,rs p,r,s prS
Q37 = Q3,5 +Q3,77 +Q3,7

denklemleri elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa toplanip gerekli islemler yapildi-

ginda

3n—1 3Q(()p,r,s) _Q (p,ns) +Q3p r; Q (p,rs)
$ 0w o o - o
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ispat tamamlanmis olur. [

Teorem 3.13.

o _ Qunt) Q™ 4300 @
ZQ41<
k=0 4

Ispat. 1b yineleme bagintisindan

Qprs _ Q3 J7,S) +Qprs +Q§p,r7s)
Qprs _ Q7 J18) +Qprs +Q§ )

o = Qb valr
yazilir. Bu denklemler taraf tarafa toplanip gerekli islemler yapildiginda
2ZQP}’S ZQP}’S‘ +QO,F7S (3.17)

elde edilir. (3.16) esitliginde n — 4n indis degisimi yapildiginda

17 bAl) (77)
ZQPH) Q41:H}:; Q ) +Q0 ) szrs
2

yazilabilir. Bu ifade (3.17)) denkleminde yerine yazilirsa

n e QT QP 43 — QY
) Q ;
k=0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanr. O

Simdi Tribonacci sayilar1 kullanilarak yeni say1 dizileri ve tamimlanan say1 dizilerini
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bilesen kabul eden yeni kuaterniyon dizileri tanimlanacaktir.

Uy = T,.1+T,—2;Uy=U1 =0 (l’l > 2)
dizileri ele alinsin. Buradan
n
) Ui=Tp1—1
k=0
oldugu goriiliir, [42,55]. Bu diziler yardimiyla

R = Ry+iRupp+jRupr +KRpps

u}(lpvras) — Un+iUn+p+jUn+r+kUn+s

(3.18)

(3.19)
(3.20)

kisitlamasiz kuaterniyon dizileri tanimlanabilir. Tanimlanan kuaterniyon dizileri i¢in

de baz1 toplamsal 6zdeslikler yazilabilir.

Teorem 3.14.

Z L[](varvs) — u(()p-‘rvs) _l_ﬂgpvns) _|_ . +Ll’(,lp7rﬂs)

= (Uo+iUp+jUr +kUy) + (U1 +iUp+1 +jUrs1 + kUg1)

+...+ (Up +iUpsn + jUrpn + kUs1p)

= (U+U+..4U,) +i(Upy+Upri1 +... + Uptn)

+jU,+Upp1+ ..+ Upiy) + KU+ Us 1 + ... + Usyy)
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(3.18) esitligi denklemde yerine yazilirsa

Y 4P = (Tt — D) Hi[(Tapi — 1) — (T, — 1))
Hil(Toprer = 1) = (T = D]+ K[ (Gr = 1) = (L= 1)]
= (Twr1 +iTtpr1 +iTor+1 +KDg1) — (iT, + T +KT5) — 1
= ol -0l -1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.15.

Yo = Q20 Qi 20

Ispat. 9%51 ") Kisitlamasiz kuaterniyonu li ve R,’in tanimlar1 kullanilarak

n n

k=0 k=0

n n

= Y BT —T)+i ) BTiyip — Titp)
k=0 k=0

n n
+J Y BTesr4r = Tewr) +K Y 3T 145 — Tirs)
=0 k=0
n

= 3 Y (Tt +iTs14p + i1 4r +KTis145)
k=0

= Y (T +iTisp + jTosr +kTips)
k=0

n
- 3 lej_;s Z Q (p.1.s)

k=0
_ 2(Qgprs +Q2 1) T +Qprs )+3Qn[jriis —Q(() 1)
_ 2(Q(() S) —|—Q (p,r:s) 4+ +Qprs )+3Qnﬁ_rls 3Q(() 1S)

p}’S p,r,y prs p}’S

2 n+1

= Q7 +2Q -2 -
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 3.16.

zn: Q(p,r,s) _ ﬂﬁlljrvgs) -I-il (p, rs +QO ) Qgpms)
¢ 2

k=0

ispat. (3.16) denkleminde Q""" + Qn’lgs = ﬁl’_’#;’s) —Hl(p 7s) oldugu gosterilecektir.

QP+ QUL = (T4 3T, +1T1)

_|_

(T2 + T2+ p +iTuso+r + KD 1s)

(Tn i Tn—|—2) + i(Tn+p + Tn+2+p) +j(Tn+r + Tn+2+r)

+

k(Tn+s + Tn+2+S)

(Tn + 11+ Tn+1 =+ Tn)
—_———  ——
Unt1 Uni2

i i(\Tn+p iy Tn+p—14+?n+p+1 + Tn+p2

-~ -~

Unti4p Unt21p
+ j(\Tn—O—r + Tn-l—r—lj'i‘\Tn—Q-r-i-l + Tn—i—r)/
Unrm Un:—;-r
+ K(Thys+ Tnjs—1+Tngsi1 + Tn+s)1
Uniiss Uniais
- ey
Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Teorem 3.17.

Z ﬂ (p,1,s) an,r,s) o Q(()p,r,s) _'_u(()p,r,s)
k=0
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Ispat.

iupars — L[(prs) +u(prs)+u(p7r,s)+ _|_u(prs)
k=0

_ L[(()p,r,s)_l_u(()p,r,s)_|_u§p7r,s)_*_}vé ,r,s)+ugp,r7s) _l_u‘(lp,r,s)_'_ugp?r,s)

(p,r,S) (p.r.s) (p.1s)
(p,r,s) 3nzl (p,r,s)
— L[ ) + Ll )
k=0

Burada Esitlik (3.20) yerine yazildiginda

3n—1
_ u(!’;rs + Z Uk+lUk+p+JUk+r+kUk+S)
k=0
s) 3n—1
_ gl Z (i1 + Ti2) +i(Ti 14 p+ Ti24p))

3n—1
2 Z (Te—14r + Ti—24r) T R(Te145 + Ti—2+5))

3n—1
= u(p’r’s + Y (T +iT—14p + 3Tk 14 + K1 45)
k=0
3n—1
+ Z (kaZ + iTk,Qer +ka72+r + ka72+s)
k=0

3n—1 3n—1

— prS+ZQPi’S+ZQPl’S

(p,hs)

elde edilir. Esitligin sag tarafina ):3" ! Q; eklenip ¢ikarilirsa

iuprs _ p,rs +3nZlQ D,1,S) + Z Q prs + Z Q prs 3nZ_IQ](€ J1,8)
k=0 k=0
3n—1 3n—1

— pJ,S + Z Qkﬁj}is Z Qk ,rs

Q3n7r7s Q p rs +u p,r,s)

sonucuna ulagilir.
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Teorem 3.18.

ispat.

n
Z L[(pJ’S)
3k+1
k=0

olup istenen sonug elde edilir.

Simdi Qn .

Teorem 3.19.

n
p.hS)
Zu3k+l
k=0

—

P u§p7r75)
=y
. ugp J71,S)

_ pns)
= Q3

ve Q=

R

— uﬁ” ) 4 uf{’ ) 4 LL(7 ) 4 ug’,’lﬁ)

R R R T

3271 L[](CPJ )

k=1

3n

Z u]((p,r,S) y u(()pm)
k=0

3n
w(P) — 9P £ Y (U + iU + iUk + KUp)

k=0

P”Y +Z(QP7"S _|_QP7”Y>

L)

prs+2( p,rs p,r,s +Qprs QpJ'S)

k=0
3n
p r,s) (p,n,s) PJ 5)
+ ( k1 >
k=0

Q(p 18) + u(lp r.s) u(()p,r,S)

kuatermyonu icin bir lirete¢ matrisi elde edilecektir.

Q (p,r,s) Q]p 1) Q(()p,r,s) Q (p,n,s) QO J1,8) Qgp,r,s)

Q(()p.,r,s) Q (p,ns) Q (p,rs) Q(lp,r,s)
(p,ns) (p,ns) (p,ns) (p,ns)
Q; Q" +Q; Q;
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olsun. k > 2 i¢in

elde

edilir.

Q p,}",S

QUk = Ql(cpvrvs)

oy’

Q[)rs +Q PJ’S QI(varvs)
Q (p,r.s) Q p,rs) Qki,i]’s

(p,r,s) (p,r,9) (p,1s)
Qi +Qy Q>

Ispat. Ispat k iizerinden tiimevarim ile yapilacaktir. k = 2 igin

QU =

Q§p7r7S)

Qé J1S) Qprs _{_Qgpms) Qg J18)
Qgp,r,s) Qprs +Qgp,r,s) Q (p,ns)

Qgparvs) _ Q(p7r7s)

1
Q(()pJJ)
Qépm)

Qgpm)
Qgp7r7S)

Q(p,r,s)+Q(() 1)

_ Q(()p7r7s) Q§p7r7s) i Q(pvrvs) Q(p7rvs)

0 1

Qng,S) _ Qgpvrvs) Qgpvns)

Qé 7r,s)_’_(l(lp,r,s) Qgp,r,s)
Qgpﬁrvs)_}_Qé 7/‘,S)
Qé ,r,s)+Q(1p7r,s)

Qg )

dogru oldugu goriiliir. k i¢in dogru oldugu kabul edilsin, yani

QUt =

dogru olsun. Buradan

Q p,r,s) Q (p, rs +Q p,rs) Q (p,n,s)
s JTS) (p,ns) rs)
Q"™ Q™+ Q]

(p,1:s) (p15) ) 2
Qk+1 QY +Qk Qs

QUk+1 — QUkU
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Qpl"S

Qp,rs +Qprs +Qprs

Q p T, S _|_ QEPJ’S) + Q(()p>r7s) ngpa’?S) + Qgp7r7s) _|_ Q(()prs) 2Q2P>"75 _|_ 2Q1Pa”75 + QOP7"75




o Q) vy
= | Q””+Q”“
Qo+
-Q,i QP Q” )
= [ Qe

pJ’S p rs p I‘S
Qk+2 Q. +Quy

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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4 . KISITLAMASIZ TRIBONACCI ve TRIBONACCI-LUCAS
KUATERNIYON POLINOMLARI

Bu boliimde Tribonacci ve Tribonacci-Lucas polinomlari kullanilarak Tribonacci ve
Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomlarinin bir genellemesi tanimlanmig ve bu poli-

nomlarin baz1 6zellikleri elde edilmistir.

4.1. Kisitlamasiz Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kuaterniyon Polinomlarimin Bazi

Ozellikleri

Tanim 4.1. Kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomu ve kisitlamasiz Tribonacci-

Lucas kuaterniyon polinomu n > 0 i¢in

O™ (x) = Tu(x) +1Tip(x) +Tse(x) + KT (x)

oy (x) = tn(x) +itntp(x) +jtnsr(x) + Kinss(x)

seklinde tanimlanir.

p =1, r=2ve s =3i¢in klasik Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinom-

lar1 elde edilecektir, [44].

Teorem 4.1. Kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomu ve kisitlamasiz Tribonacci-

Lucas kuaterniyon polinomu baslangi¢ kosullar1 sirasiyla

O™ (x) = iTy(x)+iTr(x) + k()

OV (x) = 14iTi1p(x) +iTir(x) +KTi15(x)
O™ (x) = x+iTyip(x) +Tarr(x) + KTais(x)
O™ (x) = 3ity(x) + i (x) + kts(x)
O™ (x) = @it yp(x) + it e (x) + ki 5(x)
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O™ (x) = (¥ +2x) +itysp(x) + o (x) + Koy ()

olmak iizere n > 0 i¢in

0V ) = 2L ) +20l) (x) + 0 () (“.1)
OV ) = 2ONE () +2005 (x) + 08" (x) 4.2)

bagintilarin1 saglamaktadir.

ispat. Oncelikle (4.1) 6zdesliginin ispati verilecektir. Q""" (x) kisitlamasiz Tribo-

nacci kuaterniyon polinomunun tanimi ve (2.10) esitligi kullanildiginda

0% = 2O @) +x0 (1) + 0 ()
= (T2 (x) +iT424p(x) + i Tni250(x) + KTp0(x))
+ (T 1 (%) + 1T 14p(X) + j Tt 140 () + KT g 145(x))
+( Tu(x) +1T04p(x) +Tn4r(x) + KTi5(x))

= szTn+2(x) +xT,41 (x) + Tn(x))/
Tn+3 (x)
+i \(szn+2+p (X) +xTq14p(x) + Topp (x>),

-

Tn+3+p (x)

+j £x2 Tioar(x) +xTi110(X) + Tgr (x)l

v~

Thy34r(X)

+k£X2Tn+2_‘_S (X) +XTn+1—|—s (X) + Tn+s (X)l

-~

Ty 34s(x)

= Tpi3(0) +iTh431p(x) +JT34r(x) +KT434(x)

= 05

elde edilir.

Benzer sekilde 07" (x) kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun ta-
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nimut ve (2.17) esitligi kullanildiginda

0.5 = P05 W) +x0) () + 0 ()
= P (tys2(x) +itnr24p(¥) +itns24r(X) +Ktniois(x))
A (tp41(x) it 14p(X) + 3t 140 (x) +Kinp145(x))
(1 (0) 4 it () + Jtse (6) + K5 ()

= (Plyya(x) + Xyp1 () +1a(x))

v~

tn+3(x)

~~

tn+3+p (x)

+j sztn+2+r (x) + Xlp+14r (x) +Intr (x) ),

-~

ta34r(X)

+k\(x2tn+2+s (x) T Xl 1+s (x) +Ints (X)J

-~

tny3ts(X)
= tny3(%) F ity 31p(x) Fitnr3r(x) Kty 3is(x)

= 0L (x)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. ]

(4.1) ve (4.2) denklemleri ile verilen yineleme bagintilarinin karakteristik denklemi
(2.11)) denklemi ile aynidir ve denklemin kokleri (2.12)) esitliginde o (x), wy (x), w2 (x)

olarak verilmistir.

Simdi Q) (pirs) (x) ve Qﬁlp ") (x) kuaterniyon polinomlarinin Binet formiilleri ve iireteg

fonksiyonlar verilecektir.

Teorem 4.2. Kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomunun Binet Formiilii

IR
|

1 +ia?(x) +ja’(x) + ka'(x)
wi = 1+iw](x) +jw](x) +kwi(x) 4.3)

wy = L+iwh(x) +jwh(x) + kws(x)
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olmak tizere

Prs) () = aa" ! (x) wiwi ™ (x)
O = @ ) @l wal) ) — ) 1 ) — wa )
waws ™ (x)
T )~ @) () — wi () (4.4)
seklindedir.

Ispat. Q,(,p ) (x) kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomunun tanimi ve (2.15

Tribonacci polinomunun Binet formiilii kullanildiginda

Q’(1p,r,s) (x) =l (x) + iTn+p ()C) +jTir (-x) + KT, 15 (x)

_ @ () .\ Wi ()
(or(x) =wi(x))(0e(x) —wa(x)) — (wi(x) — a(x))(wi(x) —wa(x))
Wn+l (x)
+ 2
(w2(x) — a(x)) (w2 (x) —wi (x))

' o () WP (x)
i ((a(x) ) @) - wal) | ) — @m0 —w(x)))

w2 (x) = &(x)) (w2 (x) —wi(x))

. a7+ (x) Wit ()
i ((a(x) “wn () (@) —wa() | (i) — ) (wi () —w(x)))
) ((w(x) () (w2l - wl<x>>>

+

ik an+s+l (X) W?+s+] (x)
(a(x) —wi(x))(0(x) —wa(x)) — (wi(x) — ot(x))(wi(x) — wa(x))
K Wg-O—s-H(x)
L G = 2 n ) —m (@)
_ an+1(x) (1+-ap( )+-ar( ) kOCs( ))
T al) —wi o)) (@) —wa(x)) LTI + ko' (x
W (x
+(W1(x)—a(x;)(vf;l)(x)_Wz(x»(1+iw’f(x)+jw{(x)+kw{(x))
Wn+1 X
- a<x§><v(vz)<x> TGy U W2 () e () + kv ()
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1
_ OCn+1 (x) - ert—i- (x) N

(@) =wi () (@(x) =wa(x)) ™ (w1 (x) = &(x)) (w1 (x) = w2 (x)) =
_|_

(w2 (x) = &(x)) (wa(x) —wi(x)) =

elde edilir. n

Teorem 4.3. Kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun Binet formiilii
O™ (x) = ot (x) + wiwh (x) + wawh(x) (4.5)

seklindedir.

Ispat. Q~,(1 ") (x) kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun tanimi ve

(2.18)) Tribonacci-Lucas polinomunun Binet formiilii kullanildiginda

O™ (x) = 1(x) +itnsp(x) +tnsr(X) + Knps(x)
= o (x) +wi(x) +ws(x)
Hi(a" P (x) +w P () +wh P (x)
+i (o (x) + Wi (x) + wh T (x)
(0" () 4+ WIS (x) + Wi ()
= o"(0)(1 +ia?(x) +jo (x) + ko (x))
AW () (1 +1w] (x) + jw] (x) + kwj(x))
W) (148 () 4w (x) + Kows ()
(

= Q0" () + W)+ waw(v)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmisg olur. L
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Teorem 4.4. Kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomunun iirete¢ fonksiyonu

_ e _ Qé””’s><x>+<Q5”“<> 20" (x))y

== (1—x2y—xy? —y?)

(05" () = 20" (x) —xQ"™ (x))y
(1—x2y —xy* —y?)

(4.6)

+

olarak elde edilir. (4.6) denkleminde x = 1 alindiginda baslangi¢ kosullar1 7o = 0,7 =

1,7, = 1 olan Tribonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir.

Ispat. Kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomunun iirete¢ fonksiyonu

&(y) = 0™ (1) + 301" (1) + 0" (x) + .. +y" Q") (x) + ..
olsun. Buradan

xzyé(y) — x2 Qépvrvs)(x)+x2y2QgPJ7 ( )+ +x2yn+] (p,r7 )(x)+
026() = 0200 () + 1020 (1) 4+ 2O (x) + ..

Y60 = o @) +y* 0 @)+ 4y O (1) +
olup &(y) —x*yB(y) —xy*&(y) — y>&(y) hesaplandiginda

(1=2y = )6 (y) = 0§ (x) + (O™ (x) = Q"™ (x))y

H(O (x) = 2™ () — 2™ ()

+ (0™ (x) = 20 (x) = x@P) (x) — Q™ (1)) P + () + () +oon
) 5 -y X

elde edilir. Sonug olarak

O™ () + (01" () ~ 2O )y
(1=x?y —xy* = %)
(@) 0™ ) — 0™ ()
(1=x?y—xy* =%

S(y)

+
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bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur. ]

Teorem 4.5. Kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun iirete¢ fonksi-

yonu

= o 00 @)+ (07 @) - 20 )y
P (1=x%y —xy? —y3)
(05" () = 201" (x) = xOf" (x))y
(1—x2y —xy2 —y?)

+

olarak elde edilir.

Ispat. Kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomu icin iirete¢ fonksiyonu da

benzer sekilde ispatlanabilir. [

Teorem 4.6. m > 2 i¢in kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomu {Qni:,,s (x) }nz0

i¢in iirete¢ fonksiyonu

Guim(y) = ZQniZf (4.7)

Sn J(0) + QP () + 00" (x >]y+<Q<”“><x>>y2
l—xzy—xy -3

ve kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomu {Qni;f (x) }n>0 igin treteg
fonksiyonu
Snem(y) = Z OV (x (4.8)

%’”< )+ ROP") () + 0 ()] + (O (x))y?
1—x2y—xy? —3

olarak elde edilir.
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Ispat. in_tnf (x) kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomunun iirete¢ fonksiyonu

Q5n+m()’>: (pJS)( )+me+1 ( )"‘)’ Qm+2 ( )+ -ty Q;fJ:ns( )"‘

olsun. Buradan

BySuim(y) = 2yOF (x) + 22200 () 4 o 42 HOLT) () ..
2Guim(y) = 0208 (@) +x2 QP () + .+ 2OW) () + ..

V&umy) = YO )y 0V () 4 4y OL ()
olup &, (y) = X2yE i m(y) = x7* G pym(y) — ¥’ G ym(y) hesaplandiginda
(1= 22y =537 = y)Bim(y) = O™ (x) + (L) (x) — O™ (x))y
O (1) QLY (x) — 20 (x))y?

HONE @ PR () 20 () = O )y o () + () A
-0 =0 =0

elde edilir. Sonug olarak

Spim (Y>

OF™ () + (@) - 20 )y
(1—x%y—xy*>—y3)
(0% (x) - 2an’ff (x) — X0 (x))y?

(1—x2y —xy? —)3)

+
bulunur. (4.1)) yineleme bagimtisinda n+3 — m+ 1 indis degisimi yapildiginda
(Pr8) (o 2APn8) N ~(prs) (pors)

O (X) =x0m 7 (x) = xQ,, "1 (x) + Q,, 5" (%)

elde edilir.

0" () + QP () + QP )y + (@7 (x))y?
(l—xzy xy —y)

Sptm (y) =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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1| 0zdesliginin ispati i¢in Q,(ip ) (x) kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon po-

linomunun Binet formiilii (4.5) toplamda yerine yazildiginda

Z O (" = Y (@@ () + waw 7 (x) + wawly " (x))y"

[

— ga"(x io<a<x>y>" @) Y (w1 (e)y)”

bulunur. Buradan gerekli iglemler yapildiginda

Z O,fi) (x
Qa’"( )1 =wi(x)y) (1 = wa(x)y) +wiw' () (1 — a(x)y) (1 —wa(x)y)
(1= o(x)y) (1 =wi(x)y) (1 —wa(x)y)

p waws' (x) (1 — ot (x)y) (1 —wi(x)y)
(1= a(x)y) (1 —wi(x)y)(1 —wa(x)y)

0™ (x) (1= wo(x)y — wi (x)y + wi (x)wa(x)y?)

(1—ot(x)y) (1 —wi(x)y) (1 —wa(x)y)

wiw (x) (1 = wa (x)y — 0t(x)y + 0t (x)wa (x)y?)
(1= ot(x)y) (1 —wi(x)y)(1—wa(x)y)

wawl () (1 — w1 (x)y — a(x)y + a(x)wi (x)y*)
(1= a(x)y)(1 = wi(x)y) (1 —wa(x)y)

o™ (x) +wiwT (x) + wowy'(x)

(1= a(x)y) (1 =wi(x)y)(1 —w2(x)y)

oo™ (x) (=wa (x) —wi (%)) + wiwf' (x) (—wa(x) — or(x))]y

1
* (1= () (1= w1 () (1 — wa(x)y)
L b)) — ey
(1= () (1 — w1 @) (1 — wal)y)

| (o (Jwi(x)wa(x) + wiw] 1) o (x)wa(x) + wows' (x)a(x)wi (x))y?
(1= a(x)y) (1 =wi(x)y)(1 —w2(x)y)
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) () + 0L () + 08 )y + (087 (x)y?
1—x2y —xy? — 3

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 4.7. n € N i¢in kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomunun {iistel lirete¢

fonksiyonu

oo Qgp,r,s)(x) 0 ga(x)ea(x)y N mWl(x)ewl(x)y

= T (el - wi) (@) —wa) | (i) — a(0)) (w1 (x) —wa(x)
N ﬂwz(x)e”’?(x)y

(w2 (x) = &(x)) (w2 (x) = w1 (x))

ve kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun iistel iirete¢ fonksiyonu
oo AP r,?)
y O () i _ oy |y 1005 4y w2

olarak elde edilir.

Ispat. QE{’ ) (x) kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomunun Binet formiilii (4.4))

kullanildiginda
= or Y, o (x) = (au(x)y)”
Z T (e - ((X(x)—wz(x))n;) n!
wiwi (x) (w1 (x)y)"
@ = e —wa@) &l
wawa(x) (w2 (x)y)"
@ e ) &
- (X(x(x)ea(x)y N mwl(x)ewl(x)y
(o) —wi(x)(o(x) —wa(x)) (Wi (x) — oe(x)) (wi (x) —wa(x))
N wyws (x)e?2 (X
(w2 (x) — a(x)) (w2 (x) —wi(x))
elde edilir.
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Q,(f ") (x) kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomunun Binet formiilii 1)

toplamda yerine yazildiginda

i <””><> _ ¥ (@)t (3) i)
n=0 n=0 n!
o (a(x)y)" wi (x wa(x)y)"
B SN CIE S S CUIC I S CEICTR)
n=0 n n=0 n: =0 n:
= @O 4y Y 4y W)y
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Teorem 4.8. Kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomu ve kisitlamasiz Tribonacci-

Lucas kuaterniyon polinomu zn > 0 i¢in

Z Z ( )( )X"*ka’iﬁ( ) = 0@ (4.9)

=0m=0

y fo (k)( )X" o) = O™ () (4.10)

k=0m=

bagintilarini saglamaktadir.

Ispat. Oncelikle (4.9) 6zdesliginin ispati yapilacaktir. Qn ) (x) kisitlamasiz Tribo-

nacci kuaterniyon polinomunun Binet formiilii (4.4) kullanildiginda

(e
(o) () (- T )
w Wk+m+1
W) <<W1 R wz<x>>)

k o W2W§+m+1( )
() <<wz<x> () (w20) —wy <x>>)
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M= IDM=
M=~ 'iM”

T
o
i
o

- -
1= ID-3=
01~ 1D~

Q N\

T
=)
3
|
o

T
=)
3
I
o



- aalx) v (" xo(x) + 2o (xo))k
 (o(x) —wi(x) (a(x)—wz(x))];(k)( o(x) +x"a”(x))
MWI(x) y (" o () x2w2 (x))K
+(W1(x)—(x(x )(W1(x)—w2(x))k§‘b(k)( 1(x) +xwi(x))
ﬂwz)C) y (" o () 4+ x2w2 (x))k
T —ak) (Wz(x)—wl(x))k;o(k>( 2(%) +x"wa(x))
- Q(X3n+1(x) y w Wil3n—|—1(x)
(a(x) —wi(x)(a(x) —wa(x)) ~ (wi(x) — o(x))(wy (x) —wa(x))
wawy" ™ (x)
_I_ R
(wa(x) — at(x)) (wa(x) —wi(x))

elde edilir.

Ozdeslik (4.10) icin 0" (x) kisitlamasiz Tribonacci-Lucas kuaterniyon polinomu-

nun Binet formiilii #.5) toplamda yerine yazilirsa

n k k ~(prs
£ 2 (o) (et

= 53 (1)(5) e ) ok ek o)

k=0m=0 m

= Y " XX x22xk w y " XWX x2W2xk
o} (1) o + 2 e B () om0 2o
w Y " XWX XZWZX k
rn ¥ () Govale) +230)

= aa¥(x)+ wlw?”(x) + wzw%"(x)

= 05"

bulunur. [l

58



Teorem 4.9. x € R — {—1,0} ve §(x) = x?> +x olmak iizere kisitlamasiz Tribonacci

kuaterniyon polinomu i¢in toplam formiilii

1S 1 rs 1S r,s
Y oW = 55 (AR5 + -0 0+ )

1
5(x)

(0™ )+ (1= () + 0 (x))

seklindedir.

Ispat. Q,(lp ) (x) kisitlamasiz Tribonacci kuaterniyon polinomunun tanimi kullanildi-

ginda

YOl = Y)Y T+ Y T +kZTl+s (4.11)
N — IT:)(Ex)+T1(xl)_i Tz(x)+T3(l;)0+...+T,,()

H(Tp () + Tps1(X) + Tp2(x) + o+ Tpin (%))

HI(T- () + T () + T2 () + -+ Trn())

R (T3 (0) & i1 (6) + T2 (2) + oo+ Ty(x)

yazilir. @.TT)) esitliginde indis degisimi yapildiginda

n p+n r+n s+n

ZQprs ZTZ +IZTI(X)+-]ZTZ(X)+1(ZTZ(X)
I=p I=r I=s

=0

elde edilir. Diger taraftan
Z Ti(x) = 575 (T2 () + (1 =) T () + Ta(x) - 1)

seklinde yazilabilir, [44].

ptn ptn

1
Y 1) =Y 1) Y 1)
I=p =0 =0
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oldugundan

p+n

Y0 = 7 (e 2) + (1 =)o (1) + Trg() = 1
=p
~ 577 T 00+ (1=, (0) + Ty (9= 1)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilip (#.11)) esitliginde yerine yazildiginda

ég,“’“)(x) - g)w)+i§0m,,<x>+jl:i0mr<x>+kl:ioms<x>

- ﬁ(Tn+z<x>+<1—x2>rn+1<x>+rn<x>—1)
i (Toep 2+ (=)o () + T p0) = 1)
—iﬁ (Tt (1) + (1= )Ty () + Ty (x) — 1)
+j% (Tt rs2(3) + (1 =) Ty 1 () + T () — 1)
i3 (T 0+ 1=+ T (9 - 1)
+k$ (Tosr2(6) + (1= )Ty 1 () T () — 1)
—kﬁ(7;+1<x>+<1—x2>n<x>+n_1<x>—1)

= 5 (00 W+ (=200 + 00 w)

1 7,8 s S
50 (@ @+ (120" )+ 01 )

olarak bulunur.

60



S . TARTISMA VE SONUC

Kuaterniyon dizileri ve bu dizilerin cesitli 6zellikleri bir¢ok arastirmaci tarafindan in-
celenmigtir. Bu dizilerin katsayilar1 genellikle karakteristik polinomu ikinci derece-
den olan say1 dizilerinden secilir. Karakteristik polinomu {iciincii dereceden olan say1
dizilerinden en 1iy1 bilinenlerinden birisi Tribonacci dizisi olarak adlandirilir. Son za-
manlarda, Tribonacci sayilarindan segilen bilesenlere sahip kuaterniyonlar da dikkat
cekmistir, [1,37,43,44,)55]. Bu yiiksek lisans tezi kapsaminda katsayilar1 Tribonacci
ve Tribonacci-Lucas say1 dizilerinden keyfi olarak secilen kuaterniyon dizileri genel-
lestirilmis Fibonacci kuaterniyon dizileri i¢in benzer formlar1 alan makalelerdeki fi-
kirlere dayanarak tanimlanmigtir. Tanimlanan bu dizilerin baz1 6zellikleri verilmis ve
cesitli 6zdeslikler elde edilmistir. Ayrica Tribonacci ve Tribonacci-Lucas polinomlari
kullanilarak Tribonacci ve Tribonacci-Lucas kuaterniyon dizilerinin polinomsal bir ge-

nellestirmesi tammmlanmistir. Elde edilen dizilerin cesitli 6zellikleri incelenmistir.
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