T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GENELLESTIRILMIS MARSHALL-OLKIN
AILESINE DAYANAN YENI BIR USTEL DAGILIM

Egemen OZKAN

DOKTORA TEZI
Istatistik Anabilim Dali

Istatistik Programi

Danigsman
Prof. Dr. Giilhayat GOLBASI SIMSEK

Subat, 2024



T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GENELLESTIRILMIS MARSHALL-OLKIN AILESINE
DAYANAN YENI BiR USTEL DAGILIM

Egemen OZKAN tarafindan hazirlanan tez calismasi 16.02.2024 tarihinde asagidaki
jiiri tarafindan Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Istatistik
Anabilim Dali Istatistik Programu DOKTORA TEZI olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Giilhayat GOLBASI
SIMSEK
Yildiz Teknik Universitesi
Danigman

Jiiri Uyeleri

Prof. Dr. Giilhayat GOLBASI SIMSEK, Danisman
Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Fatma NOYAN TEKELI, Uye
Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Deniz INAN, Uye

Marmara Universitesi

Prof. Dr. Miijgan TEZ, Uye

Marmara Universitesi

Dog. Dr. Giilder KEMALBAY, Uye

Y1ldiz Teknik iiniversitesi




Damigmanim Prof. Dr. Giilhayat GOLBASI SIMSEK sorumlulugunda tarafimca
hazirlanan GENELLESTIRILMIS MARSHALL-OLKIN AILESINE DAYANAN
YENI BiR USTEL DAGILIM baslikli ¢alismada veri toplama ve veri kullamminda
gerekli yasal izinleri aldigimi, dier kaynaklardan aldigim bilgileri ana metin
ve referanslarda eksiksiz gosterdigimi, arastirma verilerine ve sonuclarina iligkin
carpitma ve/veya sahtecilik yapmadigimi, ¢alismam siiresince bilimsel arastirma ve
etik ilkelerine uygun davrandigimi beyan ederim. Beyanimin aksinin ispat1 halinde

her tiirlii yasal sonucu kabul ederim.

Egemen OZKAN

Imza



TESEKKUR

Bu tez calismasinda bilgi birikim ve tecriibelerinden yararlandigim ve destegini
esirgemeyen hocam Prof. Dr. Giilhayat BOLBASI SIMSEK e, tez izleme komitesi
iiyeleri Prof. Dr. Fatma Noyan TEKELI ve Prof.Dr. Deniz INAN hocalarima, Dog.
Dr. Caner TANIS’a ve Yildiz Teknik Universitesi Istatistik boliimii hocalarima
katkilarindan dolay: tesekkiirii bir borg bilirim.

Ayrica iizerimde c¢ok biiyilkk emekleri olan ve hicbir zaman haklarim
odeyemeyecegim annem Nimet OZKAN ve babam Ahmet OZKAN’a ve hicbir
zaman destegini esirgemeyen her animda yanimda olan esim Giilsen OZKAN’a ve
canim kizim Ilay OZKAN’a tesekkiir ederim.

Egemen OZKAN

il



ICINDEKILER

v

Si - i vi
IKISALTMA LISTESI vii
ISEKIL LISTES]I]| viii
[TABLO LISTESI ix
OzET X
ABSTRACT] xii
1 GIRI 1
L1 Literatir Ozetil. . . . . .. ... ... . 1
L2 TezinAmacl. . .. ... ... ... ... ... ... 3
1.3 Hipotez] . . . . .. .. .. ... 4

2 TEMEL KAVRAMLAR 5
2.1 Dagilim Fonksiyonu| . . .. ... ... ... ... .. ...... 5
[2.2  Deneysel Dagilim Fonksiyonu| . . . . ... ... ... .. ... .. 5
[2.3  Sagkalim ve Guvenirlik Fonksiyonu| . . . . . . .. ... ... ... 6
2.4 Gama ve Tam Olmayan Gama Fonksiyonu| . . . . . .. . ... ... 6
2.5 Nokta Tabminll . . ... ... ... ... oo o 6
[2.5.1 En Cok Olabilirhk Tahmin Edicisyf . . . . . . . ... .. .. 6

[2.5.2  En Kiiciik Kareler ve Agirlikli En Kiiciik Kareler Tahmin [

Edicist . . . . . oo 7

[2.5.3  Anderson-Darling Tahmin Edicisy| . . . . . ... ... ... 8

2.5.4 Cramer-Von Mises Tahmin Edicisil . . . . . ... ... ... 8

2.6 Model Uyum Olgiitleri| . . . . .. ... ... ............ 8
[2.6.1  Akaike Bilgi Kriter) . . . . . .. ... ... 000 9

[2.6.2  Kolmogorov-Simirnov Test] . . . . . . ... ... ... .. 9

2.6.3  Anderson-Darling Test Istatistigi| . . . .. ... ... ... 9

[2.6.4 Cramer-Von Mises Test Istatistigi| . . .. ... ....... 10

[2.7 Bazi Strekli Yasam Zamam Dagilimlardf . . . . . . . . .. .. 0. 10



2.7.1 UstelDagihm|. . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 10

2.7.2 Weibull Dagilimy . . . . . .. ..o 10

2.7.3  Ustellestirilmis Ustel Dagihm| . . . . ... ... ... ... 11

2.7.4 Ustellestirilmis Weibull Dagilmi| . . . . . ... ... ... 11

2.7.5 Ustellestirilmis Weibull Poisson Dagtlim1 |. . . . . .. ... 11

[2.7.6  Genisletilmis Tekdiize Weibull Ustel Dagilhm| . . . . . . . . 11

2.7.7  Genellestirilmis Binomial Ustel Tip Il Dagilimi| . . . . . . . 12

[2.7.8  Marshall-Olkin Genisletilmis Burr XII (MOGB-XII) Dagilimi| 12

2.8 Marhall-Olkin Dagilim Ailelery . . . . . . .. ... ... ... ... 12
[2.8.1 ~ Marshall-Olkin Dagilim Ailesyf . . . . . . ... .. .. ... 12

[2.8.2  Genellestirilmis Marhall-Olkin Dagilim Ailesi . . . . . .. 13

3 GENELLESTIRILMIS MARSHALL OLKIN |
|  USTELLESTIRLMIS USTEL DAGILIM| 15
3.1 GMO-UU Dagilimmnin Elde Edilmesi| . . . ... ... ....... 15
3.2 Dagilima Ait Bazi Istatistiksel Ozellikler|. . . . . . ... ... ... 20
3.3 Nokta Tahminil . . . . . ... . ... .. ... . 24
[3.3.1 En Cok Olabilirlik Tahmin Edicist| . . . .. ... ... ... 24

(3.3.2  En Kiicik Kareler ve Agirlikli En Kiiciik Kareler Tahmin [

[ Edicilerdl. . . . . .. .. ... ... 25
[3.3.3  Anderson-Darling Tahmin Edicisi| . . . .. ... ... ... 26

3.3.4 Cramer-von Mises Tahmin Edicisil . . . . . ... ... ... 26

[3.4  Simiilasyon Calismasi. . . . . .. ... ... ... ... .. ... 27

4 GERCEK VERI UYGULAMASI| 38
4.1  Gercek Vert Calismasi I} . . . . . ... ... ... ... 0. 38
4.2 Gercek Ver1 Calismasi I} . . . . ... ... ... 40
4.3 Gercek Veri Calismast I} . . . . ... ... ... ... ....... 41
4.4 Gercek Ver1 Calismasi IV|. . . . ... ... ... ... 43

> SONUG 45
KAYNAKCA 47
[TEZDEN URETILMIS YAYINLAR| 52




SIMGE LISTESI

Dagilim fonksiyonu
Deneysel dagilim fonksiyonu
Gamma fonksiyonu
Giivenirlik fonksiyonu
Kantil fonksiyon
Log-olabilirlik fonksiyonu
Moment iireten fonksiyon
Olabilirlik fonksiyonu

Olasilik yogunluk fonksiyonu

vi



KISALTMA LISTESI

AD

AD*
AEKK
AIC

bof

CvM
CvM*

df

ECO
EKK
GMO-UU
GTWU
HKO

K-S

MO
MOGB-XII
oyf

ow

UWP

Anderson-Darling

Anderson Darling test istatistigi

Agirlikli en kiigiik kareler

Akaike bilgi kriteri

Bozulma orani fonksiyonu

Cramer-Von Mises

Cramer-Von Mises test istatistigi

Dagilim fonksiyonu

En cok olabilirlik

En kiiciik kareler

Genellestirilmis Marshall-Olkin iistellestirilmis iistel dagilim
Genellestirilmis tek diize Weibull iistel dagilim
Hata kareler ortalamast

Kolmogorov Smirnov

Marshal-Olkin dagilimi

Marshall-Olkin genellestirilmis Burr XII
Olasilik yogunluk fonksiyonu

Ustellestirilmis iistel dagilim

Ustellestirilmis Weibull dagilim
Ustellestirilmis Weibull-Poisson Dagilim

Weibull Dagilimi1

vii



SEKIL LISTESI

Sekil 3.1

GMO-UU dagiliminin farkli o parametre degerlerine iliskin oyf| .

Sekil 3.2

GMO-UU dagiliminin farkli \ parametre degerlerine iliskin oyf]| .

Sekil 3.3

GMO-UU dagiliminin farkli § parametre degerlerine iliskin oyf]| .

Sekil 3.4

GMO-UU dagiliminin farkli 3 parametre degerlerine iliskin oyf | .

Sekil 3.5

Farkli degerler alan \ parametresi icin GMO-UU dagiliminin bof |

[Sekil 3.6

Farkl1 degerler alan o parametresi icin GMO-UU dagiliminin bof |

Sekil 3.7

Farkl1 degerler alan o parametresi icin GMO-UU dagiliminin bof |

Sekil 3.8

Farkli degerler alan 3 parametresi icin GMO-UU dagiliminin bof |

Sekil 3.9

0.4,0.8,1,0.5) durumunda « parametresi i¢cin HKO| . . . .

Sekil 3.10

0.4,0.8,1,0.5

Sekil 3.11 7

0.4,0.8,1,0.5) durumunda # parametresi icin HKO|

Sekil 3.12 7

0.4,0.8,1,0.5

Sekil 3.13 7

0.5,0.7,3,0.9

Sekil 3.14

Sekil 3.15

" 1 1 1 P~ —

nz = (0.5,0.7,3,0.9) durumunda 6 parametresi icin HKO|

Sekil 3.16

12 = (0.5,0.7,3,0.9) durumunda 3 parametresi icin HKO| . . . .

Sekil 3.17

ns = (0.2,0.5,2,0.75) durumunda « parametresi icin HKOJ. . . .

Sekil 3.18

ns = (0.2,0.5,2,0.75) durumunda A parametresi icin HKO| . . . .

Sekil 3.19

= (
=
=4
= (
= (
112 = (0.5,0.7,3,0.9
(
(
(
(
(

ns = (0.2,0.5,2,0.75) durumunda # parametresi icin HKO| . . . .

Sekil 3.20

ns = (0.2,0.5,2,0.75) durumunda [ parametresi i¢cin HKO|. . . .

Kekil 4.1

Ardisik ariza sayisi verisi icin uydurulan df’ler . . . . . .. L.

Kekil 4.2

Ozon seviyesi Olciimii verist i¢in uydurulandf’ler . . . . . . . .

Sekil 4.3

Tagkin verisi i¢in uydurulandf’ler . . . . . . ... ...

Sekil 4.4

COVID-19 verisi icin uydurulan df’ler . . . . . . . . .. .. ..

viii

durumunda \ parametresi icin HKO| . . . .

durumunda [ parametresi icin HKO| . . . .
durumunda « parametresi icin HKO| . . . .

durumunda \ parametresi icin HKO| . . . .



TABLO LISTESI

(Tablo3.1 o =0.4, A =0.8,0 =1 ve = 0.5 icin ortalama yan ve HKO |
| sonuclarl) . . . ... Lo Lo 29
(Tablo 3.2 o =05,A=0.7,60 = 3 ve § = 0.9 1¢cin ortalama yan ve HKO [
| sonuclarl) . . . . ... L 30
(Tablo3.3 o =02 \A=0.5,0 =2ve § = 0.75 icin ortalama yan ve HKO |
[ sonuclarl . . . . ... 31
(Tablo 4.1  Ariza sayisi verisi i¢in parametre tahminleri (standart hatalart), . . 39
(Tablo 4.2 Ariza sayisi veriler1 icin uyum 1yiligi istatistiklery. . . . . . . . . 39
(Tablo 4.3 Ozon seviyeleri verisi i¢in parametre tahminleri (standart hatalari)| 40
(Tablo 4.4 Ozon seviyeleri verisi icin uyum 1yiligi istatistikler] . . . . . . . 40
[Tablo 4.5 Taskin verisi i¢cin parametre tahminler1 (standart hatalart)|. . . . . 42
(Tablo 4.6  Taskin verisi i¢in uyum 1yiligi istatistiklers| . . . . . . .. . . .. 42
(Tablo 4.7 COVID-19 verisi i¢cin parametre tahminler1 (standart hatalart), . . 43
(Tablo 4.8 COVID-19 verisi i¢cin uyum 1y1iligi istatistiklers| . . . . . . . . .. 43

ix



OZET

GENELLESTIRILMIS MARSHALL-OLKIN
AILESINE DAYANAN YENI BIiR USTEL DAGILIM

Egemen OZKAN

Istatistik Anabilim Dali
Doktora Tezi

Danigsman: Prof. Dr. Giilhayat GOLBASI SIMSEK

Literatiirde yasam zamani verilerini modelleyen cok sayida olasilik dagilimi
yer almaktadir. Ancak bu mevcut dagilimlar farkli alanlardan gelen verileri
modellemede yetersiz kalabilmektedir. Bu nedenle bu mevcut dagilimlara bir
veya birden daha fazla parametre ekleyerek veri modellemede temel dagilima
kiyasla daha esnek olan genellestirilmis dagilimlarin elde edilmesi Onem
kazanmigtir. Mevcut dagilima parametre ekleyerek elde edilen genellestirilmis
dagilimlardan bir tanesi de genellestirilmis Marshall-Olkin dagilimidir. Bu tez
calismasinda, genellestirilmis Marshall-Olkin dagiliminin bir alt modeli olan
genellestirilmis Marshall-Olkin iistellestirilmis iistel dagilimi 6nerilmistir. Onerilen
dagilimin momentleri, moment iireten fonksiyonu, tam olmayan momentleri,
Lorenz ve Bonferroni egrileri gibi istatistiksel Ozellikleri kapsamli bir sekilde
incelenmigtir. ~ Ayrica, Onerilen dagilimin parametrelerinin tahminleri en ¢ok
olabilirlik, en kiigciik kareler, agirlikli en kiigiikk kareler, Anderson-Darling
ve Cramer-Von Mises olmak iizere bes farkli tahmin yontemi kullanilarak
elde edilmistir.  Tahmin edicilerin performanslarin1 karsilastirmak amaciyla,
rastgele secgilen ii¢ farkli parametre kiimesi i¢in Monte-Carlo simiilasyonu
gerceklestirilmis ve tahmincilerin performansi ortalama yan ve hata kareleri
bakimindan degerlendirilmistir. Son olarak, onerilen dagilimin gercek hayatta
kullanigliligin1 gostermek amaciyla dort farkli gercek veri uygulamasi sunulmustur.
Bu uygulamalar, onerilen dagilimin rakip dagilimlara gore avantajlarint ve veri
modellemedeki etkinliini ortaya koymaktadir.Bu tez, gercek veri uygulamalarina

uyum saglama esnekligi ile genellestirilmis Marshall-Olkin {istellestirilmis iistel



dagilimin istatistiksel Ozelliklerini kapsamli bir sekilde inceleyerek literatiire
onemli bir katki saglamaktadir.
Anahtar Kelimeler:Genellestirilmis Marshall-Olkin dagilimi,iistellestirilmis iistel

dagilim, Monte Carlo simiilasyonu, parametre tahmini.

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

A NOVEL EXPONENTIAL DISTRIBUTION
BASED ON GENERALIZED MARSHALL-OLKIN
FAMILY

Egemen OZKAN

Department of Statistics

Doctor of Philosophy Thesis

Advisor: Prof. Dr. Giilhayat GOLBASI SIMSEK

There are many probability distributions modeling life time data in the literature.
However, these existing distributions may be insufficient to model data coming
from different fields. Therefore it has become important to obtain generalized
distributions that are more flexible than the base distribution in data modelling,
by adding one or more parameters to the base distributions. One of the generalized
distributions obtained by adding parameter to the base distribution is the generalized
Marshall-Olkin.  In this thesis, we propose the generalized Marshall-Olkin
exponentiated exponential distribution, which is a sub-model of the generalized
Marshall-Olkin distribution. Some statistical properties of the proposed distribution
such as moments, moment generating function, incomplete moment, Lorenz and
Bonferroni curves are extensively investigated. Further, we obtain the estimates
of the parameters of the proposed distribution by using five different estimation
methods: maximum likelihood, least squares, weighted least squares, Anderson
Darling, and Cramer-Von Mises. In order to compare the performances of the
estimators, a Monte Carlo simulation study is conducted for three randomly chosen
parameter sets, and the performances of the estimators are evaluated in terms of
mean bias and mean squared error. Finally, four different real data applications
are presented to demonstrate the usefulness of the proposed distribution in real
life. These applications indicate the advantages of the proposed distribution over
competing distributions and its effectiveness in data modeling. This thesis provides

a substantial contribution to the literature by thoroughly investigating the statistical

Xii



properties of the generalized Marshall-Olkin exponentiated exponential distribution
with its flexibility to comply with real data applications.
Keywords:Generalized Marshall-Olkin distribution, exponentiated exponential

distribution, Monte Carlo simulation, parameter estimation.
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GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Istatistiksel dagilimlar, sag kalim analizi de dahil olmak iizere verileri modellemek
icin yaygin olarak kullanilir. Ustel, Weibull, Rayleigh, gama ve lognormal
dagilimlar, hayatta kalma analizinde kullanilan en esnek dagilimlar arasinda
yer almalart nedeniyle literatiirde merkezi bir Ooneme sahiptir.  Ancak veri
tiretim siireclerinin sinirsiz sayida oldugu dikkate alindiginda bu dagilimlarin veri
modellemede yeterli esnekligi saglayamadigi gozlemlenmistir. Bu nedenle son
yillarda mevcut dagilimlara doniisiim, birlestirme ve iistellestirme gibi tiiretme
yontemleri kullanilarak yeni dagilimlar ve dagilim aileleri tiiretilmistir.

Marshall ve Olkin [1]] tarafindan Onerilen Marshall-Olkin ailesi, Jayakumar ve
Mathew [2] tarafindan tamitilan genellestirilmis Marshall-Olkin ailesi, Eugene vd.
[3]] tarafindan tamitilan Beta-G ailesi, Corderio ve Castro [4] tarafindan tanmitilan
Kumaraswamy-G ailesi, Alexander vd. [3]] tarafindan tamitilan McDonald-G ailesi,
Zografos ve Balakrishnan [|6] tarafindan tamtilan gama-G ailesi, Bourguignon
vd.[7] tarafindan tanitilan Weibull-G ailesi , Alzaatreh vd. [8|] tarafindan Gnerilen
T-X doniisiimlii ailesi ve Korkmaz vd.[9] tarafindan tanmitilan Marshall-Olkin
genellestirilmis-G Poisson ailesi literatiirde iyi bilinen dagilim aileleri olarak
Ozetlenebilir.

Mevcut dagilimin iistellestirilmesi ile elde edilen yeni bir dagilim tiiretme yontemi
ise iistellestirilmis dagilimlardir. Ustellestirilmis dagilimlar, temel dagilimlara
kiyasla daha fazla parametreye sahip olduklarindan, veri modellemede daha esnek
bir yaklasim sunabilirler.  Ustellestirlmis dagilimlar fikri ilk olarak Lehmann
[10] tarafindan ortaya atilmistir. Ancak mevcut dagilimin iistellestirilmesi yolu
ile dagilim tiiretme Gompertz [11] ve Verhulst [12-14]] gibi isimlere kadar
uzanmaktadir. Gupta ve Kundu [15] gama ve Weibull dagilimina alternatif olarak
kullanilan 6nemli dagilimlardan bir tanesi olan iistel dagilimin iistellestirilmesi ile
elde edilen iistellestirilmis iistel dagilimi1 6nermislerdir. Ayrica iistellestirilmis iistel

dagilim Nadajarah [16] tarafindan ele alinmis ve dagilimin matematiksel 6zellikleri



kapsamli bir bigcimde elde edilmistir. Daha sonra aragtirmacilar iistellestirme
fikrinden etkilenerek literatiire ¢esitli dagilimlar kazandirmiglardir. Nadajarah ve
Kotz [17] iistellestirilmis gama, iistellestirilmis Weibull, iistellestirilmis Gumbel
ve lstellestirilmis Frechet dagilimlarimi elde etmis ve dagilimlarin matematiksel
ozelliklerini incelemiglerdir. Hasan ve Abd-Allah [18] istellestirilmis Lomax
geometrik dagilimin1 6zellikleri ve uygulamalariyla ele almiglardir.  Adeleke
vd.[19] ustellestirilmis iistel lomax dagilimim tanitmis ve dagilimin matematiksel
ozelliklerini ele almiglardir. Nasir vd. [20] tstellestirilmis Burr XII ve kuvvet
serisi dagilimlarinin birlestirilmesiyle elde edilen ve gii¢lii bir motivasyona sahip
olan istellestirilmis Burr XII kuvvet serisi dagiliminm tanitmiglardir. Bu ¢alismada
dagilima iligkin momentler ve tam olmayan momentler elde edilmistir. Model
parametreleri en cok olabilirlik yontemi ile elde edilmistir. Tahmin edicinin
performansi yan ve hata kareler ortalamasi ile degerlendirilmistir. Elde edilen yeni
modelin kullanighlig1 ii¢ gercek veri seti ile degerlendirilmis ve onerilen modelin
rakip modellere gore daha iyi uyum sagladig1 sonucuna varilmagtir.

Dagilim tiiretme yontemlerinden bir tanesi de mevcut dagilimlarin tanim kiimesinin
(0,1) araliginda indirilmesi ile elde edilen unit dagilimlardir. Unit dagilimlar
biyolojik ¢alismalar, 6liim ve iyilesme oranlari, ekonomi, saglik, riskler ve 6lcme
bilimleri gibi bir ¢ok alanda yer alan verileri modellemek i¢cin yaygin olarak
kullanilmaktadir. Beta [21], Topp- Leone [22] ve Kumaraswamy [23]] dagilimlar
(0,1) araligindaki verileri modellemede akla gelen en popiiler dagilimlardir. Ancak,
bu klasik dagilimlar veri modellemede yetersiz kalabilir ve veriyi dogru analiz
etmede 6nemli sorunlar ortaya ¢ikarabilir. Bu nedenle literatiirde (0,1) araligindaki
verileri modellemeye yoOnelik calismalarin sayisi artmaktadir. Yeni Onerilen unit

dagilimlar iyi bilinen siirekli dagilimlarin genellikle Y = exp (—x) veya Y =

X
X+1

degiskenin dagilimin1 ve X rasgele degiskeni de literatiirde var olan bir dagilimi

doniigiimleri kullanilarak elde edilir. Burada Y elde edilen yeni rasgele

temsil etmektedir. Unit dagilimlarin avantaji, yeni parametreler eklemeden temel
dagilimlara daha fazla esneklik kazandirmaktir. Unit gama [24], unit Weibull
[25]], unit Gompertz [26], unit Lindley-Weibull [27]], unit Birnbaum-Saunders [25]]
ve unit log-log [28] dagilimlari exp (—x) doniisiimii yardim ile (0,1) araligina
indirgenmis dagilimlardir. Unit Lidney [29] dagilimi, hiperbolik normal dagilim
[30] ve doniistiiriilmiis unit Rayleigh dagilimi da [31] doniisiim yontemleri ile (0,1)
araligina indirgenmis dagilimlardandir.

Diger bir dagilim Onerme yontemi ise literatiirde yer alan yasam zamam
verilerini modellen yasam zamani dagilimlar ile kesikli veya siirekli bir dagilimin
birlestirilmesi sonucunda elde edilen bilesik (compound) dagilimlardir. Adamis
ve Loukas [32] tarafindan iistel dagilim ve geometrik dagilimin birlestirilmesiyle

elde edilen iki parametreli iistel-geometrik dagilim birlestirme ile ortaya konulan



dagilimlarin bagsinda gelmektedir. Benzer mantikla Kus [33] iistel dagilim
ve Poisson dagilimini birlestirerek iistel-Poisson dagilimi, Tahmasbi ve Rezaei
[34] iistel dagilim ile logaritmik dagilimi birlestirerek iistel-logaritmik dagilimi
tanitmiglardir.  Asgharzadeh vd.[35] Weibull dagilimi ve Lidney dagilimim
birlestirerek Weibull-Lidney dagilimini, Lu ve Shi [36] Weibull dagilimi ve
poisson dagilimimi birlestirerek Weibull-Poisson dagilimini, Barreto-Souza vd.
[37] Weibull dagilimi ile geometrik dagilimi birlestirerek Weibull-geometrik
dagilimini, Korkmaz ve Erisoglu [38] Burr XII dagilimi ve geometrik dagilimi
birlestirerek Burr XII-geometrik dagilimini, Sen vd.[39] xgama ve Poisson
dagilimini birlestirerek xgama-Poisson dagilimini, Mahmoudi ve Jafari [40]
genellestirilmisg tistel dagilim ve kuvvet seri dagilimini birlestirerek genellestirilmig
istel kuvvet seri dagilimini elde etmislerdir.

Bu tez calismasinda, genellestirilmis Marshall-Olkin dagiliminin bir alt modeli olan
genellestirilmis Marshall-Olkin iistellestirilmis iistel dagilim tanitilmistir. Onerilen
yeni dagilim temel Ozellikleri kapsamli bir sekilde ele alinmugtir. Dagilimin
bilinmeyen parametreleri; en ¢ok olabilirlik yontemi, en kiigiik kareler yontemi,
agirlikli en kiiclik kareler yontemi, Anderson-Darling yontemi ve son olarak
Cramer-Von Mises yontemi ile tahmin edilmistir. Tahmin edicilerin performansi
Monte Carlo simiilasyon calismasi sonucunda elde edilen ortalama yan ve
hata kareler ortalamasi bakimindan degerlendirilmistir. Ayrica dagilimin farklh
alanlardaki verileri modelleme esnekligine sahip oldugunu gostermek amaci ile dort
gercek veri calismasi yapilmistir.

Tez calismasinin ikinci boliimiinde tez boyunca kullanilacak temel kavramlar ve
gercek veri ¢calismasinda kullanilacak bazi siirekli yasam zamani dagilimlarina yer
verilmistir. Ugiincii boliimde ise genellestirilmis Marshall-Olkin iistellestirilmis
tistel dagilim kapsamli bir sekilde incelenmis ve Monte Carlo Simiilasyon ¢aligsmasi
yapilmustir. Dérdiincii boliimde gergek veri ¢alismasina, son boliimde ise sonug ve

Onerilere yer verilerek calisma tamamlanmustir.

1.2 Tezin Amaci

Veri tretme sistemlerindeki gelismeler ve verilerin ¢esitliligi arastirmacilarin
yeni olasilik dagilimlart ile calisma ihtiyacin1 da beraberinde getirmektedir.
Son zamanlarda, veri modellemede biiylik bir avantaj saglamasi nedeniyle iyi
bilinen dagilimlar1 genisleterek yeni dagilimlarin tanitilmasi 6nem kazanmustir.
Elde edilen dagilimlarin giincel hayattaki verileri modelleme esnekligi bozulma
oran1 fonksiyonu grafiklerinin cesitliligine baghdir. Ornegin bozulma orani
fonksiyonu kiivet egrisi seklinde olan bir dagilim, sadece artan veya azalan

bozulma oranina sahip olan bir dagilima gore daha fazla sayida veriyi



modelleme esnekligine sahiptir. Bu nedenle ¢alismanin amaci, artan ve azalan
bozulma orani fonksiyonuna sahip olan istellestirilmis iistel dagilimi temel
alinarak genellestirilmis Marshall-Olkin iistellestirilmis iistel dagilimini tanitmaktir.
Ustellestirilmis iistel dagilim artan ve azalan bozulma oranina sahip iken; artan,
azalan, sabit, artan-azalan-artan, ters kiivet ve kiivet egrisi sekillerine sahip olan
yeni bir model elde edilerek literatiire katki saglanmaktadir. Ayrica elde edilen
dagilimin bazi dagilimsal 6zellikleri elde edilmis ve dagilimin veri modellemede

esnekligi gosterilmistir.

1.3 Hipotez

Bu calismanin amaci, iistellestirilmis iistel dagilim temel dagilim olarak alinarak
veri modellemede iistellestirilmis tistel dagilima gore daha esnek bir yapiya sahip
olan genellestirilmis Marshall-Olkin {istellestirilmis tistel dagilimi tanmitmaktir.
Tezin hipotezleri: Onerilen modelin dagilim fonksiyonu ve bozulma orani
fonksiyonunun kapali formda oldukca basit bir sekilde ifade edilebilmesi,
yeni modelin istatistiksel Ozelliklerinin belirlenebilmesi, elde edilen modelin
literatiirde var olan modellere gore daha esnek olabilmesi, ayrica 6nerilen modelin
Marshall-Olkin dagilimlarinin uzantilarina ve iistel dagilimin uzantilarina iyi bir

alternatif olmasi seklinde siralanfabilir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calisma boyunca kullanilacak temel kavramlar ve yeni elde edilen
dagilimin gercek verilere uyumunun kiyaslamasinda kullanilacak olan bazi yasam

zamani dagilimlar1 hakkinda 6nemli bilgilere yer verilecektir.

2.1 Dagilim Fonksiyonu

T siirekli rastgele degiskenine ait dagilim fonksiyonu (df)

F(t):P(Tgt):/f(t)dt 2.1)

olarak tanimlanir. Burada f olasilik yogunluk fonksiyonudur ve rastgele bir T’

degiskeninin dagilim fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar [41]].

e [ azalmayandir.
» F' sagdan siireklidir.

e lim F(t)=0velim F(t)=1.

t——o0 t—o00

2.2 Deneysel Dagilim Fonksiyonu

Xq, Xo, ..., X, herhangi bir F} dagilimindan alinmis n birimlik 6rneklem olsun.
T1imy T2my ooy Lo 15€ X1y Xouny -ooy X SITA 1statistiklerinin gdzlenen degerini
belirtmek iizere
0 eger x < xy.,,
k
Fo(z) = = eger apm <o < Tpgim (2.2)
n

1 eger xp., > x.



biciminde tanimlanan F), (x) fonksiyonuna deneysel dagilim fonksiyonu denir.

Deneysel dagilim fonksiyonu kitle dagilim fonksiyonunun bir tahminidir.

2.3 Sagkalim ve Giivenirlik Fonksiyonu

Sagkalim fonksiyonu, olasilik teorisi ve sagkalim analizlerinde bir parcanin veya
bir test bileseninin belirli bir zaman noktasinin 6tesinde yasamasi olasilifin1 veren
istatistiksel bir fonksiyondur. Sagkalim fonksiyonu genellikle S (¢) ile gosterilir ve
burada ¢ belirli bir zaman noktasini veya siireyi temsil eder. Herhangi bir 7' rastgele

degiskeni i¢in yasam fonksiyonu;

St =P(T>1t),t>0 (2.3)
S(t)=1-F () :/f(t) dt (2.4)

olarak tanimlamir[42]. Burada F' (t) ve f (t) sirasiyla dagilim fonksiyonu ve olasilik

yogunluk fonksiyonunu belirtmektedir.

2.4 Gama ve Tam Olmayan Gama Fonksiyonu

Pozitif reel sayilar icin tanimlanan gama fonksiyonu
r(B) = / i le tat (2.5)
0

olarak tanimlanir[43]]. Burada 3 pozitif reel sayidir. Tam olmayan gama fonksiyonu

i1se gama fonksiyonunun tiiretilmis genel bir halidir ve

B
['(a,B) = / t* e tdt (2.6)
0

bi¢ciminde tanimlanir[43]]. Burada f = oo alinirsa tam olmayan gama fonksiyonu

standart gama fonksiyonuna indirgenir.

2.5 Nokta Tahmini
2.5.1 En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

Bir olasilik dagiliminin parametrelerini tahmin etmek i¢in kullanilan en temel

yontemlerden biri en ¢ok olabilirlik (ECO) yontemidir. Bu yontem kisaca asagidaki
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gibi tammlanir. X, Xs, ..., X,, ~ f (z]7) olasilik (yogunluk) fonksiyonuna sahip n
birimlik 6rneklem olsun. Bu drnekleme iliskin ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonu
f(x]v) = f (1,29, ..., x,]7), v parametresi veya vektoriiniin bir fonksiyonu olarak

diisiiniiliirse olabilirlik fonksiyonu adini alir ve asagidaki gibi tanilanir.

n

L(yx) =] f (ilv) 2.7)

=1

R.77da yer alan olabilirlik fonksiyonu maksimum yapan 4 (X) tahmin edicisine,
v 'nin ECO tahmin edicisi denir. Ancak [277daki ifadenin carpimlarla
birlikte karmasik hale gelmesinden dolayr parametre tahminlerinin hesaplanmasi
olduk¢ca zor oldugu icin bu fonksiyonun logaritmasi olan log-olabilirlik
fonksiyonunu parametrelere gbre maksimize etmek yaygin olarak kullanilmaktadir.
Log-olabilirlik fonksiyonu,

((v) = Log (L (v]x)) Zlog (:]7)) (2.8)

olarak tanimlanir[44].

2.5.2 En Kiiciik Kareler ve Agirhikli En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi
En kiiciik kareler (EKK) ve agirlikli en kiiciik kareler (AEKK) yontemleri, 1998°de

Swain vd.[45] tarafindan beta dagiliminin bilinmeyen parametresini tahmin etmek
icin ECO yontemine alternatif olarak Onerilmis regresyon tabanli yontemlerdir.
Bu yontemler kisaca agagidaki gibi tamimlanir. Varsayalim ki Y7,Y5, ..., Y, G ()
dagilim fonksiyonundan alinmig n birimlik 6rneklem ve Y;.,; j = 1,2, ..., n’de sira
istatistiklerini gostersin. Buna gore G (Y}.,) rastgele degiskeni Beta ( j,n—7j+1)

dagilmaktadir. G (Y,,) rastgele degiskeninin beklenen degeri ve varyanst;

J jln—j+1)
E(GY,n)) = , V(G (Y)) = 29
@) = g VEU) = S e9)
olmak iizere en kiigiik kareler tahmin edicisi asagidaki esitligin v parametresine

gore minimize edilmesi ile elde edilir[46].

n . 2

V()= {G (Yins 7) = i : (2.10)

Jj=1



Agirlikli en kiigiik kareler tahmin edicisi ise;

2

ij { Vi 1) = = 2.11)

fonksiyonunun y parametresine gore minimize edilmesi ile elde edilir. Burada w; =

(e ) seklindedir{46).

2.5.3 Anderson-Darling Tahmin Edicisi

Anderson-Darling (AD) tahmin edicisi, 1952’de Anderson ve Darling [47]
tarafindan Onerilen uyum 1iyiligi istatistiginin minimizasyonuna dayanan tahmin
yontemlerinden bir tanesidir. Buna gore y parametresinin AD tahmin edicisi olan
YADE;

n

A) === =3 (@2~ 1) l0g (G (V) +log (1= G (V)] 212

j=1

fonksiyonunun minimize edilmesi ile elde edilir.

2.5.4 Cramer-Von Mises Tahmin Edicisi

Cramer-Von Mises (CvM) yontemi, teorik dagilim fonksiyonu ile bir veri setinin
deneysel dagilim fonksiyonu arasindaki farki minimize etmeye dayali bir uyum
iyiligi tahmin edicisidir. Kisaca bu tahmin yontemini tamimlayalim. Y7,Y5, ..., Y,
G () dagilimidan alinmis n birimlik 6rneklem ve Yj.,,;j = 1,2,...,n’de bu
ornekleme iligkin sira istatistiklerini gostersin. Bu durumda ~y parametresinin CvM

tahmin edicisi Yo,

C2i-1)?
M (v s 2.13
v ~1on T Z ( V- ) 213)

fonksiyonunun vy parametresine gore minimize edilmesi ile elde edilir[48].

2.6 Model Uyum Olciitleri

Model uyum olgiitleri (uyum 1iyiligi kriterleri), bir teorik dagilimin bir veri setine
ne kadar iyi uyum sagladigini belirlemek icin kullanilan istatistiksel niceliklerdir.
Calismanin bu boliimiinde literatiirde yayginca kullanilan bazi1 uyum 6lgiitleri olan
Akaike bilgi kriteri, AD test istatistigi, Kolmogorov-Smirnov (K-S) test istatistigi,
CvM test istatistiginden bahsedilecektir.



2.6.1 Akaike Bilgi Kriteri
Akaike Bilgi Kiriteri (AIC), 1974 yilinda Japon istatistik¢ci Hirotugu Akaike

[49] tarafindan gelistirilen ve herhangi bir modelin veri kiimesine uyumunu
degerlendirmek i¢in kullanilan istatistiksel bir ol¢iidiir. AIC, bilgi teorisi fikrine
dayanmaktadir ve hem modelin veriye uygunlugunu hem de modeldeki parametre
say1si dikkate almaktadir. AIC degeri asagidaki sekilde hesaplanir:

AIC = —20(6) + 2k (2.14)

Burada k& parametre sayisini, /¢ (6)’da log-olabilirlik fonksiyonunu temsil
etmektedir. Modellerin karsilastirilmasinda AIC degeri en diisiik olan model en

uygun model olarak kabul edilir.

2.6.2 Kolmogorov-Simirnov Testi

Kolmogorov-Smirnov (K-S) testi, Orneklem dagilimmin belirli bir teorik
dagilimdan gelip gelmedigini veya bu dagilimdan onemli derecede farkli olup
olmadigini belirlemek icin kullanilan en popiiler uyum iyiligi testlerinden biridir.
Tek orneklem K-S uyum iyiligi testi 1930’Iu yillarda Rus matematikgiler olan
Kolmogorov ve Smirnov tarafindan tamtilmistir. Kolmogorov-Simirnov testi teorik
bir dagilim fonksiyonu ile deneysel dagilim fonksiyonu arasindaki stokastik farka
dayanmaktadir. K-S istatistigi asagidaki gibi tanimlanir:

D = sup|F, (z) - Fx (2)] (2.15)

Burada F'x (z) birikimli dagilim fonksiyonunu F), (z) ise deneysel dagilim
fonksiyonunu gostermektedir. Veri analizlerinde ise K-S degeri kii¢iik olan model

veriye en iyi uyum gosteren model olarak secilir.

2.6.3 Anderson-Darling Test Istatistigi

Anderson-Darling test istatistigi (AD*), belirli bir veri kiimesinin belirli bir
dagilima uyumunun iyiligini Olgen istatistiksel bir oOlcidiir. ~ K-S testinin
bir modifikasyonu olup ve 1952 yilinda Anderson ve Darling[47] tarafindan

tanitilmistir. AD* asagidaki gibi tanimlanir:

n

AD* = n— 237 (2]~ DIog {F (C (V) (1 - € (Vi) (216)

j=1



2.6.4 Cramer-Von Mises Test Istatistigi

Cramer-Von Mises test istatistigi (CvM*), bir veri setinin belirli bir teorik olasilik
dagilimina ne kadar iyi uydugunu belirlemek icin K-S ve AD* test istatistiklerine
alternatif olarak kullanilan bir uyum iyiligi ol¢iisiidiir. CvM* kisaca asagidaki gibi

tanimlanir:

1 " 2 —1\2
M= — F (X, )— 2.1
v 20 ; ( (Xin) = =55 ) @17

Burada CvM™* test istatistiginin degerini, n 6rneklem biiyiikliigiinii ve F' (X)) ise

teorik dagilim fonksiyonunu ifade eder [48]].

2.7 Baz Siirekli Yasam Zamam Dagilimlan

Bu boliimde literatiirde yer alan ve gercek veri analizlerinde onerilen dagilimla
kargilastirma amaci ile kullanilacak olan bazi yasam zamam dagilimlari ele

alinmaktadir.

2.7.1 Ustel Dagihm
X rastgele degiskeni iistel bir dagilima sahip oldugunda, X rastgele degiskenine

iligkin oyf ve dagilim fonksiyonu asagidaki esitliklerde sirasi ile verilmistir.
f(z) =ae™® (2.18)

Frx)=1—e" (2.19)

Burada = > 0 ve dagilimin parametresi olan o > 0 olarak tanimlanmaktadr.

2.7.2  Weibull Dagilim
X rastgele degiskeni Weibull (W) dagilimina sahip olmak iizere, bu dagilima ait

oyf ve df asagidaki esitliklerde sirasi ile yer almaktadr.

flz)= %(;)ale(i)a (2.20)
Fla)=1—e () (2.21)

Burada x > 0 ve a > 0, A > 0 swras1 ile sekil ve olcek parametrelerini

belirtmektedir.
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2.7.3 Ustellestirilmis Ustel Dagilim

X rastgele degiskeni iistellestirilmis iistel (UU) dagilimina sahip olmak iizere, bu

dagilima ait oyf ve df asagidaki esitliklerde sirasi ile yer almaktadir.
f(x) = BOexp (—0x) [1 — exp (—0z)]" (2.22)

F (z) =[1 — exp (—02)]° (2.23)

Burada z > 0 ve «, 8 > 0 sirasi ile 6l¢ek ve sekil parametrelerini ifade etmektedir.
UU dagilim1 gama ve Weibull dagilimlarina alternatif olarak Gupta ve Kundu [15]

tarafindan Onerilmistir.

2.7.4 Ustellestirilmis Weibull Dagilimi
X rastgele degiskeni iistellestirilmis Weibull [S0](UW) dagilimina sahip olmak

izere, bu dagilima ait oyf ve df asagidaki esitliklerde sirasi ile yer almaktadir.

F(z) = [1 . e(i)ar (2.24)

f(z) = O‘—e(l ~ e—(i)a)e_le—( ) (%)a_l (2.25)

Burada dagilimin parametreleri o, A, 6 > 0 olarak tanimlanir ve x > 0’dr.

>l8

2.7.5 Ustellestirilmis Weibull Poisson Dagilimi
X rastgele degiskeni iistellestirilmis Weibull Poisson [51](UWP) dagilimina sahip
olmak iizere, bu dagilima ait olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu

asagidaki esitliklerde sirasi ile yer almaktadir.

flz) = Bharr?~? o) (1 _ e(Ax)é))B_le(a(l_e(me)ﬁ) (2.26)

ea—l

—(ax)? B
F(x)ze <1_e m> ! (2.27)

e —1

Burada o, A\, 0,8 > 0 ve x > 0’dir.

2.7.6 Genisletilmis Tekdiize Weibull Ustel Dagihm
X rastgele degiskeni genisletilmis tekdiize iistel Weibull [52] (GTWU) dagilima

sahip olmak iizere, X rastgele degiskene iliskin oyf ve df sirasiyla;

D=

F@) = are®™ (1 —e ) (140X —1)%) 7 (2.28)
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veE

S

Fz)=1—(1+6(e-1)")" (2.29)

seklindedir. Burada dagilimin parametreleri o, 5,A > 0 ve x > 0 olarak

tanimlanmaktadir.

2.7.7 Genellestirilmis Binomial Ustel Tip IT Dagilim
X rastgele degiskeni genellestirilmis binomial iistel tip II [35] (GBU-II) dagilimina

sahip olmak iizere, bu dagilima ait olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim

fonksiyonu asagidaki esitliklerde sirasi ile yer almaktadir.

a—1
f(z)=aA (1 + %) e M [1 — (1 + ﬁ%) e—“] (2.30)

F(z) = {1 - (1 4 ;ﬁ)) e_m} (2.31)

2.7.8 Marshall-Olkin Genisletilmis Burr XII (MOGB-XII) Dagilim
X rastgele degiskeni Marshall-Olkin genisletilmis Burr XII [53] (MOGBXII)

dagilimina sahip olmak iizere, bu dagilima ait oyf ve df asagidaki esitliklerde sirasi

ile yer almaktadir.

aXfz (1 + x’\)_e_l

(1--aya+a))
-
S 1—(1—a)(l+4aM)"

burada =, a, A ve # > 0 olarak tanimlanmaktadir.

f(x) =

(2.32)

F () (2.33)

2.8 Marhall-Olkin Dagilim Aileleri
2.8.1 Marshall-Olkin Dagilim Ailesi

Bilinen dagilim ailelerine parametre eklenmesi basit bir islem olmayip karmagik
bir siire¢ gerektirmesi nedeniyle akademik calismalarda biiyiik bir 6neme sahip
olmustur.  Genel olarak literatiirde yer alan tek parametreli dagilim aileleri
veri modellemede yeterli olmadigindan, birden fazla parametreye sahip yeni
dagilimlarin tanmitilmasi1 6nem kazanmistir. Bu nedenle literatiirde yer alan
klasik dagilimlar1 genisletmek ve daha esnek yapiya sahip dagilim aileleri elde
etmek icin yeni parametreler tanmitilir. Marshall ve Olkin [1] mevcut dagilim

ailesine bir parametre ekleyerek daha esnek bir dagilim elde etmek icin genel
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bir yontem gelistirmis ve tanitilan dagilim ailesini Marshall-Olkin (MO) olarak
adlandirmiglardir. Tanitilan bu yeni dagilim ailesi kisaca asagidaki gibi elde edilir:
Xj, Xs... birbirinden bagimsiz ve aym F (z) dagilimina sahip test birimlerinin
yasam zamanini belirtsin. 7' rastgele degiskeni de X, X5...’den bagimsiz olarak
P(T=t) =al—a)",0 < a < 1 geometrik dagilsm. ilk bozulma zamani
olan Y = min (X7, X5, ..., X7) MO dagilimina sahip olur ve df agsagidaki gibi elde
edilir.

G(z;a)=1- i P (min (X1, Xs,..X;) > z) a(l — a)'

—1-all- F ()] i (1 —a) (1= F(2))]"" (2.34)

__ F@)
a+(l1—a)F(x)

MO dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ise

af (z)
o+ (1 —a) F ()]

dG (z; «)
dz

=g(z;0) = (2.35)

biciminde elde edilir.

2.8.2 Genellestirilmis Marhall-Olkin Dagilim Ailesi

Uygulamal1 bilimlerdeki deneyler genellikle verilerin analizini gerektirir ancak bu
veriler genellikle literatiirde mevcut olan bilimsel dagilimlara uymaz. Bu nedenle
bu tarz verileri modellemek i¢in daha esnek dagilim ailelerini tanimlamaya ihtiyag
duyulmaktadir. Bu dagilim ailelerinden biri de MO dagiliminin bir genellemesi olan
genellestirilmis Marshall-Olkin [54] (GMO) dagilim ailesidir. o € [0, 1], A € [0, 1]
ve F'(x) herhangi bir dagilima ait df olsun. Bu durumda GMO dagilim ailesine
iligkin df asagidaki gibidir.

_AF (@) + (1= N[F (@)

(2.36)

GMO dagilimina ilikin oyf ise

(1)@ =N[F@)]+2a(1 - F(2)+a) N
g(x) = et (—a) F @) f (@) (2.37)

GMO dagilim ailesinde A\ = 1 alimmirsa MO dagilim ailesi elde edilir. GMO

dagilimini iki dagilimin birlesimi olarak

G(x)=AF(z)+ (1= )\) Fy(x) (2.38)
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yazilabilir. Burada F} = F'(z) /o + (1 — «) F' (x) ile MO dagilimina sahiptir. X
rastgele degiskeni MO dagilimli, Y rastgele degiskeni de F (z) dagilimina sahip
olmak iizere, max (X, Y")’nin dagihm F, = [F (2)]°/ [a + (1 — a) F (2)] olur. Bu
yeni dagilim ailesine ait yararli bir seri agilimi ile oyf tekrar agsagidaki gibi elde
edilmis olup tez caligmasinin [3.2] boliimiinde kullanilacaktir.

(1—a)[l = F(z)] € (0,1) olacak sekilde herhangi = ve « degeri i¢cin oyf

oo I+1

g(x) = fol@)+ D> wsfs(x) (2.39)
=0 s=0
biciminde yazilabilir. ~ Burada f;(x) = (s+1)f(z)(F(2))" ve w,s =
(A —a) ( Il ) (1 — )" (—1)® seklindedir.
s

14



3

GENELLESTIRILMIiS MARSHALL OLKIN
USTELLESTIRLMIS USTEL DAGILIM

Bu bolimde, GMO dagilimi kullanilarak yeni bir yasam dagilimi olan
genellestirilmis  Marshall-Olkin iistellestirilmis iistel (GMO-UU) dagilim
tanitilmigtir. Elde edilen yeni dagilima iligkin df, oyf, bozulma orani fonksiyonu
(bof), giivenirlik fonksiyonu, moment iireten fonksiyon, momentler, Lorenz ve
Bonferroni egrileri gibi dagilimsal ozellikleri irdelenmistir.  Yeni elde edilen
modelin parametre tahmin edicileri ECO, EKK, AEKK, CvM ve AD tahmin
yontemleriyle elde edilmistir. Bu bes farkli tahmin edicinin yan ve hata kareler
ortalamas1 (HKO) bakimindan performanslarini degerlendirmek i¢cin Monte Carlo
(MC) simiilasyon calismast yapilmigti. MC similasyon caligmasina ek olarak
GMO-UU dagilimin gercek hayatta kullamislihigim gostermek amaciyla dort farkln
gercek veri ¢alismast yapilmistir. Ayrica her bir gercek veri setine uyum gosteren
rakip modeller ve elde edilen yeni model bazi uyum kriterleri ve test istatistikleri
acisindan kargilagtirilmigtir [55].

3.1 GMO-UU Dagihminin Elde Edilmesi

2.306| esitliginde yer alan dagilim fonksiyonunda F' (z) yerine esitliginde yer
alan UU dagilimina ait df yazilirsa GMO-UU olarak adlandirilan yasam zamani
dagilimi elde edilmis olur. Yeni elde edilen bu dagilima iligkin df ve oyf sirasi ile

asagidaki esitliklerde verilmistir.

A1 — exp (—0z))” 4+ (1 — A) [1 — exp (—0z)]*’

G(z,n) = (3.1
() a+(1—a)(1—exp(—0z))°
g(z,n) = (l—a)(1—)\)[1—exp(—0x)]2ﬁ+2a(1—)\)[1—2exp(—c9:v)]ﬁ+a)\ y
’ [at (1) (1-exp(—0a))”] (3.2)

B0 exp (—0z) [1 — exp (—0x)) "
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=0.5,0=1,0=2

N a=0.1
09 2=0.25 | 1
| a=0.5
0.8+ a=0.75 |
[ , a=0.9
0.7 F A
0.6
Zo05
0.4
0.3
0.2
0.1
0
0 1 2 3 4 5
X

Sekil 3.1 GMO-UU dagiliminin farkli o parametre degerlerine iliskin oyf

| 0050152

Sekil 3.2 GMO-UU dagilimimin farkli A parametre degerlerine iliskin oyf
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Sekil 3.3 GMO-UU dagilimimin farkli § parametre degerlerine iliskin oyf

a=0.5,1=0.5,0=1

0.9 —B=151

07F |\ l

Xo05
0.4
0.3
0.2

0.1

Sekil 3.4 GMO-UU dagiliminin farkli 3 parametre degerlerine iligkin oyf
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Buradan = (a, A, 0, §) parametre vektoriinii belirtmektedir ve o, A € [0,1),6, 3 >
0’dir. GMO-UU dagiliminda A = 1 alinirsa Marshall-Olkin dagilim elde edilir.
Eger GMO-UU dagiliminda o = 1, A = 1 ve 8 = 1 alinirsa iistel dagilim elde edilir.
Modeldeki diger parametreler sabit tutulurken, her parametrenin farkli degerlerine

iligkin oyf grafikleri Sekil 3.1} [3.2]3.3] ve 3.4 te gosterilmektedir.

GMO-UU dagilimi i¢in sagkalim fonksiyonu ve bof sirasiyla

. [a (1= ) (1—exp (_ex))ﬂ {1 (- exp(—ex))ﬂ] .
(w.m) = a+(1—a)(l—-exp (—9:75))5 ©.3)

ve
. [(1 —a) (1= A (1 —exp(—02)) +2a (1 — ) (1 — exp (—ex))ﬂ )
’ [a 4 (1= A)(1—exp (-9@)5] [a 4+ (1—a)(l—exp (-ex))ﬂ
0 exp (—0z) (1 — exp (—0z))" "
[1 —(1—exp (—ex))ﬂ
3.4)

bicimindedir. Modeldeki diger parametreler sabit tutulurken farkli parametre
degerleri i¢in bof grafikleri Sekil 3.3 [3.6] 3.7 ve [3.8[ de yer almaktadr.

1.6 : @=0.2,0=1,=2

Sekil 3.5 Farkli degerler alan \ parametresi icin GMO-UU dagilimimnin bof
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0.2+ a=0.2 |-
[ a=0.5
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Sekil 3.6 Farkli degerler alan o parametresi icin GMO-UU dagilimimin bof

A=0.2,6=1,8=0.7

1.2 T

1.1

1.05

=
= 0.95
0.9 |

0.85 f
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Sekil 3.7 Farkli degerler alan o parametresi icin GMO-UU dagilimimin bof
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a=0.5,)1=0.5,0=1
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Sekil 3.8 Farkli degerler alan 3 parametresi icin GMO-UU dagiliminin bof

GMO-UU dagilimina ait bof grafikleri incelendiginde, Sekil [3.5] te ters kiivet egrisi,
Sekil 3.6[da artan-azalan-artan ve sadece artan, Sekil [3.7]de kiivet egrisi ve son
olarak Sekil incelendiginde ise artan, azalan ve sabit bof fonksiyonlarina sahip
olduklar1 gériilmektedir. Bundan dolayt GMO-UU dagilimi artan, azalan, ters
kiivet egrisi, kiivet egrisi, artan azalan artan ve sabit bozulma orani fonksiyonlarinm

gerektiren verileri modelleme esnekligine sahip olmaktadir.

3.2 Dagilima Ait Baz Istatistiksel Ozellikler

Bu béliimde GMO-UU dagilimma iliskin moment iireten fonksiyon, momentler,
Lorenz ve Bonferroni egrileri ve say:1 iireten fonksiyon gibi bazi 0zelliklere
deginilecektir.
X rastgele degiskeni GMO-UU dagilimina sahip olmak iizere, dagilima ait moment
tireten fonksiyon Esitlik [3.5]ile asagidaki gibi elde edilir.

0o 141

M, () = Mo () + > Y u M (3.5)

1=0 s=0
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Burada M7 (t) = [exp(tx)fo(z)de ve M; (1) = [exp(tz)fs(z)dx
0 0
asagidaki gibi hesaplanir.

M:y(t)=E (") =08 [ exp(t(z —0)) (1 —exp (—20))" 'dx (3.6)

M: ()= (s+1)08 / exp (t (z — 0))(1 — exp (—20))’“ TV ae (3.7)

Esitlik ve Esitlik 3.7 de yer alan integrallerde u = exp (—fz) doniisiimii
uygulunarak asagidaki esitlikler elde edilir.

. 51— ) TA-5Hr(E+1)
Mzo B/u (1 —w)"" du= F(ﬁ—i‘l—%) (3.8)

1
M;S( )= (s+1) 5fu g i u)b’(s-&-l)—ldu

0 3.9
r(l g) (B(s+1)+1) (3.9)

T(B(s+1)+1—5)

=(s+1)

Yukaridaki her iki esitlikteki I'(.), Ede verilen gama fonksiyonunu
belirtmektedir. Boylece moment iireten fonksiyon [3.8] ve [3.9] yardimuyla,

1)
(ﬁfj £33 s+ —a)a

=0 s=0

(3.10)

. . B [+1 ! s D(B(s+1)—1)
bi¢iminde elde edilir Burada A = < ) )(1 —a)(-1) T(AD 1=

seklindedir. GMO-UU(z,7) dagihmma iligkin 7. moment ise moment iireten

fonksiyondaki benzer mantikla asagidaki bicimde elde edilir.

oo I+1

My = Mo+ Y0 M, (3.11)

=0 s=0

Burada M, = f a” fo (z) dx ve M, f 2" f, (x) dz seklindedir ve asagidaki

adimlar izlenerek elde edilir.

M, = Qﬁ/xT exp (—0z) (1 — exp (—0z))° 'da (3.12)
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M = (s+1) Gﬁ/x’" exp (—0z)(1 — exp (—9x))ﬂ<s+l)_ldx (3.13)

Esitlik [3.12[de yer alan (1 —exp(—6z))"' ve Esitlik te yer alan
(1 —exp (—Gx))ﬁ (+*D=1 jfadeleri binom seri acilimi kullanilarak asagidaki gibi

tekrar yazilabilir.

p-1 ‘
(1 —exp( < ) (—1) (exp (—0x)) (3.14)

=0

e (omye = 3 ( Jer -t )

(—1)"(exp (—ba))’

3.14] ve 3.15te yer alan ifadeler siras1 ile Esitlik [3.12] ve [3.13[te yerine yazilarak
M, ve M integralleri,

(3.15)

s = B-1 i i
My = QBOfx” exp (—0x) > ( , ) (—1)"(exp (—0x))"dx

=0 (4

i (3.16)
—62( . )(—1)2%

ve

=1 Z

oo B(s+1) ' B
M = (1052 5o exp(—o)y | P 1)%
0
(3.17)
B(s+1)—1 1)1 i )
418 % <5(s R )(—D%

1

seklinde hesaplamir. Boylece GMO-UU(x, 7)) dagilimina ait 7. moment asagidaki
gibi elde edilir.

B-1 i
, BL(r+1) (5—1) (1)
M =——>"(" ——
0 P i (i41)"
oo 1+1 B(s+1)—1

r+1 ZZ Z (5 + 1)

(=0 s=0 =1 (318)
(A=) ( I ) (1—a)(~1)"x

B(s+1)—1 1
i (i+1)"

22



Burada T (.), Esitlik 2.3] de yer alan gama fonksiyonunu belirtmektedir ve r =
1,2,... dirGMO-UU (x,7n) dagiliminmn tam olmayan olamayan 7. momenti ise

asagidaki adimlar takip edilerek elde edilir.

_ B ﬁi B—1 ) (L Loy (i +1)

o\ (i+ 1) (3.19)
0o I+1 B(s+1)—1
DS (A—a)<l+1>(1—a)l
=0 s=0  i=0 s
B B(s+1)—1 s (r+1,y0 (i + 1))
AR ( i ) (=1) i+ 1)

Burada I (o, ) tam olmayan gama fonksiyonunu belirtmektedir. Bonferroni ve
Lorenz egrileri ekonomi ve giivenirlik alanlarindaki verileri analiz etmek igin
kullanilan temel istatistiksel yontemlerden biridiri. Buna gore GMO-UU(z, )

dagilimina ait Bonferroni ve Lorenz egrilerine iligkin fonksiyonlar sirasiyla

pp
B B-1 (2,40 (i + 1))
= -1
peu;(( j >( ) (i+1)* * (3.20)
3 co 41 B(s+1)-1 [+ 1 z
mz:oSzo i=0 (A_Oé)< s )<1_a)x
sen [ B0 +i1> -1 ) (L QEfi(i; D)
1 q
L) = [ag(a)ds
B~ p-1 (2,460 (i + 1))
=L —1
Hu;( : >( ) (i+1) + 3.21)
oo I+1 B(s+1)-1
%;SZO ; (A—a)(lt1>(1—a)lx
(s+1) ( A+ 1)1 ) (_I)Himgi(j; )
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bicimindedir. Burada p parametresi ilgilenilen dagilimin birinci momentini ve ¢ =
 (p) kantil fonksiyonunu belirtmektedir. GMO-UU(x, 1) ve p € (0, 1) olmak iizere
GMO-UU dagilimina ait kantil fonksiyonu

1
— —pa — e} - « « (e} E
log <_( Atp—paty/A2 2;(11_4;\;;:2 2p2a+p?a?+4p ) + 1)
0

(3.22)

Tp = —

seklindedir. U (0, 1) diizgiin dagilima sahip bir rastgele degisken olmak iizere,
kantil fonksiyonda p yerine U (0,1) yazilirsa GMO-UU dagilimdan say1 iiretme

algoritmasi elde edilir.

3.3 Nokta Tahmini

3.3.1 En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi
X1, Xs, ..., X,,, GMO-UU(z, ) dagiimindan alinmis n birimlik 6rneklem olsun.

Buna gore dagilima iliskin log-olabilirlik fonksiyonu

) = 10z (1= 0) (1 = ) (1 = exp (~6))*) x
200(1 = X) (1 —exp (—Qxi))ﬁ + aX+nlog(08) —

Qé% +(B-1) ;nllog (1 —exp (—0z;))— (3.23)
2 élog <a + (1 —a)(l—exp (_Qmi))ﬁ)

bicimindedir. Parametrelerin ECO tahmin edicileri, ¢(n) fonksiyonunun 7 =
(o, A\, 0, 3) parametrelerine gore tiirevi alinip sifira esitlenerek olusturulan

olabilirlik denklemlerinin ¢6ziimii ile asagidaki gibi elde edilir.

2”: )(1—exp(—02:))’ +A—(1—-X) (1—exp(—0z,))*’
— (1—-a) (1 exp(—0z;)) 2[3—5—2&(1 A)(l—exp(—@xi))ﬁ-s—a)\
i=i ( (3.24)
_Z (1—(1—exp(—0,))%) —0
= at(1—a)(1-exp(—fz; N
Ln) n a—(1—a)(1—exp(—0z;))* —2a(1—exp(—6z;))’ +a _
o ; (1—a)(1-X)(1—exp(—0z;)) 2 +2a(1-A)(1—exp(—0z))P +ar 0 (3.25)
) _ zn: 2B(1—N)z; exp(—0z;) [(1-X) (1—exp(—0z,))*’ +a(1—exp(—0a;))” |
90 £ (1—exp(— Grz))[(l ) (1=A) (1—exp(—02;)) >’ +2a(1-A) (1—exp(—0;))* +a)] (3.26)
n n o (B—1)z exp(—0z) o n 2(17a)(lfexp(701))ﬁﬁ:rexp(79a:) _ ’
+0 + i_;l'z + ; 1—exp(—6zx) ; (1fexp(79x))(a+(17a)(lfexp(79z))3) 0
o) _ an 2(1-)) log(1—exp(—0;)) [(1—a) (1—exp(—0;)) >’ +a(1—exp(—6a;))” |
98 T & (1—a) (=N (1—exp(—02:)) P +2a(1-X) (1—exp(—0:))+a (3.27)
TL

" 2(1—a)(1—exp(—0z; Blog(1—ex —0x;
+5 + log (1 — exp (—0a;)) — 3 20=ell=onCnl) sl op(-fe)) —
i=1
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3.3.2 En Kiiciik Kareler ve Agirhkl En Kiiciik Kareler Tahmin Edicileri

X1, X, ..., X,, GMO-UU(z,7n) dagiimdan almmis n birimlik 6rnek olsun.
Xy Xomy oy X de bu Ornekleme iligkin sirali yasam zamanlarim belirtsin. Bu
durumda n = (a, A, 0, 5) parametrelerinin EKK tahmin edicisi asagida verilen

amag¢ fonksiyonun minimize edilmesi ile elde edilir.

U (o, ), 0, 3) — é [G (i @, 0,60,8) — i 1 (3.28)
Herbir parametre i¢in amag fonksiyonunun tiirevi alinirsa
3‘2’)0(;7) _ zn: M F ()] Zil(—l i)g((;i:(r;)lﬂ))[l — F (i)
_ o (3.29)
( (Zims @, N, 0, ) — 11) —0
; F x’l”_; F;fx"ﬁ; (G (iam; 0, A, 0, B) — —Zi-l) —0 (3.30)

z": i exp(—02) [((a—1) F(23:0) —20) A=1)(F(@i:n)) >+ AF (@320 «
— (l—exp(eaci;n))[oa—‘,—(1—05)F(2:1-:n)]2 (331)

(G (xz:rwaa)‘aeaﬂ) r =0

i)

n+

OV () = [((a =1 F () =20) (A= 1) (F (2))" + MaF (z)]
9B — la+ (1 —a)F ()

(2

In (1 exp (—0z)) (G(a:i:n,a,)\,e,ﬁ)— i ):0

X

(3.32)

n+1

tahmin denklemleri elde edilir. Burada F(x) fonksiyonu UU dagilimma ve
G (x) fonksiyonu ise GMO-UU(z,7n) dagilimina sahiptir. ~ Goriildiigii iizere
parametrelerin tahmin edicileri matematiksel olarak acik bir bicimde elde
edilmediginden dolayi, bu tahmin edicileri bulmak icin niimerik yOntemlere
bagvurulacaktir.

GMO-UU(x,n) dagilimina iliskin AEKK tahmin edicisi ise yine EKK yontemine
benzer sekilde asagidaki amag fonksiyonunun 7 = («, A, 6, 5) parametrelerine gore

minimize edilmesiyle elde edilir.

. 2
3
w(a,\0,p) = Zw[ “”_n+1} (3.33)

Burada w; = (n+1)*(n+2)/(i(n —i+ 1)) seklindedir ve G () fonksiyonu
GMO-UU(x,n) dagilimmna sahip dagilim fonksiyonunu ifade etmektedir.
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Parametreler i¢in tahmin denklemleri sirasiyla

Tin)] + (1= A) [F (24:0))?]
Z i - . x
PO ) 5
1 — F (25)] (G (Zims , N, 0, 3) — ni 1) —0
Ow (77) _ iw [F (w.0)] — [ (xz‘:n)]QX
@ (1= a) [F o) 535

( (Timy a, A, 0, B) — n—l—l) =
w(n) [(( 1) F (2in) — 20) (A = 1) (F (21:0))° + Ao F (210)] y

o0 — (1 —exp (Bzin)) [a + (1 — @) F (2)]
B exp (—0x) (G (Tim, , A, 0, B) — - 1) =0
(3.36)
ow(n) _ < b, [((a = 1) F (&) = 20) (A = 1) (F ()" + \aF (2)]
0B ; ’ [+ (1 - a) F ()] : (3.37)
In (1 — exp (—6x)) (G (Tim, , A, 0, B) — - i 1) =0

bicimindedir. Ancak yukaridaki denklemler dogrusal olmayan ifadelere sahip
oldugu i¢in n = (a, A, 0, ) parametrelerine ait tahminler bazi niimerik yontemler

kullanilarak elde edilir.

3.3.3 Anderson-Darling Tahmin Edicisi
GMO-UU dagilmmin 1 = (a, \, , ) parametreleri icin AD tahmin edicileri,

n

Ao, )\, 0,8) = —n— 23 (2i — 1) log (G (zin, o, A, 0, 8)) + log (1 — G (zimar, A, 6, 8))] (3.38)

i=1

fonksiyonunun 7 = («, A, 0, 3) parametrelerine gére minimize edilmesi ile elde

edilir.

3.3.4 Cramer-von Mises Tahmin Edicisi

GMO-UU dagiliminin n = (a, A, 0, 3) parametreleri i¢cin CvM tahmin edicisi

2 —1]°
C (a,\0,) = +Z [ (Zims @, A, 0, B) — Z2n (3.39)
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fonksiyonunun n = (o, A, 0, ) parametrelerine gore minimize edilerek agagidaki

tahmin denklemlerinin ¢6ziimiiyle elde edilir.

v (n) zn: A[F ()] + (1= N [F (2i)]] [ = F (23:0)] "
a+ (1 —a)(F(xi))

oo | (3.40)
(G Tims M0, B) — 212;1) ~0
< (Zim)] = [F (2im)]? e a C2i—1Y
= 2 (1= ) [F (20) (G( ins 0, N, 0, 3) ) =0 (341
= [((a= 1) F (2ia) = 20) (A= 1) (F (%)) + AF (2in)]
— (1 —exp (Ozip)) [+ (1 —a) F (wm)]2 (3.42)
21— 1
X B exp (—0x) <G (Timy , N, 0, B) — o > =0
oV (n) _ zn: [((0 = 1) F () = 20) A = 1) (F ()" + AaF ()]
0B S a+(1—a)F (@) 43

201
< (1= exp (~02)) (G (s A5~ 22 ) =0
n
Ancak olusturulan tahmin denklemleri karmagsik ve dogrusal olmayan ifadelere
sahip oldugu i¢in, parametre tahminlerini elde etmek i¢in niimerik yontemlere

bagvurulur.

3.4 Simiilasyon Calismasi

Bu boliimde, GMO-UU dagiliminin bilinmeyen parametrelerinin tahmini icin bes
farkli tahmin yonteminden elde edilen ECO, EKK, AEKK, AD ve CvM tahmin
edicilerinin performanslarint HKO ve ortalama yan bakimindan degerlendirmek
amaci ile bir MC calismas1 yiiriitilmiistiir.  Veri setleri rastgele olarak segilen
m = (0.4,0.8,1,0.5), n2 = (0.5,0.7,3,0.9) ve n3 = (0.2,0.5,2,0.75)
parametre degerlerinden iretilmistir =~ HKO ve ortalama yan degerleri her
bir model i¢in 50, 100, 150, 200, 250, 500, 750 ve 1000 orneklem biiyiikliigii ile
denemenin 5000 kez tekrarlanmasiyla elde edilmigtir.  Simiilasyon sonuclar
Tabld3.1], Tablo [3.2] ve Tablo [3.3te yer almaktadir. Her bir parametreye iligkin
bes farkli tahmin yonteminden elde edilen HKO grafikleri Sekil 3.9 — [3.20[de
sunulmaktadir.  Bes farkli tahmin yontemi icin GMO-UU(x,7) dagiliminmn
parametre tahminlerinin ortalama yan ve HKO degerlerine gore tahmin edicilerin
performansini degerlendirmek amaci ile yapilan MC simiilasyon sonucunda, tiim
parametre senaryolari i¢in bes farkli tahmin yonteminin her birinde 6rneklem hacmi

arttikca ortalama yan ve HKO degerlerinin diizenli olarak azaldigi goriilmektedir.

27



m = (0.4,0.8,1,0.5) durumunda biitiin parametreler géz 6niine alindiginda en iyi
tahmin yonteminin ECO oldugu gozlemlenmistir. 72 = (0.5,0.7, 3, 0.9) durumunda
A tahminlerinin HKO degerlerinin tahmin yonteminden bagimsiz olarak 6rneklem
hacmi 300’den biiyiik oldugunda diizenli bir sekilde azaldig1 goriilmektedir. Ayrica
bu parametre degerleri durumunda (3 parametresinin HKO degerlerinin diger iki
parametre durumuna gore daha biiylik sonuclar verdigi goriillmiistir. 73 =
(0.2,0.5,2,0.75) parametre degerleri durumunda « parametresi icin CvM tahmin
edicilerinin diger tahmin edicilere gore daha diisitk HKO degerlerine sahip oldugu
gozlenmistir.  Ancak Orneklem hacmi artttkca ECO, AEKK ve CvM tahmin
edicilerinin birbirine yakin sonuglar verdigi saptanmistir. Diger taraftan A\, 6 ve
[ parametreleri icin yine ECO tahmin edicilerinin HKO degerlerinin diger tahmin
edicilere gore daha diisiik sonucglar verdigi goriilmiistiir. Genel olarak ortalama
yan ve HKO degerlerindeki azalma bakimindan 73 = (0.2,0.5,2,0.75) parametre
durumunda diger parametre durumlarina gore daha iyi sonuglar elde edilmistir.
n2 = (0.5,0.7,3,0.9) parametre durumunda ise diger parametre durumlarina gore
biitiin tahmin ediciler i¢in daha biiyiik ortalama yan ve HKO degerlerinin oldugu
sOylenebilir. Simiilasyon sonuglar1 detayli bir sekilde degerlendirildiginde, ECO
tahmin edicilerinin dier tahmin edicilere gore daha diisiik yan ve HKO degerine
sahip oldugu fakat tahmin edicilerinin genel anlamda birbirlerine yakin sonuglar

verdigi gdzlemlenmisgtir.
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Tablo 3.1 « = 0.4, A\ = 0.8,6 = 1 ve § = 0.5 i¢in ortalama yan ve HKO sonug¢lar1

Ortalama Yan HKO
n «a A 0 15 & A 0 I}
ECO -0.28068 -0.21289 0.12878  0.32917 0.09439 0.07028 0.13230 0.15473
EKK -0.26870 -0.14047 -0.04713 0.33943 0.15730 0.07187 0.15674 0.17698
50 AEKK -0.26969 -0.16348 -0.03111 0.29744 0.09006 0.05760 0.12407 0.13903
CvM -0.27618 -0.17265 0.01921 0.30419 0.08906 0.05734 0.11549 0.13320
AD -0.30248 -0.17779 0.07342 0.40718 0.10553 0.05781 0.17959 0.23130
ECO -0.23361 -0.18780 0.07709  0.20902 0.06971 0.05883 0.06699 0.06390
EKK -0.24670 -0.14643 -0.00722 0.25118 0.09513 0.06215 0.09679 0.09334
100 AEKK -0.23761 -0.15988 0.00178 0.21423 0.07112 0.05401 0.06952 0.06911
CvM -0.23717 -0.16180 0.01935 0.21035 0.06840 0.05206 0.06636 0.06327
AD -0.26863 -0.17362 0.05957 0.28492 0.08600 0.05662 0.10442 0.11242
ECO -0.19717 -0.14995 0.04835 0.15931 0.05473 0.04512 0.04279 0.03820
EKK -0.22552  -0.13246 -0.00074 0.20328 0.06985 0.05001 0.07593 0.06115
150 AEKK -0.21098 -0.13784 0.00098 0.16955 0.05798 0.04559 0.05071 0.04308
CvM -0.20837 -0.13612 0.01048 0.16651 0.05527 0.04267 0.04758 0.04003
AD -0.24208 -0.15394 0.04736 0.22584 0.07274 0.05052 0.07987 0.07129
ECO -0.18062 -0.11785 0.01368 0.13909 0.04630 0.03304 0.02856 0.02769
EKK -0.21446 -0.11487 -0.01862 0.17938 0.06220 0.04283 0.05886 0.04530
200 AEKK -0.19743 -0.11361 -0.01861 0.15163 0.05060 0.03504 0.03702 0.03232
CvM -0.19429 -0.11093 -0.01358 0.14822 0.04801 0.03305 0.03460 0.03009
AD -0.22929 -0.13512 0.01914  0.19605 0.06402 0.04293 0.05951 0.05177
ECO -0.17093 -0.10282 0.00943 0.13084 0.04047 0.02705 0.02294 0.02325
EKK -0.20438 -0.10650 -0.01344 0.16533 0.05411 0.03756 0.04949 0.03730
250 AEKK -0.18725 -0.10235 -0.01433 0.14197 0.04483 0.02930 0.02994 0.02687
CvM -0.18377 -0.09893 -0.01115 0.13926 0.04256 0.02746 0.02820 0.02536
AD -0.21639 -0.12336 0.01746  0.17859 0.05693 0.03840 0.04993 0.04200
ECO -0.13525 -0.08224 0.01692 0.10242 0.02754 0.02110 0.01410 0.01368
EKK -0.17353 -0.10339 0.01700 0.13296 0.04136 0.03339 0.02920 0.02328
500 AEKK -0.15569 -0.09385 0.01060 0.11435 0.03262 0.02460 0.01754 0.01672
CvM -0.15088 -0.08803 0.00957 0.11188 0.03081 0.02305 0.01690 0.01585
AD -0.18185 -0.11441 0.03314 0.13973 0.04274 0.03379 0.03000 0.02516
ECO -0.11531 -0.05141 -0.00069 0.08952 0.02175 0.01582 0.00892 0.01017
EKK -0.15256 -0.07956 0.00652 0.11372 0.03301 0.02581 0.01997 0.01660
750 AEKK -0.13710 -0.06916 -0.00002 0.10003 0.02611 0.01852 0.01152 0.01239
CvM -0.13262 -0.06358 -0.00158 0.09813 0.02471 0.01736 0.01107 0.01187
AD -0.15855 -0.08770 0.01764 0.11813 0.03414 0.02614 0.02019 0.01764
ECO -0.09783 -0.02277 -0.01860 0.08534 0.01655 0.00958 0.00604 0.00883
EKK -0.13750 -0.05995 -0.00513 0.10715 0.02741 0.02043 0.01516 0.01440
1000  AEKK -0.11941 -0.04202 -0.01577 0.09511 0.02066 0.01194 0.00841 0.01080
CvM -0.11557 -0.03711 -0.01717 0.09362 0.01959 0.01124 0.00818 0.01042
AD -0.14216 -0.06537 0.00334 0.11094 0.02824 0.01933 0.01514 0.01507
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Tablo 3.2 « = 0.5, A = 0.7,6 = 3 ve § = 0.9 i¢in ortalama yan ve HKO sonug¢lar1

Ortalama Yan HKO
n «a A 0 15 & A 0 I}
ECO -0.34566 -0.15146 0.00677  0.60609 0.14857 0.05449 0.48936 0.55477
EKK -0.36300 -0.07902 -0.41385 0.66166 0.16876 0.05246 0.81635 0.71067
50 AEKK -0.34991 -0.10611 -0.34523 0.55475 0.14735 0.05461 0.67605 0.52172
CvM -0.35018 -0.10466 -0.24528 0.56489 0.14420 0.04675 0.57542 0.47921
ADE -0.38821 -0.10309 -0.16052 0.81295 0.17133 0.04054 0.70152 0.95300
ECO -0.28198 -0.16552 0.01055 0.35475 0.11357 0.06027 0.25390 0.21713
EKK -0.30520 -0.09688 -0.23223 0.45754 0.13920 0.05504 0.45554 0.34850
100 AEKK -0.29544 -0.13430 -0.16808 0.37014 0.11764 0.05688 0.33056 0.24228
CvM -0.29324 -0.13391 -0.13084 0.36300 0.11356 0.05411 0.30408 0.21771
ADE -0.33244  -0.12564 -0.09339 0.53200 0.14016 0.04755 0.41361 0.43109
ECO -0.25939 -0.17702 0.00917 0.26147 0.09960 0.06560 0.17155 0.12454
EKK -0.27339 -0.11569 -0.16199 0.35557 0.13815 0.06708 0.30928 0.22372
150 AEKK -0.27616 -0.16345 -0.10978 0.28091 0.10530 0.06761 0.21463 0.15133
CvM -0.27159 -0.15454 -0.09228 0.27695 0.10064 0.06100 0.20430 0.13429
ADE -0.30060 -0.14182 -0.06659 0.40726 0.12446 0.05311 0.28670 0.26729
ECO -0.23332  -0.17000 0.01844 0.21561 0.08888 0.06180 0.14380 0.09068
EKK -0.26228 -0.13427 -0.09816 0.31242 0.11443 0.06088 0.25047 0.17801
200 AEKK -0.25505 -0.16757 -0.05999 0.24203 0.09671 0.06423 0.17111 0.11598
CvM -0.25206 -0.16278 -0.05239 0.23454 0.09204 0.06153 0.16711 0.10277
ADE -0.28314 -0.15357 -0.02653 0.35121 0.11633 0.05625 0.23947 0.20618
ECO -0.21808 -0.16684 0.01640 0.18197 0.08095 0.06031 0.11480 0.06843
EKK -0.24281 -0.13116 -0.08838 0.26619 0.11075 0.06333 0.20424 0.13449
250 AEKK -0.24005 -0.16742 -0.05158 0.20347 0.08805 0.06509 0.13894 0.08683
CvM -0.23587 -0.16003 -0.04570 0.19951 0.08367 0.06093 0.13661 0.07838
ADE -0.26466 -0.15044 -0.03014 0.29777 0.10647 0.05633 0.19496 0.15350
ECO -0.16942 -0.12682 -0.01680 0.11043 0.05671 0.04660 0.06194 0.02733
EKK -0.21021 -0.11818 -0.07219 0.18232 0.08936 0.05816 0.11738 0.06389
500 AEKK -0.20490 -0.14241 -0.04973 0.13510 0.06498 0.05245 0.07519 0.03752
CvM -0.19878 -0.13533 -0.05032 0.13111 0.06162 0.05004 0.07483 0.03419
ADE -0.22698 -0.13412 -0.04145 0.19813 0.08290 0.05187 0.11233 0.07027
ECO -0.14770 -0.10984 -0.01937 0.08707 0.04666 0.04131 0.04115 0.01616
EKK -0.20142 -0.11769 -0.05432 0.15270 0.07162 0.05238 0.08127 0.04145
750 AEKK -0.18389 -0.12805 -0.04020 0.10953 0.05453 0.04688 0.05070 0.02266
CvM -0.17827 -0.12248 -0.04130 0.10610 0.05171 0.04519 0.05080 0.02100
ADe -0.21514 -0.13144 -0.03313 0.16314 0.07093 0.05017 0.07837 0.04497
ECO -0.13367 -0.10333 -0.01148 0.07330 0.04124 0.03964 0.03309 0.01146
EKK -0.18694 -0.11393 -0.03964 0.13289 0.06514 0.05035 0.06399 0.03101
1000 AEKK -0.17228 -0.12460 -0.02598 0.09604 0.04921 0.04407 0.04057 0.01645
CvM -0.16716 -0.11969 -0.02762 0.09281 0.04670 0.04286 0.04062 0.01522
ADE -0.19835 -0.12500 -0.02329 0.14128 0.06489 0.04897 0.06266 0.03342
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Tablo 3.3 o = 0.2, A\ = 0.5,0 = 2 ve § = 0.75 i¢in ortalama yan ve HKO

sonuglari
Ortalama Yan HKO
n é A ) B é A 0 i
ECO -0.08729 0.01898 0.06158 0.36224 0.02545 0.02719 0.26641 0.22555
EKK -0.09775 0.07515 -0.18820 0.39060 0.02577 0.04029 0.40202 0.26906
50 AEKK -0.08453 0.05805 -0.16352 0.32183 0.02326 0.04197 0.32152 0.20409
CvM -0.08320 0.05372 -0.09287 0.32664 0.02219 0.03589 0.28176 0.18923
AD -0.11314 0.05729 -0.01105 0.48436 0.02573 0.03096 0.39782 0.36162
ECO -0.05482 0.00727 0.00484  0.19660 0.01878 0.02785 0.11746 0.07994
EKK -0.07591 0.04537 -0.11243 0.25280 0.01872 0.03788 0.22379 0.11937
100 AEKK -0.06138 0.02784 -0.09547 0.19628 0.01690 0.03660 0.15953 0.08326
CvM -0.05925 0.02783 -0.07337 0.19329 0.01579 0.03382 0.14257 0.07503
AD -0.08993 0.03053 -0.01675 0.30082 0.01796 0.03083 0.21762 0.14846
ECO -0.03255 0.01638 -0.01078 0.13770 0.01746 0.02615 0.08852 0.04673
EKK -0.05002 0.04803 -0.09206 0.18964 0.01894 0.03558 0.16853 0.07596
150 AEKK -0.03658 0.02644 -0.07694 0.13960 0.01807 0.03464 0.11689 0.05285
CvM -0.03600 0.02797 -0.06664 0.13653 0.01558 0.03286 0.10896 0.04735
AD -0.06368 0.03457 -0.02606 0.22200 0.01731 0.02940 0.16288 0.09017
ECO -0.01876 0.02062 -0.01745 0.09919 0.01621 0.02487 0.07138 0.02987
EKK -0.03499 0.04582 -0.07871 0.14420 0.01806 0.03398 0.13723 0.05132
200  AEKK -0.02926 0.02911 -0.06376 0.10774 0.01480 0.03118 0.09454 0.03308
CvM -0.02537 0.02579 -0.05854 0.10002 0.01422 0.03164 0.08905 0.03149
AD -0.04763 0.03382 -0.02807 0.16861 0.01623 0.02885 0.13262 0.05949
ECO -0.01282 0.04530 -0.05548 0.09095 0.01272 0.02384 0.05741 0.02368
EKK -0.02781 0.06725 -0.10518 0.13197 0.01536 0.03326 0.11498 0.04029
250 AEKK -0.01963 0.05475 -0.09250 0.09967 0.01224 0.02719 0.07711 0.02585
CvM -0.01780 0.05535 -0.08908 0.09583 0.01120 0.02712 0.07295 0.02402
AD -0.03935 0.05507 -0.06304 0.15147 0.01342 0.02807 0.10843 0.04612
500 ECO 0.00548 0.03977 -0.04660 0.04903 0.01109 0.01865 0.03068 0.00990
EKK -0.00483 0.05370 -0.07235 0.07718 0.01422 0.02782 0.06090 0.01871
AEKK -0.00283 0.03980 -0.06184 0.05719 0.01037 0.01990 0.03834 0.01155
CvM 0.00045  0.04337 -0.06272 0.05454 0.00998 0.02000 0.03778 0.01073
AD -0.01283 0.04572 -0.05074 0.08724 0.01260 0.02468 0.05817 0.02042
ECO 0.01770  0.03929 -0.03921 0.02770 0.01046 0.01695 0.02225 0.00589
EKK 0.01468 0.05417 -0.05972 0.04588 0.01489 0.02595 0.04175 0.01088
750 AEKK 0.01253 0.03944 -0.05029 0.03267 0.01044 0.01873 0.02693 0.00698
CvM 0.01544 0.04246 -0.05143 0.03065 0.01034 0.01905 0.02663 0.00664
AD 0.00809 0.04769 -0.04504 0.05266 0.01333 0.02354 0.04005 0.01158
ECO 0.00945 0.01460 0.01799  0.00427 0.00945 0.01460 0.01799 0.00427
EKK 0.01469 0.02370 0.03341 0.00768 0.01469 0.02370 0.03341 0.00768
1000  AEKK 0.00948 0.01559 0.02147 0.00480 0.00948 0.01559 0.02147 0.00480
CvM 0.00978 0.01704 0.02150 0.00493 0.00978 0.01704 0.02150 0.00493
AD 0.01322  0.02169 0.03224  0.00800 0.01322 0.02169 0.03224 0.00800
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HKO(7)
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4

GERCEK VERI UYGULAMASI

Bu bélimde, GMO-UU(z,7) dagilimmin gercek hayattaki  verileri
modelleyebildigini gostermek amaciyla farkli alanlardan elde edilen dort adet
gercek veri seti ile caligtlmistir. Bu veri setleri GMO-UU(z, 1) dagilimina rakip
olan dagilimlarla da analiz edilmis ve dagilimlara uyumlar: incelenmigstir. Her bir
dagilima iliskin ECO tahmin edileri ve bu tahminlere ait standart hatalar verilmistir.
Ayrica dagilimlart kiyaslamak amaciyla her bir dagilim i¢in; -2 * log — olabilirlik
degeri, AIC, KS, AD, KS test istatistikleri ve bu test istatistiklerine iligkin p

degerleri hesaplanmustir.

4.1 Gercek Veri Calismasi I

Ik veri seti bir jet ugag1 filosunun 13 iiyesinin klima sistemlerinin ardisik ariza
sayisindan elde edilmistir. Veri seti ilk olarak Proschan [56] tarafindan analiz
edilmigstir. Daha sonra bu veri seti Gleser [57] ve Habibi ve Asgharzadeh [58]]
tarafindan da kullanilmigtir. Veri seti 194, 413, 90, 74, 55, 23, 97, 50, 359, 50,
130, 487, 102, 15, 14, 10, 57, 320, 261, 51, 44, 9, 254, 493, 18, 209, 41, 58, 60,
48, 56, 87, 11, 102, 12, 5, 100, 14, 29, 37, 186, 29, 104, 7, 4, 72, 270, 283, 7,
57, 33, 100, 61, 502, 220, 120, 141, 22, 603, 35, 98, 54, 181, 65, 49, 12, 239, 14,
18, 39, 3, 12, 5, 32, 9, 14, 70, 47, 62, 142, 3, 104, 85, 67, 169, 24, 21, 246, 47,
68, 15, 2, 91, 59, 447, 56, 29, 176, 225, 77, 197, 438, 43, 134, 184, 20, 386, 182,
71, 80, 188, 230, 152, 36, 79, 59, 33, 246, 1, 79, 3, 27, 201, 84, 27, 21, 16, 88,
130, 14, 118, 44, 15, 42, 106, 46, 230, 59, 153, 104, 20, 206, 5, 66, 34, 29, 26,
35, 5, 82, 5, 61, 31, 118, 326, 12, 54, 36, 34, 18, 25, 120, 31, 22, 18, 156, 11,
216, 139, 67, 310, 3, 46, 210, 57, 76, 14, 111, 97, 62, 26, 71, 39, 30, 7, 44, 11,
63, 23, 22, 23, 14, 18, 13, 34, 62, 11, 191, 14, 16, 18, 130, 90, 163, 208, 1, 24,
70, 16, 101, 52, 208 ve 95 degerlerinden olugsmaktadir. Veri seti GMO-UU, W, UU,
MOUBXII, GBU-II, GTWU, UWP ve iistel dagilim ile analiz edilmistir. Ardisik
ariza verisini modelleyen bu dagilimlarin ECO tahminleri (standart hatalar1) Tablo
M.T7de ve kiyaslamada kullanilan test istatistikleri ise Tablo #.2/de yer almaktadir.
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Ayrica veriye uydurulan dagilimlarin, df grafikleri de Sekil .1 de sunulmaktadir.

Tablo 4.1 Ariza sayis1 verisi i¢cin parametre tahminleri (standart hatalari)

& A 0 o4
GMO-UU  0.1744 (0.1105)  0.7161(0.1834)  0.008(0.0014)  1.412(0.2170)
UWP 0.0076(1.4384) 0.0390(0.0543) 0.5561(0.1947) 2.8174(1.8256)
GTWU 1.3954(0.2185) 0.0209(0.0052)  3.4321(1.3457) -
MOUBXII 239.17(196.7109)  1.4003(4.0277)  0.9921(2.9693) -
GBU-II 0.9267(0.0827)  0.0102(0.0017)  0.0056(0.2852) -
018 0.0100 (0.0009)  0.9275(0.0827) - -
W 0.9245 (0.0482)  89.5575(7.0175) - -
Ustel 0.0107(0.0008) - - -
Tablo 4.2 Ariza sayisi verileri i¢in uyum iyiligi istatistikleri
Dagilim 2log  AIC_AD* CvM* K-S p(AD¥) p(CvM¥) [ p(K-S)
GMO-UU 2347.32 2355.32 0.2030 0.0286 0.0307 0.9896 0.9805 0.9878
Uwp 2349.26 2357.26 0.2596 0.0345 0.0390 0.9650 0.9593 0.9009
GTWU 2347.37 2353.38 0.2136 0.0308 0.0390 0.9862 0.9736 0.9602
MOEBXII 2361.12 2367.12 0.6385 0.0710 0.0420 0.6122 0.7459 0.8470
GBU-II 2356.81 2362.81 11.881 0.2138 0.0641 0.2721 0.2423 0.3457
UU 2356.81 2360.81 11.978 0.2165 0.0644 0.2684 0.2377 0.3396
W 2355.17 2359.17 0.8246 0.1275 0.0520 0.4635 0.4663 0.6113
Ustel 2357.53 2359.53 16919 0.1157 0.0726 0.1367 0.1157 0.2112
1
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Sekil 4.1 Ardisik ariza sayis1 verisi i¢in uydurulan df’ler
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Tablo [4.2]de yer alan sonuglardan, tiim karisilastirma kriterleri dikkate alindiginda
GMO-UU(x, ) dagiliminin diger rakip dagilimlara gore veriyi daha iyi modelledigi

sonucuna vartlmistir.

4.2 Gergek Veri Calismas 11

Ikinci geri veri seti calismasi, mayis ayindan eyliil ayina kadar New York’ta yapilan
giinliik ozon seviyesi Olciimlerini icermektedir. Veri seti ilk olarak Nadarajah [59]
tarafindan analiz edilmis olup ayrica Leiva vd. [60] tarafindan da kullanilmistir.
Veri seti 41, 36, 12, 18, 28, 23, 19, 8, 7, 16, 11, 14, 18, 14, 34, 6, 30, 11,
1, 11, 4, 32, 23, 45, 115, 37, 29, 71, 39, 23, 21, 37, 20, 12, 13, 135, 49, 32,
64, 40, 77, 97, 97, 85, 10, 27, 7, 48, 35, 61, 79, 63, 16, 80, 108, 20, 52, 82,
50, 64, 59, 39, 9, 16, 78, 35, 66, 122, 89, 110, 44, 28, 65, 22, 59, 23, 31,
44, 21, 9, 45, 168, 73, 76, 118, 84, 85, 96, 78, 73, 91, 47, 32, 20, 23, 21,
24, 44, 21, 28, 9, 13, 46, 18, 13, 24, 16, 13, 23, 36, 7, 14, 30, 14, 18 ve 20
olmak iizere 116 gozlemden olugsmaktadir. Ozon seviyeleri 6l¢timiinden olusan veri
seti GMO-UU,W,MOGB-XII,UU, GBU-II, GTWU, UWP ve UW dagilimlar ile
analiz edilmistir. Ozon seviyesi verilerini modelleyen dagilimlarin ECO tahminleri
(standart hatalari) Tablo .3 de ve kiyaslamada kullanilan test istatistikleri ise Tablo
M.4te yer almaktadir.Veriye uydurulan dagilimlarin df fonksiyonu grafikleri ise
Sekil 2] de gosterilmektedir.

Tablo 4.3 Ozon seviyeleri verisi i¢in parametre tahminleri (standart hatalar1)

Q A 0 B
GMO-UU 0.1121(0.0958) 0.5427(0.1571)  0.030(0.0044) 2.8284(0.6450)
UWP 70.6413(159.4820)  0.0516(0.0324)  0.8054(0.2253) 0.0404(0.0982)
GTWU 1.9237(0.4617) 0.0283(0.0063)  2.4251(1.2859) -
MOUB-XII  1062.58(606.767)  34.4062(38.9027) 0.0588(0.0665) -
GBU-II 1.7962(0,2460) 0.0338(0,0197)  0.0082(1,1555) -
ow 0.8350(0.2429)  21.1821(13.1199) 2.5804(1.6124) -
uu 0.0336(0.0035) 1.7960(0.2455) - -
W 1.3402(0.0954) 46.0803(3.3754) - -

Tablo 4.4 Ozon seviyeleri verisi i¢in uyum iyiligi istatistikleri

Dagilm  -2log  AIC AD* CvM* K-S  p(AD*) p(CvM#) p(K-S)
GMO-UU 1079.69 1087.69 0.2521 0.0338 0.0468 0.9692 0.9628  0.9615
UWP 1082.47 1090.47 0.5490 0.0875 0.0748 0.6971 0.6508  0.5354
GTWU 1082.68 1088.68 0.4902 0.0694 0.0691 0.7564 0.7557  0.6372
MOUBXIT 1090.12 1096.12 0.6516 0.0824 0.0677 0.0600 0.6786  0.6616
GBU-II 1082.79 1088.79 0.6850 0.1173 0.0846 0.5712 0.5081  0.3785

Uw 1082.41 1088.41 0.5480 0.0878 0.0750 0.6980 0.6496 0.5310
uu 1082.79 1086.79 0.6844 0.1170 0.3788 0.5716 0.5081 0.3787
w 1085.22 1089.22 0.9028 0.1546 0.0900 0.4123 0.3764 0.3050
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Sekil 4.2 Ozon seviyesi Ol¢iimii verisi i¢in uydurulan df’ler

Tablo e gore ele alman tiim uyum iyiligi kriterleri bakimindan GMO-UU(z, 1)
dagiliminin, veriyi modelleyen diger dagilimlara kiyasla veriyi daha 1yi modelledigi

goriilmiistiir.

4.3 Gercek Veri Calismasi 111

Ugiincii gergek veri seti, Kanada’nin Yukon Bolgesi'nde, Carcross yakimindaki
Wheaton Nehri’nin tagkin zirvelerine ait agtm miktarlarini (m?3/s cinsinden)
icermektedir. Veri seti ilk olarak Choulakian ve Stephens [61] tarafindan analiz
edilmis olup ayrica Lemonte [62] tarafindan da kullanilmistir. Veri seti 41, 36,
12, 18, 28, 23, 19, 8, 7, 16, 11, 14, 18, 14, 34, 6, 30, 11, 1, 11, 4, 32, 23, 45,
115, 37,29, 71, 39, 23, 21, 37, 20, 12, 13, 135, 49, 32, 64, 40, 77, 97, 97, 85,
10, 27, 7, 48, 35, 61, 79, 63, 16,80, 108, 20, 52, 82, 50, 64, 59, 39, 9, 16, 78,
35, 66, 122, 89, 110, 44, 28, 65, 22,59, 23, 31, 44, 21,9, 45, 168, 73, 76, 118,
84, 85, 96, 78, 73, 91, 47, 32, 20, 23, 21, 24, 44, 21, 28, 9, 13, 46, 18, 13, 24,
16, 13, 23, 36, 7, 14, 30, 14, 18 ve 20 degerlerinden olugsmaktadir. Tagkin verisi
GMO-UU dagilimi ve diger rakip dagilimlar olan W, MOGB-XII, UU, GBU-II,
GTWU, UWP ve UW dagilimlari ile analiz edilmistir. Analiz edilen dagilimlara
ait ECO tahminleri (standart hatalart) Tablo 5[ te ve kiyaslamk i¢in kullanilan test
istatistikleri ve bilgi kriterleri ise Tablo 4.6]da yer almaktadir. Ayrica analiz edilen
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modellerin df grafikleri Sekil [4.3]te gosterilmistir.

Tablo 4.5 Tagkin verisi i¢in parametre tahminleri (standart hatalart)

& A 0 B
GMO-UU 0.0112(0.0095) 0.3677(0.0732)  0.0851(0.1238) 2.0726(0.3967)
UWP 32.4750(32.2928) 0.0533(0.0226) 1.3215(0.5396) 0.0176(0.0193)
GTWU 1.8790(0.5583) 0.4776(0.2163) 12.9329(8.4529) -
MOUBXII 482.0154(3063.9710) 0.3355(0.4252)  5.7285(8.8558) -
GBU-II 0.7829(0.1500) 0.0923(0.0217)  0.4838(0.4012) -
1810] 0.0724(0.0117) 0.8284(0.1231) - -
w 0.9012(0.0856) 11.6322(1.6017) - -
Ustel 0.0819(0.0097) - - -
Tablo 4.6 Taskin verisi i¢in uyum iyiligi istatistikleri
Dagihm  -2log AIC  AD* CvM* K-S  p(AD*) p(CvM*) p(K-S)
GMO-UU 494.58 502.58 0.2486 0.0323 0.0529 0.9710 0.9686 0.9876
UWP 502.56 510.56 0.6627 0.1080 0.1079 0.5903 0.5481 0.3718
GTWU 498.22 504.22 0.4913 0.0891 0.0865 0.7551 0.6424 0.6544
MOUBXII 513.00 519.00 12.564 0.2045 0.1048 0.2469 0.2593 0.4082
GBU-II 502.26 508.26 0.6976 0.1189 0.1044 0.5603 0.5008 0.4127
918} 506.59 506.59 0.7447 0.1300 0.1017 0.5221 0.4576 0.4462
w 502.99 506.99 0.8445 0.1489 0.1052 0.4496 0.3966 0.4029
Ustel 504.26 506.26 14.587 0.2306 0.1422 0.1867 0.2153 0.1087
1 T T T L
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Sekil 4.3 Tagkin verisi icin uydurulan df’ler
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Tablo 4.6 ya gore tim uyum iyiligi kriterleri dikkate alindiginda veriyi en iyi
modelleyen dagilimin GMO-UU(z, 1) oldugu goériilmektedir.

4.4 Gercek Veri Calismasi IV

Dordiincii gergek veri seti, Israil Saghik Bakanhig: tarafindan yayimlanan anonim
verilerden elde edilmig olup 60 yas iistii 50 erkek hasta i¢in ilk pozitif COVID-19
PCR testinden ilk negatif teste kadar dl¢iilen hayatta kalanlarin iyilesme siirelerini
icermektedir [63]. Veri seti : 16, 16, 16, 14, 36, 9,10, 11, 8, 9, 12, 10, 22, 5, 11,
17, 20, 12, 29, 12, 15, 25, 25, 24, 18, 13, 44, 14, 20, 19, 11, 10, 18, 21, 31, 9,
29, 12, 10, 10, 13, 12, 19, 33, 37, 16, 63, 9, 28 ve 16 olmak iizere 50 gdzlemden
olusmaktadir. Veri seti GMO-UU, W, UU, MOUBXII, GBU-II, GTWU, UWP ve
tistel dagilim ile analiz edilmistir.Analiz edilen dagilimlara iligkin ECO tahminleri
(standart hatalar1) Tablo 4. 7]de ve kiyaslamada kullanilan uyum istatistikleri ise
Tablo @.8/de yer almaktadir. Ayrica veriye uyum gosteren modellerin df grafikleri
Sekil d.4]te gosterilmistir. Tablo 4.8 den goriildugi tizere, AIC degeri bakimindan
GTWU dagilimi hari¢ olmak iizere —2 * log, AD, CvM,K-S, p(AD),p(CvM) ve
p(K-S) kriterlerine gore en iyi uyum saglayan modelin GMO-UU oldugu sonucuna

varimigtir.

Tablo 4.7 COVID-19 verisi icin parametre tahminleri (standart hatalar)

a ) 0 A3
GMO-UU 0.0551(0.0547) 0.6796(0.1964)  0.1079(0.0280)  9.8323(3.6896)
Uwp 16.5628(51.4257)  37.6783(213.0973)  0.3198(0.1848)  90.9496(665.3290)
GTWU 5.6545(2.0157) 0.0585(0.0065)  4.9490(2.4912) -
MOUBXII 1010.5069(506.7894)  4.5381(18.0703)  0.5637(2.2449) -
GBU-II 6.1158(1.7533) 0.1360(0.0302)  0.00002(0.3456) -
(618} 0.1360(0.0189) 6.1153(1.7532) - -
w 1.8779(0.1860) 20.8508(1.6693) - -
Ustel 0.0544(0.0077) - - -

Tablo 4.8 COVID-19 verisi icin uyum iyiligi istatistikleri

Dagilim 2log  AIC AD* CvM* K-S p(AD*) p(CvM*) p(K-S)
GMO-EE 346.78 354.78 0.2113 0.0276 0.0690 0.9870  0.9843 0.9712
EWP 348.21 356.21 0.2972 0.0417 0.0895 0.9400 0.9261 0.8183

EOWEXx 346.79 352,79 0.2385 0.0350 0.0833 0.9761 09586  0.8787
MOEBXII  357.80 363.80 13.315 0.1816 0.1739 0.2223  0.3069 0.0971

GBE-II 352.10 358.10 0.6886 0.1115 0.1155 0.5677  0.5329 0.5176
EE 352.10 356.10 0.6886 0.1115 0.1155 0.5677  0.5329 0.5176
w 363.40 367.40 14.451 0.2290 0.1465 0.1902  0.2179  0.2333

Exponential 391.13 393.13 63.070 12.118 0.3472 0.0007  0.0007  0.0000
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SONUC

Bu tez calismasinda, genellestirilmis Marshall-Olkin dagiliminin bir alt modeli
olan genellestirilmis Marshall-Olkin iistellestirilmis iistel dagilm (GMO-UU)
tanitilmistir.  Tamitilan yeni modelin, moment iireten fonksiyonu, momentleri,
tam olamayan momentleri, Lorenz ve Bonferronni egrileri gibi bazi istatistiksel
ozellikleri elde edilmistir. Ustellestirlmis iistel dagilim artan ve azalan bozulma
oram fonksiyonuna sahip iken yeni elde edilen GMO-UU modelinin bozulma
oranmi fonksiyonu grafikleri incelendiginde artan, azalan, sabit, artan-azalan-artan,
ters kiivet ve kiivet egrisi sekillerine sahip oldugu icin veri modellemede
esnek bir dagilim oldugu goriilmiistiir. Onerilen dagilimin bilinmeyen
parametrelerini tahmin etmek i¢in bes farkli tahmin yontemi kullanilmigtir. Tahmin
edicilerin performanslarin1 degerlendirmek icin Monte Carlo simiilasyon ¢aligmasi

yiiriitiilmiistiir. Monte Carlo simiilasyon ¢aligmasi sonuglarina gore,

 beklendigi gibi tiim tahmin edicilerde drneklem hacmi arttik¢a ortalama yan
ve HKO degerlerinin sistematik bir bi¢imde azaldigi ve neredeyse sifira

yaklastig1,

* kiiciik orneklem durumlarinda ortalama yan ve HKO degerlerinin biiyiik

oldugu,

* ECO tahmin edicilerinin diger tahmin edicilere gore daha diisiik yan ve
HKO degerlerine sahip oldugu fakat genel olarak biitiin tahmin edicilerin

birbirlerine yakin sonuglar verdigi

gozlenmistir. Ayrica dort gercek veri seti, model uyumlari agisidan karsilastirmak
amact ile GMO-UU dagilim1 ve bu veri setlerini modelleyebilen rakip dagilimlarla
analiz edilmistir. Veri setlerinin modellere uyumunun degerlendirilmesinde —2 *
log, AD* ve onun p(AD*) degeri, CvM* ve onun P(CvM*) degeri, K-S istatistigi
ve onun p(K-S) degeri agisindan en uygun modelin GMO-UU dagilimi oldugu
goriilmiistir. COVID-19 iyilesme siiresine iligkin veriler GMO-UU dagilimima
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uyduruldugunda, 60 yas iistii erkek hastalarin ortalama iyilesme siiresinin 18.35
oldugu tahmin edilmistir. Ayn veri setini kullanarak Tanis [63] ortalama iyilesme
siiresini yaklagik 21 giin olarak tahmin ederken, Voinsky vd.[64] 60 yas iistii
erkek COVID-19 hastalarindan olusan bagka bir veri seti icin ortalama iyilesme
stiresini yaklagik 15 giin olarak tahmin etmis ve Barman vd.[65] baska bir
COVID-19 hastas1 érneklemine dayanarak ortalama iyilesme siiresini %95 giiven
araliginda 16 ile 34 giin olarak elde etmistir. GMO-UU dagilimina gore 2 hafta
icerisinde iyilesme olasiligi %44.62 olarak hesaplanirken,Tamig [63] bu degeri
%45.25 olarak hesaplamistir. GMO-UU dagilimindan elde edilen sonuglar boylece
daha oOnceki yapilan calismalarin bulgulariyla desteklenmektedir. Gercek veri
uygulamalarinin tatmin edici sonuglarindan GMO-UU dagiliminin gergek hayattaki
verilere uygulanabilirligi goriilmektedir.

Elde etti§imiz sonuclar 1s181nda, onerilen modelin sag kalim analizi, meteoroloji,
ekonomi, biyoloji, hidroloji,yasam bilimleri ve miihendislik alanlarindaki diger
uygulamalar da dahil olmak iizere cok cesitli alanlardan elde edilen verileri
modelleyebilecegi Ongiiriilmektedir.  Literatiirde daha az parametreye sahip
dagilimlar olmasina ragmen, ters kiivet egrisi ve kiivet seklinde bozulma orani
fonksiyonlarina sahip olmasi bakimindan GMO-UU dagilim &zellikle biyolojik,
klinik ve yasam verilerinin modellenmesinde etkin bir sekilde kullanilabilir. Ayrica,
onerilen model iistel, Weibull ve Marshall-Olkin dagilimlarinin uzantilarina bir
alternatif olarak diistiniilebilir. Sansiirlii verilerin modellenmesi ve yagam zamani
regresyonu gibi daha ileri konularda GMO-UU dagilimim temel alan calismalar

yapilabilir.
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