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OZET

Makine Ogrenme Problemlerinde Konveks Olmayan
Optimizasyon Modellerinin Iki Konveks Fonksiyonun

Farki ve Ikinci Derece Konik Programlama ile
Modellenmesi

Duygu UCUNCU

Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi

Danisman: Prof. Dr. Erdal GUL
Es-Danmisman: Prof. Dr. Siireyya AKYUZ

Makine 6grenmesi algoritmalarinin tiim disiplinlerde kullanilmaya baslanmasi ve
yapay zekanin yayginlasmasi ile birlikte literatiirde bu yontemlerin performanslarini
arttirict yeni matematiksel modellemelere ihtiya¢ duyulmus ve optimizasyon teorisinin
kullanildig1 modellemeler popiilerligini gittikge arttirmistir. Optimizasyon teorisinde
de bilindigi gibi eger problem konveks degil ise global ¢c6ziime ulasmak her zaman
miimkiin olmamaktadir. Makine O6grenimi algoritmalarindan siniflandirma ya da
kiimeleme yapacak optimizasyon modeline ait amac fonksiyonunun konveks olmadig1
durumlarda modellenerek iki konveks fonksiyonun farki ya da ikinci dereceden konik

programlama algoritmalar ile global ¢c6ziime yakinsamalar yapilmaktadir.

Topluluk 6grenmesi, birden fazla 6grenme modelini bir araya getirerek bireysel
modellerin performansini artirma amacina dayanmaktadir. Bu yaklasim, farkl
modellerin 6grenme ve tahmin giiclerini birlestirerek, bireysel modellerin
karsilasabilecegi zayifliklar1 ve sinirlamalar1 asmayr amaclamaktadir.  Ozellikle
karmasik veri yapilar1 ve zorlu tahmin problemleri s6z konusu oldugunda, topluluk
ogrenmesi tek bir modelin performansini agan sonuclar {iretebilmektedir. Bu nedenle,
topluluk 6grenmesi, yapay zeka ve makine 6grenimi alanlarinda giderek artan bir
ilgiyle karsilanmakta ve pek cok disiplinde basariyla uygulanmaktadir. Topluluk

o0grenmesinin bu 6nemi, bu tezde ele alinan ve optimizasyon teorisine dayanan

xii



kiimeleme problemlerinde de kendini gostermektedir. Kiimeleme algoritmalarinin
performansini ve dogrulugunu artirmada topluluk 6grenmesi yontemlerinin etkinligi,

bu calismanin merkezinde yer almaktadir.

Denetimsiz 6grenme algoritmalarindan biri olan kiimeleme, etiketlenmemis benzer
nesneleri ayni gruba yerlestirmek icin kullanilir. Gruptaki en iyi modellerin se¢imi,
topluluk kitapligindaki gereksiz ¢oziimlerin genel tahmin dogrulugunu azaltacag:
gerceginden dolayr topluluk O6grenme algoritmalarinin genel performansinda cok
onemli bir role sahiptir. Bu nedenle, bu tiir adaylarin elenmesi hesabina, toplulugun

en iyi alt kiimesini secerken dogruluk ve cesitlilik dikkate alinmalidir.

Bu tezde topluluk O6grenimi ile denetimsiz 6grenme problemlerinden kiimeleme
problemi optimizasyon teorisi kullanilarak modellenmistir. Baska bir deyisle, topluluk
icinde optimum dogruluk ve cesitlilik saglayan en iyi modellerin secildigi bir alt
kiimenin bulunmasi problemi bir optimizasyon modeli tarafindan tanimlanmistir.
Toplulugu olusturacak kiimeleme modelleri literatiirde de sik¢a tercih edilen
k-ortalama algoritmasi ile kurulmustur. Bu tezde gelistirilen yeni topluluk kiime
secimi modelleri ve Onerilen algoritmalarin performanslari, farkli alanlardan gercek
veri kiimeleri iizerinde literatiirdeki ilgili kiimeleme algoritmalari ile karsilastirilmistir.
Onerilen tezde kullanilacak olan yontemler konveks fark programlama ve ikinci
dereceden konik programlama algoritmalaridir.  Gelistirilmis topluluk seciminin,
literatiirdeki mevcut topluluk secim algoritmalarindan ¢ogunlukla daha iyi performans

gosterdigi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Optimizasyon, makine 6grenmesi, topluluk budama, ikinci

derecede konik programlama, iki konveks fonksiyonun farki

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

Difference of Convex Functions Programming and
Second-Order Conic Programming Modelling of
Non-Convex Optimization Problems in Machine

Learning
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With the increasing use of machine learning algorithms in all disciplines and the
widespread adoption of artificial intelligence, new mathematical modeling techniques
have been needed to enhance the performance of these methods. As a result, modeling
techniques that utilize optimization theory have become increasingly popular. As is
known in optimization theory, if a problem is not convex, reaching a global solution
may not always be possible. In cases where the objective function of an optimization
model that performs classification or clustering through machine learning algorithms
is not convex, global convergence can be achieved through algorithms by modeling
the objective function as the difference of two convex functions or as the second-order

cone programming.

Ensemble learning, which combines multiple learning models, aims to enhance the
performance of individual models. This approach merges the learning and predictive
strengths of different models, aiming to overcome weaknesses and limitations
that individual models may encounter. Especially in complex data structures and
challenging prediction problems, ensemble learning can produce results surpassing
the performance of a single model. This growing interest in ensemble learning in
the fields of artificial intelligence and machine learning is also evident in clustering
problems based on optimization theory, which is the focus of this thesis. The

effectiveness of ensemble learning methods in improving the performance and

Xiv



accuracy of clustering algorithms is central to this work.

Clustering, one of the unsupervised learning algorithms, is used to group similar
unlabeled objects into the same group. The selection of the best models in the
ensemble has a crucial role in the overall performance of ensemble learning algorithms
due to the fact that redundant solutions in the ensemble library will reduce the
overall prediction accuracy. Therefore, accuracy and diversity must be considered
when selecting the best subset of the ensemble to account for the elimination of such
candidates.

In this thesis, the clustering problem, one of the ensemble learning and unsupervised
learning problems, is modeled using optimization theory. In other words, a collective
decision was determined by an optimization model, by an aggregated clustering
solution that provides optimum accuracy and diversity in the ensemble. The
k-means algorithm is used as the base learner due to its popularity in the clustering
literature. The new ensemble cluster selection models developed in this thesis and
the performance of the proposed algorithm are compared with different clustering
algorithms on real datasets from different fields. The proposed methods used in the
thesis are difference of convex programming and second-order conic programming
algorithms. Improved ensemble selection has often been shown to outperform existing

ensemble selection algorithms in the literature.

Keywords: Optimization, machine learning, ensemble pruning, second order conic

programming, difference of convex functions

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING
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1

GIRIS

Son yillarda, makine 6grenimi ile optimizasyonun kesisimi, akademik arastirmalarda
onemli Olciide ilgi gormistiir. Bu artan ilgi, verilerin artan karmasiklig1 ve hacmi ile
daha etkili algoritmalarin analiz ve tahmin yapma ihtiyacindan kaynaklanmaktadir.
Bu alandaki Oncii calismalardan biri, Bottou ve arkadaslar1 [|1] tarafindan
sunulmustur. Bu ¢calismada, makine 6greniminde kullanilan optimizasyon tekniklerine
kapsamli bir bakis sunulmakta ve 6zellikle biiyiik Olcekli veri ortamlarinda makine
Ogrenimi algoritmalarinin basarisinin, optimizasyon yontemlerinin etkinligine biiyiik
olciide baglh oldugu savunulmaktadir. Bottou ve arkadaslari, biiytik veri kiimelerinin

islenmesinde stokastik gradyan inisinin ve tiirevlerinin 6nemini vurgulamaktadirlar.

Son yarim yiizyilda, bilgi islem ve dijital teknolojiler, araclar ve hizmetlerin
dijital versiyonlarina gecisle biiyiik dontisiimlere onciiliik etmistir. Bilgisayarlarin
kullaniminin  yayginlagsmasiyla birlikte, uygulama alanlari da genislemistir.
Bilgisayarlarin giicii, her tiir bilginin dijital olarak temsil edilebilmesi ve islenebilmesi
gerceginden kaynaklanmaktadir. Ozellikle, veritabanlar1 sayesinde, bilgisayarlar
sadece isleme giicii degil, ayn1 zamanda genis bilgi havuzlari olarak da islev

gormektedir [2]].

Bilim ve teknolojideki ilerlemeler, biiyiik veri setlerinin ortaya c¢ikmasina
ve bu verilerin tek basina anlamli olmamasindan dolayr veri madenciligi
ve akilli sistemlere olan ihtiyacin artmasina sebep olmustur. Makine
O0grenimi, bilgisayarlarin algilayici verisi ya da veritabanlar1 gibi veri tiirlerine
dayal1 6grenimini olanakli kilan algoritmalarin tasarim ve gelistirme siireclerini konu
edinen bir bilim dalidir. Kiimeleme (clustering), siniflandirma (classification) ve
birliktelik kurallar1 (association rules) bu alanda iyi bilinen tekniklerdir. Makine
O0greniminin temel fikri, onceki gozlemleri kullanarak gelecekteki eylemleri tahmin
etmektir. Yeterli miktarda veri ve parametre varliginda, makine 6grenimi, insanlarin
manuel olarak goremedigi veya belirleyemedigi kisitlamalari, kurallar1 ve yapilar
belirleyebilmektedir. Makine 6grenimi alanindaki temel tekniklerden ikisi denetimli

ve denetimsiz O0grenmedir. Denetimli 6grenme, veri kiimesi iizerinde, yani x



bagimsiz degisken (girdi) ve bunlara karsilik gelen y € Z bagiml degisken (cikt1)
degerlerinin bilindigi bir makine 6grenimi tiiridiir. Baska bir deyisle, model, istenen
ciktiy1 zaten bildigi orneklerden 6grenmektedir. Denetimli 6grenmenin amaci, yeni,
goriinmeyen x verileri icin y degerlerini dogru bir sekilde tahmin edebilen bir model
olusturmaktir. Denetimli 6grenmenin en yaygin 0rnekleri, siniflandirma ve regresyon
problemleridir. Siniflandirma problemlerinde bagimli degiskenler tamsay1 degerleri
alirken regresyon problemlerinde ise siirekli (reel) degerler almaktadir. Denetimli
ogrenme, etiketlenmis veri kiimesi {(x;,y;), (x5, ¥5),...,(x,, ¥,)} Uzerinde calisir.
Burada, x; girdi vektorlerini ve y; karsilik gelen cikt1 etiketlerini temsil eder. Model,
f (x) =y formundaki bir fonksiyonu tahmin etmeyi amaclar. Buradaki hedef, tahmin
edilen y ve gercek y arasindaki farki, genellikle bir kayip fonksiyonunu L(y, V)
minimize ederek en aza indirir. Bu siire¢, modelin dogrulugunu maksimize ederken,
genellikle capraz dogrulama gibi yontemlerle dogrulanir. Denetimsiz 0grenme ise,
etiketlenmemis veri kiimesini {x;,x,,...,x,} veri noktalarinin birbirlerine olan
benzerlikleri iizerinden faydalanarak gruplamay: amaclar. Kiimeleme bu gruplama
yontemlerinden birisidir ve veri noktalarinin birbirlerine olan yakinliklarini cesitli
uzaklik metriklerini kullanarak k gruba ayirir. Kiimeleme algoritmasinda ki hedef
fonksiyon, kiimeler ici varyansi minimize ederken kiimeler arasi uzakligi maksimize
eder.

Topluluk 6grenmesi, modern makine 6greniminin en 6nemli unsurlarindan biri haline
gelmistir.  Birden fazla makine 6grenimi modelinin birlestirilmesiyle olusan bu
yaklasim, bireysel modellerin gii¢lii yonlerini bir araya getirerek genel performansi
arttirmaktadir [3]. Bu yontem, 6zellikle tahmin ve siniflandirma problemlerinde,
modelin kararliligini ve dogrulugunu 6nemli 6lciide iyilestirebilir. Ayrica, topluluk
O0grenme, cesitli veri setleri ve senaryolar {izerinde daha iyi genelleme yapabilme
yetenegiyle de dikkat cekmektedir.

Topluluk yontemlerinin etkinligi, biiyiik olciide topluluk seti icindeki 6grenme
modellerinin cesitliligine ve dogruluguna baghdir. Topluluklar, dogruluk ve cesitlilik
ikilemini tatmin etmek icin farkli 6grenme algoritmalar1 eklemek, temel 6grenici
parametrelerini degistirmek veya veri setinin 6zelliklerini degistirmek gibi farkl
yollarla olusturulabilir. ~ Topluluktaki en iyi aday coOziimlerin secimi, topluluk
kitapligindaki gereksiz ¢oziimlerin genel tahmin dogrulugunu azaltacagi gerceginden
dolay1 topluluk 6grenme algoritmalarinin genel performansinda ¢ok 6nemli bir role
sahiptir. Kiimeleme ¢oziimlerinin dogrulugu ve cesitliligi arasinda, biri artarken digeri
azaldigindan, bir denge vardir. Ek olarak, kiimeleme toplulugundaki optimal kiime
sayisi, kiimeleme toplulugunun kararimi etkilemektedir. En iyi topluluk kiimeleme
adaylarin1 bulmak icin topluluktan gereksiz kiime ¢6ziimlerini ortadan kaldirmak, son

yillarda arastirmalarda 6ne cikan bir konu olarak ortaya ¢ikmistir [4-9]]. Bununla
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birlikte, alt kiimenin optimal boyutunu belirleme sorunu hentiz literatiirde yeterince
incelenmemistir. Bu faktorler nedeniyle, bu tezde Onerilen optimizasyon modeli
Ozgiindiir. Boyle ideal bir alt kiime boyutunu se¢cmek ve ayni anda hem dogru hem
de cesitli simiflandiricilart se¢mek icin topluluk alt kiimesini bulma problemi, bir
optimizasyon cercevesi ile modellenmistir.

Optimizasyon, bir dizi kisitlamaya tabi olarak, olasi tiim ¢6ziimler arasindan bir soruna
en iyi ¢ozlimii bulma siirecidir. Problem matematiksel olarak, minimize edilecek veya
maksimize edilecek bir amag¢ fonksiyonundan ve uygun coziimleri sinirlayan bir dizi
kisitlamadan olusan bir optimizasyon modeli olarak temsil edilebilir. Optimizasyon,
optimizasyon probleminin degiskenleri iizerinde kisitlamalarin yoklugunda veya
varliginda olusan, kisitsiz optimizasyon ve kisithh optimizasyon olmak iizere iki
gruba ayrilmaktadir. Kisitsiz optimizasyonda, optimizasyon probleminin degiskenleri
lizerinde herhangi bir kisitlama yoktur. = Optimize edilecek amac fonksiyonu,
n’'nin degisken sayisi oldugu n boyutlu bir uzay iizerinde tanimlanir. Hedef,
amac fonksiyonunu minimize eden veya maksimize eden degiskenlerin degerlerini
bulmaktir. Buna karsilik, kisith optimizasyonda, optimizasyon probleminin
degiskenleri iizerinde bir veya daha fazla kisitlama vardir. Burada hedef, amac
fonksiyonunu optimize ederken kisitlamalar1 saglayan degiskenlerin degerlerini
bulmaktir. Kisitlar, denklemler veya esitsizlikler olarak temsil edilebilir ve uygun
coziimler, kisitlamalar tarafindan tanimlanan n-boyutlu uzayin bir alt kiimesi icinde
yer alir. Optimizasyon problemleri, amac fonksiyonunun ve kisitlamalarin dogasina
bagl olarak lineer veya lineer olmayan olarak nitelendirilir. Lineer optimizasyon
problemleri, lineer amac¢ fonksiyonlarini ve lineer kisitlamalar: icerirken, lineer
olmayan optimizasyon problemleri, lineer olmayan amacg fonksiyonlarini ve/veya

lineer olmayan kisitlamalari icerir.

Global ¢6ztimii bulmak, tiim optimizasyon problemlerinin temel gorevidir.
Optimizasyon teorisinden bilindigi gibi, ama¢ fonksiyonu konveks bir fonksiyon ise,
optimal ¢6ziimiin global oldugu garanti edilebilmektedir. Baska bir deyisle, 6nerilen
optimizasyon modeli, kitaplik icinde en uygun kosullar1 saglayan kardinalitenin bir
alt kiimesini se¢cmektedir. Makine 6grenimi algoritmalarindan siniflandirma ya da
kiimeleme yapacak optimizasyon modeline ait amac fonksiyonunun konveks olmadig1
durumlarda, global ¢6ziime yakinsamak icin izlenebilecek yollardan ikisinde, amac
fonksiyonu, iki konveks fonksiyonun farki ve ya ikinci dereceden konik programlama

sekilde modellenmektir.

Bu tezin amaci, kiimeleme toplulugu icerisinden dogruluk ve cesitlilik 6diinlesimini
optimize ederek en iyi alt toplulugu belirleyen modelin tanimlanmasidir. En

iyi alt toplulugu belirleyecek model optimizasyon tekniklerinden konveks fark



programlama ve ikinci dereceden konik programlama kullanilarak iki farkli yaklagim
ile tanimlanmistir. Bu tezdeki yeni topluluk kiimeleme algoritmalari, verilerden
bagimsiz olarak genellestirilmis bir model olarak coziilmiis ve literatiirdeki ilgili
kiimeleme algoritmalariyla basari oranlarini karsilastirmak icin farkli alanlardan

gercek veri kiimelerine uygulanmistir.

Bu tez, kiimeleme problemine, dogruluk ile cesitliligi dengelerken topluluk icerisinden
alt toplulukta kullanilacak optimal sayida kiimeleme ¢6ziimiinii otomatik olarak
belirleyen bir optimizasyon modeli araciligiyla yaklasmaktadir. Yeni gelistirilen
topluluk kiimeleme algoritmalari, c¢esitli veri kiimelerinde literatiirdeki diger

algoritmalarla karsilastirildiginda siklikla daha iyi sonuclar elde edilmistir.

1.1 Litaratiir Incelemesi

Optimizasyon problemlerinin basit yaklasik coziimleri, daha diisiik hesaplama
karmasiklign ve daha hizli sonuglar elde etmesi nedeniyle, oOzellikle de kesin
coziimlerin hesaplama acisindan yogun oldugu veya pratik olmadig1 biiytik 6lcekli
veya zamana duyarl senaryolarda siklikla tercih edilmektedir. Ozetle, teorik acidan
kesin c¢oziimler ideal olsa da, gercek diinya uygulamalar icin yaklasik ¢oziimler
genellikle daha pratik ve yeterlidir. Seyreklik, yiiksek boyutlu verileri daha kiiciik bir
boyutla temsil etmeyi ve yeniden yapilandirmay: miimkiin kilar. Seyrek optimizasyon,
¢oziimdeki bagimsiz degiskenlerin (x € R") cogunun sifir oldugu durumlari ifade eder
ve genellikle [, normunu, ||x||,, icerir. Bu norm, ¢6ziimdeki sifir olmayan elemanlarin
sayisini hesaplamaktadir. Matrisler icin, seyreklik, matristeki cogu oOgenin sifir
olmasi anlamina gelir. Makine 6greniminde yillardir seyrek optimizasyon problemleri
kullanilmaktadir ve sinyal isleme [|10], goriintii isleme [[11], kanser tedavisi icin
radyoterapi, genellestirilmis 6zdeger problemleri [|12]] ve topluluk secimi gibi bir¢ok

calismada benimsenmistir.

Topluluk yontemleri, bircok makine 6grenimi problemine son teknoloji ¢6ziim olarak
kabul edilmektedir. Topluluk kiimeleme, oldukca ilgi goren popiiler bir denetimsiz
o0grenme teknigidir. Bu teknik, daha iyi kiimeleme {iiretmek icin birkac temel
kiimeleme algoritmasinin sonuclarini birlestirmeyi amaclamaktadir. Son yillarda,
bu bakis acisin1 gelistirmek icin cesitli teknikler kullanilmasi topluluk kiimelemeyi
miimkiin kilmaktan 6te gelismesini saglamistir. Topluluk kiimelemenin amaci, tim
bireysel kiimeleme algoritmalarindan gelen boéliimleme verilerini birlestirerek son
kiimeleri gercek ¢oziime yakinsatmaktadir [[13-15]. Topluluk kiimeleme, bireysel
kiimeleme algoritmalarinin dezavantajlarini azaltabilmekte ve onlar1 daha biiyiik veri

kiimeleri i¢in daha uygun hale getirebilmektedir.



Geleneksel topluluk kiimeleme yoOntemleri, ortak bir karara varmak icin tim
kiimeleme coziimlerini kullanmay1r amaclamaktadir. Bununla birlikte, son
arastirmalar topluluk icindeki cesitli ve dogru kiimeleme c¢o6ziimlerinin topluluk
ogrenme performansini iyilestirdigini gostermistir. Bu nedenle, literatiirde topluluk
secim prosediirleri gelistirilmis ve topluluk kitapligindan en dogru ve cesitli alt

kiimenin secilmesinde etkili olmustur [4, |5, 8, |16-18]].

Topluluk secilirken dikkate alinmasi gereken dogruluk ve cesitlilik olmak iizere iki
temel faktor bulunmaktadir. Kiimeleme ¢oziimlerinin dogrulugu ve cesitliligi arasinda,
biri artarken digeri azalacagindan, bir 6diinlesim bulunmaktadir. Bunun yaninda,
kiimeleme toplulugundaki optimal kiimeleme modeli sayisi, kiimeleme toplulugunun
kararini etkilemektedir. En iyi topluluk kiimeleme adaylarini bulmak icin topluluktan
gereksiz kiime ¢6ziimlerini ortadan kaldirmak, son arastirmalarda 6ne ¢ikan bir konu
olarak ortaya ¢ikmistir [[4-9]].

Topluluk budamasinin, dogrulugu korurken alt toplulugun kardinalitesini azalttig1
bildirilmistir. Topluluk budama yontemleri, grubun karmasikligini azaltmak igin
topluluk se¢im yontemleri olarak da diisiiniilebilir ~ Calisma [|19]'de yazarlar,
"bircok-her-seyden-daha-iyi-olabilir" teoremini kanitlar kanitlamaz, kiiciik ama dogru
bir topluluk elde etmek miimkiin hale gelmistir Bu yaklasimla beraber yalnizca
bir model alt kiimesi tahmin adiminda dahil edilmektedir. Calisma [20, [21['deki
yontemler, modellerin yalnizca bir alt kiimesini dinamik olarak sorgulayarak orijinal
toplulukla ayni ¢6ziimii iiretmislerdir. Bu teknikler, en azindan orijinal topluluk
kadar iyi performans gosteren topluluk tiyelerinin bir alt kiimesini aramaktadirlar. Alt
kiime olusturulduktan sonra, modellerin nihai mutabakat: (konsensiis) icin sadece
secilmis olanlar tutulmaktadir. Ne yazik ki, giiclendirilmis bir topluluk kadar iyi
performans gosteren kiiclik boyutlu bir topluluk aramanin NP-zor bir problem
oldugu gosterilmistir [22]. Bu yontemlerin ana fikri, tiim oylarin sayilmadigi
durumlarda bile cogunluk oylamasinda kazanan sinifin belirlenebilmesidir. Calisma
[20], uygun sekilde secilirse, grubun yalnizca bir alt kiimesi kullanildiginda bile
tahmin performansinin maksimum diizeyde elde edilebilecegini gostermistir. Yillar
gectikce, cok sayida topluluk budama yontemi gelistirilmistir. Siralama ve aramaya
dayali yontemler, bir topluluk altkiimesi se¢mek icin en popiiler iki yaklasimdir.
Siralama yontemleri, belirli bir 6lciiye gore bireysel tiiyeleri siralamakta ve bir
esige gore en iist siradaki temel modelleri secmektedir [23-26]. Arama tabanl
yontemler ise, siniflandiricinin uzayinda bulussal (heuristic) bir arama yliriitmekte
ve siniflandiricinin alt kiimelerinin ortak performansini degerlendirmektedir |3, 27,
28].

Optimizasyon tabanli budamada, topluluk budama problemi bir optimizasyon



problemi olarak tamimlanmaktadir ve amag, dogruluk ve cesitliligi maksimize
eden en iyi alt-toplulugu kesfetmek icin optimizasyon problemini c¢6zmektir.
Literatiirde yar1 tanimli programlama (YTP) topluluk budama algortimalarinda
kullanilmis yontemlerden biridir [3]]. Calisma [29]'da, calisma [|3]'deki modele
benzer sekilde elemanlarinin aday modellerin hatalar: ile tanimlandig1 bir matrisle
amac¢ fonksiyonunun toplam hatay1r en aza indirdigi ve cesitliligi en iist diizeye
cikardig1 kisith bir optimizasyon modeli kullanarak bir topluluk secim modeli
olusturulmustur. Burada sifir norm, student t-dagiliminin negatif log olasiligi
olacak sekilde yaklastirilmisti. ~Modeli ¢6zmek icin disiplinli disbiikey-i¢biikey
programlama kullanmislardir. Galisma [|30] ise, konveks fark algoritmasi (KFA)
kullanarak olusturulan topluluk budamasi modelinde sifir norm yaklasimlarindan

llx|lo = Z?zl(l — e @il) g > 0 kullamlarak panelize edilmistir.

Calisma [|3]'deki sayisal deneyler, YTP tabanli budama algoritmasinin literatiirdeki
diger bulussal yontemlerden daha iyi performans gosterdigini gostermistir fakat
hesaplama maliyeti oldukca yiiksektir [31]]. Ote yandan, sayisal hesaplamalar, Ikinci
Dereceden Koni Programlamayr (IDKP) cézmenin hesaplama maliyetinin, YTP'nin
hesaplama maliyetinden ¢ok daha diisiik ve lineer Programlamanin (DP) maliyetine
yakin oldugunu géstermektedir [|32]]. Ayrica Kim ve Kojima [33]], IDKP'nin YTP’den

cok daha az CPU (Merkezi Islem Birimi) zamani kullandigim belirtmektedir.

Tim bu nedenlerden dolayr bu tezde, tahmin asamasi icin toplulugun en iyi
adaylarinin secilecegi sekilde dogruluk ve cesitlilik arasindaki dengeyi ayni anda
optimize eden kiimeleme icin iki konveks fonksiyonun farki ve ikinci dereceden
konik optimizasyon modelleri 6nerilmistir. Onerilen modeller gercek diinya verileri
kullanilarak test edilmis ve tahmin dogruluklari literatiirdeki topluluk kiimeleme
yontemleri ile karsilastirilmistir. Topluluk secimi problemi icin 6nerilen optimizasyona
dayali bu modeller, makine 6grenimindeki topluluk kiimesi secimi literatiirtine yeni
bir katkidir. Ayrica, diger budama algoritmalarindan farkli olarak, optimizasyon

modelinin ¢oziilmesiyle alt topluluk otomatik olarak elde edilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezde kiimeleme problemi optimizasyon teorisi kullanilarak topluluk 6grenimi ile
modellenmistir. Toplulukta optimum dogruluk ve cesitliligi saglayan alt toplulugu
olusturan kiimeleme coziimleri bir optimizasyon modeli tarafindan belirlenmistir.
Kiimeleme literatiiriindeki sik¢a kullanilan k-means algoritmas: temel kiimeleme
yontemi olarak secilmistir  Bu tezde gelistirilen yeni topluluk kiime secimi

modelleri ve 6nerilen algoritmanin performansi, farkli alanlardan gercek veri kiimeleri



{izerinde literatiirde ilgili kiimeleme algoritmalar ile karsilastirlmisti. Onerilen
tezde alt toplulugun tanimlanmasi iki farkli yontem ile modellenmistir. Bunlardan
birincisi konveks fark programlama ve ikincisi ikinci dereceden konik programlama
algoritmalaridir. Bu tezde optimizasyon modelleri ile tanimlanan topluluk sec¢imi
yaklasimlarinin, literatiirdeki mevcut topluluk secim algoritmalarindan siklikla daha
iyi performans gosterdigi gosterilmistir. KF ve IDKP kullanarak topluluk budamanin bir
avantaji, budama boyutuna ihtiya¢ duymadan alt kiimeyi otomatik olarak bulmaktir,

bu da yontemi literatiirde tartisilan diger bircok yontemden ayirmaktadir.

1.3 Tezin Katkis1

Makine 6grenimi ve topluluk 6greniminin budamas: ile ilgili literatiirdeki birincil
eksiklik, optimum hiper parametreyi otomatik olarak bulma zorlugundan ileri gelen
sinirlamadir. Topluluk 6grenmedeki diger bir sorun ise, cogunlukla tahmin dogrulugu
ve c¢esitliliginin birlikte degil tek basina degerlendirilmesidir. Literatiirde sadece bazi
calismalar, bir optimizasyon modeli tarafindan, ama otomatik bir se¢cim kullanmadan,
sirali arama tabanli yontemlerle her ikisini de dikkate almaktadir [[5]]. Bu tezde,
konveks fark (KFA) ve ikinci dereceden koni programlama (IDKP) algortimalar ile
toplulugun budandig: yeni optimizasyon modelleri 6nerilmistir ve engeller asagidaki
katkilarla asilmaktadir:

* Dogruluk ve cesitlilik arasindaki dengenin, alt toplulugu otomatik olarak elde

ederken, ayni anda optimize edilmesi,

* Konveks olmayan déniisiime ihtiyac duyulmadan IDKP kullamilarak maksimum

kesme problemi aracili§iyla kiime secimi.

Bu tezde, Boliim [I]de literatiir taramasi, tezin amaci ve katkisi aciklanmistir.
Boliim [2/de ise matematiksel altyapiy1 olusturacak temel bilgilendirme yapilmistir.
Boliim [3]de makine 6grenmesi, topluluk 6grenmesi ve modelleri karsilastirdigimiz
yontemlerin aciklamalar yapilmistir.  Bolim Onerilen metotlar ve niimerik

deneylere ayrilmistir. Son olarak, B6liim [5| sonug ve onerileri olusturmaktadir.



2

Matematiksel Altyapi

Bu boliimde matematiksel altyapi icin gerekli temel bilgiler verilecektir.

2.1 Optimizasyon Teorisi

Optimizasyonun temel fikri, bir dizi kisitlamaya tabi olarak ve ya olmayarak amag
fonksiyonunu minimize ya da maksimize eden degiskenlerin bulunmasidir. Amag
fonksiyonu tipik olarak bir ¢6ziimiin ne kadar "iyi" oldugunu 6lcen matematiksel bir
ifadedir, kisitlamalar ise herhangi bir uygun (feasible) ¢6zlim tarafindan karsilanmasi
gereken kosullardir. ~ Yapilmasi gereken kisitlamalara tabi amac fonksiyonunu
maksimize eden veya minimize eden ¢6ziim olan optimal ¢6ziimii bulmaktir. Optimum
¢Oziim tipik olarak, amac fonksiyonunun global maksimumu veya minimumu olmak
veya bir dizi optimallik kosulunu saglamak gibi belirli 6zelliklerle karakterize
edilmektedir.

Optimizasyon algoritmalari, optimum ¢6ziimi verimli ve etkili bir sekilde aramak
icin kullanmilmaktadir. Bu algoritmalar tipik olarak uygun ¢6ziim kiimesini arastiran
ve her adimda amag fonksiyon degerini iyilestirmeye calisan yinelemeli prosediirleri
icermektedir.  Basit gradyan inis yontemlerinden lineer programlamaya, lineer
olmayan programlamadan, dinamik programlamaya ve diger tekniklere dayali daha

karmasik yontemlere kadar degisen bircok farkli optimizasyon algoritmasi tiirii vardir.

Bu tezdeki problem, kisitli optimizisayon kavramlarina dayandigindan bu boliimiin
devaminda kisitl optimizasyon hakkinda ayrintili bilgiler sunulacaktir. Optimizasyon
problemlerinin ¢6ziim yollarina ge¢meden 6nce, konuyla ilgili temel tanimlar ve

teoremler aciklanacaktir.

x bilinmeyenler veya parametreler olarak da adlandirilan degiskenlerin vektoriini, x’e
bagh f fonksiyonu ise maksimize veya minimize edilmek istenen amac fonksiyonunu,
ve c;, bilinmeyen x vektoriiniin saglamasi gereken belirli denklemleri ve esitsizlikleri
tanimlayan kisit fonksiyonlarini ifade etmek tiizere bir optimizasyon problemi
asagidaki sekilde ifade edilebilir:



min f(x)

x€R"

0k c(x)=0,i€e¢ (2.1)
ci(x)=0,j€I

Burada I ve €, sirasiyla esitlik ve esitsizlik kisitlamalari i¢in indeks kiimelerdir.

Tanmim 2.1. Eger Vx icin f(x*) < f(x) ise, o zaman x* noktasina f fonksiyonunun
global minimumdur denir. Eger Vx, x # x*icin f (x*) < f(x) ise, o zaman x* noktasina

f fonksiyonunun kesin global minimum noktasi denir.

Tanim 2.2. Bir A/ (x*) komsulugu
A(x)={xeR" o6k |x—x*| <5}

olacak sekilde x* merkezli ve § yaricapl bir acik top ifade etmektedir [|34].

Tanim 2.3. Eger Vx € A icin f(x*) < f(x) olacak sekilde x*in bir A komsulugu
var ise x* lokal minimumdur denir. Eger Vx, x # x* i¢in f (x*) < f(x) ise, o zaman x*

noktasina f fonksiyonunun kesin lokal minimum noktasi denir.

Tanim 2.4. Bir f fonksiyonun gradyan V f (x)

[ 2f(x)]
9x;

9f(x)
Vix)=|

9f(x)

ox,

olacak sekilde kismi tiirevlerden olusan bir vektordiir.

Tamim 2.5. Bir f fonksiyonun Hesse-Hessian matrisi

[ 9%f(x) 2%f(x) 7
dx? Tt 9x0x,
3%f(x) 2% (x)
v2f (X) — 6x2.5x1 axz.axn (22)
O (x) 2% f(x)
| 0x,0x; °°° ox2

olacak sekilde ikinci kismi tiirevlerden olusan n x n bir matrisdir.

Teorem 2.1 (Clairaut Teoremi- ikinci Mertebeden Karisik Tiirevlerin Esitligi). Eger f

iki kere siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon (f € C?) ise

02 (x) _ %(x) . . _

dx;0x; 0x;0x;"

1,2,...,n, i#]j
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denklemi saglanur.

Sonuc 2.1. Hessian matrisi simetrik bir matristir. Diger bir deyisle,

(V2f ()" = (V*f(x)),
dir.

Tanim 2.6. Varsayalim ki f vektor degerli fonksiyonu, her bir f; reel-degerli bir

fonksiyon olmak tizere,

f1(x1, X9, 0.0, X,)

fz(xlzxz’ e ’xn)

fO)=flxr, x50 0050,) =

Fin(X1, %5, .00, X,)

olacak sekilde ifade edilsin. O halde, Vf matrisinin elemanlar1 (Vf(x));; = ag"—fj)

i =
olacaktir.
f fonksiyonunun x noktasindaki Jacobian1 V f (x)” seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2 (Taylor Teoremi). Varsayalim ki f : R* — R siirekli tiirevlenebilir (C') ve
p € R" olsun. O halde, herhangi p € (0, 1) icin

fle+p)=f)+Vf(x+&p)'p

dir. Dahast, eger f iki kere tiirevlenebilir bir fonksiyon ise herhangi & € (0, 1) icin

1

Vf(x+p)= Vf(X)+f V2f(x+&Ep)pdg

0

ve
Fe+p)= £+ VFTCp + 2p V2 (x + Ep)p

olacaktr.

Teorem 2.3 (Birinci-dereceden Gerek Kosullar1). Eger x* bir lokal minimum ve f, x*’in

bir komsulugunda stirekli tiirevlenebilir ise V f (x*) = 0 olur.

Ispat. Varsayalim ki Vf(x*) # 0 olsun. p = —Vf(x*) olacak sekilde p vektorii
tamimlansin ve p” V£ (x*) = ||V f (x*)||* oldugu goéz 6niine alinsin. V£, x* yakininda
stirekli oldugundan V & € [0, T] icin

p'Vf(x+&p)<0

10



olacak sekilde bir T > 0 skaleri vardir. Her £ € (0, T] icin Taylor teoreminden 6tiirii
herhangi bir £ € (0, £) icin

O +Ep)=F(x")+EpTVF(x" +&p)

olmalidir. Bu yiizden, her & € (0, T] icin f(x* + Ep) < f(x*) olacaktir. Bu durumda,
f azalirken x*’dan uzaklasan bir yon bulmus oluruz ki x* lokal minimum olamaz. Bu

ise bir celigkidir.

Tanmim 2.7. Eger Vf(x*) =0 ise x* bir duragan noktadir denir.
Sonug 2.2. Teorem [2.5[e gore her lokal minimum bir duragan nokta olmak zorundadr.

Tanim 2.8. [[35]] Bir n x n boyutlu A simetrik matrisinin pozitif tantmli omasi i¢in gerek
kosul x = (x,X,,...,x,)" olmak {izere, Yx # 0 icin x’Ax > 0 olmasidir. Diger bir

deyisle, eger A matrisinin tiim 6z degerleri pozitif ise A matrisi pozitif tanimhdir.
Tamim 2.9. [35]] Bir A simetrik matrisi eger
* Vx icin x"Ax > 0 (diger bir deyisle, A matrisinin 6z degerlerinin tiimii negatif
degil ise ) ise A pozitif yar: tamumlidar,

* Vx # 0 icin x"Ax < 0 (diger bir deyisle, A matrisinin 6z degerlerinin tiimii

negatif ise ) ise A negatif tanimlidar,

* Vx # 0 icin x"Ax < 0 (diger bir deyisle, A matrisinin 6z degerlerinin tiimii

pozitif degil ise ) ise A negatif yart tanimlidir,

* xTAx hem pozitif hem negatif degerler alabiliyor (diger bir deyisle, A matrisinin

icinde en az bir negatif ve en az bir pozitif 6z deger mevcut) ise A tanimsizdir.

Teorem 2.4. Ikinci dereceden tiirevienebilen f : R® — R  fonksiyonunun duragan
noktast x* ve V2f(x), f(x) fonksiyonunun Hessian matrisi olsun. Bu kosullar altinda

asagidaki ifadeler dogrudur:

V2f (x) pozitif yart tammlt ise, x*, f(x) i¢in global minimumdur.

V2f (x) pogzitif tamimli ise, x*, f(x) icin kesin global minimumdur.

V2f (x) negatif yart tammlt ise, x*, f (x) icin global maksimumdur.

V2f (x) negatif tamimli ise, x*, f(x) icin kesin global maksimumdur:
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o V2f(x) tammsiz ise, x*, f (x)’in biikiim(eyer) noktasidir.

Teorem 2.5 (Ikinci-dereceden Gerek Kosullar1). Eger f, x* bir lokal minimumu ve
V2f(x), x*1n acik bir komsulugunda siirekli ise Vf(x*) = 0 ve V2f(x*) pozitif yart

tanimlt olur.

Teorem 2.6 (ikinci-dereceden Yeter Kosullar1). Varsayalim ki V2f(x), x*1n acik bir

komsulugunda siirekli olsun. Eger

e Vf(x*)=0

o V2f(x*) pozitif yart tammli

ise, 0 zaman, x*, f’in bir kesin yerel (strict local) minimumudur.

Konvekslik varsayimi ile fonksiyonlarin Hessian matrislerinin yapisini inceleme

zorlugundan kacinilmis olur.

Tamim 2.10. Eger C kiimesi icindeki herhangi iki farkli nokta arasindaki dogru yine C
kiimesi icinde kaliyor ise, yani her x;,x, € C ve 8 € R icin 6x; +(1—60)x, € C oluyor

ise, C C R" kiimesine bir afin kiime denir.

Tamim 2.11. Eger C kiimesi icindeki herhangi iki farkli nokta arasindaki dogru parcasi
yine C kiimesi icinde kaliyor ise, yani her x;,x, € C ve 0 < 6 < 1 olan her 6 icin

Ox; +(1—0)x, € C oluyor ise, C’ye bir konveks kiime denir.

Sekil 2.1 Konveks kiime

Kabaca, kiimedeki her nokta, aralarindaki engelsiz bir diiz yol boyunca diger noktalar
tarafindan goriilebiliyorsa, burada engellenmemis kiime icinde uzaniyor demektir,
kiime konvekstir. Her afin kiimesi ayn1 zamanda konvekstir, ¢iinkii i¢indeki herhangi
iki farkli nokta arasindaki tiim dogruyu ve dolayisiyla noktalar arasindaki dogru
parcasini da icerir. Sekil[2.1]ve sekil [2.2] R’deki bazi basit konveks ve konveks olmayan

kiimeleri gostermektedir.
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Sekil 2.2 Konveks olmayan kiime
Tanim 2.12. Tim 0< 6 <1ve x,y € C icin

fOx+(1=0)y)<0f(x)+(1-0)f(¥)

ise f fonksiyonu C kiimesi tizerinde konvekstir denir. Fonksiyonun kesin konveks

olmasi icin esitsizligin “<" olmas1 gereklidir.

Teorem 2.7. Eger f konveks bir fonksiyon ise her x* yerel minimum noktast bir global
minimumdur. Ayrica, eger f tiirevlenebilir ise her x* duragan noktast bir global mini-
mumdur [134]].

Lemma 2.1. f : R" — R olmak tizere, Vx,y € C i¢in

f = fO)+ V) (y —x)

ise, f fonksiyonu konvekstir denir.

Tanim 2.13. # C R" olsun. Eger tim x € % ve a > 0 icin ax € & oluyorsa, A

(lineer) konidir denir.

Tanim 2.14. Eger 4 Kkonisi i¢in tim a,8 > 0 ve tim x,y € X icin ax + fy € A
oluyor ise .# konveks koni olarak adlandirilir. O halde, bir %" kiimesi konveks ve koni

ise konveks koni olur.

2.1.1 Kisith Optimizasyon

Kisitl optimizasyon, bir dizi kisitlamay: karsilarken bir probleme miimkiin olan en
iyi ¢ozlimii bulmak icin kullanilan matematiksel ve hesaplamali bir yaklagimdir.
Matematik, bilgisayar bilimi, miihendislik, ekonomi ve yoneylem arastirmas: dahil
olmak tizere cesitli akademik disiplinlerin ve pratik uygulamalarin temel tasidir. Bu
yaklasim, optimize edilecek bir amac fonksiyonunun ve optimizasyon siireci sirasinda
uyulmas: gereken bir dizi kisitlamanin tanimlanmasini icermektedir. Burada hedef,
tiim kisitlamalari karsilarken amac fonksiyonunu maksimuma ¢ikaran veya minimuma

indiren karar degiskenlerinin degerlerini bulmaktr.
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Asagidaki optimizasyon problemi ele alinsin:

min f(x)
x€eR"
o.k. h(x)=0,i=1,2,...,m (2.3)

0(x)<0,j=1,2,...,t.

Denklem ile tamimlanan optimizasyon probleminde x € R" karar degiskenini
gostermektedir. Optimize edilecek (maksimum veya minimum) olan problemin amag
fonksiyonu f : R" — R ile tammlanmaktadir. h;(x) ve £;(x), sirasiyla, esitlik kisit
fonksiyonunu ve esitsizlik kisit fonksiyonunu ifade etmektedir. Kisitlar1 saglayan x
vektorleri arasindan amac fonksiyonunu en kiiciik yapacak x* vektorii bulundugunda
bu degere optimum deger ad1 verilmektedir. Kisitlar1 saglayan herhangi bir noktaya
uygun nokta (feasible point) denmektedir. Amag fonksiyonunun tanimli oldugu ve

tiim kisitlarin saglandigi kiimeye uygun bolge (feasible region) denir ve

w={xlh(x)=0,i={1,2,...,m};£,(x)<0,j={1,2,...,t}} (2.4

ile ifade edilmektedir. Kisitli optimizasyon teorisinin gelisimine biiyiik Olciide 151k
tutan bir temel kavram, aktif kisit kavramidir. Eger £;(x) = 0 ise bu durumda
£;(x) < 0 esitsizlik kisiti x* uygun noktasinda aktiftir ve £;(x) < 0 ise x* olasi
(feasible) noktasinda aktif degildir denir. O halde, optimizasyon problemlerindeki
h;(x) = 0 esitlik kisitlarinin her biri uygun noktada her zaman aktiftir denebilir. Bir x*
olasi (feasible) noktasinda aktif olan kisitlar, x*1n komsuluklarinda ki uygulanabilirlik
alanim kisitlarken, diger aktif olmayan kisitlarin x*'1n komsuluklarinda higbir etkisi
yoktur [|36]]. Bir esitsizlik kisit1 gevsek degisken kavrami kullanilarak esitlik kisitina
asagidaki sekilde doniistiiriilebilir:

0i(x)=0 &= (;(x)+E=0,£>0. (2.5)

Tanim 2.15. x; € R, a €i € R olmak iizere eger
a1X1 +a2X2+"'+aan :0 (2.6)

esitliginde tim i = 1,2,...,n i¢in a; = 0 oluyor ise x;, X,,...,Xx, vektorleri lineer
bagimsizdir denir. Eger esitliginde i € 1,2,...,n igin en az bir tane a; # 0 ise

X1,X5,...,X, vektorleri lineer bagimlidir denir.

Tanim 2.16. Lineer Bagimsizlik Kisit Niteligi (LICQ) Denklem (2.3) ile verilen
optimizasyon probleminde x € w ve .o aktif kisitlarin indis kiimesi ele alindiginda
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eger Vh;(x), i € .«/ lineer bagimsiz ise lineer bagimsizlik kisit niteligi (LICQ) saglanir.

Tamim 2.17. Eger bir x* noktasinda lineer bagimsizlik kisit niteligi saglaniyorsa x*
noktasina diizenli nokta denir.

Tanim 2.18. Eger Vh,(x*), Vhy(x*),..., Vh,,(x*) gradyan vektorleri lineer bagimsiz

ise h;(x*) kisitin1 saglayan x* noktasina duragan nokta denir [[36].

Teorem 2.8. S yiizeyinde h;(x) = 0 ile tanimli x* noktasinda teget diizlemi,
P={y:Vh;(x")y =0} 2.7)

ile tamimlanir [36/].

Lemma 2.2. Varsayalim ki x*, h;(x) = 0 esitlik kisittmin bir duragan noktast ve bu
esitlik kisitlartnin ait oldugu f (x) optmizasyon probleminin lokal extremum (minimum

veya maksimum) noktast olsun. O halde,
Vh;(x*)y =0 (2.8)

esitligini saglayan her y € R"
Vi(x*)y=0 (2.9)

esitligini de saglamalidir [36].

2.1.2 Lagrange Teorisi

Kisith optimizasyon teorisinde 6nemli bir yer tutan Lagrange teorisi, kisitlar ve
¢coziimler arasindaki boslugu zarif bir sekilde kapatan matematiksel bir cerceve olarak
ortaya ¢ikmaktadir. Yontemin temelinde, kisit fonksiyonlarinin amag fonksiyonuna
dahil edilmesi ve bu sayede birinci mertebeden tiirev bilgisine dayanilarak ¢6ziime
gidilmesi yatmaktadir. Lagrange carpanlari (her kisita atanan skaler degerler), kisith
optimizasyon probleminin bir kisitsiz optimizasyon problemine doniistiiriilmesine

olanak tanimaktadair.

Denklem (2.3) ile verilen optimizasyon problemi icin Lagrange fonksiyonu

L(x,u,v) =f(x)+Zuihi(x)+Zvi£i(x) (2.10)
i=1 Jj=1

olarak tanimlanir. Burada, u; esitlik kisitinin ve v; esitsizlik kisitinin Lagrange
carpanlan olarak adlandirilir. Optimizasyon teorisine gore, her problem, 6zgilin

(primal) ve dual olmak {izere, iki yiizii olan bir madalyon gibi diisiiniilebilir. Her bir

15



maksimizasyon probleminin bir minimizasyon karsilig1 bulunurken, her minimizasyon
probleminin de bir maksimizasyon eslenigi mevcuttur. Ozgiin ve dual problemler
arasindaki iliskilerin simetriklige dayanmasi gerekmektedir. Nitekim dual problemin
duali yine baslangictaki 6zgiin problemi isaret etmektedir. Ilk ele alinan problem
ozgiin (primal) olarak adlandirilirken, buna denk diisen modele dual model denir.
Ozgiin problemi ¢c6zmek, belirli sartlar altinda dual problemi ¢dzmekle ayni sonuca
yol acacaktir. Esas problemin optimal degeri, dual problemin optimal degerine esit ya
da ondan biiyiik olmak zorundadir. Eger bir kesin esitsizlik mevcutsa, bu durumda bir

dual aralik (duality gap) olustugu kabul edilmektedir.

O halde, Lagrange dual fonksiyonu

glu,v)=min £(x,u,v) (2.11)

ile ifade edilir. Dolayisiyla, (2.11))’a karsilik gelen dual problem asagidaki sekilde ifade

edilir:

max  g(u,v)
ueR™ yeRt (2.12)
0.k u=0.

Teorem 2.9 (Karush-Kuhn-Tucker Kosullar1 (KKT)). Varsayalim ki x*, denklem
optimizasyon probleminin lokal minimumu ve verilen kisitlar tizerinde diizenli bir nokta
ve, f ve h; siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. O halde, asagidaki kosullart

saglayan, u; € R™ ve v; € R' Lagrange carpan vektorleri mevcuttur:
s V¥ (x*,u,v)=0
b V]e](x*) == O,j == 1,2,..., t
*v;20,j=1,2,...,t

Teorem 2.10 (ikinci Mertebeden Gerek Sart). Varsayalim ki f,h,{ ikinci dereceden
stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar ve x* bir diizenli nokta olsun. u; € R™ ve v; € R*
Lagrange carpan vektorleri ile KKT kosullart saglansin. Eger bir x* noktast igin Lagrange
fonksiyonunun Hessian matrisi, kisitlarin etkin oldugu alanda pogzitif yari-tamimli ise, x*

bir lokal minimumdur. Yani,
wIV2L(x*, u;, v )w > 0,w € T (x*) (2.13)

dir. Burada 7 (x*), x* noktasindaki kisitli alanin teget uzayidir ve w bu uzaydaki her-

hangi bir vektordiir.
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Teorem 2.11 (Ikinci Mertebeden Yeter Sart). Varsayalim ki f,h,{ ikinci dereceden
stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar ve x* bir diizenli nokta olsun. u; € R™ ve v; € R’
Lagrange ¢carpan vektorleri ile KKT kosullart saglansin. Eger bir x* noktast igin Lagrange
fonksiyonunun Hessian matrisi, kisitlarin etkin oldugu alanda pogzitif yari-tamimli ise, x*

bir kesin lokal minimumdur. Yani,
wIV2L(x*, u;, v )w > 0,Yw # 0,w € T (x*) (2.14)

dir. Burada 7 (x*), x* noktasindaki kisitli alanin teget uzayidir ve w bu uzaydaki her-

hangi bir vektordiir.

2.2 Konveks Optimizasyon

Konveks optimizasyon, konveks fonksiyonlarin konveks kiimeler iizerindeki
minimumlarin1 bulmay1 inceleyen matematiksel optimizasyonun bir alt dalidir.
Konveksligin o6nemi, lokal minimumlarin ayni zamanda global minimumlar
olmasi1 ozelliginde yatmaktadir, bu da optimizasyon siirecini basitlestirmektedir.
Konveks optimizasyonun yararlari disiplin sinirlarini asmaktadir. Ekonomide, piyasa
davranisini betimleyen ve kaynaklarin optimal dagitimini tasarlayan modellerde
merkezi bir role sahiptir. Kontrol teorisi, stabilite ve optimallik emreden sistem
tasarimi icin konveks optimizasyonun saglamligindan (robustness) yararlanmaktadir.
Hizla gelisen veri bilimi ve makine 6grenimi alani, optimizasyon algoritmalarinin
yiiksek boyutlu veri uzaylari ile ugarsmak icin, konveks optimizasyonun vazgecilmez

oldugunun baska bir kanitidir.

Bir konveks optimizasyon problemi, amac¢ fonksiyonunun konveks oldugu, uygun
(feasible) kiimenin konveks oldugu ve varsa tiim esitlik kisit fonksiyonlarinin afin ve
esitsizlik kisit fonksiyonlarinin konveks oldugu bir problem olarak ortaya ¢cikmaktadir.

Bir konveks optimizasyon problemi, h;(x) = al.T(x) — b, olmak iizere,

min  fo(x)
6k fi(x)<0,i=1,2,...,¢t (2.15)
hi(x)=0,i=1,2,...,m,

seklinde ifade edilebilir [[37]].

Konveks optimizasyon problemleri, bircok miithendislik ve bilim alaninda karsilasilan
problemleri ¢c6zmek icin kullanilmaktadir. Asagida bazi yaygin konveks optimizasyon

problem tiirleri ve bunlarin tipik uygulamalar1 daha ayrintili bir sekilde ele alinmistir.
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2.2.1 Lineer Programlama (LP) Problemleri

Amag fonksiyonunun belirli esitlik ve esitsizlik kisitlar1 altinda minimum ya da
maksimum degerinin arandigi kisith optimizasyon problemlerinde, amag ve kisit
fonksiyonlarinin her biri lineer ise optimizasyon problemi lineer programlama

problemi olarak tanimlanmaktadir. x,c € R" , b € R™ ve A € R™" olmak iizere

T

min c¢'x
0.k. Ax=0b, (2.16)
x =0,

lineer programlama probleminin uygun ¢6ziim kiimesi S = {x : Ax = b,x > 0}
konvekstir. S uygun coziim kiimesi iki boyutlu uzayda sonlu sayida dogrularla
sinirlanan konveks bir diizlemsel bolge, iic boyutlu uzayda sonlu sayida diizlemlerle
sinirlanan konveks bir bolge ve n > 3, n-boyutlu uzayda hiperdiizlemlerle sinirlanan

polihedral konveks bir kiime olusturmaktadir.

2.2.2 Kuadratik Programlama (KP) Problemleri

Denklem (2.15) optimizasyon problemine, eger, amac fonksiyonu kuadratik (konveks)

ve kisit fonksiyonlar: afin ise, kuadratik programlama (KP) adi verilir. Q € S! bir

1
matris, A, mxn reel matris, b € R™, c € R" ve f(x) = E(x,Qx) olmak tlizere

min f(x)
0.k. Ax <b, (2.17)
x =0,

ile verilen problem kuadratik programlama problemi olarak adlandirilir. Q pozitif
tanimli bir matris oldugundan f kesin konveks ve uygun ¢oziim kiimesi S =
{x : Ax < b,x = 0} konveks bir kiime olacagindan f(x) fonksiyonun yalnizca
bir tane x* minimum noktas1 vardir. Eger amac fonksiyonu ile birlikte esitsizlik
kisitlar1 da kuadratik (konveks) olursa problem kuadratik kisith kuadratik program
olarak adlandirilir. Q matrisinin sifir oldugu durumda problem, lineer programlama

problemine doniisecektir.

2.2.3 Yar1 Tamimli Programlama (YTP) Problemleri

K, pozitif yar1 tanimli kxk matrislerinin konisi olan S_]ﬁ oldugunda, denklem (2.17)

konik programlama problemine yari tamimli programlama (YTP) adi verilir ve
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G,F,,F,,...,F, € Sk, A€ RP™ olmak lizere

min c’x
6.k. X1F1+XZF2+"'+XHFH+GﬁO, (2.18)
Ax=0b,
seklinde ifade edilir. Burada tiim G, F;, F,, ..., F, matrisleri kosegen matris oldugunda

problem lineer programlama problemine doniisecektir.

2.2.4 Konveks Fark Programlama (KFP)

Bu boliimde, literatiirde var olan ve analizimize yardimci olacak matematiksel

altyapilar aciklanacaktir.

Tanim 2.19. T, R"de bir konveks kiime olsun. g,h : I' = R olmak iizere

fiT—>R, f(x)=g(x)—h(x)

seklinde ifade edilebilen gercel degerli f fonksiyonu I' izerinde bir Konveks Fark (KF)
foksiyonu olarak adlandirilir. KF programlari, f; = g;—h; (i =1,...,m) olacak sekilde,

min{fy(x):x €, fi(x)<0(i=1,...,m)}

biciminde ifade edilmektedir [[38].

Varsayalim ki n(x) alt yar siirekli ve konveks fonksiyon olmak {lizere ) : R" —» R
ve n*(y) = sup{xTy —n(x) : x € R"}, n(x)nn eslenik fonksiyonu olsun. X ve Y,
R™nin kapali altkiimeleri olacak sekilde KF program ve duali arasindaki baglant1 o =
inf{g(x)—h(x): x € X} =inf{h*(y) — g*(y) : y € Y} ile goriilebilir.

Burada, a’nin sonlu olmasi, domg = {x € R" : g(x) < oo} olmak iizere domg C
domh and domh* C dom g* anlamina gelmektedir ; yani diger bir deyisle, g sonlu
oldugunda f’de sonludur. Bir fonksyion, eger epigrafi R"*"’de sonlu sayida kapali yar1
uzayin kesisimi ise, R" lizerinde cokyiizlii (polyhedral) olarak adlandirilir [[39]. Afin
fonksiyonlar1 ve gosterge (indicator) fonksiyonlari ¢okytiizlii konveks fonksiyonlara
ornek olarak diisiiniilebilir. KF programlamada g(x) veya/ve h(x) cokyiizlii ise, KF

algoritmasinin gerekli optimalite kosullar1 ve yakinsamasi saglanir.

Varsayalim ki d71(x°) = {y € R" : n(x)—n(x®) > (x —x°)Ty, Yx € R} olsun ve x* da
n’nin bir alt-gradyani tanimlansin. Burada, d7(-) bir kapali konveks kiimedir. Eger
x° € int(dom (n)) ise, o zaman dn(x°) # @.
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Tanim 2.20. Genellestirilmis Karush-Kuhn-Tucker (KKK) Kosulu:

(i) Eger x* (primal) KF programin bir optimal ¢6ziimii ise, dh(x*) c d g(x*) dir.

(ii) Eger y* dual KF programin bir optimal ¢6ziimii ise, d g*(y*) € dh*(y*) dir.

P ve 9, sirasiyla, primal ve dual KF programinin ¢6ziim kiimeleri olmak tizere
U{ag*(y) :yeD}cPcdomg, U{ah(x) :x€P}cDcCdomh” (2.19)
dir. Yeterli bir lokal optimalite kosulu icin, x*, U(x) komsulugunda
dh(x*)NIdg(x*)#0,Vx e U(x)Ndomg (2.20)
olacak sekilde g —h’nin lokal minimize noktasi oldugu belirtilmelidir.

Asagidaki regiilarize edilmis konveks olmayan problem ele alinsin:

minir};ize Fx)+pllxllo- (2.21)
xXe

Burada, p, ||x||, ceza(penalty) teriminin pozitif regiilarize sabitidir, ¢, R™de bir
konveks kiimedir ve f ise R" {izerinde bir KF fonksiyonudur. ||x||, adim fonksiyonu
olarak tamimlanabilecek kardinalite 6l¢iisiinti ifade etti§inden 6 > 0 yaklasimin
sikligin1 kontrol eden parametre olmak iizere z(x; 0) siirekli fonksiyonu ile yaklasik
olarak hesaplanabilir. Bu durumda denklem optmizasyon probleminin yeni
formu: .

minimize f)+p ;z(xi; 0) (2.22)

olacaktir.

Varsayim 1. [40] Varsayalim ki x degiskeni ve 6 paremetresinin bir fonksiyon ailesi
z : R — R asagidaki 6zellikleri saglasin:

(a) Her x € R i¢in Qlim 2(x;0)=r(x).

(b) Herhangi 6 > 0 ve her x € Ricin z(x; 0) = z(|x|; 8), ve x degiskeni i¢in z(x; 6),
[0, o0) araliginda artar.

(c) Herhangi 6 > 0icin, ¢ (x; 6) ve w(x; 0), R iizerinde sonlu konveks fonksiyonlar

ve z(x;0) = ¢(x;0)— w(x; ) olmak iizere z € R bir KF fonksiyonudur.
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(d) 9z(x;0)={p—h :pedp(x;0),h € dw(x;0)} olmak iizere her x e R, { €
9z(x;0)icin x{ > 0.

(e) Herhangia < bveO0¢ [a,b]icin, elim sup{ly|: y € dz(x;0), x €[a,b]} =0.

Bu durumda, varsayim kullanilarak Q = {(x,y) : (x,y) € 6, |x| < y; (i =
1,2,...,n)} olacak sekilde denklem (2.22)) optimizasyon probleminin bagka bir denk
formu asagidaki sekilde ifade edilir:

inimi + 5 0). 2.23
m(l)g;r)ggef(ﬂ pZZ(yl ) (2.23)

i=1
Lemma 2.3. [40|]] Bir x* € € noktast denklem probleminin bir global ( lokal)
coziimiidiir ancak ve ancak (x*,|x*|), denklem optimizasyon probleminin bir
global (lokal) ¢ogziimiidiir. Dahasi, eger (x*,y*), denklem optimizasyon prob-
leminin global bir ¢oziimii ise o zaman, x*, denklem optimizasyon probleminin

de bir global ¢oziimiidiir.

Teorem 2.12. [40] .# ve #,, sirastyla, denklem ve optimizasyon prob-

lemlerinin ¢6ziim kiimeleri olsun.

(a) Varsayalim ki (6,), 6, — o0 olacak sekilde negatif olmayan sayilarin bir dizisi
olsun ve (x*), herhangi k icin x* € _#,_olacak sekilde bir dizi olsun. Eger x* — x*

ise, 0 zaman x* € .

(b) Eger C kompakt ise, o zaman herhangi € > 0 icin bir 6(e) > 0 mevcuttur dyle ki
her 6 > 6(e) i¢in M, C M + B(0, €) saglanir.

(c) Eger her 6 > 0 icin #yN A # (B olan bir K sonlu kiimesi mevcut ise, o zaman her
0 > 0, icin Mo N K C M olacak 6, > 0 mevcuttur.

Sonug 2.3. [40|] Varsayalim ki z’nin [0, 00) iizerinde konkav, €’nin en az bir kdseye
sahip polihedral konveks bir kiime ve f € iizerinde alttan stnirlt ve konkav olsun. O
zaman, denklem (2.23)’de tamimlanan 2 kiimesi de, en az bir kdseye sahip polihedral
konveks bir kiimedir. 9, Q'nin kése kiimesi olsun ve #y = {x : Iy € R" dyle ki (x,y) €
9} olarak tamimlansin. Bu durumda, tiim 6 > 0 icin, § # #, olur ve bir 6, > 0 vardir

ki tiim 0 > 6, icin, My < M esitsizligi saglanur.

f’in konkav, C cokyiizlii konveks kiimede alttan sinirli olmasi ve z’nin {istel bir
yaklasim olmasi durumunda orijinal problemin ¢6ziimii ile yaklasik problemin ¢6ziimii
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arasindaki tutarlilik [41] ve [42]] tarafindan calisilmistir fakat [[40]] calismasinda
Teorem ile verilen genel sonuclarin yani sira, Sonug ile daha giiclii sonuclar

elde etmektedir.

Bizim buradaki motivasyonumuz, orijinal ¢6ziim ile yaklasik ¢oziim arasindaki
tutarliligi bulmaktir; bu nedenle, bu problemlerin lokal ¢oziimlerinin 6zelliklerini

tanimlamamiz gerekmektedir.

Lemma 2.4. [40] Asagidaki 6zellikler dogrudur.

(a) x* € C, denklem optimizasyon probleminin bir lokal optimumudur ancak
ve ancak x*, €* = {x € C : x; =0, her i # supp(x*)} olacak sekilde

minimize f(x), (2.24)
XEE*

probleminin lokal optimumudur. Burada, supp(x), x destegini ifade etmektedir.

(b) Eger x* € C, denklem (2.21) optimizasyon probleminin bir lokal optimumu ise, o

zaman bazt x* € 3 f (x*) icin
(x*,x —x*) >0 Vxe€¥E* (2.25)

olur.

Problem asagidaki sekilde ifade edilsin:

minixmize G(x)—H(x). (2.26)
O zaman, bir x* € ¥ noktasi i¢in, kosul

0 € 0G(x*) —dH(x"), (2.27)
seklinde yazilabilir ki bu ifade baz1 x* € 3 f(x*) ve )71* € A0, f(x), V(i=1,...,n)

icin

(x*,x —x*)+ (y*,x —x*) >0, Vx€%E, (2.28)

denklemine esdegerdir.

Boylece, lokal optimalligin tutarlilik sonuclarini vermeye hazir duruma gelinir.

Teorem 2.13. [40|]] T ve T, srastyla, (2.25) ve (2.28) kosullarint saglayan x € €6’in
kiimeleri olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar elde edilir:
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(a) Varsayalim ki 6, — oo olacak sekilde (6,) negatif olmayan sayilarin bir dizisi

k

olsun ve herhangi k, x* € T, icin (x*) bir dizi olsun. Eger x* — x* ise, o zaman

x*es.

(b) Eger € kompakt ise, o zaman herhangi € > 0 icin 6(€) > 0, sayist mevcuttur oyle
ki her 6 > 0(e) i¢cin, T, C T+ B(0, €) saglanmaktadur.

(c) Her 6 > 0 icin T, N T # O karsilanacak sekilde bir sonlu A kiimesi mevcut ise, o
gaman her 8 > 0, icin Ty N A C Tmin saglandig bir 6, > 0 sayist mevcuttur.

2.2.5 ikinci Dereceden Konik Programlama (IDKP)

Bu béliimde, IDKP icin temel tanimlar ve formiilasyonlar tanitilacaktir.

IDKP problemleri, bir afin lineer monifoldun ve ikinci dereceden (Lorentz) konilerin
kartezyen carpiminin kesisimi {izerinde bir lineer fonksiyonu en aza indirmeyi iceren
konveks optimizasyon problemleridir [|43]]. Lineer programlar, konveks kuadratik
programlar ve ikinci dereceden kisith konveks kuadratik programlarin timii ve
belirtilen kategorilere girmeyen diger bircok program IDKP problemleri olarak
tanimlanabilmektedir. Ayrica, bir afin kiime ile pozitif yari-belirli matrislerin konisinin
kesisimine iliskin optimizasyon problemi olan YTR 6zel bir durum olarak IDKPy1
icermektedir. Sonug olarak IDKE LP ile KP ve YTP arasinda yer almaktadir. LB KP
ve YTP problemleri gibi IDKP problemleri, polinom zamaninda i¢ Nokta Metodlar
(INM’ler) kullanilarak coziilebilmektedir. INM’ler, IDKP problemlerini ¢ézmek icin
yineleme basina LP ve KP problemlerinden daha fazla ancak karsilastirilabilir boyut
ve karmagikliktaki YTP’larden daha az hesaplama cabasi gerektirmektedir [44].
Asagidaki IDKP ele alinsin:

minimize f'x
(2.29)
subject to  [JA;x + bl <c¢/x+d;, i=1,...,N.
Burada, x € R" degisken ve f € R*, A, € R p. e R%! ¢, € R", ve d; € R
parametreleri ifade etmektedir. Kisitta ortaya ¢ikan norm, standart Oklid normuna,
yani, ||lz|| = (272)"Y? karsilik gelir. ||A;x + b;|| < ¢;x + d; kisit1 n; boyutlu bir iDK

kisit1 olarak adlandirilir ciinkii m boyutlu standart veya birim IDK (Lorentz konisi)

)

ikinci-dereceden koni ¢, = {t t € RO < t} olarak tamimlanmaktadir. Ikinci

ue Rt eR|ull < t} seklinde tanimlanir. m = 1 i¢in, birim

dereceden koninin bir kisitin1 saglayan noktalar kiimesi, bir afin fonksiyona (mapping)

gore birim ikinci dereceden koninin ters goriintiistidiir:
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A b.
Ax+Db||<cIx+d < | .|x+| '|ex,
1A il <¢ i T s
Ci

ve konvekstir. Boylece, amac fonksiyonu konveks oldugundan ve kisitlar bir konveks

kiime tanimladigindan, denklem (2.29)) bir konveks programlama problemidir [43]].
tl u 9 o . .

lu| <t < T, > 0, oldugundan dolay1 ikinci dereceden koni, pozitif
u

yari-kesin matrislerden olusan bir koniye gomiilebilir, yani, ikinci dereceden bir koni

kisiti, lineer bir matris esitsizligine esdegerdir ( >, matris esitsizligini belirtir). Bu

ozellik kullanilarak, denklem (2.29) asagidaki gibi bir YTP olarak ifade edilebilir:

minimize f'x
(cIx+d)I Apx+b; (2.30)

subject to A >0i=1,...,N.
(A1x+ bl) Ci X+dl

IDKP’yi dogrudan cézen INM’lari, probleme uygulanan YTP yontemlerinden énemli
olciide daha iyi en kotii-durum karmasikligina sahiptir: dualite boslugunu kendisinin
sabit bir kesrine indirmek icin gereken yineleme sayist IDKP algoritmasi ve YTP
yaklagimu igin, sirasiyla, yukaridan O(y/n) ve O(2;, n;) ile sinirlanmistir [45]. Ayrica,
pratikte en 6nemlisi, her yinelemenin 6énemli 6l¢iide daha hizli olmasidir: IDKP
algoritmasinda yineleme basmna is miktar1 O(n*»;n;) ve YTP icin O(n*>; n?)
seklindedir. Bu sayilar arasindaki fark, ikinci dereceden kisitlarin n; boyutu biiyiik
oldugunda oldukca dikkat gekicidir. Denklem (2.29)’deki notasyonlar1 sadelestirmek
icinu; =A;x + b, t;=c/x+d;i=1,...,N olsun.

Boylece, denklem ([2.29) asagidaki sekilde ifade edilebilir:

minimize f'x
subject to |lu|| <t;, i=1,...,N, (2.31)
ui=AiX+bi,tl-=CiTX+dii=1,...,N.
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Dual IDKP Problemi
Denklem (2.29)’in duali

N
.. T
maximize — E (b; z; + d;w;)
i=1

N
2.32
subject to Z(Ait +z; +cw;)=f, ( )
i=1

||Zi||SWii=1,...,N,

ile verilir. Burada, degigkenler z; € R%™' ve w € R vektor olarak ifade edilir.

Denklem (dual IDKP) de bir konveks programlamadir ¢iinkii amac fonksiyonu
konkav ve kisitlar konveksdir. Aslinda, bu denklem, denklem (2.31) ile ayni1 forma
sahiptir. Bu durumda, dual IDKP’de ayni (primal) IDKP’da (denklem ) oldugu
gibi esitlik kisitlamalarini ortadan kaldirarak yeniden bi¢imlendirilebilir.

Eger primal IDKP probleminde tiim kisitlar1 saglayan bir x var ise o zaman, denklem
uygun (fesaible) olur. Eger x, kisitlar1 bir kesin esitsizlik ile sagliyorsa o zaman
kesin uygundur denir. z ve w vektorleri, denklem (2.32)’deki kisitlar1 sagliyorlarsa
dual uygun (dual fesasible) olarak adlandirilir ve ayrica ||z;|| < w; i = 1,...,N’yi de
saghyorlarsa kesin dual uygun olarak adlandirilir. (Kesin) Uygun z;, w var olmasi
durumunda (Dual IDKP) denklem (kesinlikle) uygundur denir. Denklem
’nin (Primal IDKP) optimal degerini, eger problem uygun degil (infeasible) ise
p* = oo kabulu ile, p* olarak gosterelim ve denklem ’un (Dual IDKP) optimal
degerini, eger problem uygun degil (infeasible) ise 0* = —oo kabulu ile, 0* olarak

kabul edelim. Dual problemle ilgili temel dogrular {ic durumda verilmektedir:

1. (Zayif Dualite (Week Duality)) p* > 0%,

2. (Giiclii Dualite (Strong Duality)) Eger primal ya da dual problem kesin uygun

(strictly feasible) ise, o zaman p* = 0%,

3. Eger primal ya da dual problem kesin uygun (strictly feasible) ise, o zaman
primal ya da dual uygun noktalar vardir 6yle ki bunlar optimal degerler olarak

alinir.

2.3 Ic Nokta Metodu (INM)

Lineer olmayan programlama algoritmalar1 genellikle arama teknikleri olarak

tanimlanan yinelemeli siirecleri kullanmaktadir. Her yinelemede algoritma, belirli
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bir noktadan baslayarak aranacak yonii belirlemekte, daha sonra, yeni bir nokta
belirlemek icin bu dogrultuda ilerlemektedir. Ic nokta metotlar: uygun (feasible)
kiimenin smirina yalnizca limitte yaklagmaktadir. ~ Coziime, uygun bolgenin
icinden veya disindan yaklasabilirler ancak hi¢cbir zaman bu bdlgenin sinirinda

bulunmamaktadirlar. Bu arama tekniklerinin cesitli bicimleri mevcuttur.

Buboélimde, f,, fi1,. .., fn : R" = R™ konveks ve ikinci dereceden siirekli tiirevlenebilir

fonksiyonlar ve A € RP*", rankA = p < n olmak {izere,

min  fy(x)
0.k fi(x)<0,i=1,...,m, (2.33)
Ax = b,

konveks optimizasyon problemini ¢6zmek icin i¢ nokta metotlarindan bahsedilmistir.
Problemin ¢oziilebilir oldugunu varsayalim yani bir x* optimal noktast mevcut olsun.
Ayrica problemin kesin uygun (strictly feasible) oldugunu varsayalim. Bu durumda,
x* ile beraber KKT kosullarin1 saglayan dual optimal u* € R™, v* € R? Lagrange
carpanlari var olacaktir. Ic nokta metotlari, denklem (2.33]) optimizasyon problemini
(veya KKT kosullarini) Newton yontemini esitlik kisith problemler dizisine veya KKT

kosullarinin degistirilmis versiyonlar: dizisine uygulayarak ¢o6zmektedir.

Primal-dual i¢c nokta yontemleri, 0zellikle yiiksek dogruluk (accuracy) gerektiginde,
dogrusaldan daha iyi yakinsama sergileyebildikleri icin genellikle bariyer
yonteminden daha verimlidir. Lineer, kuadratik, ikinci dereceden koni, geometrik
ve yar1 tanimli programlama gibi temel bazi problem siniflar1 icin, 6zellestirilmis
primal-dual yontemler bariyer yonteminden daha iistiin performans gostermektedir.
Lineer olmayan konveks optimizasyon problemleri icin primal-dual i¢c nokta
yontemleri hala aktif arastirma konusu olmasi yaninda biiyiik bir potansiyele

sahiptirler.

Primal-dual i¢ nokta yontemi icin verilen algoritma asagidaki gibi aciklanabilir.
Oncelikle, arama yonii (search direction) asagidaki modifiye KKT kosullar

tamimlansin:

Vio(x)+Df(x) u+ATv
r.(c,u,v)=| —diag(u)f(x)—(1/t)1
Ax—Db
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ve t > 0. Burada, f : R" — R™ ve f’in tlirev matrisi D f

f1(x) Vf ()"
fx)=1] + |, Df(x)= :

fm(x) V fm()"
seklinde olmalidir. Eger x,u,v, r.(x,u,v) = 0 esitligini sagliyorsa ve f;(x) < 0 ise, o
halde x = x*(t), u = u*(t) ve v = v*(t) olmalidir. Dahasi, x primal (birincil) uygun ve
u, v dual uygun olmak iizere dual aralik (duality gap) m/t seklindedir. r,’nin ilk blok
bileseni,

Fawal = Vfo(x) +Df (x)" A+ A",

dual residii (dual residual) ve son blok bileseni ise r,; = Ax — b, primal residii (primal
residual) olarak adlandirilir. Orta blok,

Teent = _dlag(l)f (X) - (1/t)17

merkeziyet residiidiir (centrality residual). (x,u, v) noktasinda f (x) < 0, u > 0 olacak
sekilde sabit t icin r.(x,u,v) = 0 dogrusal olmayan denklemleri ¢c6zmek i¢cin Newton
adimi ele alinsin. Mevcut nokta ve Newton adimi, sirasiyla, y = (x,u,v), Ay =
(Ax, Au, Av) seklinde ifade edilsin.

Newton adimui, lineer denklemlerle karakterize edilir:

rt(y +Ay)~rt(y)+D,(y)Ay =0,

yani,

Ay =-D, (y) 'rt(y).

x, u ve v cinsinden ifade edilerse,

vzfo(x) + 2?1:1 uivzfi(x) Df(x)T AT Ax ~Teent
—diag(u)Df (x) —diag(f(x)) O Au | = | —Tgual (2.34)
A 0 0 Av —r

pri

olacaktir. Primal-dual arama yonii Ay,q = (AXpq, Alpg, Avyg), denklem (2.34)’Gn
¢oziimii olarak tamimlanir. Ayrica, AT = b esitligini sagliyorsa, yani primal uygunluk

residiisti r,,; sifirsa, o zaman, AAx,q = O olur, bu da Ax,,, (primal) uygun bir yon

pri
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tanimlar: herhangi bir s igin, x +sAx,q A(x +sAx,q) = b esitligi saglanir.

Primal-dual i¢ nokta yonteminde, iterasyonlar, limitte algoritma yakinsadikca harig
olmak iizere, x®, u® ve v kesinlikle uygun (feasible) olmak zorunda degildir.
Bu, algoritmanin k adimiyla iliskilendirilen bir diiallik araligmmm n® kolayca
hesaplanamayacagi anlamina gelmektedir. Bunun yerine f(x) < 0 ve u > 0 olan

herhangi bir x icin yedek dual araligi,

M, 2) =—f(x)"u

seklinde taimlanir. Yedek aralik ), eger u ve v dual olarak uygunsa, yani r,; = 0
ve rqua = O ise, dual aralik olacaktir. Yedek dual aralik 7} ’ ya karsilik gelen t

parametresinin degeri m/17) seklinde olacaktir.

Algorithm 1 Primal-Dual Ic Nokta Metodu

c filx) <0,i=1,....,m,u>0,v>1, €, >0, € > 0 kosullarim saglayan x
verildiginde;
repeat

t belirle. Set t :=vm/1.

Primal-dual arama yoniinii hesapla Ay .

Dogru arama (line search) ve giincelleme (update). s > 0 icin adim
uzunlugunu belirle ve y := y +sAy,4 olarak belirle.
6: until ”rprillz < € feas ”rdualllz < €feqs V€ n<e

=
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3

Makine Ogrenmesi

3.1 Giris

Birinci nesil bilgisayarlarin 1945 yilinda ortaya ¢ikmasi, bilim insanlarin1 makinelerin
zeka ile donatilmasi konusunda diistinmeye itmistir. 1950 yilinda gelistirdigi Turing
testi ile Alan Mathison Turing, bilgisayarlarin diisiinme yetilerine bir kriter getirerek

modern bilgisayarlarin temelini atmistir [46].

Hesaplama biliminin genis alaninda, makine 6grenmesinin ortaya ¢ikisi bir paradigma
degisimine isaret etmektedir. Makine 6grenmesi, 6ziinde, makinelerin verilerden
O0grenme ve yorumlama yetenegi ile donatilabilecegi fikrine dayanmaktadir. Yapay
zekanin onemli bir dali olarak ortaya cikan makine 6grenmesi, detayl talimatlarin
her islemi belirledigi geleneksel hesaplama yontemlerinin aksine, makinelere tipki
insanlar gibi deneyimlerden Ogrenmeyi O6gretmeye benzeyen daha organik bir

yaklasim sunmaktadir.

Makine o6grenmesindeki ilk arastirmalar, 6zellikle Oriinti tanima alaninda
yogunlasmistir. En basit tek katmanli Yapay Sinir Ag1 (YSA) modeli olan “Perceptron”,
1950’lerde Frank Rosenblatt tarafindan énerilmistir. Ilk makine 6grenmesi kitab1 1965
yilinda yayimlanmis, 1968’de Vapnik ve Chervonenkis (VC) [|47] istatistiksel 6grenme
teorisini gelistirmis, VC entropi ve VC boyutu gibi temel kavramlari tanitmistir. Bu
kavramlar, 1971’de fonksiyonel uzayda biiyiik sayilar kanununun bulunmasini ve

ogrenme islemiyle iliskisinin tanimlanmasini saglamistir.

Son yillarda, derin 6grenme (deep learning) adi verilen bir alt dal, biiylik veri
setlerini kullanarak karmagsik problemleri ¢6zmek icin giiclii algoritmalar gelistirmis ve
ozellikle nesne tanima, konusma tanima gibi alanlarda 6nemli basarilar elde etmistir.
Gilinlimiizde, yapay zeka uygulamalar1 saglik, finans, ulasim gibi cesitli sektorlerde

yaygin olarak kullanilmaktadir [48, 49].
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3.1.1 Ogrenme nedir?

Ogrenme, cok ve cesitli tanimlar1 olan, giiniimiizde hala cok yénlii arastirmalarin
yapildig1 bir konudur. Zaman icerisinde bilim insanlari tarafindan cesitli tanimlar
yapilmistir. ~ Ornegin, Simon “Ogrenme, bir sistemdeki, aymi gérevin tekrari
veya ayni popiilasyondan alinan baska bir gorevin daha verimli ve daha etkili
bir sekilde yapilmasini saglayan herhangi bir degisikliktir" derken, Michalski
o0grenmeyi, deneyimlenen seyin temsillerini yapilandirmak veya degistirmek olarak
tanimlamaktadir [[50].

Insan baglaminda 6grenme, deneyim, calisma veya ogretilme yoluyla bilgi veya
becerilerin birikmesidir. Bu kavrami makinelere aktarirken “6grenme”, makinenin
gorev performansini asamali olarak gelistirme yetenegini ifade etmektedir. Bu
gelisme, insan miidahalesinin veya programlamanin bir sonucu degil, daha ziyade
makinenin verileri islemesinin ve algoritmalarini gelistirmesinin bir sonucudur. Bunu
insan hayatina benzetmek gerekirse miizik aleti calmay1 6grenmek diisiiniilebilir.
ilk basta, tokezlenebilir, yanlis notalara basilabilir ve zamanlama konusunda zorluk
yasanabilmektir. Ancak uygulama (veriler), bir 6gretmenin rehberligi (algoritma) ve
geri bildirimi (model ayarlamasi) ile daha cok gelisilebilir. Zamanla, daha karmagsik
parcalar calinabilir ve hatta notalar1 gormeden 6nce notalarin nasil ¢alinacagi tahmin
edebilmektedir (tahmin dogrulugu).

Peki bir makine tam olarak nasil “deneyimler” veya “Ogrenir”? Makineler icin
O0grenme, insanlarin ders kitaplarindan, derslerden veya deneyimlerden 6grenmesine
benzemektedir. Makineler sayilar, goriintiiler, metinler ve sesler dahil olmak {izere
cesitli veri tiirlerinden 6grenmektedir. Veriler ne kadar cesitli ve zengin olursa, basarili
ogrenme sansi da o kadar artmaktadir. Makine 6greniminin temel kavrami, makinenin
beynine esdeger olan, modeldir. Egitim asamasinda model verilere maruz kalmakta,
tahminlerde bulunmakta ve tahminlerinin dogruluguna gore kendini ayarlamaktadir.
Bu yinelemeli siire¢, modelin tahminleri kabul edilebilir bir dogruluk seviyesine
ulasana veya modelin daha fazla gelisemeyecegi anlasilana kadar devam etmektedir.
Egitimden sonra modelin 6grenmesi sabitlenmez. Dogrulugunu onaylamak i¢in yeni,
goriilmemis verilere kars: test edilir. Iyi performans gosterirse dagitima hazir hale
gelmekte aksi takdirde onceki deneyimlerini kullanarak kendini gelistirmek iizere

egitim asamasina geri donmektedir.

Makine 6grenimi, istatistik, olasilik, veri madenciligi, 6riintii tanima ve yapay zeka gibi
disiplinlerle siki bir iliski icerisindedir. Makine 6grenimi algoritmalarinin etkinliginde
onemli bir faktér, verinin ifade veya gosterim bicimidir. Ozellikle, verinin dogrusal

olarak ayrilabilir olmasi, makine 6grenimi yontemlerinde kritik bir faktordiir.
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Makine 6grenmesinin giinlitk yasamdaki baslica uygulama alanlar1 6neri sistemleri
(ornegin Netflix, spotify), finansal hizmetler (6rnegin kredi skoru tahminleme), saglik
sektorii (6rnegin hastalik tahmini), otomotiv (6rnegin siirliciisiiz araclar), {iretim
(6rnegin hata tespiti), dijital giivenlik (6rnegin dolandiricilik tespiti) ve sesli asistanlar

(6rnegin siri, google asistan) olarak 6zetlenebilir.

Makine 6greniminin temel prensibi, gecmis bilgiler ve gozlemlerden yararlanarak
gelecekteki olaylar hakkinda bilgi edinme ve bu bilgiyi kullanarak gelecekteki
durumlar1 tahmin etme yetenegidir. Bu karar alma siirecinde en temel unsur, eldeki
bilgidir. Bilgi, bir amaca yonelik olarak islenmis veriyi temsil eder. Veriyi bilgiye veya
anlamli hale doniistiirme siireci, veri madenciligi kavramiyla iliskilidir ve bu baglamda
veri analizi olarak adlandirilir. Veri madenciligi, veri setlerinde gizli olan kurallari,

iliskileri veya oOriintiileri kesfetmeye yonelik bir disiplindir.

Veri Madenciligi (VM), genellikle bagimsiz degisken (y € R) sayisinin cok yiiksek
oldugu veri setlerinde sikca kullanilan bir alan olarak one cikmaktadir. Makine
O0grenimi, istatistik ve veri madenciligi arasinda siki bir bag vardir. Makine 6grenimi

yontemleri, veri madenciligi algoritmalarinin temelini olusturur.

Bu baglamda, bilgi cikarimi ve Ogrenme siirecleri, istatistiksel yontemlerle
desteklenmis veri madenciligi teknikleri araciligiyla gerceklestirilir. Sonuc olarak,
makine 6grenimi, istatistik ve veri madenciligi alanlar1 arasinda kesisen bir noktada

bulunarak bilgi ¢ikariminda 6nemli bir rol oynar.

3.2 Makine Ogrenmesi Gesitleri

Makine 6grenmesi, ge¢cmis deneyimleri kullanarak 6grenme siireclerini yonlendirmeye
calisan bir alan olarak karsimiza cikmaktadir. Ogrenim yontemlerine gére farklilasan
makine 6grenmesi, denetimli 6grenme (supervise learning), denetimsiz O6grenme
(unsupervised learning), yari denetimli O0grenme (semi-supervise learning) ve

takviyeli 6grenme (reinforcement learning) olmak iizere cesitli alt gruplara ayrilir.

Bu tezde denetimsiz 6grenme problemlerinden kiimeleme problemi kullanildigindan
bu boliimiin alt basliklar: olarak yalnizca denetimli ve denetimsiz 6grenme tizerine

odaklanilacaktir.

3.3 Denetimli Ogrenme

En yaygin teknik olan denetimli o6grenmede algoritmalar etiketli (labeled)
veriler kullanilarak egitilmektedir.  Veri kiimesindeki her ornek dogru ciktiyla
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eslestirilmektedir. Algoritma, egitim verileri {izerinde yinelemeli olarak tahminler
yapmakta ve kendisini dogru ciktilar yoniinde ayarlamakta, béylece dogru tahminler
liretmenin en iyi yolunu 6grenmektedir. Denetimli 6grenmenin en yaygin teknigi
olan algoritmalar, etiketli (labeled) veriler kullanarak egitilir Bu durumda, veri
kiimesindeki her 6rnek, dogru ciktiyla iliskilendirilmistir. Algoritma, egitim verileri
lizerinde tekrarlayan tahminler yapar ve kendisini dogru ciktilar dogrultusunda

ayarlar. Bu siirec, en iyi tahminleri iiretme yetenegini 6grenme amaci tasir.

Matematiksel olarak etiketleme kavrami, genellikle (X, Y') cifti ile ifade edilir, burada
X girdi 6zelliklerini, Y ise bu girdilere karsilik gelen etiketleri temsil eder. Denetimli
o0grenme algoritmalari, bu (X, Y) ciftleri izerinden modelini egitir ve dogru tahminler

yapmak icin bu iligkiyi 6grenir.

Denetimli 6grenme siirecinde, bir egitmen sisteme dis miidahalede bulunur. Bu
siirecin temel hedefi, girdi (input) ve cikti (output) degerleri arasindaki iliskiyi
kavramaktir. Boylece, yeni girdi degerleri icin ¢ikt1 degerleri tahmin edilebilir. Girilen
deger ile istenen deger arasindaki fark, onceden belirlenen hata degerinden kiiciik
oldugunda egitim devam eder. Sistem, girdiler i¢in istenen dogruluga ulastiginda
egitim tamamlanir ve siire¢ sona erer. Siniflandirma algoritmalari, regresyon, yapay

sinir aglari, destek vektor makineleri denetimli 6grenme O6rnekleri olarak verilebilir.

3.3.1 Smniflandirma (Clasification)

Denetimli 6grenmenin bir alt kiimesi olarak siniflandirma, biiyiik 6l¢tide her girisin
acitkca etiketlendigi veri kiimelerine dayanmaktadir. Bu veri kiimelerindeki her
veri noktasi, belirli bir sinif veya kategorinin ornegi olarak hizmet etmektedir.
Siiflandirmanin temel amaci, yalnizca bu etiketleri bilinen veriler tiizerinde
kopyalamak degil, ayni zamanda yeni, goriinmeyen veri noktalarini dogru bir
sekilde etiketlemek icin bu bilinen veri kiimesinden genelleme yapmaktir. Iyi
bir siiflandiriciyr vasat bir siniflandiricidan ayiranda bu genellemedir.  Aslinda
bu, hassas bir dengeleme eylemidir; Egitim verilerine cok fazla uyum saglayan
bir model (asir1 uyum) yeni veriler iizerinde diisiik performans gosterebilirken,
cok genellestirilmis bir model (yetersiz uyum) dogru siniflandirma i¢in gereken
hassasiyetten yoksun olabilmektedir. Siniflandirma sanati ve bilimi, dogru dengeyi
saglayan modeller olusturmakta, verilerin karmasikliklarinda gezinerek dogasinda var

olan kategorizasyonlari ortaya cikarmakta yatmaktadir.

Siniflandirma problemlerinde, egitim kiimesi (training set) ve sinif etiketleri (class
label) 6nceden bilinmektedir. Kullanilan algoritmadan bagimsiz olarak, siniflandirma

modelinin olusturulmasinda kullanilan oriintiilerin boyutu, veri kiimesini temsil
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eder. Veri kiimesinin bir alt kiimesi, egitim kiimesi olarak adlandirilir, bu kiimenin
veri kiimesinden cikartilmasi ile test kiimesi elde edilir. ~Egitim kiimesi V =
{(x1,¥1),--+,(xp, ,¥m)} olmak tizere, burada girdi (input) (x;,x,,...,X,), x; € R" ve

cikt1 (output) ya da etiket (y1, yq,---,Y,), ¥i € {—1,+1} olarak adlandirilir.

Siniflandirma problemlerinde yaygin olan yontemler, k-en yakin komsu (k-nearest
neighbor), destek vektor makineleri (DVM-support vector machines), karar agaclari
(decision trees), yapay sinir aglari (artificial neural network) olarak ifade edilebilir
[51]].

3.4 Denetimsiz Ogrenme

Denetimli 6grenmeden farkli olarak denetimsiz 6grenme, etiketlenmemis (unlabeled)
verilerle ilgilenmektedir. Burada amac dogru tahminler iiretmek degil, verilerdeki
temel yapilar1 veya kaliplar1 tespit etmektir. Denetimsiz 0grenme baglaminda,
sistemin O6grenmesine rehberlik eden bir egitmen bulunmaz. Sisteme sadece girdi
degerleri ( (xq,x5,...,Xx,), x; € R") saglanir ve 6grenmesi beklenir, ancak dogru
ciktilarla ilgili herhangi bir bilgi verilmez. Temel amag, girdi degerlerinin 6znitelikleri
lizerinden 6grenme gerceklestirmektir. Denetimsiz 6grenme, kiimeleme ( clustering)

ve iliskilendirme (association) problemlerine uygulanmaktadir.

3.4.1 Kiimeleme (Clustering)

Baslangicta, kiimeleme basit bir gruplama gorevi gibi goriinse de daha derine
inildiginde verilerin anlattig1 gizli hikayeleri ortaya cikarmak icin bir arayisa
dontismektedir. Kiimeleme, denetimsiz bir dogada calismakta ve Onceden
tanimlanmis etiketlerin rehberligi olmadan, icsel benzerliklere dayali olarak veri

icinde dogustan gelen gruplamalar1 aramaktadir.

Kalabalik bir sehir meydaninda c¢ok sayida insani gozlemledigimizi diisiintirsek,
bazilan aileler, bazilar1 arkadas gruplar1 ve digerleri belki de is arkadaslar1 olabilir.
Hicbir isaret bu gruplan etiketlemese de, etkilesimler, kiyafetler veya yas gibi
ince ipuclarina dayanarak kimin hangi gruba ait oldugu tahmin edilebilmektedir.
Kiimeleme ise, veri bilimi baglaminda benzer sekilde calismaktadir. Veri noktalarini
gozlemlemekte ve belirli 6zelliklere dayanarak hangi veri noktalarinin ortak hikayeleri

paylastigini belirlemektedir.

Kiimeleme, bir veri kiimesini alt kiimelere (sub-clusters) ayiran denetimsiz bir
ogrenme teknigidir. Temel amag, birbirlerine diger alt kiimelerdekilerden daha c¢ok

benzeyen veri noktalarini gruplamaktir.
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Tamim 3.1. (Yakinlik) Bir X veri matrisinde i. ve j. satirlar arasindaki yakinlik degeri
d(i, j) ile ifade edilmektedir. Eger tiim (i, j) degerleri icin

i. d(i,i)=0,

ii. d(i,j)=4d(,i),

iii. d(i,j) =0,

iv d(i,j)=0 < i=]j,

v. d(i,k)<d(i,j)+d(,k), (,j=12,...,m), (k=1,2,...,p),
saglaniyorsa, d(i, j) uzaklik fonksiyonu olarak adlandirilir.

“Benzerlik” kriteri, alana 6zgli metriklere veya genel mesafe Olgiitlerine baghdir.
Kiimelemede benzerlik (similarity) ve farklilik (dissimilarity) sayisal degeri, uzaklik
Olciisti (distance measure) olarak adlandirilmaktadir. Uzakliklarin hesaplanmasinda

en cok kullanilan uzaklik 6l¢iileri asagidaki gibi siralanabilir [|52]:

1. Minkowski Uzaklig1

p r
d(l)]): (Z |xlk_.y]k|r) b (31)
k=1

2. Manhattan City Blok Uzaklhig1 (r =1 durumu)
P
d(iaj):Z|xik_yjk|7 (32)
k=1

3. OKlit (Euclidean) Uzakligi (r =2 durumu)

p
d(i, j) = J D =y, (3.3)
k=1

(|| « || ile de gosterilmektedir).

4. Supremum Uzaklig1
d(i,j) = max i — Vil - (3.4)

En sik kullanilan 6l¢iim yontemlerinden biri olan 6klid uzunlugu, gercek bir ii¢ggenin

hipoteniis uzunlugudur. ~Oklid ve manhattan uzaklik fonksiyonlari, genellikle
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benzerliklerin belirlenmesinde kullanilmaktadir. Uzaklik fonksiyonunun biiyiik bir
deger almasi, benzerligin diisiik oldugunu, kiiciik bir deger almasi ise benzerligin
yliksek oldugunu gostermektedir. Bu uzaklik olciileri, degiskenlerin 6lcii birimlerine
gore farklilik gostermektedir. Bir Ol¢ti biriminde iki birey arasindaki uzaklik, olcii
birimi degistirildiginde en uzak iken en yakin hale gelebilmekte; bu nedenle, uzaklik

hesaplanmadan 6nce degiskenlerin standartlastirilmasi gerekmektedir [53]].

Kiimelemede temel yontemler Sekil [3.1deki gibi ifade edilebilir:

Kiimeleme

Yontemleri

Yogunluk
Tabanh

Izgara

Model Bazh

Hiyerarsik

Boliimleyici

Tabanl

Yontemler Yontemler Yontemler
Yontemler Yontemler
* Birlestirici * K-means « Dbscan  COBWEB « Sting
* Ayiricl * K-medoids
/Béliicii
e Fuzzy
c-means

Sekil 3.1 Kiimeleme Yontem ve Algoritmalari

Bu yontemler, benzer 6zelliklere sahip veri noktalarini tanimlamak ve gruplamak i¢in
kullanilmaktadir. Her bir kiime, icindeki veri noktalarinin birbirine benzemesi ve diger

kiime elemanlarindan farkli olmasi temel prensibiyle olusturulmaktadir.

* Hiyerarsik kiimeleme yontemleri (Hierarchical Clustering), birbirine benzer
veri noktalarini birlestirerek veya tam tersine ayirarak kiimeler olusturur. Bu
yontem, veri gruplamalarimi bir agac olarak gorsellestirerek analistin veri
icindeki hiyerarsik yapilari anlamasini saglar. Bu sayede, veri setindeki
hiyerarsik iligkiler gorsel olarak anlasilir hale gelir, analistin veri icindeki
orlintiileri kesfetmesine yardimci olur. Birlestirici yontemler (agglomerative),
benzer ozelliklere sahip kiiciik kiimeleri birlestirirken, ayirici/boliicii yontemler
(divisive) , tiim veri setini iceren biiylik bir kiimeden baslayarak bu kiimelere

ayrilir. Tiime varim (bottom up), yani birlestirici yaklasimda, baslangicta tiim
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nesneler birbirinden ayridir. Baslangic noktas: olarak, eldeki verinin her bir
0gesi ayr bir kiime olarak ele alinir. Ardindan, benzer 6zelliklere sahip kiimeler
birlestirilerek tek bir kiime elde etme amaclanir. Tiimden gelim (top-down)
yaklasimda ise ayristirici bir strateji izlenir. Bu yaklasimda, baslangicta tek bir
kiime bulunur. Her asamada, uzaklik veya benzerlik matrisine gore nesneler ana
kiimeden ayrilarak farkli alt kiimeler olusturulur. Siire¢c tamamlandiginda, her

veri bir kiime haline gelir.

AGNES (AGglomerative Nesting) algoritmasi, veri kiimesini baslangicta her
Ornegi ayr1 bir kiime olarak kabul ederek baslamaktadir. Ardindan, her adimda
kiimeler arasindaki uzakliklara bakarak en yakin iki kiimeyi birlestirmektedir.
Bu asagidan yukari dogru bir birlestirme yapisini izler. Ote yandan, DIANA
(Dlvisive ANAlysis) algoritmasi, baslangicta tiim 6rnekleri ayni1 kiimede kabul
etmekte ve her adimda birbirine en uzak iki kiimeyi belirlemeye calismaktadir.

Bu algoritma yukaridan asagi dogru bir boliinme yapisin1 benimsemektedir.

Boliimleyici yontemler, veriyi belirli bir sayida kiime merkezi olusturarak bu
merkezlere en yakin sekilde bolen algoritmalari ifade etmektedir. Bu yontemler,
veri setini homojen gruplara ayirmak icin kullamlmaktadi.  Ornegin, en
yaygin kullanilan denetimsiz 6grenme algoritmalarindan biri olan k-ortalama,
belirlenen kiime sayisina gore veri setini kiimelere ayirmay1 hedefler. Merkez
tabanli bir teknik olan k-ortalama kiimeleme (k-means Clustering), verileri
“k” sayida kiimeye ayirmaktadir. Bu yontemde, belirli bir sayida kiime
merkezi secilir, ardindan veri noktalar1 bu merkezlere olan uzakliklarina gore
gruplandirilir. Her veri noktasi en yakin oldugu kiime merkezine atanir ve bu
islem iteratif olarak devam eder. Sonug olarak, benzer 6zelliklere sahip veri
noktalar1 ayn1 kiilmede toplanir. k-medoids, k-ortalamaya benzemektedir, ancak
kiime merkezlerini veri noktalarindan seger, bu da daha direncli ve gercekgi
kiimeler iiretmektedir. Fuzzy c-ortalama ise her veri noktasinin belirli bir agirlik
degeriyle her kiimeye ait olma olasiligini belirler, bu nedenle belirgin sinirlar
yerine bulanik kiimeler iiretmektedir. Bu agirlik degeri, O (hi¢ ait olmama) ile
1 (tamamen aitlik) arasinda degerler alabilir. Matematiksel olarak, bir bulanik
kiime icindeki bir nesne, herhangi bir kiime icin O ile 1 arasinda degerler alan
bir agirlik degeriyle iliskilendirilir. Bu yontemde, bir nesnenin tiim kiimelerdeki

agirlik degerlerinin toplami 1 olmalidir.

Yogunluk tabanli yontemler, veri noktalarinin yogunluklarina odaklanarak
kiimeleri tamimlamaktadir. Yogunluk tabanli bir kiime, diisiik yogunluga sahip
bir bolge ile cevrili ve yiiksek nesne yogunluguna sahip bir alami iceren bir
bolgedir. Bu sekilde tanimlanma genellikle kiimeleme islemi sirasinda kiimelerin

diizensiz veya birbirleriyle gecmis oldugu durumlar ve ayni zamanda giiriilti
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ve aykir1 degerlerin bulundugu durumlar icin kullanilir. Ozellikle Giiriiltiilii
Uygulamalarin Yogunluk Tabanlt Mekansal Kiimelenmesi DBSCAN (Density-Based
Spatial Clustering of Applications with Noise), yogunluga dayali bir yaklasim
olmaktadir. Birbirine yakin bir sekilde paketlenmis veri noktalarini bir araya
gruplandirmakta ve diisiik yogunluklu bolgelerde tek basina bulunan noktalari

aykir1 deger olarak isaretlemektedir.

* Model tabanli yontemler, veriyi belirli bir model veya yapay zeka algoritmasi
lizerinden analiz ederek kiimeleme yapmaktadir. Model bazli bir yontem olan
COBWEB, veriyi bir agac yapisi icinde kiimeler ve alt kiimeler olarak modelleyen

bir yapay zeka yaklasimidir.

* Izgara tabanli yontemler, veriyi diizenli bir 1zgara {iizerine yerlestirerek
kiimeleme yapmaktadir. Sting, veriyi diizenli bir 1zgara tizerine yerlestirerek

kiimeleme yapan bir yontemdir. Ozellikle cografi veriler icin etkili bir secenektir.

Kiimeleme alaninda, belirlenen kiimelerin biitiinliigiini ve uygunlugunu
degerlendirmek biiyilk 6nem teskil etmektedir. ~ Kiimelemenin dogasinda olan
denetimsiz metodolojisi gbz oniine alindiginda, giivenilir Ol¢iimlere sahip olmak
hayati 6nem tasimaktadir. Siluet Katsayisi, Dunn Endeksi ve Davies-Bouldin Endeksi
gibi araclar, kiimelenme kalitesini 6l¢mek, ic uyum ve kiimeler arasi ayrilma
gibi yonlere bakmak icin siklikla kullanilir. ~ Kiimelemenin pratik uygulamalar
cesitli endiistrileri kapsamaktadir. Ticari sektorde, isletmelerin miisterileri satin
alma aliskanliklarina, tercihlerine veya demografik ayrintilarina gore kategorilere
ayirmasina yardimci olarak daha kisisellestirilmis bir pazarlama yaklasimina olanak
tanimaktadir.  Biyoloji bilimlerinde ise flora ve faunanin farkli ozelliklere gore
siniflandirilmasini  kolaylastirarak potansiyel evrimsel baglara 1sik tutmaktadir.
Genis veri havuzlar icin kiimeleme, belgelerin temalara gore sistematik bir sekilde
diizenlenmesini saglayarak icerik erisimini kolaylastirmaktadir. Ek olarak, dijital
goriintiileme alaninda, goriintiileri ayirt edilebilir boliimlere ayirarak goriinti

analizini ve optimizasyonunu desteklemektedir.

3.5 Topluluk Ogrenmesi

3.5.1 Giris

Toplu sistemler olarak da bilinen ¢oklu siniflandirici sistemler, son birkac on yilda
hesaplamali zeka ve makine 6grenimi topluluklarinda popiilerlik kazanmistir [|54-
57]. Bu popiilerligin nedeni, topluluk sistemlerinin ¢ok cesitli problem alanlarinda

ve gercek diinya uygulamalarinda inanilmaz derecede etkili ve ¢ok yonli oldugu
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kanitlanmis olmasindan ileri gelmektedir. Yoneylem arastirmasi, programlama
ve zaman yonetimi, sehir planlama, tedarik zinciri yonetimi, optimizasyon ve
miihendislik [58-63|] gibi cesitli sorunlar1 ¢c6zmek icin kullanilmakta, matematiksel
modeller ve optimizasyon tekniklerini bilin¢li kararlar vermek icin kullanmakta
ve topluluk sistemlerinden de yararlanabilmektedir. Topluluk 6grenimi, bir grup
Ogreniciyle birlikte tahminde bulunur ve bu tahmin sonuclarimi birlestirir. Birkag
ogrenici ile isbirligi nedeniyle daha giivenilir oldugu ampirik olarak kanitlanmistir.
Topluluklarin tek modellere gore avantaji, daha fazla robust ve dogruluk saglamak
olarak rapor edilmistir [|64]. Topluluk 6grenme yontemlerini kullanarak, bagimsiz
siniflandiricilarin gruplandirilmas: daha dogru sonuclar vermektedir. Torbalama
(Bagging) ve artirma (Boosting), literatiirde en iyi bilinen yaklasimlardir.

Torbalama (Bagging)

Torbalama, Breiman tarafindan 1996 yilinda gelistirilmistir [|65]]. En eski ve en
basit ancak etkili olan bir topluluk tabanli algoritmadir. Bu yontemde, belirli bir
t Ornegi icin, yer degistirme ile rastgele Orneklemeler yapilir Bu islem k kez
tekrarlandiginda, bazi1 6rneklerin birden fazla kez goriinebilecegi ve digerlerinin hig
goriilmeyebilecegi t Ornekli bir veri seti elde edilir. Torbalama, asir1 6grenmeyi
onlemekte ve 6zellikle karar agaci tekniklerinde kullanilan regresyon ve siniflandirma

modellerinde kullanilmaktadir.

Artirma (Boosting)

Artirma, bir Ogrenme sisteminin performansini artirmak icin kullamilan bir
siniflandirma yaklasimidir. Ancak regresyon i¢in de kullanilabilmektedir. Artirma, her
biri rastgele tahminden biraz daha iyi performans gosteren zayif siniflandiricilardan
olusan bir topluluktan daha diisiik egitim (training) hatasi elde edebilen, giicli
bir siniflandiriciya dayali yinelemeli bir yaklasimdir [66]]. Artirma algoritmasinin
temel prensibi egitim kiimesindeki agirlik kiimelerini veya dagilimi korumaktir.
Algoritma, bir temel 6greniciyi egiterek baslamaktadir ve ardindan temel 6grenicinin
sonuclarina dayali olarak egitim oOrneklerinin dagilimini degistirerek hatali bir
sekilde siiflandirilan 6grenicinin yanlis siniflandirilmis 6rneklere odaklanmasini
saglamaktadir. ilk temel 6grenenin egitimi sonrasinda, degistirilmis egitim érnekleri
ikinci temel 6grenenin egitimi icin kullanilmakta ve sonuclar, egitim o6rneklerinin
dagilimini yeniden degistirmek icin kullanilmaktadir. Bu siire¢, temel 6grenenlerin
sayis1 Onceden belirlenmis bir degeri gecene kadar tekrarlanir ve bu noktada
agirliklandirlir ve birlestirilir. ~ Uyarlanabilir artirma (Adaptive boosting) en sik

kullanilan artirma yontemidir [|66].
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3.5.2 Topluluk Budamasi (Ensemble Pruning)

Topluluk budama, bir toplulukta egitilmis bireysel modellerin tiimiinii birlestirmek
yerine, toplulugu olusturan alt modellerin bir alt kiimesini se¢meye calisan bir
yontemdir [|67]]. Ayrica, topluluk budama yontemleri bir toplulugun karmasikligini
azaltmak icin kullanilmaktadir. Makine 6grenimi ve veri madenciligi, topluluk
budama algoritmalarindan yogun bir sekilde yararlanmaktadir. Daha 6nce belirtildigi
gibi, artirma ve torbalama, temsili topluluk yaklasimlarinin iyi bilinen 6rnekleridir.
Bununla birlikte, dikkate deger katkilarina ragmen, torbalama gibi mevcut teknikler
genellikle cok biiyiik topluluklar olusturmaktadir ve bu da yiiksek bellek maliyetlerine,

hesaplama harcamalarina ve etkinlikte ara sira diisiislere neden olmaktadir [|67, 68]].

Topluluk budama, toplulugun alt kiime uzayinda en iyi ¢oziimii aramak olarak
degerlendirilebilir. Ancak, capraz dogrulama ile kapsamli bir arama kullanarak en iyi
alt grubu belirlemek zaman ve caba gerektirmektedir. Bu nedenle, sirali birlestirme
(ordered aggregation) [69-71]], genetik algoritmalar araciligiyla optimizasyon tabanl
modeller [[19], YTP [3], ikinci dereceden programlama [72] gibi birkac¢ yaklasik
arama stratejisi ve lineer programlama [|73]], optimuma yakin alt topluluklar1 bulmak
icin Onerilmistir. [[74]'a gore, topluluk budama yaklasimi genel olarak siralama
tabanli, kiimeleme tabanli, optimizasyon tabanli ve digerleri olmak iizere dort tiire

ayrilabilmektedir.

Siralama tabanli yaklasimlar, topluluktaki simniflandiricilari bazi degerlendirme
Olciitlerine gore bir kez siralamaya ve nihai topluluk icin en {st siradaki
siniflandiricilar: secmeye calismaktadir. Cok sayida calismada, kappa budama [[75]],
oryantasyon budama [|69]] ve denetimsiz marj tabanli siralama topluluk budamasi [76]

gibi bircok siralamaya dayali grup budama algoritmasi bulunmaktadir.

Kiimelemeye dayali budama yontemleri, nihai bir topluluk olusturmak icin birkac
temsili bireysel siniflandiriciy1 belirlemeye calismaktadir. Bu yaklasimlar genel
olarak iki asamada calismaktadirlar. ilk asamada, diisiikk tahmin cesitliligine sahip
bireysel simiflandiricilari, tahminlerine dayali olarak bir dizi kiimede birlestirmek
icin bir kiimeleme teknigi kullanilmaktadir. Bu arayis i¢in bircok kiimeleme teknigi
kullanilmaktadir [[77-79]. Popiiler kiimeleme algoritmalarindan biri, k-ortalama,
Sekil [3.2]de 6rneklendirilmis merkez tabanh bir kiimeleme yontemidir [[78]]. Kiimelere
ait alt topluluklar, ikinci asamada nihai bir topluluk olusturmak i¢in birlestirilmektedir.
Bu asamaya ulagsmak icin cesitli teknikler onerilmistir. [[80] calismasinda, her
kiimede diger kiimelerden en fazla uzakliga sahip siniflandiriciyr se¢mektedir. [81]]
calismasinda ise, topluluk iiyelerinin bir alt kiimesi, alt grubun dogrulugu azalmaya
baslayana kadar her bir kiime icindeki bireysel siniflandiricilari yinelemeli olarak

eleyerek secilmektedir. Son olarak, calisma [|82]’de, her bir kiimenin agirlik merkezi
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nihai topluluga dahil edilmistir.
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Sekil 3.2 Rastgele Verilerle K-Ortalama Algoritmasi Ornegi.

Optimizasyona dayali yontemler, topluluk budamasini, genellestirme performansini
optimize eden (6rnegin, ayr1 bir dogrulama setindeki dogruluk) orijinal grubun alt
kiimesini kesfetmek icin bir optimizasyon problemi olarak tasvir edilir. Sezgisel
(Heuristik) optimizasyon, matematiksel programlama ve olasiliksal yontemler
gibi cesitli optimizasyon stratejileri gelistirilmistir ~ Genetik Algoritma tabanlh
Secici Topluluk (GASEN) []19], bir toplulugun N boyutlu bir agirlik vektori ile
iliskilendirildigi sezgisel optimizasyon yonteminin bir 6rnegidir GASEN, agirlik
vektorii popiilasyonunda kiiciik agirliklara sahip bireysel siniflandiricilan filtrelemek
icin bir genetik algoritma kullanir. [[19]'deki calismaya ek olarak, toplu budamaya
tepe tirmanma yontemi [24, [28, |83, |84] gibi ¢ok sayida ek sezgisel optimizasyon
algoritmasi uygulanmistir. Topluluk budama, matematiksel programlama yaklagimlari
kullanilarak bir matematiksel optimizasyon problemi olarak formiile edilebilir.
Ornegin, [13]] calismasi, topluluk budamay ikinci dereceden bir tamsay1 programlama
problemi olarak kabul etmis ve yaklasik bir ¢oziim elde etmek icin YTPyi
kullanmistir, bununla beraber [[72]] calismasinda, topluluk budama ikinci dereceden
bir programlama (KP) olarak diizenlenmistir. Budama modelini ¢6zmek icin [29,
30]’daki calismalarda sirastyla disiplinli konveks-konkav programlama (DKKP) ve bir
konveks fark algoritmasi (KFA) kullanilmistir. [3]’daki ¢alismadan motive olarak,
toplu budamayi IDKP olarak modellenmistir.
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3.6 Karsilastirilan Yontemler

3.6.1 Ortak Kriter Yontemi (Joint Criteria Method)

Her bir kiimeleme ¢6ziimi arasindaki benzerlikleri 6lcen Normallestirilmis Karsilikl
Bilgi (NKB) fonksiyonu [|85]] asagidaki sekilde verilmektedir:

I(X;Y)zZZp(x y)log l()()’J(/)) (3.5)
yeY xeX
NMI(X,Y)Zﬂ (3.6)

VHCOH(Y)

Burada, I(X,Y), X ve Y kiimeleri arasindaki karsilikli bilgi fonksiyonu, p(x) ve
p(y) marjinal dagilim fonksiyonlar1 ve H(X), H(Y) ise X ve Y kiimelerine karsilik
gelen entropi fonksiyonlanidir. C;, i — inci kiimeleme ¢6zlimiinii, NMI(C, C;) ise
denklem (3.6)’de ifade edilen fonksiyonu temsil etmek tizere, E = {C,;,C,,...,C,}
farkli kiimleme ¢oziimlerinin kiitiiphanesi olsun [86]]. Normallestirilmis Karsilikli Bilgi
Toplami1 (NKBT)

SNMI(C,E)= » \NMI(C,C), 3.7)

i=1
olarak tanimlanir. Burada, SNMI(C, E) dogrulugu (accuracy) 6lgen fonksiyondur [|5]].

K topluluk boyutuna sahip bir 6grenme modeli kiimesi icin maksimize edilen bir amacg
fonksiyonu olan "Toplanmis Amag¢ Fonksiyonu (TAF)" olarak bilinen denklem
asagida verilmistir. Ik terim dogruluk (accuracy) degerlendirmesini, ikinci terim ise
cesitlilik degerlendirmesini yapmaktadir ve a parametresi her bir terimin agirligin
diizenlemektedir [5].

Ortak kriter yontemi, kalite ve cesitlilik terimlerini asagida verilen ayni amac

fonksiyonunda birlestirmektedir:

a Z SNMI(CI,L)+(1—O£);(1 NMI(C,, C))). (3.8)
i=1,..., 17]

Burada, SNMI(C;,L), L kiimeleme ¢oziimlerinin genis bir kiitiiphanesi olmak iizere
C; kiimeleme ¢ozlimiiniin kalitesini hesaplamaktadir. Cesitlilik (diversity) ise (1 —

NMI(C;, C))) ile ol¢lilmektedir.

1 ]
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3.6.2 Kiimele ve Se¢ Yontemi (Cluster and Select Method)

Fern ve Lin [5]] tarafindan gelistirilmis olan Kiimele ve Se¢ yontemi , topluluk
kiitiiphanesindeki her bir kiimeleme ¢6ziimiinii bir varlik (entity) olarak ele almakta ve
birbirleriyle iliskilerini analiz etmektedir. Bu yontemde, gereksiz tekrarlar1 azaltmak
adina, C; ve C, benzer kiimeleme c¢oziimleri olup C;’in toplulukta secilmedigi
durumlarda, C,’de, yiiksek kalitede oldugunda bile, secilmemektedir. Benzerliklerine
gore gruplandirilan kiimeleme ¢6ziimlerinin her bir grubundan yalnizca bir kiimeleme
¢ozimi secilmektedir. Kiimeleme ¢oziimii kiitiiphanesi k gruplara ayrilmakta ve
her bir grup, belirli bir k boyutlu topluluk icin ilgili ¢coziimlerin bir kiimesinden
olusmaktadir. Kiimeleme c¢oziimleri k gruplarina ayrildiktan sonra, her bir grup
icindeki en yiiksek kaliteli kiimeleme c¢6ziimii, SNMI ile gosterilen bir kalite Olciisti
kullanilarak topluluk alt kiimesi elde etmek icin secilmektedir. NKB ikili matrisi,
kiimeleme ¢6zlimlerini k gruba ayirmak i¢in spektral kiimelemeye tabi tutulmaktadir
[871.

3.6.3 Kanit Biriktirme Yontemi (The Evidence Accumulation Method)

Orijinal veri uzayindan bir birliktelik matrisine kernel doéniisiim olan Kanit Birik-
tirme Yontemi (KBY), kiimeleme yontemlerindeki baz boliimlerden veri toplamaktadir.
Ancak, bu doniisim kiime yapisi bilgilerinin kaybina neden olabileceginden,
literatiirde onerilen bazi yontemler, verileri geri almak ve topluluk siirecine yeniden
eklemeye calismaktadir. [|88] calismasinda, bazi kanitlarin birlesim (co-association)
matrisinden ¢ikarilmasinin daha dogru kiimeleme sonuclarina yol agabilecegi ilging
bir olgu tamitilmustir. Ik akla gelen sezgisel aciklama, orijinal birlesim matrisindeki
bazi kanitlarin giirtiltii (noise) olabilecegidir, bu da son kiimelemeyi olumsuz olarak
etkileyecektir. Ancak, bu tiir kanitlan tespit etmek zordur, matrisden ¢ikarmak ise
daha da zordur. Bu sorunu ele almak i¢in, Zhong ve arkadaslari [[88]], negatif kanitlarin
sadece baz boliimlerinde bazen ortaya ¢ikmasindan otiirii, diisiik olusum sikliklarina
sahip ¢oklu diizey kanitlarin1 ¢cikarmaktadirlar. Daha sonra, normallestirilmis kesim

kullanarak coklu kiimeleme sonuclari elde etmektedirler.

42



.. 3 25,
a0  o-. By
0202 Lo 26 Remodeled CM 8 By Ol cini
25 By A '
950 02 IR S > .
9 a0
P' N - if CM(i, j}<0.01, then CM(j, j)=0 Neut n°o F 0 Final clustering
500 A . o AT
gt cm 0 % AUoS a0
] o
2 noo 0 50 Cq
%0 "o .0%0"
. =] ) Qo
. - 0 — Q 0 5
Remodeled CM g5 o 500
i [ X
. o go j5 Og o0
T o0 g 0000,» o
P oo %° %o oF-
M52 (3 o go if CM(i, )<0.50, then CM(i, j)=0. Ncut Bo .-
%086 B0 o 1 VI MM
00 05 o Yo
© o 0.0
o
o
006 2
o

Sekil 3.3 KBY’ye genel bakis [88].

Sekil CM'nin birlikte iligkilendirme matrisini ve MM'nin yeni tanimlanmis dahili
gecerlilik indeksini temsil ettigi bu yaklasima genel bir bakis sunmaktadir. Her grup
icinde en yiiksek kaliteye sahip kiimeleme c6ziimii, bir kalite metrigi olan NKB

kullanilarak topluluk alt kiimesini belirlemek icin secilir.

3.6.4 PrunedOPT

Asagida verilen, dogruluk ve cesitlilik arasindaki dengeyi optimize eden model,

konveks bir kiime tizerinde KF fonksiyonlarinin minimizasyonudur:

min {llxll}—[x"(G + wDx—plix|lo]}, (3.9)
burada ||.||, sifir normuna ve |||, Oklidyen normuna karsilik gelmektedir [29]].

n

S log(1+ ] x; | /e)
lxlly = hggz

log(1+1/€)

olarak yaklastirilir ve sonra, € > 0O secilerek limit ihmal edilir. Bir diizenleme sabiti ile
cezalandirilarak, model topluluk boyutu k’dan bagimsiz hale getirilir; ancak en iyi k
kapsaml bir arama yoluyla secilirse, algoritmanin performansi hiz agisindan basitce
kabul edilemez derecede yavas olur. Bu nedenle, [29]] calismasinda gercek degerlerin
bazi araliklar icinde tanimlanabilecek yeni bir parametre p tanitilarak arama alanini

azaltan bir formiilasyon Onermistir.
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4

Onerilen Modeller

4.1 Konveks Fark Programlama ile Topluluk Kiimeleme Secilimi

Bu boliimde, Konveks Fark (KF) programlama teorisi kullanilarak genel seyrek
kuadratik ve konveks olmayan yaklasimlarin gerekli ve yeterli optimallik kosullarini
incelenmistir. ~ Uygulama olarak, makine 6greniminde topluluk se¢cim problemi
ele alinarak gerekli optimallik kosullarinin saglandigi gosterilmistir.  Ayrica, bu
calismada analiz edilen teoriye bir uygulama olarak, topluluk secim probleminde amag
fonksiyonunun ikinci terimi belirli bir iistel terim [41] olarak degistirilmistir ve sifir

norma konveks olmayan bir yaklasim uygulanmistur.

Seyreklik (Sparsity), hesaplamay1 daha hizli hale getirmek ve son derece biiyiik 6l¢ekli
hesaplamalara olanak saglamak icin yiiksek boyutlu verileri daha kiiciik bir boyutla
temsil etmeyi ve yeniden yapilandirmay1 miimkiin kilmaktadir. Kardinalite anlamina
gelen [,-norm ile amag¢ fonksiyonunu cezalandirmak, optimizasyon problemlerinde
seyrekligi uygulamanin en yaygin yoludur.  Seyrek optimizasyon problemleri
yillardir makine 6greniminde kullanilmaktadir. Sifir-norm igeren calismalar, konveks
optimizasyon, konveks olmayan optimizasyon ve uygun yaklasimlarla konveks
olmayan tam reformiilasyon (exact reformulation) ile c¢oziilebilmektedir. = Bu
kategoriler sirasiyla ele alinirsa, konveks yaklasimlar icin bilinen bir yontem
En Az Mutlak Kiiciiltme ve Secim Operatorii (EAMKSO) (LASSO-Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator)’dur, l,-normu [;-normu ile degistirmektedir
[89]. Ikinci kategori, ||x||,1 konveks olmayan siirekli bir fonksiyonla, 6rnegin iistel
konkav bir fonksiyon [41]] veya bir logaritmik fonksiyon [90] ile yaklastirilmasini
icermektedir. Siirekli konveks olmayan bir program tarafindan digbiikey olmayan tam
bir reformiilasyon olan son kategori, cogunlukla Destek Vektor Makinelerinde (DVM)
Oznitelik secimi gibi makine 6grenimi uygulamalarinda kullanilmaktadir [91[]. Biiyiik
Olcekli veri kiimeleri icin ¢oziilemeyecek olmasi nedeniyle, [92] ve [93] calismalarinda

KF programlamayla kesin bir ceza yontemi Onerilmistir.

KF yaklasim problemlerinin makine oOgreniminde Oznitelik sec¢imi, topluluk

secimi, genellestirilmis 6zdeger problemi, [;-DVM, [,,-DVM, ...vb. gibi bircok
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uygulamasi bulunmaktadir.  Ornegin, [12]'de genellestirilmis 6zdeger problemi
(GOP), seyrek KF programlama olarak formiile edilmis ve biiyiitme-azaltma
(majorization-minimization) yaklasimi ile ¢oziilmiistiir. CGalismalarinda, diller arasi
belge aliminda (cross-language document retrieval) uygulanan kanonik korelasyon
analizinde seyrek GOP probleminin 6zel uygulamasini degerlendirmislerdir. [94]
calismasinda ise, en ¢ok tercih edilen yontemlerden biri olarak bilinen DVM ¢6zimii

icin seyrek KF Algoritmalar1 (KFA) yontemi kullanilmistir.

Bu boliimde, topluluk olusturulmasi, onerilen modelle topluluk budamasi ve son
olarak kiimelerin toplanmasi (aggregation) agiklanacaktir (bknz. Sekil 4.1)).

Adim 4.1.2]de onerilen model denklem (4.12), ECS_KFP olarak adlandirilmistir.
Topluluk kiimesi secimini olusturmak icin iic temel adim kullanilmistir. ilk adim, bir
temel kiimeleme algoritmasi olarak k-ortalama kullanilarak toplulugun olusturulmasi,
ikinci adim, toplulugun bir alt kiimesini elde etmek icin ESC_KFP ile topluluk
budamasi ve son adim ise, Adim 1’de olusturulan toplulugun kiimeleme kararlarinin

Hiper Grafik Boliimleme Algoritmast (HGBA) [86] kullanilarak toplanmasidir
(aggregate).

Adim 1: Toplulugu olusturma

l

Adim 2: Topluluk altkiimesini segcmek
icin ECS_KFP ‘nin ¢dzllmesi

l

Adim 3: HGBA kullanilarak kararlarin
toplanmasi

Sekil 4.1 Onerilen modelin akis semasi[95]].

4.1.1 Adim 1 : Toplulugu Olusturma

Uretim adimu, farkli kiimeleme coziimleri elde etmek {izerine kuruludur. Cok
saylida temel kiime ¢6ziimii olusturmak icin, ayni kiimeleme algoritmasinin cesitli
parametreleriyle olusturulan farkli kiimeleme algoritmalar1 veya cesitli kiimeleme

algoritmalari, cesitli nesne temsilleri, veri toplamanin farkl alt kiimeleri ve nesnelerin
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farkl alanlara izdiistimleri kullanilabilmektedir [|96]]. Topluluk kiitiiphanesinin {iretim

adimi bu calismada ti¢ adimdan olusmaktadir:

i. Rastgele Baslatma
ii. Rastgele Oznitelik Secimi

iii. Rastgele Lineer Projeksiyon

Burada, k-ortalama, adim (i)’ye karsilik gelen rastgele parametrelerle k-ortalama
algoritmasini calistirarak cesitli kiimeleme c¢6ziimlerinin elde edildigi bir temel model
olarak kullanilmistir. Daha sonra (ii) adiminda, rastgele secilen her 6znitelik (feature)
icin kiimeleme coziimleri toplulugun kitapligina eklenmistir. Son olarak, adim (iii),
verilerin geometrik yapis: korunurken boyutunu diisiirmek icin, rastgele bir izdiisiim
matrisi kullanilarak orijinal 6zniteliklerin daha diisiik boyutlara indirgenmesi igin
kullanilmistr.

4.1.2 Adim 2 : ECS_KFP ile Topluluk Budama

Dogruluk ve cesitlilik degis tokusunu optimize eden,

maks x'Dx

0.k. in: , (4.1)

modeli ele alinsin. Burada, D, aday modeller arasindaki iliskileri dikkate alan 6nceden

belirlenmis

D — D, =SNMI(C,C;), (i=1,...,n) )
’ D;;=1-NMI(C,C)), (j=1,..,n)

seklinde D matrisinin normalize edilmis halidir Burada, D matrisinin kosegen
olmayan elemanlar: iki ¢6ziim arasindaki cesitliligi (diversity) olcerken kosegen
elemanlar ise i-inci ¢6ziimiin dogrulugunu (quality) Ol¢cmektedir. D matrisinin

normallestirilme adimi, [3]] calismasinda da belirtildigi gibi, tiim

D,;=-1 (4.3)



seklinde gosterilebilir. Burada, N, topluluktaki kiimeleme ¢oziimlerininin sayisini

By = L2y 2 (4.4)
iji# 2\ D.. D.. . .

i 1]

temsil etmektedir ve

Denklem (4.1) optimizasyon probleminin, x"Bx = 1, B pozitif tammli matrisin
eksik oldugu seyrek genellestirilmis 6zdeger probleminin 6zel bir durumu oldugu
aciktir. Topluluk secimi problemini seyreklestirmek i¢in, denklem (4.1]) optimizasyon
problemine (x"x = 1) kisit1 eklenir, burada B birim matrisi olarak alimir. p
cezalandirma parametresi olmak tizere Lagrange Gevsemesini kullanarak denklem
(4.1) optimizasyon problemini gevsetmek cok énemlidir. Bu nedenle, Y. x; = k kisit
llx||, = k olarak yazilabilir ve bu, topluluktan segilen alt kiimenin énem derecesine
karsilik gelmektedir. Yani, x ikili (binary) vektortini gercel (real) vektore gevsetmek
icin seyreklik kullanilabilir. Boylece, denklem problemi asagidaki

max x"Dx — p/|x||
xeR! ’ (4.5)

xTx=1,

kisitl optimizasyon problemi olarak diizenlenebilir. D’in simetrik ve negatif olmayan
bir matris sinifindan oldugu denklem (4.5)) optimizasyon problemi ele alinsin. O halde
denklem (4.5)), konkav olmayan amag fonksiyonun konveks kisit kiimesi tizerinden
maksimize edilmesidir. A := {x : x"x = 1} NP-zordur. x"x = 1 kisit1 ¢6ziim uzaymni
gereginden fazla kisitladigindan, esitlik kisit1 x”x < 1 olarak gevsetilebilir. Boylece

denklem (4.5 optimizasyon problemi

Ty —
max x" Dx — pllx]lo 4.6)
xTx <1,

sekline dontisiir.

Denklem (4.6) optimizasyon problemi asagidaki sekilde standart forma getirilebilir:

. _ TN
min —x"Dx + pllx/lo 4.7)
xTx<1.

S™ pozitif yar1 tanimli1 matrislerden olusan bir kiime ve T € R olsun. O zaman, eger
7> 0ise D € S" oldugundan D + 71, € S" oldugu s6ylenebilir.

Eger D belirsizse T > —A,,;,(D) 6gesi secilerek D + 71, € S" oldugundan tekrar emin
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(D)) ise herhangi D € S" icin D + 71, €
S™nin dogru oldugu séylenebilir [[97]. Bu durumda, denklem (4.7) optimizasyon

olunabilir. Boylece, eger T > max(0,—A

min

problemi

mxin{’r Ilxll2—[x" (D + TI)X_PHXHO]}

xTx <1,

(4.8)

seklinde ifade edilebilir. Bu ¢alismada, denklem (4.8]) optimizasyon probleminin ikinci
terimi i¢in B6liim [2.2.4], Varsayim|[1]tarafindan saglandig iyi bilinen, konveks olmayan

yaklasimlardan biri olan,

2(x;0)=1—e 9N (4.9)

fonksiyonu secilmistir [41[]. z(x; 6) konkav bir fonksiyondur ve

2(x;0)=0 x| —(0 | x| —(1—e 1)) (4.10)

seklinde bir KF fonksiyonu olarak ifade edilebilir ~ BoOylece, denklem (4.8

optimizasyon problemi

Irgn{r ||x||§—[xT(l~)+TI)X—pZ?:1 [9 | x; [ —(6 ] x; I—(1—e—e|xi|))]]}

xT'x <1,
4.11)

seklinde formiile edilebilir. Burada bulunan mutlak deger fonksiyonu tiirevlenemedigi
icin yeni bir y degiskeni tanimlanarak denklem (4.11) optimizasyon problemi, Q =

{(x,y): (x,¥y)eC, | x;|< y;} olmak iizere,

ECS KFP: inn{T |12 — [xT (D+rl)x—p >, [Gyi —(0y,—(1— e—eyi))]]}

xTx <1,
(4.12)

formuna doniisecektir.
KFP modeli, ECS_KFP, ¢oziiliirken, ¢6ziim vektori ikili ¢oziime doniistiiriileceginden

x icin bir esik degeri secilmistir. Bu nedenle, Algoritma [2/deki ikili ¢6ziim deneysel
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olarak

1 egerx; >0,
X, = (4.13)
0 egerx; <9,

olacak sekilde 6 = % esik degeri ile belirlenmistir. Bu sec¢im, topluluk altkiimesi

boyutunda bir azalmaya yol acacak seyrek bir ¢6ziim sunmaktadir.

Algoritma denklem [4.12| optimizasyon probleminin Python'in CVXPY
kiitiiphanesinde disiplinli konveks konkav programlama ( DKKP) paket uygulamasi
ile ¢oziilmiistiir. DKKP, disiplinli konveks programlama (DKP) ve konveks-konkav
programlama (KKP) fikirlerinin birlestirilmesiyle olusturulan bir optimizasyon
yontemidir [29]. DKE problemler olusturulurken izlenmesi gereken bir dizi kurali
gerektirirken, KKP konveks olmayan problemleri ¢6zmek icin diizenli bir sezgisel
yontemdir. KKB konveks olmayan terimleri, orijinal KF probleminin kisitli bir
formu olan bir konveks iist sinir ile degistiren baska bir tiir sezgisel algoritmadir.
Bu, minimizasyon probleminin, giincel noktanin etrafindaki bir iist sinir ¢oziilerek
yaklastirildig: biiyiitme-azaltma yonteminin bir 6rnegidir. KKB KPAnin bir versiyonu
olarak diisiiniilebilir . DKKP, KF programlamanin basit bir standart formudur. CVXPY,
konveks optimizasyon icin Ozellesmis bir kiitliphanedir. DKKP yontemi oncelikle
problemin DKKP kurallarini karsiladigini dogrular ve sonra konveks programi,
her fonksiyonu grafik uygulamasiyla degistirerek bir koni problemine doniistiiriir.

Ardindan, rastgele bir genel konik ¢6ziicti ile konik problemi ¢ozer.

Algorithm 2 ECS KFP
Girdi : Veriseti, Temel 6greniciler, N > N: topluluk boyutu
Parametreler : 7, p, 6 > &: esik degeri
Cikt1 : NKB degerleri
1: E topluluk kiitiiphanesini olustur
ile verilen D matrisini hesapla
3: Asagidaki denklem (4.12) ile verilen modeli ¢6z:

N

i =[x B+ s1)x - Z2, [0 (0~ =e)]

xTx <1

4: Her bir i-inci kiimeleme ¢6zlimii icin x; > 6 olacak sekilde tiim x;’leri bulun
[4ldeki alt kiimenin kiimeleme kararlarini HGBA kullanarak birlestirin

w1

4.1.3 Adim 3 : Toplama (Birlestirme)

Konsensiis fonksiyonu, iiretim adiminda olusturulan tiim boéliimlerin birlestirilerek

yeni bir boliim olusturuldugu bir islemdir. Literatiirde, Strehl ve Gosh [|86]], béliimler
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arasindaki yakinligi veya kiimeleme c¢o6ziimlerinin birbirine olan cesitliligini Olcen
NKB fonksiyonunu maksimize eden konsensiis fonksiyonunu onermistir. Budama
adimindan sonra, yeni alt-topluluk c¢oziimlerinin birlestirilerek nihai bir kiimeleme
yapilmasi gerekmektedir. Bu calismada, kiimeleme problemleri i¢in literatiirde en
yaygin tercih edilen yontemlerden biri olan HGBA [86] kullanilmistir. HGBA yaklasimi1
hakkinda daha genis bilgi, MATLAB kodu ile birlikte literatiirde bulunabilir [98]].

4.1.4 ECS_KFP icin Optimalite Incelemesi

Bu boliimde, denklem optimizasyon probleminin Boliim[2.2.4]de verilen gerekli
varsayim ve optimalite kosullarini sagladigi gosterilmistir. Dolayisiyla, bu yeni
formiilasyon,

fO)=7lx|2—x" (D +7I)x

ve
2(y;0)=[0y,— (07, —(1— )]

olmak tizere, denklem (2.23)) optimizasyon probleminin bir uygulanmasina karsilik
gelmektedir. Burada, ¢(y;60) ve w(y;0) R’de sonlu konveks fonksiyonlar olacak
sekilde

¢(y:;0):=0y;

ve
w(y;;0) =0y, —(1—e %)

oldugu Varsayim[1} part|[(c)]de verilmistir. Boylece, z(yy; 0) bir KF fonksiyonu olacaktir.

M ve My, sirastyla, denklem (2.21) ve (2.22) problemlerinin ¢6ziim kiimeleri olsun.

Eger 6, — oo olacak sekilde (6,) negatif olmayan sayilarin bir dizisi ise ve (x¥), her

k ve xk

— x* icin x* € My, olacak sekilde bir dizi ise bu durumda x* € . olacag
Teorem de ispatlanmistit. —y; < x; < y; esitsizlik kisit1 ve x” x < 1 uygun bélgesi
kompakt oldugundan, herhangi bir € > 0 icin .#, C .# + B(0,¢€), YO > 6(¢) olacak
sekilde bir 6(e) > 0 sayis1 vardir (bknz. Teorem part [(b)). Teorem [2.12}in
sonucunun, konveks olmayan z(x;0) yaklasiminin herhangi bir negatif olmayan 6
parametresi icin denklem optimizasyon probleminin bir ¢6ziime yakinsadiginin
garantisini verdigine dikkat edilmesi gerekmektedir. Dahasi, Teorem [2.12in [(b)|
kisminda belirtildigi {izere, denklem optimizasyon probleminin herhangi bir
optimal ¢6ziimii, denklem (2.21)) optimizasyon probleminin optimal ¢6ziimiiniin bir

€ komsulugunda bulunmaktadir.
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Konveks olmayan z yaklagiminin [0, 0o) araliginda konkav oldugu, f’nin € {izerinde
alttan sinirlh konkav oldugu aciktir ve denklem (4.12)) optimizasyon probleminin
uygun (feasible) bolgesi, kismen bir polihedral 6zelliktedir ciinki —y; < x; < y;
kisit1 konveks bolgenin polihedral dogasina kismen katkida bulunmaktadir. Bununla
birlikte, x"x < 1 disk kosulunun polihedral olmamasi nedeniyle, genel olarak
uygun kiimenin polihedral oldugu soylenememektedir, ancak uygun kiimenin sinir
boyunca polihedral oldugu ve enine kesisme durumunda bile “stabil” oldugu
soylenebilmektedir. Ayrica, x”x < 1 kisit, birinci dereceden degil, ikinci dereceden
bir koni kesiti oldugu i¢in temel bir kisittir ve genellikle daha fazla karmasikliga yol
acmamaktadir. Bu durumda, Sonug e gore, My = {x : Iy € R"oyle ki(x, y) € 9}
kiimesi var olacaktir, burada 4, Q’nin bir kose kiimesidir. O zaman, @ # ]9, YO >0
ve her 8 > 6, icin .#, < 4 oldugu bir 6, > 0 bulunmaktadir. Denklem
optimizasyon problemi ele alinsin. Buradaki terimleri, Béliim [2.2.4, Onerme deki

gibi temsil etmek icin asagidaki tanimlamalar yapilmaktadir:

G(x)=Tlxl2+p Y 0y,

i=1

H(x):= [xT(13 +1h)x+p Zn:(eyi —(1 —e_ey"))].

i=1

Bu da bizi Teorem [2.13]ye gotiirmektedir. Denklem (2.25) ve denklem (2.28)
tarafindan verilen gerekli optimallik kosullar saglandigindan, Teorem gecerlidir.

4.1.5 Niimerik Deneyler

Bu calismada veri setleri UCI Machine Learning Repository’den [[99] secilmistir. Tablo
[4.1]de, sirastyla, veri seti 6zellikleri, 6znitelik 6zellikleri, 6rnek sayisi, 6znitelik sayisi

ve kiime sayisi bilgileri verilmistir.
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Tablo 4.1 Veri seti bilgileri

) Veri Seti Oznitelik Ornek Oznitelik .
Veri .. . . .. . . Kiime Sayisi
Ozellikleri Ozellikleri Sayisi Sayisi
Wine Gok Degiskenli Tamsayi, Gergek 178 13 3
Synthetic o
Zaman-Serisi Gergek 600 N/A 6

Control
Segmen- .. .

. Cok Degiskenli Gercek 2310 19 7
tation
Ecoli Cok Degiskenli Gergek 336 8 8
Glass Cok Degiskenli Gergek 214 10
Zoo Gok Degigkenli  Kategorik, Tamsayl, g, 17 7

Gercek

Topluluk kiitiiphanesinin olusturulmasi {ic adimdan olusmaktadir. Bu {i¢ adimdan her
birinde, elli kiimeleme ¢oziimii olusturulmustur. Boylece, topluluk kiitiiphanesinde
150 farkli kiimeleme ¢6ztimii elde edilmistir. Bu 150 kiimeleme ¢6ziimii arasindan,
alt-topluluk icin en iyi adaylar Algoritma [2| kullanilarak secilmistir.

Algoritma [2Jin performans sonuclari, ele alinan problemin denetimsiz makine
O0grenme problemi olmasi nedeniyle NKB kullanilarak degerlendirilmektedir,
¢linkii kiimeler igindeki karsilikli bilginin degeri, kiimeleme kararinin kalitesini
yansitmaktadir. Diger bir deyisle, NKB degerleri ne kadar 1’e yakinsa, kiimeleme
sonuclarinin kalitesi o kadar iyi olacaktir. ~ Sonuclar, calisma [|5]'deki ac¢gozlii
(greedy) tabanli yaklasimlarla karsilastirilmistir, bunlar Ortak Kriter (Joint Criteria)
ve Kiimele ve Sec (Cluster and Select) yontemleri olarak adlandirilmaktadir.
Ortak Kriter Yontemi, kalite ve cesitlilik terimlerini birlestirerek ortak kriter
fonksiyonunu olustururken, Kiimele ve Se¢ Yontemi, topluluktaki her kiimeleme
¢Ozlimiinii bir model olarak dikkate almakta ve bu kiimeleme c¢6ziimlerinin iligkisini
analiz etmektedir [|5]. Ayrica sonuclar, benzer bir calisma olan [[29] calismasi
ile kiyaslanmisti. Bu calismada, sifir-normu 6grenci t dagiliminin negatif log
olasiligi(negative-log likelihood of a Student t-distribution) ile yaklastirilmistir.
ECS KFP modeli icin p hiper-parametresi, en iyi NKB sonuclarini veren
p=[10"1,1072,1073,1,10%,10%,10%, 10% 10°,10°] degerleri arasindan secilmistir.
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Tablo 4.2 NKB degerleri

. Joint Cluster En iyi
Veri L. PrunedOpt ECS_KFP
Criteria &Select - Boyut
Wine 0,716708 0,566190 0.763000 0,781696 52
Synthetic
0,698854 0,761608 0.777000 0,832222 55
Control
Segmen-
i 0,396007 0,197260 0.484000 0,461336 55
tation
Ecoli 0,634155 0,494483 - 0,578387 55
Glass 0,668443 0,660236 0.757000 0,714068 55
Z00 0,713078 0,665306 0.777000 0,735905 54
Mean 0,625611 0,514162 0.593000 0,650739 54

Tablo [4.2/nin son siitunu topluluk se¢iminin kardinalitesini gostermektedir. Diger
bir deyisle, seyrek ¢coziimiin kardinalitesine atifta bulunmaktadir. Daha iyi sonuclar
kalin yaz tipi ile ifade edilmistir Neredeyse her veri kiimesi icin konveks konkav
programlamanin, diger greedy tabanli yontemlere gore NKB degerleri acisindan
daha iyi performans gosterdigi aciktir. Sifir normuna yaklasim foksiyonu farkli olan
PrunedOpt ile ise benzer performans gostermistir. “Wine", “Synthetic Control" veri
setleri icin ECS_KFP performansi domine ederken “Segmantation"”, “Glass" ve “Zoo"
veri setlerinde PrunedOpt ve “Ecoli" veri setinde Ortak Kriter metodu daha basarili
bir performans gostermis oldugu goriilmektedir. ECS_KFP ve PrunedOpt arasindaki
yaklasim fonskiyonu farki veri setlerine bagli secim ile belirlenebilir.

4.2 1ikinci Derecen Konik Programlama ile Topluluk Kiimeleme
Secilimi
Bu boliimde, Sekil 4.2lde verilen akis semasinda gosterildigi gibi, toplulugun

olusturulmasi, oOnerilen modelle topluluk budamasi ve son olarak kiimelerin

toplanmasi (aggregation) aciklanacaktir.

Adim [4.2.2| 6nerilen denklem (4.34) optimizasyon problemi, ESC _SOCP olarak
adlandirilmistir. Boliim (4.1))’ da anlatildigi gibi topluluk kiimesi secimini olusturmak
icin ti¢ temel adim kullanilmistir.
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Adim 1: Toplulugu olusturma

l

Adim 2: Topluluk altkiimesini segmek

icin ECS_SOCP ‘nin ¢ozulmesi

l

Adim 3: HGBA kullanilarak kararlarin
toplanmasi

Sekil 4.2 Onerilen modelin akis semasi [95].

Kisaca, ilk adim, bir temel kiimeleme algoritmasi olarak k-ortalama kullanilarak
toplulugun olusturulmasini icermektedir. ikinci adim, toplulugun bir alt kiimesini
elde etmek icin ESC_SOCP’yi ¢ozerek olusturulmaktadir. Son olarak, son adim ise,
Adim [4.2.1]de olusturulan toplulugun kiimeleme kararlari Hiper Grafik Bolimleme
Algoritmas1 (HGBA) [|86] kullanarak toplanmaktadir (aggregate).

4.2.1 Adim 1 : Toplulugu Olusturma
Adim (4.1.1)’de aciklandig1 iizere {iretim adimi, farkli kiimeleme c¢oziimleri elde

etmeye yonelik bir slire¢ icermektedir ~ Aymi kiimeleme algoritmasinin cesitli
parametreleriyle olusturulan farkli kiimeleme algoritmalar1 veya farkli kiimeleme
algoritmalari, cesitli nesne temsilleri, veri toplamanin farkl alt kiimeleri ve nesnelerin
farkli alanlara izdiisiimleri kullanilmasiyla bir dizi temel kiime ¢6ziimii olusturulur
[96]. Topluluk kiitiiphanesinin {iretim adimi bu ¢alismada asagidaki {ic adimdan

olusmaktadir:

i. Rastgele Baslatma
ii. Rastgele Oznitelik Secimi
iii. Rastgele Lineer Projeksiyon

Bu siirecte, k-ortalama algoritmasi, adim (i)’ye karsilik gelen rastgele secilen

parametre degerleriyle calistirilarak cesitli kiimeleme c¢oziimleri elde etmek icin bir

54



temel 6grenici olarak kullanilmistir. Daha sonra (adim (ii)), her biri rastgele secilen
bir 6znitelik (feature) icin elde edilen kiimeleme ¢o6ziimleri toplulugun kitapligina
eklenmistir. Son olarak, adim (iii), verilerin geometrik yapisin1 koruyarak boyutunu
azaltmak amaciyla, orijinal 6zniteliklerin daha diisiik boyutlara yansitilmas: icin

rastgele bir izdiisiim matrisi kullanilmistir.

4.2.2 Adim 2 : ESC_SOCP ile Topluluk Budama
Adim (4.1.2)’de aciklanan aday modeller arasindaki iliskileri dikkate alan 6énceden

belirlenmis D matrisi ele alinsin:

D, =SNMI(C,C;), (i=1,...,n)
D= (4.14)
DIJZI_NMI(CI,C])’ (j:l,.”’n)

Burada, D matrisinin kosegen olmayan elemanlar: iki ¢6ztim arasindaki cesitliligi
(diversity) Olcerken kosegen elemanlar ise i-inci ¢6ziimiin dogrulugunu (quality)
Olcmektedir. D matrisi, [3]] calismasinda da belirtildigi gibi, tiim elemanlar1 ayni

diizeye tasimak adina

D.=— (4.15)

seklinde normallestirilebilir. Burada, N, topluluktaki kiimeleme c¢6ziimlerininin

sayisini temsil etmektedir ve

5., =L(Pa, Dy (4.16)
iji#j — 2\ D.. D.. : :

u 1]

Dogruluk ve cesitlilik degis tokusunu optimize eden,

maximize x"Dx
subject to Z x; =k, 4.17)
i

x; €{0,1}

modeli ele alinsin. Bu ikinci dereceden tam sayili programlama problemi, NP-zor olan
standart bir 0-1 optimizasyon problemidir. Gosterilmistir ki bu formiilasyon k boyutu
ile Maksimum Kesim (MK-k) problemine oldukc¢a yakindir [3]]. Bu method, bir grafigin
koselerini alt gruplarin her birinde bir u¢ noktaya sahip olan kenarlarin agirliklarinin
toplam1 maksimum olacak sekilde iki alt gruba ayirir. MK-k problemi asagidaki sekilde
formiile edilebilir:
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1
m}gx Ezwi]‘(l _J’i)’j)

i<j
s. L. Zyi =N, — 2k, (4.18)
Yi € {_17 1}°

Burada, N, grafikteki koselerin sayisini, w; ; ise i ve j arasindaki kose agirhgini temsil
etmektedir. IDKP rahatlatmasmi yapabilme olanagimi saglamak icin grup budama
formilasyonunun MK-k cercevesine uyacak sekilde doniistiiriilebilmesi, budama
problemi icin iyi bir ¢6zlim elde etme firsati1 sunacaktir.

Yukaridaki MK-k modeli denklem (4.18), W kenar agirlik matrisini (w;; = 0) temsil
edecek sekilde asagidaki gibi ifade edilebilir:

min y'Wy
y
s. t. Zyi =N, — 2k, (4.19)

Denklem (4.17) ile denklem (4.19) optimizasyon problemleri arasindaki temel fark
x; €{0,1}ile y; € {—1,1} oldugundan, degisken doniisiimii yapilmasi gerekmektedir.

v; = {—1,1} olmak iizere

x; = — (4.20)

olarak alinirsa denklem (4.17) optimizasyon problemindeki yeni amag¢ fonksiyonu

e’nin tiim birlerin kolon vektorii olmasiyla beraber

%(V +e)'D(v +e) (4.21)

n
formunu alir. Z x; = k kardinalite kisiti, I birim matris olmak tizere
i=1

xTIx =k (4.22)

seklinde kuadratik form halinde yazilabilir. Degisken doniisiimiinden sonra ise,

(v+e)I(v+e)=4k (4.23)
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elde edilir.
Hem amac fonksiyonu hem de kardinalite kisit1 doniisiimii saglandigindan, problemi

tekrar kuadratik forma sokmak icin, v = (vy,v,, V3, ,V,), Vo = 1 olmak iizere v =
(Vo» V1, Vo, Vs, * -+, v,) rahatlatilmasi yapilabilir. Daha sonra, olusturulan yeni H matrisi
i _(e'De "D 4.24)
(n+1)x(n+1) — D’e 5 .
ile, amac fonksiyonu v" Hv formuna ulasir. Benzer sekilde G matrisi
G _(n ¢ (4.25)
(n+1)x(n+1) e I .

olusturularak, kardinalite kisiti da v' Gv = 4k formunu alir. Béylece, —H = H olmak

lizere problem asagidaki sekilde ifade edilebilir:

maximize v Hv
v

subject to v Gv = 4k,
(4.26)
Vo =1,
v, e{—1,1}, Vi #0.
Denklem [4.26| optimizasyon problemi asagidaki konveks olmayan kuadratik formda
ifade edilebilir:

minimize 60

subjectto v'Hv <0,
vIGv = 4k, (4.27)
Vo =1,

v, € {—1,1}, Yi #0.

Dikkat edilsin ki v, = 1 kisiti, problem degismeden v; € {—1,1} formuna
rahatlatilabilir ¢linkii —v’nin geri kalan kisitlamalar icin uygun (feasible) olmasi
ancak ve ancak v uygun (feasible) oldugunda miimkiindiir. Béylece, denklem (4.27))

optimizasyon problemi

minimize 60
subjectto v'Hv <6,
vIGy = 4k,
v; € {—1,1}, Vi #0.

(4.28)
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formunu alacaktir. Asagidaki, (v, V') tarafindan saglanan esitsizlik kisit1 ele alinsin

vIHV <6 (4.29)
ve H spektral ayrisimi
n+1
H= Z qujqu (4.30)
j=1

kullanilsin. Genelligi kaybetmeden,

A’l2".A‘ZZO>2’Z+12”'ZAH+13

oldugu varsayilsin. Burada A, 6z degerleri ve q;, bu 6z degerlere karsilik gelen birim
I

6z vektorleri temsil etmektedir. H* = Z)qujqu olsun. H* ve qjqu, j=1l+1,...,n
=1
secilerek, V = v’v olmak {izere

vIHY'YW—H'V <0 (4.31)

viqqiv—q,q/ V<86 (4.32)

elde edilir. Denklem (4.29) ve denklem (4.31) kullanilarak asagidaki sekilde yeni bir

esitsizlik tiretilebilir:
n+1

vIH Y+ > A7 <0. (4.33)

j=l+1
Bu durumda, (v,V) ayni zamanda denklem (4.33)’i (denklem (4.29) ve denklem
(4.31]i saglamak {izere) saglamalidir. Calisma [|32]]’deki motivasyon g6z Oniine
alindiginda, denklem optimizasyon probleminde ki MK-k modeli parametre

azaltma teknigi kullanilarak asagidaki sekilde IDKP rahatlamasina doniistiiriilebilir:

ECS SOCP: minimize 6

n+1

: T+
subjectto v'H'v+ Z Aiz; <0,

j=l+1 (4.34)
viGy =4k+z;, (j=1,---,n+1),
z;<vn, (j=1+1,---,n+1).

Burada, z; = ququ i¢in sinir V;;nin ya +1 ya da —1 olmasindan ve ||qj|| =
1 olmasindan dolay1 olusmaktadir. IDKP modeli denklem (4.34) (ECS_SOCP)
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coziiliirken, ¢oztim vektori ikili ¢oziime doniistiiriileceginden v icin bir esik degeri

secilmistir. Bu nedenle, Algoritma [3]deki ikili ¢6ziim deneysel olarak

1 egerv;,>9o
Vl' - (4.35)
0 egerv, <9,

olacak sekilde 6 = % esik degeri ile belirlenmistir. Bu sec¢im, bolim ’de
aciklandig1 gibi, topluluk altkiimesi boyutunda bir azalmaya yol acacak seyrek bir
¢oziim sunmaktadir. Topluluk boyutu veya k, ¢oziimiin kalitesini belirlemektedir.
k’'nin, yontemin dogrulugunu etkileyen modelin spesifik parametresi oldugu kabul
edilmelidir. Yiiksek degerli k se¢imi, anlamli adaylarin eksikligini gosterebilir. Bu
nedenle, anlamli aday olmama ihtimaline ragmen, iyi kalibre edilmis bir k degeri
almak 6nem teskil etmektedir. INM, yani Bariyer Yontemi, lineer veya lineer olmayan
konveks optimizasyon problemlerini ¢c6zmek i¢in kullanilan 6zel bir algoritma sinifidir.
Esitsizlik kisitlamalarinin ihlal edilmesini 6nlemek i¢in amac fonksiyonu bir bariyer
terimi ile biyiitiiliir ve boylece bu, kisitlanmamis optimal degerin uygun uzayda
kalmasina neden olur. Bu calismada, Matlab fonksiyonu fmincon ve INM denklem
(4.34) optimizasyon modelini ¢6zmek icin kullanilmistir. Kisitlamalar1 tanimlamak
icin [98]'te gelistirilen CVX kitapligi kullanilmistir. ~ CVX, kullanicilarin Matlab
programlama dilini kullanarak konveks optimizasyon icin modeller olusturmasini
saglayan bir yazilim aracidir. Temelde, MATLAB’1 bir optimizasyon modelleme diline
dontstiirmektedir. Bu sekilde, MATLAB'in standart ifade s6zdizimi kullanilarak kisitlar
ve amaclarin belirlenmesi miimkiindiir. MATLAB’1in CVX kiitiiphanesinde uygulanan
denklem [4.34] optimizasyon probleminin algoritmasi, Algoritma [3| ad1 ile asagida

verilmektedir:

4.2.3 Adim 3 : Toplama (Birlestirme)

Hatirlatmak gerekirse, konsensiis fonksiyonu, iiretim adiminda olusturulan tiim
béliimlerin birlestirilerek yeni bir béliim olusturuldugu bir islemdir. iki kategoriye
ayrilmakla beraber, bunlar, veri koleksiyonundaki nesnelerin ortaya cikmasi ve
medyan boliimleridir. Ik kategori sezgisel bir yontem olup, ikinci kategori ise
yontemlerin tamami, mesafelerin toplamini en aza indirmeye dayali optimizasyon
yontemlerini icermektedir. Literatiirde, Strehl ve Gosh [86]], boliimler arasindaki
yakinhig1t veya kiimeleme c¢oOziimlerinin birbirine olan cesitliligini Olcen NKB
fonksiyonunu maksimize eden konsensiis fonksiyonunu Onermistir. Budama
adimindan sonra, yeni alt-topluluk c¢oziimlerinin birlestirilerek nihai bir kiimeleme

yapilmast gerekmektedir. Bu calismada, literatiirde en sik Onerilen kiimeleme
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Algorithm 3 ECS _SOCP
Girdi : Veriseti, Temel 6greniciler, n > n: topluluk boyutu
Parametreler : k, 6 > k: budama boyutu
> &: esik degeri

Cikt1 : NKB degerleri

1: E topluluk kiitiiphanesini olustur
2: Asagidaki denklem (4.34) ile verilen modeli ¢oz:

minimize 6
n+1
subject to vIH'v + Z Az <0,
j=l+1
viGv=4k+z;, j=1,---,n+1

z;<v/n, j=1+1,---,n+1

3: Her bir i-inci kiimeleme ¢6zlimii i¢in v; > 0 olacak sekilde tiim v;’leri bul
4: [3]deki alt kiimenin kiimeleme kararlarini HGBA kullanarak birlestir

problemleri yaklasimlardan biri olan HGBA [|86] kullanilmistir.

4.2.4 Niimerik Deneyler

Bu calismada veri setleri UCI Machine Learning Repository’den [[99]] secilmistir. Tablo
[4.3]de, sirastyla, veri seti 6zellikleri, 6znitelik 6zellikleri, 6rnek sayisi, 6znitelik sayisi

ve kiime sayis1 gibi agiklamalar verilmistir.

Adim [4.2.3te aciklandig: gibi, topluluk kiitiiphanesinin olusturulmas: {i¢ adimdan
olusmaktadir. Bu {ic adimdan her birinde, elli kiimeleme ¢6ziimii olusturulmustur.
Boylece, topluluk kiitiiphanesinde 150 farkli kiimeleme c6ziimii elde edilmistir.
Bu 150 kiimeleme ¢6ziimii arasindan, alt-topluluk icin en iyi adaylar Algoritma

kullanilarak sec¢ilmistir.
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Tablo 4.3 Veri seti bilgileri

Veri Seti Oznitelik Ornek Oznitelik

Veri .. . . .. . . Kiime Sayis1
Ozellikleri Ozellikleri Sayisi Sayisi
Non-
Verbal Gok Degiskenli Tamsayi, Gergek 73 22 6
Tourist
E-sho 5 ;
_p Gok Degiskenli  amsay; Gercek 165474 14 5
Clothing Dizisel
Wine Gok Degiskenli Tamsayi, Gergek 178 13 3
Synthetic o
Zaman-Serisi Gergek 600 N/A 6
Control
Segmen- . .
. Cok Degiskenli Gergek 2310 19 7
tation
Glass Cok Degiskenli Gergek 214 10 6
Bupa Cok Degiskenli Kategorik,Tamsays, 345 7 2
Gergek
Frog .. .
- Cok Degiskenli Gergek 7195 22 8
genus
Iris Cok Degiskenli Gergek 150 4 3
Diabets Cok Degiskenli ~ Zaman-Serisi 768 20 2
Wdbc Cok Degiskenli Gercek 569 32 2
Wpbc Cok Degiskenli Gercek 198 34 2
Iono- i
Cok Degiskenli Kategorik, Tamsay, 351 34 2
sphere Gercek
Zoo Gok Degigkenli  Kategorik, Tamsayl, 4, 17 7

Gercek

Tablo[4.4/de, ECS_SOCP topluluk budama modelinin performansinin karsilastirildig
ortak kriter (joint criteria), kiimele ve se¢ (cluster and select), EAM ve PrunedOPT
yontemleri bulunmaktadir. Daha oOnce anlatildig1 gibi, Ortak Kriter Yontemi,
kalite (quality) ve cesitlilik (diversity) bilesenlerini tek bir kriter fonksiyonunda
birlestirmektedir. Kiimele ve Sec¢ yontemi ise topluluktaki her kiimeleme ¢6ziimiini
bir varlik olarak kabul ederek aralarindaki iliskiyi analiz etmektedir. EAM, orijinal
veri uzayindan bir es-iliskilendirme (co-assosation) matrisine cekirdek dontisimii
gerceklestirmektedir ve temel boliimlerden veri toplamaktadir. Ardindan, daha

dogru kiimeleme sonuclari elde etmek icin es-iliskilendirme matrisinden bazi
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kanitlar1 kaldirmaktadir. Son olarak, hem dogru hem de cesitli modellere sahip
toplulugun optimal alt kiimesini secen optimizasyon tabanli model PrunedOPT,
DKKP kullanilarak ¢oziilmektedir. ECS_SOCP, hem dogruluk hem de cesitliligi goz
ontinde bulundurarak yukaridaki yaklasimlar arasindan siyrilmaktadir. PrunedOPT
yontemi de bu dengeyi gdz éniinde bulundursa da, maksimum kesim problemi IDKP
olarak modellenmesi tamsay1 programlamasini siirekli ve konveks olarak ¢ozmeyi
miimkiin kilmaktadir. Bu ise bize KF programlamaya gore bir avantaj saglamaktadir.
Denklem (3.8)’deki a degeri, ortak kriter algoritmasi i¢in ¢alisma [5]'de oldugu
gibi 0.5 olarak secilmistir PrunedOPT modeli i¢cin p hiper-parametresi, en iyi
NKB sonuclarimi veren p = [1071,1072,1073,1,10%,102,103,10%,10°,10°] degerleri
arasindan secilmistir. Ayrica, en iyi p degeri her veri seti i¢in farklilik gostermektedir.
Onerilen yaklasim ECS_SOCP’nin, diger yontemlerin ortalama deger sonuclarina
kiyasla esdeger veya daha iyi NMI degerleri elde ettigi gozlenmektedir. Ayrica,
PrunedOPT disinda, diger yontemlerin budama oranini bir hiper-parametre olarak
gerektirmesi ve algoritmamizda bulunan en iyi boyut bilgisinin bu yontemler icin girdi
olarak verilmesi, onlarin performanslari icin haksiz bir kazanim sagladig1 g6z 6niinde
bulundurulmalidir.

Ele alinan problem denetimsiz makine 6grenimi problemi oldugu igin, kiimeler
arasindaki karsilikli bilgi degeri, kiimeleme kararinin kalitesini temsil etmektedir.
Diger bir deyisle, NKB degerleri 1’e yaklastik¢a, daha kaliteli kiimeleme sonuglari elde
edilmektedir. Modellerin performanslari, Tablo [4.4/de NKB’nin ortalama degerlerini
kullanarak daha iyi sonug i¢in kalin yazi tipiyle ve Tablo [4.5]de her sonug igin
kare parantez icinde giiven araliklar1 sunulmustur. Tablo [4.4]daki sonuglara daha
yakindan bakildiginda, ECS_SOCP yontemi, “Non-verbal tourist" ve “E-shop clothing"
verileri ile “Glass" verileri icin ticaret analizinde {istiin bir yaklasim olarak One
cikmaktadir. Ote yandan, “Wpbc" verileri icin Ortak Kriter yéntemi ve “Wine" ve
“Segmentation" verileri i¢in Kiimele ve Se¢ yontemi daha iyi sonuclar vermektedir.
“Bupa", “Frog genus", “Iris" ve “Wdbc" verileri icin EAM yontemi daha etkilidir.
“Synthetic Control" ve “Diabetes" verileri i¢in ise listiin gelen secenek PrunedOPT’dir.
Makine 6greniminde evrensel olarak kabul edilen bir standart olmadig: ve sonuclarin
kullanilan veri setlerine bagh olarak degisebilecegi belirtilmelidir. Yine de, ortalama
degere dayanarak, yaklagimimizin Tablo [4.4/da belirtildigi iizere istiin sonuclar

verdigi goriinmektedir.
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Tablo 4.4 NKB degerleri

. Joint Cluster & *En lyi
Veri L. EAM PrunedOpt ECS_SOCP*
Criteria Select - Boyut
Non-
Verbal 0,32562 0,32562 0,18408 0,32565 0,35281 78
Tourist
E-shop
. 0,01487 0,01487 - 0,01622 0,01654 96
Clothing
Wine 0,70693 0,71415 0,43149 0,65148 0,71077 81
Synthetic
0,77803 0,78284 0,79617 0,87547 0,81947 93
Control
Segmen-
. 0,49268 0,53918 0,52128 0,46216 0,52198 90
tation
Glass 0,67486 0,67877 0,36799 0,62821 0,73110 113
Bupa 0,002369 0,003378 0,012035 0,00095 0,002639 106
Frog
B 0,41006 0,44999 0,54386 0,44388 0,45705 106
genus
Iris 0,69156 0,67373 0,80422 0,70014 0,68359 98
Diabets  0,042443 0,048117 0,000802 0,06699 0,042891 95
Wdbc 0,39996 0,39016 0,41431 0,37307 0,39476 106
Wpbc 0,050578 0,04007 0,020618 0,02514 0,040235 102
Iono-
0,12498 0,13268 0,11619 0,1272 0,12432 87
sphere
Zoo 0,70669 0,72641 0,76314 0,77688 0,74824 97
Mean 0,387259 0,391421 0,382781 0,39096 0,403313 95
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Tablo 4.5 %95 giiven araliklari

. . L. Cluster & ‘
Veri Joint Criteria Select EAM PrunedOpt ECS_SOCP*
elec

Non-
Verbal [0,204, 0,381] [0,002, 0,226] [0,184, 0,184] [0,022, 0,4262][0,230, 0,404]
Tourist

E-sho
_p [0,009, 0,019] [0,008, 0,191] - [0,014, 0,017] [0,004, 0,021]

Clothing
Wine (0,700, 0,713] [0,709, 0,719] [0,421, 0,441] [0,643, 0,659] [0,708, 0,713]
Synthetic

(0,716, 0,839] [0,703, 0,832] [0,757, 0,835] [0,871, 0,879] [0,778, 0,860]
Control
Segmen-
ati [0,443, 0,541] [0,537, 0,550] [0,572, 0,583] [0,405, 0,518] [0,501, 0,541]
ation
Glass [0,301, 0,552] [0,210, 0,466] [0,359, 0,376] [0,625, 0,630] [0,709, 0,753]
Bupa [0,001, 0,003] [0,001, 0,005] [0,012, 0,012] [0,0008, 0,001][0,0001, 0,003]
Frog

[0,049, 0,360] [0,159, 0,470] [0,541, 0,546] [0,299, 0,499] [0,055, 0,401]
genus
Iris [0,294, 0,455] [0,621, 0,687] [0,799, 0,808] [0,699, 0,7007][0,312, 0,477]

Diabets  [0,039, 0,045] [0,041, 0,054] [0,0008, 0,0008]0,064 , 0,069] [0,390, 0,046]

Wdbc (0,011, 0,308] [0,089, 0,378] [0,414, 0,414] [0,251, 0,420] [0,263, 0,447]

Wpbc [0,023, 0,057] [0,204, 0,055] [0,020, 0,020] [0,023, 0,026] [0,026, 0,054]

Iono-

h [0,118, 0,131] [0,122, 0,143] [0,107, 0,127] [0,124, 0,129] [0,116, 0,132]
sphere
700 [0,247 , 0,741] [0,256, 0,760] [0,763, 0,763] [0,750, 0,803] [0,448, 0,750]
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)

SONUC VE ONERILER

Optimizasyon, bu tezde ele alinan denetimsiz 6grenme, topluluk secimi ve budamasi
gibi karmasik problemlerin c¢oziimiinde kilit bir rol oynamaktadir. Optimizasyon,
miithendislikten finansa ve yoneylem arastirmasina kadar cesitli alanlarda bircok
uygulamaya sahip, uygulamali matematigin 6nemli bir alamidir. Ozellikle konveks
optimizasyon, etkili yontemlerinin giiclii teorik temellerle desteklenmesi sayesinde
oldukca popiilerdir. Konveks optimizasyon problemlerinin avantajlarina lokal optimal
coziimlerin her zaman ayni zamanda global ¢oziimler olmasi; ya da optimallik
kosullarinin yalnizca gerekli degil, ayni1 zamanda yeterli olmasinin yani sira uzmanlik
gerektiren polinom karmasikligindaki etkili yontem kullanimi ve optimal degerin
sinirlarini bulmak icin kullanilabilecek zengin bir dualite teorisi 6rnek olarak

verilebilir.

Bu tez calismasinda, makine 6grenmesi yontemlerinden agirlikli olarak denetimsiz
O0grenme problemlerinden topluluk secimi (ensemble selection) ve topluluk
budamasina (ensemble pruning) odaklanilmis ve makine 6grenmesinin temelini
olusturan optimizasyon teorisi detayli bir sekilde tanitilmistir. Optimizasyon teorisinin
onemli teoremleri ve optimal kosullari tanitilarak, makine 6grenmesindeki temel
kavramlar ve bu kavramlarin matematiksel cercevesi tiizerinde odaklanilmistir.
Geleneksel modellere alternatif olarak, otomatik budama boyutunu belirleyebilen
yenilikci optimizasyon modelleri gelistirilmistir. Bu modeller, dogruluk ve
cesitlilik arasindaki dengeyi optimize eden, kiimeleme problemi icin, konveks fark
programlama ve ikinci dereceden konik programlama kullanilarak olusturulan, iki

yenilikci topluluk secim modelidir.

Topluluk kiime se¢imi, ii¢ temel adimda olusturulmaktadir. Ilk adim, temel kiimeleme
teknigi olarak k-ortalamalar kullanilarak topluluk olusturmaktir.  ikinci adim,
toplulugun bir alt kiimesini elde etmek icin ECS SOCP ve ECS_KFP’yi ¢cozmektir.
Son olarak, ticlincti adimda HPGA, birinci adimda belirlenen toplulugun kiimeleme
sonuglarimi birlestirmek icin kullanilmaktadir. ECS_KFP modelinin performansi,

ortak kriter yontemi ve kiimele ve se¢ yontemi ile karsilastirilirken, ECS SOCP
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modeli performansi, ortak kriter, kiimele ve se¢, EAM ve PrunedOPT yontemleri ile
karsilastirilmastur.

ECS_KFP modelinin performansi, 6 UCI gercek veri seti iizerinde neredeyse her veri
setinde daha iyi NKB sonuclari elde ederek iistiin performans gostermis, modelin
esnekligini ve giivenilirligini vurgulamistir. ECS SOCP modeli i¢in ise 14 UCI
gercek veri seti lizerinde yapilan deneysel sonuclar, bunlarin ikisi ticaret verisi
olmak {izere, Onerilen budama algoritmasinin, optimizasyon modeli kullanilarak
birlesik bir cercevede optimal ¢6ziime yaklastigini ve genellikle daha iyi veya esdeger
NKB sonuglar elde ettigini gostermektedir. Ayrica, ECS_KFP modeli icin, [40]
calismasindan yararlanilarak, yardimci teorem ve sonuglar kullanilarak optimalite
kosullarinin saglandigi gosterilmistir.

Onerilen iki yontemin kullanilan ortak veri setlerinde karsilastirilmasi asagida
goriilebilir:

Tablo 5.1 NKB degerleri

Veri ECS_KFP ECS_SOCP
Wine 0,781696 0,71077
Synthetic
0,832222 0,81947

Control
Segmen-

. 0,461336 0,52198
tation
Glass 0,714068 0,73110
Zoo 0,735905 0,74824
Mean 0,705045 0,706312

Onerilen modeller benzer performans gostermek ile beraber ECS_SOCP’nin biraz
daha iyi sonuclar verdigi goziikmektedir. ECS_KFP ve ECS_SOCP arasindaki temel
fark ECS_SOCP modelinin yiiksek boyut iceren ticari (business) verilerde gosterdigi

performanstan otiirtidiir.
Sonuclar su sekilde 6zetlenebilir:
* Ortak kriter, kiimele ve se¢, EAM, PrunedOPT metotlar1 ve kendi modellerimiz

olan ECS KFP ve ECS SOCP gercek veri setlerinde test edilmistir. Genel
olarak, ECS KFP veECS SOCP arzu edilen sonuclara ulagsmaistir,

* ECS KFP ve ECS SOCP kullanilarak topluluk budamanin bir avantaji,

budama boyutuna ihtiyac duymadan otomatik olarak alt kiime bulabilmesidir;
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bu o6zellik, modellerin literatiirde tartisilan bircok diger yontem arasindan

styrilmasini saglamaktadir,

* Tablo[4.4le gore, ECS_SOCP kullaniminin ticaret verileri icin daha iyi sonuclar
sagladig1 gozlemlenmektedir; bu da yoneylem arastirmasi (OR-Operation
Research) uygulamalari icin yararl bir yon olarak degerlendirilmelidir.

Bu calismanin sinirhiliklar arasinda, 6 esik degerinin modele ek bir degisken gibi
entegre edilmesinin gerekli oldugu bulunmaktadir. Gelecekteki calismalarda, NKB
yerine diger kalite ve cesitlilik Ol¢ctimlerinin kullanilmasi ve onerilen yontemlerin
siniflandirma problemine, 6znitelik secimine, derin 6grenmeye ve goriintli islemeye
uygulanmasi arastirilabilir.

Son olarak, bu tez, makine 6grenmesinde topluluk secimi ve budama problemlerinin
optimizasyonla ¢ozlimiine yenilikci bir yaklasim sunmustur. Yoneylem arastirmasinin
yenilikci kullanimi, kiimelemeyi optimize edebilir ve karmasik is ortamlarinda karar
verme siirecini iyilestirebilir. Bu metodoloji, rekabet avantaji kazanmak icin anahtar
icgoriiler ve trendler sunarak verimli veri analizi saglamaktadir. Onerilen modeller,
isletmelerin 6ne ¢ikmalarini ve uzun vadeli basar1 elde etmelerini destekleyecek
ozelliklerdedir.
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