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OZET

Bu doktora tez ¢aliymasinda ikinci mertebeden siireksiz katsayili bir diferensiyel denklem ve simr
sartlarindan olusan bir smir deger problemi géz 6niine alinmgtir. Problemin diferensiyel denklemi
0zdeger parametresine sahip olup denklemdeki katsayilar tanim aralignin iki i¢ noktasinda siireksiz
olan fonksiyonlardir. Problemin tamim aralifi iki tane siireksizlik noktasina sahip oldugundan
problem ii¢ aralikli bir smir deger problemidir. Bu nedenle problem tamim araliginin ug
noktalarindaki smir sartlart ile siireksizlik noktalarindaki gecis sartlar1 adi verilen sinir sartlariyla
birlikte alt1 tane sinir sartlarindan olusan bir problemdir. Ayrica biitiin sinir sartlari araliklarm ig
noktalarmma ait sartlar da bulundurmaktadir. Dolayisiyla ¢oziilebilirligini arastirdigimiz problem;
stireksiz katsayili, ¢cok noktali, 6zdeger parametreli ve gecis sartlart bulunduran bir simr deger
problemidir. Tez kapsaminda 6zelliklerini yukarida ifade ettigimiz bu problemin arastirilmasinin
temel agirhigi, problemin tirettigi diferensiyel operatoriin 6zellikleri izerine yaptigimz ¢aligmalardir.
Bu diferensiyel operator araliklara ait Sobolev uzaylarmin direkt toplam uzayinda tammlidir. Bu
operatér ayni direkt toplam uzaymna, smr sartlarmmin degerlendirildigi alti boyutlu kompleks
uzaylarm da ilave edilmesiyle elde edilen Sobolev uzaylarimm direkt toplam uzaymda
degerlendirilmektedir. Bu tez ii¢ ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde literatiir 6zeti, ikinci
boliimde genel kavramlar ve tammlar, ticlincli boliimde ise géz Oniine aldigimiz bu yeni problemin
caligma asamalar1 ve diferensiyel operatoriin koersitivliginin ve Fredholm operatérii olmasi ile ilgili
teoremler ve ispatlar1 yer almaktadir.
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Anahtar Kelimeler : Smir Deger Problemi, Siireksiz Problem, izomorfizm,
Koersitivlik, Fredholm Operatorii
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SPECTRAL PROPERTIES OF MANY POINT BOUNDARY VALUE PROPLEM
WITH DISCONTINUOUS COEFFICIENT
(PhD Thesis)
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ABSTRACT

In this PhD thesis, a boundary value problem consisting of a second-order differential equation with
discontinuous coefficients and boundary conditions is considered. The differential equation of the
problem has an eigenvalue parameter and the coefficients in the equation are the functions that are
discontinuous at two internal points of the domain. Therefore, the under consideration problem which
has six boundary conditions with transmission conditions of discontinuity points in the domain and
the endpoints of the domain becomes three-interval boundary value problem. In addition, all
boundary conditions also contain conditions for the the interior points of intervals. Therefore, the
problem solvability of which is being investigated is a boundary value problem with discontinuous
coefficients, multiple points, eigenvalue parameters and transmission conditions. The properties of
the differential operator which is produced by the problem and whose properties have mentioned
above are the main focus of the this thesis. Furthermore, the differential operator that considered is
defined on the direct sum space of the Sobolev spaces of the intervals. It is evaluated in the direct
sum space of Sobolev spaces, which is obtained by adding six-dimensional complex spaces where
boundary conditions are evaluated to the same direct sum space. This thesis consists of three main
parts. In the first part the literature research is given. In the second part general concepts and
definitions are given. In the third part the working stages of considered new problem and the proofs
of the theorems about the coercivity of the differential operator and the Fredholm operator are given.
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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢aligmada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda acgiklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

N dogal sayilar kiimesi

R reel sayilar kiimesi

C karmasgik sayilar kiimesi

I cisim (R veya C)

||x|| x’in normu

<x, y> x ile y’nin i¢ ¢arpimi

P(X) X kiimesinin kuvvet kiimesi
E E kiimesinin kapanis1

X uzaymin cebirsel dual uzay1

X uzaymin topolojik dual uzay1

g|A g fonsiyonunun A4 kiimesine kisitlanisi

L£(X,Y) X >den Y ’ye biitiin lineer operatorlerin kiimesi
B(X.,Y) X ’den Y ’ye biitiin smurli lineer operatorlerin kiimesi
L eslenik problemin tirettigi diferensiyel operator

L'(E) E {izerinde integrallenebilen fonksiyonlar smifi

L. (Q) Q ’da lokal integrallenebilen fonksiyonlar smifi

L. (Q) Q ’da taniml1 biitiin dlgiilebilir fonksiyonlar uzayi

' (Q) Q ’da tamimli tiim 6lgiilebilir fonksiyonlar smifi



(@)
ess sup|g(x)|
xeQ

S

supp(g)

Ci (Q)=D(Q)
D (g)

W, (@)

ESF

ker(T)
coker(T")
(X.7)
B, ()
c(@)
Co(Q)

c(Q)

X

Q bolgesinde h.h.h.y. smirli fonksiyonlar uzay1
Q tizerinde |g| fonksiyonunun esas supremumu
kompakt alt kiime

g fonksiyonunun support kiimesi

Ol¢ii fonksiyonu

dis 6l¢ti fonksiyonu

Q kiimesindeki test fonksiyonlarinin uzay1

g fonksiyonunun «. mertebeden zayif tiirevi
Sobolev uzay1

E normlu uzaymim F normlu uzayma gomiiliisii

T operatoriiniin ¢ekirdegi
T operatoriiniin kokerneli
reel interpolasyon uzayi

Besov uzay1

{g

{g € C(Q)| Q c R" agik, suppg < Q,suppg kompakt}

g, Qc R" acik bolgesinde sﬁrekli}

{geC(Q)|g, k kez siirekli diferensiyellenebilir}

ﬁ C* (Q) = smooth fonksiyon
k=1



1. GIRIS VE LITERATUR OZETI

Bilindigi iizere fiziksel olaylarin yorumlanmasi neticesinde hareketten kaynakli olarak
tiirevli denklemlere sahip matematiksel modeller elde edilir. Bu modeller, adi tiirevli veya
kismi tiirevli diferensiyel denklemler i¢in baslangic deger problemleri veya sinir deger
problemleri seklinde ortaya ¢ikmaktadir. Burada bahsi gecen ve ileride siklikla s6zii edilecek
olan adi diferensiyel denklemlerin, baslangi¢ deger problemlerinin ve smir deger

problemlerinin tanimlar1 asagida kisaca verilmistir.

F semboliiile R yada C kiimesi ifade edilsin. IF™ {izerindeki norm Euclid normu olmak

uzere

g: DS Rx(F")" > F", m>1,n21(mneN)
fonksiyonu araciligiyla tanimlanan

g (26, (), (%), ¥"(x), y"(x), .0 ¥ (%)) = 0

denklemine adi (basit) diferensiyel denklem adi verilir. g fonksiyonu ikinci, ii¢lincii ve
(n+2). degiskenlerine gore lineer ise
ay” +a, y"V+..+a,y" +ay +a,y=g(x)

denklemi ile ifade edilebilir. Bu denklem a; (i =1,2,3,...,n) katsayilarinin sabit ya da x e

bagli bir fonksiyon olup olmamasi durumuna gore sabit katsayili ya da degisken katsayili

diferensiyel denklem olarak ifade edilir. Ayrica bu denkleme g(x)=0 oldugunda homojen
diferensiyel denklem, g(x)=0 oldugunda homojen olmayan diferensiyel denklem adi

verilir.

g (26, (), ¥'(2), (), y"(x),.0, ¥ (x)) = 0



denkleminde x in belli bir x, degeri icin y nin ve (n—1)—inci mertebeye kadar

tiirevlerinin degerleri
y(xo) =Yo> y'(xo) =V y”(xo) =)Vys e y(n_l)(xo) =V
olarak verilen ifadelere baslangi¢ sartlar: adi verilir.

Baslangic sartlari ile olusturulan
g, 3,1,y " ") =0
Y(x) =Yoo V() =21, Y'(5)=yss s YV () =0,
bicimindeki problemlere baslangi¢ deger problemi adi verilir.
a,,a,, ... ,a, (a, #0) sabit reel sayilar olsun. Bir [¢, #]arahginda taniml

L(y)=any(”) +-+a,y" +ay +a,y

diferensiyel ifadesi verilsin. Burada
L(y)=0

sabit katsayili lineer homojen diferensiyel denklemini dikkate alirsak y fonksiyonu [a, 3]
araliginda n-yinci mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilen ( ye(C(”)) bir fonksiyondur.

YisYss ..., ¥, fonksiyonlar1 L(y)=0 denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri olsun.

Cly Cyyunny C

keyfi sabitler olmak iizere L(y)=0 denkleminin genel ¢oziimii



y=oeytoy, -+,

bigiminde yazilir. Burada y fonksiyonu ve (n—1)—inci mertebeye kadar tiirevlerinin

a < x < f arahi@inin sinir noktalarindaki degerleri

(@), Y'(@),ec V(@) 5 Y(B), V' (B)seers Y (B)

olarak verilsin. Bu ifadelerin lineer birlesimlerinden

L(y) = (@) +cpy'(@)+-+c, 3" (@) + pyy(B)+ ppy' (B)+-+ p,y" () =0
L,(y)=cyy(@)+cy,y'(o)+---+ Czny(nil)(a) + Py V(B)+ Py (B)++-+ pzny(nil)(ﬁ) =0

L,(»)=c @)+, ) (@) + o+, 3" @)+ p,y(B)+ ppoy (B ++p, " (H)=0
sistemi elde edilir. Bu sistem kisaca
L(y)=0,k=12,.,m
biciminde yazilir. Buna gore

L(y)=0
L(»)=0, k=12,..,m

sistemine homojen sinir deger problemi ad1 verilir.

g(x), [a,B] araliginda siirekli bir fonksiyon ve g, sabit sayilar olsun. Asagida verilen

L(y)=g(x)
L(»)=g,, k=12,...,m

sistemine ise homojen olmayan sinir deger problemi ad1 verilir.



L(y)diferensiyel ifadesinin tanim bdlgesinde bulunan her bir y fonksiyonuna L(y)=u

olacak bicimde deger bolgesinde bir u# degerinin var oldugu kabul edilirse homojen sinir

deger problemi £ ile ifade edilen bir lineer operator araciligiyla
Ly=u

seklinde ifade edilir. Burada

olarak yazilir.

A reel veya kompleks bir parametre olsun.

L(y)=Ay
L(»)=0,k=1,2,...,m

problemine 6zdeger parametreli sinir deger problemi adi verilir. Bu sinir deger probleminin

irettigi £ diferensiyel operatoriine gore homojen problem
Ly=Ay yada (£-A1)y=0

bi¢iminde ifade edilir. Burada (£ — A7)y =0 denkleminin sifirdan farkli bir ¢oziimiiniin

olmasini saglayan A sayisi £ operatoriiniin ozdegeri olarak adlandirilir. A 6zdegerine

karsilik gelen sifirdan farkli y fonksiyonlar1 ise problemin ézfonksiyonlar: olarak ifade

edilir (Kandemir, 2021).

Isvigreli matematik¢i Jacques Sturm (1803-1855) ve Fransiz matematikc¢i Joseph Liouville
(1809-1882) isimleriyle biitiinlesen ve yaygin olarak Sturm-Liouville sinir deger problemleri
olarak bilinen problemler uygun sinir sartlarinda ikinci mertebeden lineer diferansiyel
denklemlerin ¢Ozlimleri olarak ortaya ¢ikmaktadir. Burada ele alinan diferansiyel
denklemler Newton yasasina bagli matematiksel hareket modelleri olarak ortaya ¢ikmis olsa

da bu denklemlerin ¢ogunlukla Laplace denklemi, 1s1 denklemi ve dalga denklemi gibi fizik



alanindaki bazi problemleri ¢c6zmek i¢in degiskenlerine ayirma yonteminin kullanilmasinin

bir sonucu olarak ortaya ¢iktig1 gériilmektedir (Al-Gawiz, 2008).

Sturm tarafindan yapilan ¢aligmalarin matematige en biiyiik katkilarindan birincisi, 1829'da
Paris Bilimler Akademisi'ne sundugu ve daha sonra 1835 tarihli bir calismasinda
detaylandirdig, gercek bir polinomun belirli bir araliktaki kok sayisini belirleme problemine
iliskin dikkate deger ¢coziimiiydii. Sturm, on yedinci yilizyildan beri a¢ik olan bu soruna tam
bir ¢6ziim buldu. Sturm tarafindan yapilan polinomlarin sifirlar1 tizerine olan ¢aligmasi daha
sonra gerceklestirecegi diferensiyel denklemlerin ¢oztimleri ile ilgili problemler iizerindeki

calismasini etkilemistir.

Ikinci biiyiik matematiksel katkis1 ise ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemler
teorisi alaninda olmustur. Bu alanda yaptig1 caliyma Sturm admni tastyacak olan salinim,
karsilagtirma ve ayirma teoremlerinin ilk tam incelemesini igeriyordu. Devaminda Liouville
ile igbirligi i¢inde dikkat cekici kisa bir makale yaymlandi. Bu makale Sturm-Liouville
teorisi olarak bilinecekti. Bu ¢aligmada ele alman problemler, bugiin sonlu bir aralikta,
belirlenmis sinir sartlart ile Sturm-Liouville sinir deger problemleri (ikinci mertebeden
O0zdeger parametreli lineer diferansiyel denklemler) olarak tanimlanacaktir. Sturm ve
Liouville arasindaki igbirligi, agilim teoremini, yani genis bir fonksiyon smifinin, sinir deger
probleminin ¢6ziim sistemi acisindan Fourier tipi bir seri ile temsil edilebilecegini
ispatlayarak teoriyi ileriye gotiirmiistiir. Bu ¢oziimler daha sonra 6zfonksiyonlar olarak ve
bu ¢oziimlere karsilik gelen parametre degerleri de 6zdegerler olarak bilinecektir. Sturm-
Liouville teorisi, modern analizin biiyiik bir bdliimiiniin merkezinde yer almaktadir. Ayrica
bu teori, matematiksel fizik ve modern bilimin diger dallarina yapilan uygulamalarla, ¢esitli
yonlerde art arda genellestirilmistir. Sturm-Liouville teorisi, ikinci mertebeden adi
diferansiyel operatorler smifi i¢in bir spektral teorinin gelistirilmesine yonelik ilk adim

olarak goriilebilir (Amrein, Anderas and David B. 2005).

Ikinci mertebeden lineer kismi diferensiyel denklemler degiskenlerine ayirma yontemi ile
coziildiigiinde, cogunlukla spektral parametre igeren Sturm-Liouville problemleri ile
karsilagilmaktadir. Degiskenlerine ayirma yontemi olarak da bilinen Fourier yontemiyle
mithendislik, jeofizik, mekanik gibi farkli bilim dallarinda bulunan bir¢ok problem diiz
spektral problemlere indirgenebilmektedir. Ornegin elektrik devre problemleri, olasilik

teorisi problemleri, fizik alanindaki dalga ve titresim problemleri, bir kat1 ve bir akigkan ile



iliskili diflizyon problemlerinin 1s1 denklemleri araciligtyla ¢oziilmesi, 11 ve kiitle transfer
problemleri diiz spektral problemlerin uygulama alanlaridir (Ed. Orhan ve Seven, Boliim 8:

Muhtaroglu ve Olgar, 2022).

Sturm-Liouville problemleri regiiler Sturm-Liouville problemleri ve singiiler Strum
Liouville problemleri seklinde siniflandiriimaktadir. Ikinci mertebeden olup Sturm-

Liouville denklemi bi¢iminde yazilabilen denklem 6rnekleri agagida verilmistir.

1) m bir sabit olmak iizere
xzy"+xy'+(ﬂ2x2—m2)y=0, 0<x<a

Bessel denklemi

2

xzy"-l-y’-l-ﬂzxy—m—y:O
X

d({ dy\ m’ )
—| x—=|-——y+ B xy=0
dx( dxj X yrpw

seklinde alirsa bir Sturm-Liouville denklemi haline gelir. Ayrica smnir sartlart x=a ve

x =+0ig¢in yazilir. Bessel denklemi x = 0 noktasinda singiilerdir.
2)
(1—x2)y”—2xy'+m(m+l)y =0, —-1<x<l

Legendre denklemi

((l—xz)y’)’ +1y=0



biciminde alinirsa bir Sturm- Liouville denklemi haline gelir. Legendre denklemi x = F1

noktalarinda singiilerdir. Legendre denklemi i¢in smir sartlart x ——1" ve x—>1"

degerlerine gore yazilir.
3)

(l—xz)y”—xy'+ﬂ2y =0, -1<x<l
Chebyshev denklemi /1— x* ile boliindiigiinde

x ., B
y'+ y=0
\/l—x2 \/l—x2

l_nyﬂ_

ya da

Sturm-Liouville denklemi haline gelir. Chebyshev denkleminin x =F1 ve x =00 singiiler

noktalar1 mevcuttur (Kandemir, 2021).

Bazi matematiksel fizik problemlerinin ¢éziimii, uygun Sturm-Liouville problemlerinin
0zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 yardimiyla seri biciminde elde edilebilir. Dolayisiyla on
dokuzuncu yilizyilin ortalarindan baslamak suretiyle Sturm-Liouville problemleri ile ilgili
caligmalar yogunluk kazanmistir. Bu nedenle dogal olarak bazi yeni tip problemler ortaya
cikmistir. Sturm Liouville teorisi temelinde olusan teorilere drnek olarak; Green fonksiyonu
teorisi, Laplace doniisiimii, 6zel fonksiyonlar teorisi, Fourier serileri, lineer diferensiyel
operatOrlerin spektral teorisi, asimptotik teori gibi teoriler verilebilir. Dolayisiyla fizik ve
diger bilimlerde olusan yeni tip problemleri ¢6zmek i¢in Sturm-Liouville teorisi daha da
ileriye tagmmustir. Ornegin farkli fiziksel ortamlar1 ve kimyasal olusumlar1 olan maddeler
arasindaki iletim problemleri cogunlukla iki veya daha ¢ok araliga sahip siireksizlik noktasi

ya da siireksizlik noktalar1 ve gecis sartlari iceren Sturm-Liouville problemleriyle ifade



edilebilmektedir. Goriildiigli tizere sinir deger problemleri 1s1 iletimi, kiitle transferi, dalga
denklemleri gibi bilimin bir¢ok alaninda arastirmacilarin ilgisini ¢eken ve oldukca fazla

makale tliretilen diferensiyel denklem tipleri olarak literatiirde yer almaktadir.

Stirekli Sturm-Liouville problemleri ile ilgili literatiirde oldukc¢a fazla sayida kitap ve
makaleleler bulunmasina ragmen, siireksiz problemlerle ile ilgili literatiirde daha az sayida
calisma bulunmaktadir. Siireksiz Sturm-Liouville teorisinin klasik yOntemlerinin gecis
sartlar1 bulunduran klasik olmayan problemlere de uygulanabilecek sekilde nasil
gelistirilecegi belirgin degildir. Klasik olmayan problemler genellikle 1s1 ve kiitle transfer
problemlerinde, kirmim problemlerinde, titresim problemlerinde ve fiziksel transfer
problemlerinde kargimiza ¢ikmaktadir. Literatiirde yer alan baska bir yontem de sinir deger
probleminin Hilbert uzaylarinda tanimli olan diferensiyel operatdr denklem seklinde ifade
edilmesidir. Ayrica gecis sartlari bulunduran klasik olmayan Sturm-Liouville problemi
olarak ifade edilen ¢ok aralikli siireksiz problemler, Hilbert uzaylarmin direkt toplam
uzayinda integral denklem haline geldikten sonra, bu problemin genellestirilmis ¢oziimii

elde edilmistir.

Spektral teorinin diiz spektral teori ve ters spektral teori olmak iizere iki temel dali
mevcuttur. Diferensiyel operatorler i¢in diiz spektral teoride yer alan 6zdegerler ve bu
0zdegerlere karsilik gelen Ozfonksiyonlarmn varligi, karmasik diizlemde o6zdegerlerin
dagilimi, asimptotik davranislari, 6zfonksiyonlarin olusturdugu sistemin tamlik ve taban
olusturma kosullari, seri agilimlarinin yakinsaklik durumlar1 6nemli konu bagliklar1 olarak
verilebilir. Ters spektral teorinin temel konusu ise spektral 6zelliklerine gore sinir deger
probleminin tirettigi diferensiyel operatoriin kurulmasidir (Ed. Orhan ve Seven, Boliim 8:

Muhtaroglu ve Olgar, 2022).

Sobolev uzaylari, elemanlar1 R" deki bdlgelerde tanimli fonksiyonlar olan normlu
uzaylardir (Adams and Fournier, 2003). Sergei Sobolev, 1930°1lu yillarin ortalarinda, farkl
fiziksel problemlerin modeli olarak ortaya c¢ikan kismi diferansiyel denklemlerin
incelenmesi i¢in olduk¢a dnemli olan bazi fonksiyon uzaylarini tanimladi. Kisa bir siire
sonra benzer bir ¢alisma fikri Jean Leray tarafindan Navier-Stokes denklemlerinin zayif
¢ozlimleri lizerine yapildi.

Kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi tizerine sistematik arastirmalarin devam

ettirilmesi bakimindan Sobolev uzaylarinin ¢ok Onemli katkilart olmustur. Buna gore



Sobolev uzaylari, L () Lebesgue wuzaylarindan alman herhangi mertebeden

genellestirilmis tlirevlere sahip fonksiyonlar uzaylar1 olup

W) (Q)={ueL,@|DueL,(Q),

p

a|£k,keNU{0},1£p£oo}

seklinde tanimlidir. Bu uzaylarin normu

P

e fV;(Q) =2 ”Da”

‘a‘ék

L,(Q)

esitligi ile verilmektedir.

Sobolev uzayir tanimlamanmn ardindaki temel diisiince genellestirilmis tiirevleri
kullanmaktir. Caligmalarini dagilimlar (distributions) olarak isimlendiren Laurent Schwartz,

bu teoriyi Sobolev’den daha ileriye tasimistir. Dagilimlar tanimlandiktan ve temel 6zellikleri

ortaya koyulduktan sonra Q, R”’de bir agik kiime olmak lizere k eZ" ve 1< p <oigin

W; (Q) uzay1 tanimlanmustir (Tartar, 2007).

Interpolasyon uzaylari, teorisi interpolasyon uzayi olan Banach uzaylarmin kurulusu ve
ozelliklerini incelemektedir. Bu konuda tarihte ilk agsama olarak 1923 yilinda verilen Riesz-
Hausdorff-Young teoreminin 1926 yilinda interpolasyon anlaminda ispatinin M. Riesz
tarafindan verilmesidir. Ardindan 1939 yilinda Thorin ve Marcinkiewicz tarafindan bu
sonucun genellestirilmesi yapilmigtir. Giiniimiizde modern analizde bu sonuglar yaygin

olarak kullanilmaktadir (Brudyi and Krugljak, 1991).

Cok noktal1 ve siireksiz katsayili sinir deger problemlerinin spektral 6zelliklerini inceleyen
bu tez calismasi konusunda ge¢miste yapilan 6nemli caligmalarin bazilarindan bahsedecek
olursak Kato (1966) kitabinda lineer operatorler ig¢in perturbasyon teorisini sistematik bir
sunumla vermistir. Luikov and Mikhailov (1965) kitabinda ¢ok sayida temel ¢oziimlere ve
parametrik tablolara yer vermistir. M. A. Naimark (1967) Lineer Diferensiyel Operatorler
kitabinda bu operatdrlerin elemanter teorisini incelemistir. Rasulov (1967) iki ana boliime

ayrrdigr kitabmnimn ilk bolimiinde kendisi tarafindan gelistirilen sinir deger ve karma
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problemlerin hesaplamali ¢oziimiine sistematik bir agiklama getirmistir. Ayrica yine bu
boliimde siireksiz katsayili adi diferansiyel denklem sistemleri ic¢in smir deger
problemlerinin ¢oziimleri incelenmistir. Krein (1971) kitabinda sinirli olmayan operator
katsayili lineer diferensiyel denklemlerin teorisini incelemistir. Bu baglamda, Banach
uzayimdaki diferansiyel denklemler i¢in problemin dogru ifadesini ve bunlari1 ¢6zmek i¢in
belirli asimptotik ve yaklasik ¢6ziim yontemlerini ele almistir. Triebel (1978) kitabinda
farkli konular1 interpolasyon teorisi acgisindan incelemistir. Ayica Sobolev-Slobodeckij
uzaylarini, Lebesque (Bessel potansiyel) uzaylarin1 ve Besov uzaylarini incelemistir. Krein
(1982) kitabinda verilen denklemin ozellikleri ve onun adjoint denkleminin 6zellikleri

arasindaki iligskilere ve Fredholm denklemleri teorisine deginmistir.

Yakubov S. ve Yakubov Ya. matematiksel fizik problemlerinin temel ¢dzlimlerinin tamlig1
ile baglantili problemlerin sistematik yaklasimini ortaya koymuslar ve eliptik, parabolik,
hiperbolik operatdrler gibi farkli operatdrler bulunduran siirekli ve 6z deger parametreli simir
deger problemlerinin ¢oziilebilirli§i ve problemlere ait £ diferensiyel operatdrlerinin
Fredholm operatorii olmasi, koersitivlik ve problemlerin spektral 6zellikleri gibi ¢esitli konu
ve kavramlar iizerine oldukea fazla sayida makale calismalar1 yapmiglardir (Yakubov, 1994;

Yakubov and Yakubov, 1999).

Bu caligmalardan elde edilen soyut sonuclar, polinom spektral parametresi ile hem adi hem
de kismi diferansiyel denklemler i¢in temel olarak sinir deger problemlerinin incelenmesine
imkan vermektedir. Titeux ve Yakubov (1997) makalelerinde ince bir plakadaki siirekli 1s1
transferine dair smnir tabaka problemini Drichlet ve Neumann smir kosullari ile ele

almiglardir (Titeux and Yakubov, 1997)

Shakhmurov (2004) makalesinde sinir sartlar1 dejenere fonksiyon iceren eliptik diferensiyel
operator denklemler i¢in lokal olmayan smir deger problemini incelemis ve ele alman

problemin koersitivlik ve Fredholmliik 6zelliklerini aragtirmistir (Shakmurov, 2004).

Shakhmurov (2011) ¢alismasinda eliptik tiirden degisken katsayili diferensiyel-operator
denklemleri i¢in bagimsiz smir deger problemini ele almis ve bu problemin Fredholm
operatorii olmasi 6zelligini incelemistir (Shakmurov, 2011).

O. Muhtaroglu ve S. Yakubov (2002) makalelerinde agirlikli Sobolev uzaylarinda adi

diferensiyel operatdr denklemi i¢in gegis sartl bir sinir-fonksiyonel problemini incelemisler
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ve problemin kok fonksiyonlarmin olusturdugu sisteme ait izomorfizimligi ve koersitivligi

ispatlamiglardir ( Muhtarov and Yakubov, 2002).

O. Muhtaroglu sinir deger problemleri, diferensiyel denkleminde operator bulunduran sinir
deger problemleri, Sturm-Liouville sinir deger problemleri gibi ¢ok ¢esitli sinir deger
problemleri iizerine caligmalar yapmistir. Muhtaroglu siireksiz katsayili smir deger
problemlerinin sinir sartlarina, siireksizlik noktasinda gecis sartlari ilave etmek suretiyle
stireksiz katsayili gecis sartlar1 bulunduran sinir deger problemlerinin spektral 6zellikleri
lizerine ¢ok sayida yeni problemler kurmus ve bu problemlerin ¢oziilebilirligi iizerine

sonuclar elde etmistir (Mukhtarov, 1994).

O. Muhtaroglu ve H. Demir 1999 yilinda yayinlanan “Coerciveness of the discontinuous
initial boundary value problem for parabolic equation” isimli makalelerinde parabolik tiirden
stireksiz katsayil1 baslangic deger problemlerinin koersitivligini incelemislerdir (Mukhtarov

and Demir, 1999).

O. Muhtaroglu ve M. Kandemir, Siireksiz katsayili smir deger problemlerinin tirettigi ve

Sobolev uzaylarmin direkt toplamlar1 iizerinde tanimlanan ve degerlendirilen

£ W (—1,0)+W,(0,1) — W,/ (—1,00+w,(0,1) 4 C*
veya

KII/Vql(—l,dl)—i—VVql(dl,dz)—FVV;(dz,l)—> VVqI(—l,dl)—i—I/Vql(dl,dz)—i—VVql(dz,l)—i-Cs

gibi diferensiyel operatorlerin ¢esitli spektral oOzellikleri, 6zdegerlerinin asimptotigi,
koersitivligi ve Fredholm operatorii olma oOzellikleri ile ilgili caligmalar yapmuslardir
(Kandemir, 2017; Kandemir and Muhtarov, 2018; Kandemir, Muhtarov and Yakubov,
2009).

O. Muhtaroglu ve K. Aydemir (2016) ¢alismalarinda bir i¢ tekil noktaya sahip olan bir
Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerini ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlara

ait cesitli 6zellikleri aragtirmiglardir (Aydemir and Mukhtarov, 2016).
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2. GENEL BiLGILER

Bu boliimde tezde kullanilan bazi temel kavram ve uzaylar hakkinda bilgi verilecektir.
2.1. Vektor Uzaylan ve Normlu Uzaylar

2.1.1 Tanim (TF, +, .) bir cisim ve ¥ & bir kiime olsun. V' {izerinde toplama islemi

@ VxV >V
(u,v)—)u@v

ve skalerle ¢arpma iglemi

O :FxV >V
(k,u)—)k@u

olarak tanimlansm. Bu iki igleme gore asagidaki 6zellikleri saglayan V' kiimesine [F cismi
iizerinde bir vektér uzayi, V kiimesinin elemanlarina ise birer vektor ad1 verilir.

T1) Yu,veV igin bir tek u @ v e V vektorii vardir.

T2) Vu,v,weVigin (u@®v)®w=u®(v® w) olur.

T3) Vu eV igin u ® @ =u olacak bigimde bir & sifir vektorii vardir.

T4) VueVigin u @ (—u)=0olacak bigimde bir —u vektorii vardir.

T5) VYu,veVi¢in u®v=v®uolur.

Cl) VkeTF ve YueV igin bir k ©u eV vektorii vardir.

C2) Vk,leF ve VueV i¢in kO(IOu)=(kl)Ouolur.

C3) VkeF ve Vu,veV igin kO(u®v)=(kOu)®(kOv) olur.

C4) Vk,leF ve VueV igin (k+1)Qu=(kOu)®(/Ou) olur.
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CS5) Yu eV igin 1©u =u olacak bigimde bir 1€ vardir (Kreyszig, 1978).

2.1.2 Tanim 4, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 olmak iizere Vu,ve 4 ve Vk e F i¢in

|- 4> R
fonksiyonu
L fuf=0
2. |u|=0=u=0
3. k=]
4. Jurvl<ful+]v]
dzelliklerini sagliyorsa ||| fonksiyonuna 4 iizerinde bir normdur denir. Eger |.||

fonksiyonu A vektdr uzayi lizerinde bir norm tanimliyor ise 4 vektdr uzayma normlu

vektor uzayr ya da normlu uzay adi verilir ve (A, ||) bigiminde gosterilir (Rudin, 1991).

2.1.3 Tanim X bos olmayan herhangi bir kiime olmak iizere
d:XxX—>R
fonksiyonu Vu,v,we X i¢in

. du,v)>0
2. duv)y=0su=v
3. du,v)=d(,u)

4. du,w)<du,v)+d(v,w)
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ozelliklerini sagliyorsa ¢ fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine

metrik uzay ad1 verilir (Kreyszig, 1978).

2.1.4 Tanim (X ,d ) metrik uzayindan alman bir (”v) dizisi verilmis olsun. V& >0 ve

Vik,s>n, i¢in d(u,,u;)<é& olacak bigimde bir n, =n,(¢)e Z" var ise (”s) dizisine bir

Cauchy dizisi denir (Rudin, 1991).

2.1.5. Tanim (X, ||) bir normlu vektor uzay1 olsun. d(u,v)= ” u—v ” seklinde taniml1 4

metrigine X normlu uzayilizerinde ” . ” normu tarafindan indirgenen (iiretilen) metrik denir

(Royden, 2010).

2.1.6 Tanim (X ,d ) metrik uzayimda yer alan her Cauchy dizisi yakinsak ise (X ,d ) metrik

uzayma tam uzay adi verilir (Kreyszig, 1978).

2.1.7 Tanim B bir normlu vektor uzay1 olsun. Eger B uzay1 normdan iiretilen metrige gore

tam ise B uzaymna Banach uzay: denir (Kreyszig, 1978).

2.1.8 Tanim X bir kompleks vektor uzayi olsun. Eger
() XxX—>C
fonksiyonu Vu,v,we X ve Vk,l € C igin

1. <u,u>20 ve <u,u>:0<:>u:0

2. <u,v>=<v,u>
3. <ku+lv,w>:k<u,w>+l<v,w>
ozelliklerini saglarsa bir i¢ ¢arpim olarak adlandirilir. Eger X vektor uzay lizerinde bir i¢

carpim tanimli ise bu uzaya bir i¢ ¢arpim uzayr denir ve (X ,<- , >) seklinde gosterilir

(Royden, 2010).
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2.1.9 Tanim H bir i¢ carpim uzayt olmak iizere eger H uzayi
d(a,pB)=|a-pB|={(a-pB,a-pB) il tanimlanan d metrigine gére tam ise bu uzaya bir

Hilbert uzayt adi verilir (Royden, 2010).

2.1.10 Tanim E ve F' iki Banach uzay1 olsunlar.

D c E olmak iizere Vx,x, € D ve 4,4, €C i¢in T:D(T)c E - R(T)c F operatorii
T(/'lel +22x2) = llTxl +Z/2TXZ

sartin1 saglarsa 7 operatoriine bir lineer operator adi verilic. T:FE — F Dbiitlin lineer

operatdrlerin kiimesi £ (£, F) ile gosterilir. [laveten £(E,E) = £ (E) ile gosterilir.
Burada ifade edilen D kiimesi T' operatdriiniin tanim kiimesi olarak isimlendirilir ve D(T')

ile gosterilir. 7' operatdriiniin deger kiimesi ise F' uzayidir.
R(T)={yeF|y=T(x),xeD(T)}

kiimesine T operatOriiniin goriintii kiimesi denir.
T™':F — E operatoriine T operatériiniin tersi denir ve yalnizca T operatorii bire-bir iken

tanimlidir (Titeux and Yakubov, 2003).

2.1.11 Tamm Bir T:E — F lineer operatorii goz oniine almsm. Eger D(T)=E igin

u, € E, |ju, —uo|, > 0 iken |[Tu, —Tu, |, — 0 oluyorsa T operatdrii bir u, € E noktasinda

stireklidir denir (Titeux and Yakubov, 2003).

2.1.12 Tamm Bir 7: E — F lineer operatorii ve D(7)=E olmak iizere herhangi M >0
sayist ve Vxe E igin ||Tx||F <M ||x||E oluyorsa T operatorii stmrlidir denir. Ayrica E
uzayndan F uzayma tammli sinirlt lineer operatérlerin kiimesi B(E, F) ile gosterilir.

T operatOriiniin normu
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||T|| ||Tx||F
=su
B(E.F) xeg ||x||
x#0 E

bi¢iminde tanimhdir. Ilaveten B(E,E)= B(E) ile gosterilir (Titeux and Yakubov, 2003).

Not T : E — F operatoriisiireklidir << 7' : E — F operatorii sinirhdir (Titeux and Yakubov,

2003).

2.1.13 Tanim Eger D(T) = E olmak iizere E uzaymndaki her sinirl kiimeyi F* uzaymdaki

bir prekompakt kiimeye esleyen 7 :FE — F operatoriine kompakt operator adi verilir

(Titeux and Yakubov, 2003).

2.1.14 Tanim Eger 77': F — E swmirh ise T:E —> F operatoriine terslenebilirdir denir

(Titeux and Yakubov, 2003).

2.1.15 Tanim Eger T:E—F ve T ':F —E operatorleri smirl ise 7:E—F

operatoriine izomorfizm adi verilir (Titeux and Yakubov, 2003).

2.1.16 Tanim Eger xe D(T) igin ||Tx|, =||x|, kosulu saglamyorsa 7':D(T)— R(T)

operatoriine izometrik operator ad1 verilir (Titeux and Yakubov, 2003).

2.1.17 Tanim ¥ bir vektor uzay1 olmak lizere V iizerinde bir lineer fonksiyonel, V — R
skaler degerli bir lineer operatordiir. ¥ vektdr uzayindaki siirekli lineer fonksiyonellerin
olusturdugu uzaya ise V vektdr uzaymin topolojik dual uzayr adi verilir ve V' ile gosterilir
(Hunter and Nachtergaele, 2001).

2.1.18 Tanim E ve F Banach uzaylari olsunlar. 7' : £ — F operatorii sinirli olsun. Eger

YueE veveF' igin T" :F' — E' operatorii varsa ve

v(Tu) = (7))
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esitligi saglaniyorsa 7*:F'— E' smirl operatdriine 7 smirli operatdriiniin adjointidir

denir. Bazen v(7Tu) yerine (Tu,v) yazilabilir (Yakubov, 1994).
2.1.19 Tanim E ve F' Banach uzaylar1 olmak iizere T : E — F sinirlt operatorii verilsin.
Tu=0

homojen denklemin ¢6ziim kiimesi T operatoriiniin ¢ekirdegi (kernel) olarak adlandirilir ve

ker T ile gosterilir. Dolayisiyla,

kerT={u|u e E,Tu =O}

seklinde yazilir. Burada ker T =T"' (0) oldugu agiktr.

T: D(T ) cE—->R (T ) C F smirli operatorii verilsin. F’, F nin eslenik uzay1 olmak tizere

cokerT={v|veF', v(Tu)=0, u eD(T)}

kiimesi I operatoriiniin cokernel i olarak adlandirilir ve cokerT ile gosterilir.

Eger T:E — F sinirli lineer operatorii asagidaki sartlar1 saglarsa 7" operatoriine Fredholm

operatorii denir.

L. R(T), F iginde kapalidir.

2. kerT ve cokerT, sirasiyla E ve F'niin sonlu boyutlu altuzaylaridir.
3. dimkerT =dimcoker? (Yakubov, 1994).

Lemma E,F ve G Banach uzayi olmak {izere

1. E Banach uzayi1 G Banach uzayina kompakt gomiiliidiir.



2. T:E — F operatori sinirhidir ve Vy >0 i¢in
|7l <l + 2 (7) ;% < .

sartlar1 saglaniyorsa T : E — F operatorii kompakttir (Titeux and Yakubov, 2003).

2.2. Olciilebilir Uzaylar

2.2.1 Tanim [ herhangi bir kiime olsun. | kiimesinin her bir elemani i¢in bir 4, kiimesi

varsa {A,-}l.e , kiimesine kiimeler ailesi denir (Piotr Hajlasz). Yani elemanlar kiimelerden

olusan kiimeye kiimeler ailesi ad1 verilir.

2.2.2 Tanim X # & olmak tizere

F

{44 x|
&
{4, 4, 4s,.... 4,,..}

neIcZ+}

olsun. Bu aile P (X )kuvvet kiimesinin bir alt ailesidir. Bu aileye kiimeler dizisi denir.
2.2.3 Tamm 4= {A,, |ne I} ailesi ve G — R” kiimesi verilsin. Eger

1. GCUAn oluyorsa A ailesine G kiimesinin bir rtiisii denir.

nel

2. A ailesi G kiimesinin bir ortiisii ve her n e i¢in 4, agik oluyorsa A ailesine G

kiimesinin bir a¢ik értiisii denir.

3. I, — I sonlu bir alt kiime ve A ailesi G kiimesinin bir 6rtiisii iken Ay = {A,, |ne IO}

ailesi G kiimesinin bir ortiisii ise 4 ailesinin bir sonlu alt ortiisii vardir denir.
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2.2.4 Tanim G < R” olmak tlizere G kiimesinin her a¢ik Ortiisiiniin sonlu bir alt oOrtiisti

mevcutsa G kiimesine kompakt kiime adi verilir (Zorich, 2004).

2.2.5 Tamm X herhangi bir kiime, F ise X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger

1. XeF

2. VAeF igin A° ¢ F

3. Her 4,4,,...4, € F i¢in U;Ai eF

4. Her A4,4,,...4, € F igin ﬂ;Ai eF

ozellikleri saglaniyorsa F ailesine X iizerinde bir cebir denir (Cohn, 2013).

2.2.6 Tanim X herhangi bir kiime, F ise X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger

1. XeF

2. VAeF igin 4A° e F
3. Her 4,4,,..,4, € F igin Ui:lAi e

4. Her 4,4,,...4,F i¢in (| 4 eF

ozellikleri saglaniyorsa F ailesine X iizerinde bir O — cebir denir (Cohn, 2013).

2.2.7 Tanim F ailesi bir X kiimesi iizerinde bir » — cebri olsun. Bu durumda (X ,F ) ¢iftine

olciilebilir uzay, JF ailesinde yer alan her bir kiimeye de 6l¢iilebilir kiime denir (Cohn, 2013).

2.2.8 Tanim (X, F) bir 6liilebilir uzay olsun.

2 F —[0,+0]
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olarak tanimli g fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa £¢ fonksiyonuna JF iizerinde

bir 6/¢ii denir.

2. F ailesinin ikiser ikiser ayrik bir (E,) dizisi i¢in ,u(o E,) = i,u(E,-)

i=1

Ayrica E E(Ei) igin ,U(E)saylsma da E kiimesinin olgiisii ad1 verilir. 4 fonksiyonu F

tizerinde bir 6l¢ii olmak tlizere (X F, ,Ll) ’ye bir 6/¢ii uzayr denir (Cohn, 2013).

2.2.9 Tanim X kiimesine ait kuvvet kiimesi P(X) olsun. ,Ll* :P(X)—>[0,OO] seklinde

tanimlanan U fonksiyonu

2. FcEcX igin ' (F)<u (E)

-

3. Viel i¢inE e P(X) ise ,u*[

Eijsgu*(Ei)

i=1

sartlarini saglarsa ,U* fonksiyonuna X kiimesi lizerinde bir dis 6/¢ii denir (Cohn, 2013).

2.2.10 Tanmim X kiimesi tizerinde bir dis 6lgi ,Ll* olsun. VEC X ve FcC X igin

* *

{(E)=p (ENF)+u (ENF)

oluyorsa F kiimesine ,U*a gore olgiilebilir kiime denir (Cohn, 2013).

2.2.11 Tanim X olgiilebilir bir kiime olsun ve g fonksiyonu
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g: X 5> RU{—o0,+0}

seklinde tanimlansin. Eger Vk € R igin

(2l (x)> k|
kiimesi Ol¢iilebilir ise & fonksiyonu élgiilebilirdir denir (Adams, 1975).

2.2.12 Tanim Eger Fc Ec R" ve ,u(F) =0 iken E kiimesindeki tiim kosullar E\F

kiimesinde de saglaniyor ise hemen hemen heryerde saglaniyordur denir (Adams, 1975).

2.2.13 Tanim p € R've Q= R” bir bolge olmak iizere
' (Q)= {g|j|g (x)|pdx <o, g c')'lgiilebilir}
Q

seklinde tanimlanan L” (Q) ile, () da tamimli olan tim & él¢iilebilir fonksiyonlarin smifi
ifade edilecektir (Adams and Fournier, 2003).

2.2.14 Tanim (£, Normu) 1< p <o iken

)}

lel, = U |g(x)|pdxr

Q

seklinde ifade edilen ||||p fonksiyoneli L (Q) iizerinde bir normdur (Adams and Fournier,

2003).

Not ¥ (Q) uzaymda
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1. p=1iken L (Q) = L(Q) integrallenebilir fonksiyonlar uzayt,

2. p=2 iken r (Q) karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay: olarak adlandirilir.

Lemma (Fatou Lemmasi) (Q, A, ,U) Olclim uzayinda reel degerli, integrallenebilir ve

negatif olmayan fonksiyon dizisi ( g, ),n =1,2,... olsun. Buradan

.L: liminf g dx <liminf I gn d

olur (Adams, 1975).

2.2.1 Teorem ( Lebesgue Baskinlik Yakmsama Teoremi) R’ in dlgiilebilir bir kiimesi (2

ve (gi), i=1,2,...reel degerli fonksiyonlar dizisi olmak iizere Vx e Q ve Vi igin dyle bir

heL'(Q) fonksiyonu mevcuttur ki |gl. (x)| < h(x) olur. Buradan

lim gl(x)dx J‘(lin;gi(x))a’x

i—o0

elde edilir (Adams, 1975).

2.2.2 Teorem (Riesz-Fischer) 1< p <« iken L’ (Q) uzay1 Banach uzayidir.

fspat.‘

1. durum: 1< p <o iken,

r (Q) uzayinda (an) Cauchy dizisi goz 6niine alinsin. j =1,2,... i¢in

olacak sekilde (a,) dizisinin bir (,,) alt dizisi meveuttur. Simdi

J
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olsun. Buradan

1
b Iy —
<25
1 1 1
=—+—+..+t—
2 2 2™
4]
2
<1

elde edilir. »(x)=lim b, (x) almarak monoton yakmsaklik teoremi uygulanirsa

m-—>0

[ [p(x) e =1tim [ |, (x)[ @x <1

m—>o0

oldugu goriiliir. Dolayisiyla €2 da hemen hemen her yerde b(x) < oldugu elde edilir.

Ayrica

o0

a, ()6)+Z:[an,+l (x)_a", (x)}

J=1

serisinin €) bodlgesinde Lebesgue baskinlik yakinsama teoreminden dolay1 hemen hemen

her yerde a (X) e yakinsadigi elde edilir. Eger a (x) =0 alnirsa

a,(x)+|a,, (x)-a, (¥)]

o0
J=

serisinin limiti taniml degildir. Ote yandan
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)+ (4, (x)-a, (x)]

J=1

serisi yakinsak oldugunda €2 bolgesinde hemen hemen her yerde

lima, (x)=a(x)

m—yo0 M

olur. (a,,) bir Cauchy dizisi oldugu i¢in V& >0 icin m,n > 1y mevcuttur oyle ki

| m

olur. Fatou lemmas1 geregi

I |a dx - Q}l_)mo0 a, (x)-a,(x) " dx
x)—a,(x) L dx
oo
<&’

elde edilir. Buradan , e i¢in a=(a-a,)+a,el’(Q) ve |a-a,| —0 oldugu

goriiliir. Dolayisiyla L’ (Q) uzay1 tam oldugundan Banach uzayidir.

2. durum: p = iken,

(a”) dizisi L* (Q)uzaymda bir Cauchy dizisi ise Olgiimii sifir olan ve x ¢ A4 seklinde bir

A < Q kiimesi vardir. Buradan her m,n =1,2

geee

Ve
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a, (x) -a, (x)| <

an _am 0

elde edilir. Bu da (a,,) dizisinin Q\ 4 kiimesinde , ya diizgiin yakinsadigmi gosterir. Eger

x € A igin a(x) =0 olarak alinirsa a € L* (Q) ve
n — oo igin ||an —a”w -0
olur. Buradan L* (Q) uzaymin tam oldugu sonucuna varilir (Hunter, 2014).

2.2.15 Tanim E', R" nin bos olmayan bir alt kiimesi ve £ ile £ kiimesinin R" deki
kapanisi gosterilsin. Eger E < Q ve E, R" de kompakt yani kapali ve smirl ise bu durum

EccQ veya E € Q seklinde gosterilir (Adams, 1975).

Ornek © =(0,8) ve Q, =(3,5) olsun. Burada 52[3,5] drr.

QcQvedcQ
oldugundan
Q, c= €

olur.

2.2.16 Tanim ( L* (Q) Uzay1) €2 iizerinde 6lgiilebilir bir g fonkisyonu goz dniine alinsim.
Q) iizerinde hemen hemen her yerde | g(x)| <T kosulunu saglayan bir T sabiti varsa g

fonksiyonuna €2 iizerinde esasen smirlidir denir. T sabitlerinin alt smirlarinm en biiyiigiine

Q iizerinde |g| fonksiyonunun esas supremumu adi verilir ve esssup.cq |g (x)| ile gosterilir.
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Q iizerinde esasen smirli olan tiim g fonksiyonlarinin vektor uzayma L”(Q) uzayr adi

verilir. Ayrica
lel. = ess suple ()

ile tanimlanan |{| fonksiyoneli Z*(Q) tizerinde bir normdur (Adams and Fournier, 2003).

2.3. Sobolev Uzaylan

2.3.1 Tanim E olgiilebilir kiimesi ayrik E|, E,,..., E, Ol¢iilebilir kiimelerinin birlesimi

olsun.Yani

E=\JE, i#j=E NE=0

J=1

olur. Ayrica

h — Zj:l ejZEj
basit fonksiyonu verilsin. Burada e; -ler reel sayilardir ve

l, xek, ise

09, -]

0, x¢E;ise
fonksiyonu E; kiimesinin karakteristik fonksiyonudur. Bu durumda

Z:’; ef'u(Ej)

reel sayisina £ basit fonksiyonunun E kiimesi lizerindeki Lebesgue integrali denir.

.[h(x)dxzz;;ejy(Ej)

E
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bi¢ciminde gosterilir. Eger g fonksiyonu 0lgiilebilir fonksiyon ve negatif deger almiyorsa o
halde sup IE h(x)dx ifadesine g fonksiyonunun E kiimesi iizerindeki Lebesgue integrali

denir ve

J.Eg(x)dx =sup IEh(x)dx
seklinde gosterilir. Burada supremum £ kiimesinin disinda sifira esit olan ve £ kiimesinin

lizerinde 0<h(x)<g(x) sartiu saglayan tiim 6lgiilebilir basit /(x) fonksiyonlarmm

kiimesi iizerinden alinmugtir. Eger g fonksiyonu 0lgiilebilir, reel degerli ise
g =max(g,0) ve g~ =—min(g,0)

fonksiyonlarmin her ikisi de dlgiilebilir ve negatif olmayan degerli fonksiyonlardir. Burada

esitligi saglanir. Eger IE g (x)dx ve IE g~ (x)dx integrallerinin en az bir tanesi sonlu ise

o halde
Jyg(x)ax =], & (e[ g (xev

esitligi ile tanimh J.E g(x)dx ifadesine g fonksiyonun integrali denir. Eger

IE g" (x)dx ve IE g~ (x)dx

integrallerinin her ikisi de sonlu ise g fonksiyonu E kiimesi lizerinde (Lebesgue)
integrallenebilirdir denir. E lzerinde integrallenebilen fonksiyonlar smifi L' (E) ile

gosterilir (Adams, 1975).
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2.3.2 Tanim Q, R" de bir bdlge olsun. £ cR" ve E kiimesinin R” deki kapanis1 E olmak
lizere eger E — Q ve E,R"nin kompakt bir alt kiimesi ise £ € Q olur. g, E kiimesinde

tanimli bir fonksiyon olsun. Bu durumda g fonksiyonunun support (destek) kiimesi

supp(g)={x€ E|g(x)#0}

bigiminde tamimlanir. Sayet supp(g) € Q ise g fonksiyonuna kompakt supporta sahiptir

adi1 verilir (Adams, 1975).

2.3.3 Tanim Q herhangi bir kiime olsun. Her mertebeden tiireve sahip ve Q kiimesinde

supportu kompakt olan fonksiyonlara test fomksiyonu denir. Q kiimesindeki test

fonksiyonlarinin uzay1
Cy(Q)=D(Q)= {g eC”(Q)|supp(g) kompakt}
seklinde gosterilir (Olver, 2010).

2.3.4 Tanim D(Q) lizerinde tanimh olan siirekli lineer fonksiyonellerin uzayina D(Q)

uzayinin dual uzayr adi verilir ve
D'(Q) ={g|g: D(Q) - F siirekli ve lineer}

olarak ifade edilir. D'(QQ) dual wuzaymm elemanlarma ise genellestirilmis

fonksiyon(distribution) denir (Griffel, 1981).

2.3.5 Tanim € iizerinde hemen hemen her yerde tanmimli olan g fonksiyonu verilsin. Eger
E & Q olacak bigimde her dlgiilebilir £ kiimesiigin g e L'(E) ise o halde g fonksiyonuna,
Q tzerinde lokal integrallenebilir fonksiyon denir. Bu durum geZ, (Q) bi¢iminde

loc

gosterilir. Her g e L, ,(Q) fonksiyonu igin
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T,(v)=[ew@d, y(x)eDQ)

esitligi ile tammli bir 7, =D'(Q) genellestirilmis fonksiyonu (distribution) vardir. Burada

T, doniisiimii D (€)iizerinde tanimh bir lineer fonksiyoneldir (Adams, 1975).

2.3.6 Tamm f e L, (Q) olmak iizere 7, =D”(T,)e D'(Q) olan g, e L;,.(Q) varsa g,

loc

fonksiyonuna f fonksiyonunun zayif tiirevi veya genellestirilmis tiirevi denir. Burada

D*f =g, iken g, € Lj,(Q) ve Yy € D(Q) igin

[ FED () = (=1)[_g, (o ()

esitligi saglanir (Adams, 1975).

2.3.1 Teorem

1. Klasik tiirevi mevecut olan bir fonksiyonun zayif tiirevi de mevcuttur fakat tersi her
zaman gecerli degildir yani zayif tiirevi mevcut olan fonksiyonlarin klasik tiirevi olmak

zorunda degildir (Diening, Harjulehto, Hésté and Ruzicka, 2011).

2. Klasik tiirev noktasal tanimli iken zayif tiirev integral yardimiyla (bdlgesel) tanimlanir

(Penteker, 2015).

3. Lineerdir. Yani g, g, € L, (Q) ve k,k, €R i¢in

loc
D* (klgl +k2g2) =k,D* (g1)+k2Da (gz)
olur (Burenkov, 1998).

4. D“f =gveD’g=hise D*'” f = h olur (Burenkov, 1998).

232 Teorem Q, R" de bos olmayan bir agik kiime ve ge L, (Q) olsun. Eger

Vi eCy (Q) igin
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Ig(x)w(x)dxzo

Q

oluyorsa Q iizerinde hemen hemen her yerde g =0 olur (Atkinson and Han, 2005).

Ornek: Q=R olmak iizere g(t)=|¢| mutlak deger fonksiyonunun zayif tiirevini bulunuz.
Coziim:  g(r)=|f| mutlak deger fonksiyonu ¢=0 noktasinda klasik anlamda
diferensiyellenebilir degildir. Buna karsin g ()= |t| fonksiyonunun ¢ = 0 noktasinda birinci

mertebeden zayif tiirevi y € Cy' (R) fonksiyonu igin

£|t|l//'(t)dt = —.[On//’(t)duzn//’(t)dt

~~{w O Jo @l wiof -Ju 0]

0

—00

seklinde elde edilir (Atkinson and Han, 2005).
Ornek: Sigramali siireksizlige sahip fonksiyonlar zayif tiireve sahip degildir.

Coziim: k e R sabiti igin

fonksiyonu goz oniine almsm. v(x) fonksiyonunun zayif tiirevinin olmadigni gostermek
igin tersi kabul edilsin ve v(x) fonksiyonunun zayif tiirevi 7(x) e Lj,. (—1,1) olarak almsm.

Bu durumda zayif tiirevin tanim geregi vy e Ci° (—1,1) igin
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yazilir. Buradan

1

Iv(x)l//’(x) dx = —j-l w'(x) dx+j;w'(x)dx =-w(0)-w(0)=-2yw(0)

-1
oldugundan Vy e Cy (—1,1) i¢in

1

It(x)t//(x)dx = 21,//(0)

K
elde edilir. Vy e Cy(0,1) igin

1

It(x)w(x)dx =0

0
oldugundan dolayr Teorem 2.3.2 geregi (0,1) araliginda hemen hemen her yerde 7(x)=0
oldugu elde edilir. Benzer olarak (—1,0) araliginda hemen hemen her yerde ¢(x)=0 olur.
Dolayisiyla (—1,1) arahgmda hemen hemen her yerde 7(x)=0 olur ki bu durumda
Vy eCy(-11) igin 0=-2y(0) celiskisi ortaya ¢ikar. Yani kabul yanlistir. v(x) zayif

tiireve sahip degildir (Atkinson and Han, 2005).

2.3.7 Tamm Q, R" de bir agik kiime olsun. 1< p <o ve k € Z* igin

wk (Q)z{geLP|D“geLp (Q),

P

a|§k}

uzayma Sobolev uzay: adi verilir. Diger bir deyisle Sobolev uzayi, kendisi ve k. mertebeye

kadar olan tiim genellestirilmis tirevleri L (€) ya ait olan fonksiyonlarin olusturdugu

uzaydir (Tartar, 2007). Burada,
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—

g:Q — R lokal integrallenebilen fonksiyon

2. abir multi-indeks olmak tizere |a|=a, +a, +...+ a,,

a\a\g
3. Dg=0"g=0"0"..0"g=
g g g Ox,“10x,..0x,

4. g nin ¢-yinc1 mertebeden genellestirilmis tiirevi D“g olarak ifade edilmistir.
Not

1. w;(Q) Sobolev uzayindaki normlar

1
) P
| de| , 1<p<m,

[De]

o, {1l

lell.. = max

= 00
<k -

olarak verilir.

2. 1<p<oo ve k>0 i¢cin Wy (Q) Sobolev uzay: bir Banach uzaydir.

3. p=2icin W} (Q) uzayi

et grp

i¢ ¢arpimina gore bir Hilbert uzay1 olur (Tartar, 2007).

2.3.8 Tanim p >1 reelsayl, k>0 ve a<<& <b igin
ka (a,§,b):ka (a,f)-l—W: (§,b):{u|u =u, +u,, U EW; (a,f), u, EW; (f,b)}

olarak ifade edilen uzaylara Sobolev uzaylarinin direkt toplami denir. Ayrica bu uzay
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||g||p,k :”g Wy (a.) +||g W (&.b)

normu ile sirasiyla (a,f ) ve (.f ,b) araliklarmda W; (a,f ) ve W; (f,b) uzaylarina ait olan

ve [a,é )U(f ,b] araliginda tanimh g=¢ (X) kompleks degerli fonksiyonlarin Banach

uzayi olarak ifade edilir.

2.3.3 Teorem Her Sobolev uzay1 bir Banach uzaydir.

Ispat: {g,}, Sobolev uzayinda bir Cauchy dizisi olmak iizere {D”g} , 0<|a|<m igin
L7 () uzaymnda bir Cauchy dizisidir. 27 (Q) tam oldugundan dolay:r Z” () uzaymnda
0<|a|<m i¢indyle g ve g, fonksiyonlar1 mevcuttur ki

n—o iken g —>g ve D%, —> g,

olur. Simdi £ (Q)c L, () olsun. 7, € D'(Q) ve herhangi y € D(Q) igin Holder

esitsizliginden

g, (x)-g(x)|lw (x)dx v, e, -el,

elde edilir. Burada i-i-L':l’dir. Dolayisiyla her y e D(Q) igin n-—>o0 iken
p p

T, (¢)>T,(v) oldugu elde edilir. Benzer sekildle her yeD(Q) icin

&n

T. (v)—>T, (v) olur. Buradan her y € D(Q)igin

D%,

1, (v)=lim,, (v)=lm(-1)"T, (0%)=(-1)T, (D)

o
nowo D& n—»0

elde edilir. Dolayisiyla 0 <|a|<m i¢in g, = D*g olur. Buradan da g e W (Q) elde edilir.

Dolayisiyla lim|g, — g”k , =0 olur ve buradan W () Sobolev uzaymin
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tam oldugu elde edilir. (Adams and Fournier, 2003).

2.4. Interpolasyon Uzaylan

2.4.1 Tanim E ve F Banach uzaylar1 olmak iizere 7 : E — F birebir ve cebirsel islemleri
koruyan bir donilisiim mevcutsa £ Banach uzayr F Banach uzayma gomiilmiistiir denir ve
E o F ile gosterilir (Yakubov and Yakubov, 1999).

242 Tanim E ve F ikireel ya da kompleks Banach uzay1 olsun. £ < F' olmak lizere

1. T:E — F operatorii siirekli ise £ < F gomiilmesi stireklidir.

2. T:E — F operatorii kompakt ise £ F gomiilmesi kompakttir.

Ayrica M € R olmak lizere x€ E igin E < F gomiilmesinin stirekliligi
I, <],

esitsizligine denktir (Yakubov and Yakubov, 1999).

Lemma

1. E,F,G Banach uzaylaridir.

2. E© F gomillmesi kompakttir.

3. F 5 G gomiilmesi siireklidir.

kosullar1 saglansin. Bu durumda vy >0 ve x€ E i¢in M € R olmak iizere

[l = 7l + 2 () ]

esitsizligi saglanir (Yakubov and Yakubov, 1999).



35

2.4.3 Tanim G, ve G,, G Banachuzayina gdmiilmeleri siirekli olan iki Banach uzay1 olsun.
Yani G, =G ve G, <G olmak iizere G, ve G, uzaylarma interpolasyon ¢ifti denir ve

{Gy, G, } seklinde gosterilir. Burada

G, + G, :={x|xeG, dx; €G;,j=0,1, x=x+x, ||x = inf (xo

X=X +x]
x;€G;

o el )

Go+Gy

Banach uzay1 goz oniine alinirsa

K(t,x)= inf (xo
et

. +l||x1”01)’ xe Gy +G

fonksiyoneli (0,00) da siireklidir ve

min {1,¢}|x

< K (t,x)<max {17} x|

Go+Gy Go+Gy

esitsizligi saglanir (Yakubov and Yakubov, 1999).

2.4.4 Tanim {G,,G,} interpolasyon ¢ifti icin K-metodu yardimiyla 0<6<1, 1<p<ow

olmak iizere bir interpolasyon uzayu,

1

(Go.Gy), , ={x|x€ G +G,, I~ Zz(j:tlngp(fsx)df)Q"o}

0.p

(Go,G)),  ={x|xeG,+G,

0,p

= sup ¢ K (t,x)<o}

A
(Go,Gy )0,p xe(0,0)

seklinde tanimlanir (Yakubov and Yakubov, 1999).

Lemma {G,,G,} interpolasyon gifti olsun. 0 <@ <1, 1< p <o olmak iizere

L (G.G),,=(GG)y,
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2. ||x

) SC”x )

1-6 0
x” xeGyNG
(Go.Gr),, Go " lG 2 0r M

3. GyNG, ifadesi (G,,G) ., iserisinde yogundur.

4. Eger G, = G, ise bu durumda (GO,GI) =G, =G olur.

0.p

1 1 ..
Not (Young Esitsizligi) 1< p<ow, —+—=1,£>0 ve m,n>0 i¢in
P q

esitsizligi saglanir (Yakubov and Yakubov, 1999).

Lemma {G,,G,} interpolasyon gifti olsun. 0 <@ <1, 1< p<oo igin

A

) S C(”x

(Go.Gi . _

o 1, ) xeGinGL aec

esitsizligi gegerlidir.
Ispat Yukaridaki lemma ve Young esitsizligi kullanilirsa

0
G

A g, < CIAL

1-6
Go

elde edilir (Yakubov and Yakubov, 1999).

1-0 ||
Go X

(Go,Gi )H»P

14
<Clel (Al ) <<l

o )

2.4.5 Tamm(G,, G, ) bir interpolasyon ¢ifti ve
G, +G, :{xOer1 X, € Gy, x, EGI}

olmak tizere,

G,NG cEcCG+G,
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seklindeki bir £ Banach uzayma ara uzay adi verilir (Lunardi, 2009).

2.4.6 Tanim (K Fonksiyonu) Vx e G, + G, ve ¢t >0 i¢in K fonksiyonu

K(6%,G,,G)=K(tx)=  inf (|,

x=xy+x,% €Gy,x €G

o il )
olarak tanimlanir (Lunardi, 2009).

2.4.7 Tamm [ < (0,+x) ve 1< p<oo igin dt Ol¢timiine karsilik gelen / araligindaki reel
t

veya kompleks degerli [’ fonksiyonlarmin uzayr [ (7) ile gosterilir. Ayrica g

fonksiyonunun normu

1
ﬂ P
t

g(t))

(1) :(I ‘g(’)p
0

p <o igin ||g

p = igin ||g (1) = €S SUPer

olarak tanimlanir (Lunardi, 2009).

2.4.8 Tanim 0<@<1,1<p<oo ve L (0,+00) Lebesque uzayi olsun.

(G),G\),, ={x€G,+G,:t > 'K (1,x,G,,G,) e IZ (0,4+w)}

aK(t,x,GO,Gl)

|

=\t
(GoaGl){}_p || Lf(0,+oo)

olmak tizere

(Gy.G,), ={x€G,+G,:lim_  t°K(t,x,G,,G,)=lim, ., °K(,x,G,,G,) =0}

t—+00

seklindeki uzaylar reel interpolasyon uzayi olarak isimlendirilir. Ayrica 7+ K (7,x),

(0,00) araliginda siirekli oldugundan dolay1 Vx e G, + G, igin
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(G0, G), <(Gp.G), .,
olur. (G,,G, )g uzaylar1 ayrica siirekli interpolasyon uzaylar1 olarak da adlandirilirlar.

[laveten ||x||( ifadesi yerine ||x|| 0. ifadesi yazilabilir. Ayrica V¢ > 0 igin

G,y .G )0'})

K(1.x.G,.G))=tK (t",x,G,.G,)

ifadesi dogrudur. Buradan [7(0,o0) Lebesgue uzaymi koruyan r ="' doniisiimii ile

0<0<1, 1< p<oo igin

(GOJGI) :(GI’GO)

6,p 1-6,p

ve
(GO’ Gl )9 = (Gl’ GO )1—.9
esitlikleri elde edilir (Lunardi, 2009).

Lemma (Sobolev Uzaylarmin Interpolasyonu) 0<s</, 1< p<o, QcR"” olsun. Bu

durumda

I-s

4

Xy SC(”x W@ +|/1|l ”x”L,,(Q))’ xeW,(Q), 21eC

esitsizligi saglanir.
Ispat s ¢ 7 olsun. Bu durumda

W, (Q):=B,,(Q)=(W(Q).m,(Q),

P

oldugundan
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7 (9)=(L,(@).7 ().
olur.
¥, <€ (Il Il ) - x € Go G

oldugundan dolay1

N s

, xeW, (Q)

I
Wi(@)

1-=
o 7
Ly(@)

(55 W) = C|x

elde edilir. Young esitsizligi kullanilirsa

s

-2
li

I—-s
A

me)) i)

75 (Q)

+|x

o)

Ly(9)

olur. Eger s € Z ise

oldugundan

elde edilir.

SC”x .

1-0
Go

||x x”(;1 , xeG, NG,

(Go.Gi )g’p

esitsizliginden
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N s

i
wi(@)

1,
=
L(©)

[ ws(@) = Cllx

olur. Buradan da istenilen esitsizlik bulunur (Yakubov and Yakubov, 1999).

2.4.1 Teorem 0<Rez <1 agik arahigmnda F(z) fonksiyonu analitik ve 0 <Rez <1 kapali

araliginda sinirl ve siirekli olsun. Eger —o <f <o ve 0<8<1 igin

|F (it)| < M,,

F(1+it) <M,

ise
—0<t<o igin |F(6’+it)| <M;’M/
saglanir (Bergh, 1976).

2.4.2 Teorem ( Riesz-Thorin ) (U, u) bir 6l¢ii uzayt olsun. L (U, u) ile U iizerindeki

skaler degerli u—olgiilebilir 7 fonksiyonlarinin Lebesgue uzayi ifade edilecektir. Oyle ki

1< p <oo olmak lizere

I, ([l o

sonludur. Limit durumunda yani p=o0 i¢in L tim u—0lgilebilir ve siurl fonksiyonlar:

icerecektir. Dolayistyla

[71., =supy | ()
yazilabilir. L, =L,(U,du) veL, =L,(V,dv) olmak iizere T': L, — L_ lineer bir doniisiim

olsun. Bununla beraber eger 7': L, — L, doniigiimii sinirl ise

|71,
171,

M = Supf#O
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olarak ifade edilir. A sayisinna 7': L, — L doniigimiiniin normu adt verilir.

|71,

Do # P, Ve q, # q, oldugu kabul edilsin. M =sup f#)W olmak iizere M, normu ile
L,

birlikte

T:L, (U,du)—L, (V.dv)
ve M, normu ile birlikte

T:L, (Udu)—L, (V.dv)

oldugu kabul edilsin. Bu durumda

0<0<1 ve l:ﬂ+£ , l:ﬂ+ﬁ
p pO pl q qO Q1

olmak iizere
T:L, (U,d,u) — L, (V,dv)
ve
M<M)°M!
saglanir.

fspat.‘

(h.g)=| h(»)g(r)dv



Ve

olsun. Holder esitsizliginden

[, =sup{

(h.g):lel,, =1}

Ve

M= sup{|<Tfag>|3”f”Lp :”g”Lq/ =1}

42

elde edilir. p <o ve q'<oo oldugundan f ve g fonksiyonlarmin kompakt support ile siirl

oldugu goriiliir. Ote yandan 0 < Rez <1 i¢in

1 _l-z z 1 -z z

p(z) p p qd(z2) g 4

o(2)=p(x.2)=|f (x)]r |§j Eg  xeU
v(2) = (r.2) =g )it ELL ey
g (»)

elde edilir. Ayrica (o(z) € Lp/_ ve l//(z) € Lq/ ve dolayisiyla Tgo(z) € Lq/ ,J =0,1. Buradan

9'(z)e L,, y'(z)e L, ve dolayisiyla 0 <Rez <l igin (Tgo)’ (z)e L, elde edilir. Bu da

0<Rez<I igin

F(2)=(To(2).0(2))
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ifadesinin varligmni isaret eder. Ayrica F(z) fonksiyonu 0<Rez<1 agik araliinda

analitiktir ve 0 <Rez <1 kapah araliginda sinirl ve siireklidir. Ote yandan

P
P0 1
L,

=[f

e Hf :

LPO

lo(1+it)], Hm"‘ =171, =1

L,

ve benzer sekilde
v (i), =l (+io)], =t

elde edilir. Kabuller geregi,

|F () <o, ()], <M,

|7 (i) <|ro(+in)], Jw(+i)], <M,
elde edilir. Ayrica,
o(0)=f, v(0)=¢g
ve dolayistyla

F(9)

(77.¢)
olur. Buradan Teorem 2.4.1 geregi
(Tf.g)| <My "M

veya buna denk olarak
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M<M7M’
elde edilir (Bergh, 1976).

Onerme 0<6 <6, <1i¢in G, =G, olmak iizere (G,,G)) C(GO,GI)Q1 ise

6, ,0

Vp,q €[] i¢in (G,,G,),  <(G,.G, )91,q olur (Lunardi, 2009).

0,.p
Ispat: Her x €(G,,G, )92’00 ve t>1 igin

K (t,x) <l
ve 0<r<1 i¢in

K(t,x) <t%|x

6,,0

esitsizlikleri kullanilarak

I+, . = jolt“gl‘lK (£, x)dt + _[lmt“g"‘K (,x)dt
< J'l 0 dt+ J.Ml_&‘_] ¢
0 > 1

1
<
‘92 _91

dt

X Gy

0,

1
0, ,0 G,
2 91 0

elde edilir. G, < G, oldugundan (GO, G, ) o © Gy +G, =G, elde edilir (Lunardi, 2009).

2.5. Sturm-Liouville Simir Deger Problemi

2.5.1 Tanim Bir [a,b] reel aralifinda siirekli m(x), m'(x), n(x) ve s(x) fonksiyonlarmi
ele alalim. [g,b] araliginin her bir noktasinda m(x)>0, s(x)>0 iken ve A, x

degiskeninden bagimsiz bir parametre olarak verilsin.
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(m(x)y')’ +(n(x)+As(x))y=0, a<x<b
6 y(a)+6,y'(a)=0, (912 + 922 >0,

71y(b)+72y'(b)=0 > 712+722>0

olarak tanimlanan probleme regiiler Sturm-Liouville sinir deger problemi adi verilir

(Kandemir, 2021)

2.5.2 Tanim m(x), n(x) veyas(x) fonksiyonlarmdan biri bir x = x, noktasinda singiler

ise
(m(x)y')’ +(n(x)+As(x))y=0 a<x<b
denklemine x = x, noktasinda singiiler Sturm-Liouville denklemi,
(m(x)y’)’ +(n(x)+As(x))y=0, a<x<b
6y(a)+6,y'(a)=0,  6>+6, >0,
ny®)+7,y'0)=0 , ¥+, >0
problemine ise singiiler Sturm-Liouville problemi ad1 verilir. Burada,

1. [a,b] arahgmndaki herhangi bir x elemant igin m(x)=0 veya s(x)=0ise

2. m(x),n(x) veyas(x)fonksiyonlarindan en az bir tanesi a ve b noktalarmm en az

birinde sonsuz ise

3. (a,b) araligi smirsiz yani (—o0,b), (a,%) veya (—o0,0) ise
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sartlardan en az biri saglanirsa bir singiiler Sturm-Liouville problemi elde edilir (Kandemir,

2021).

2.5.3 Tanim

(m(x)y')’ +(n(x)+As(x))y=0, a<x<b
6y(a)+6,y'(a)=0, 07 +6, >0,

71y(b)+7/2y,(b)=0 > 712+722>0
regililer Sturm-Liouville smir deger probleminin sifirdan farkli bir y ¢6ziimiiniin mevcut
olmasini saglayan A degerine problemin bir 6zdegeri, bu A1 6zdegerine gore bulunan

sifirdan farkli y ¢Ozlimiine ise problemin bir 6zfonksiyonu adi verilir. Bu problemin tiim

0zdegerlerinin olusturdugu kiimeye problemin spektrumu denir (Kandemir, 2021).

2.5.1 Teorem m,, m,, m, ve s, bir [a,b] araliginda siirekli m, >0 ve s, > 0iken

myy" +my' +myy+ Asyy =0
denklemi
(m(x)y")' +(n(x) + As(x))y =0
olarak yazilabilir.

fspat.‘

myy" +my' +myy+ Asyy =0

.. N (L my So
denklemini m, ile boliip —=a ve — =hve — =y, alirsak denklem

m, m, my

Y'+a(x)y'+b(x)y+As;(x)y =0
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bi¢iminde yazilir.

7'(x)=a(x) ve m(x)=e’" fonksiyonunu ele alalim. Burada m(x) fonksiyonu [a,b]

araliginda pozitiftir. »'(x) = a(x) oldugu i¢in

m'(x) = ' (x)e’ = m(x)a(x)

fonksiyonu [a,b]araliginda siireklidir.

V'+a(x)y' +b(x)y+Asi(x)y =0

denklemini m(x) ile ¢arparsak

m(x)y" +m(x)a(x)y’ +m(x)b(x)y + Am(x)s(x)y =0

denklemi elde edilir. [a,b] araliginda m(x)pozitif oldugu i¢in bu denklem ile

myy" +my' +myy+ s,y =0

denkleminin ¢6ziimii aynidir. m(x)b(x) = n(x) ve m(x)s,(x)=s(x) alirsak

m(x)y"+m'(x)y +n(x)y+ As(x)y =0

veya

(m(x)y') + (n(x) + As(x))y = 0

biciminde yazilabilir (Kandemir, 2021).
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2.5.4 Tanim

8 (x), k=0,1,2,..,n fonksiyonlar1 [a,b] arahginda n. mertebeye kadar siirekli

tiirevlenebilen fonksiyonlardir. &, (x)# 0 iken n. mertebeden lineer

L(y) =0, (x)y(") +0,. (x)y("_l) +..4+0, (x)y" + 0, (x)y’ + 0, (x)y

diferensiyel ifadesini ele alalim. y ve ¢ fonksiyonlar1 n. mertebeden tiirevlenebilir olmak

iizere L(y) diferensiyel ifadesi ¢ =¢(x) fonksiyonunun 0= ¢(x) karmasik eslenigi ile

carpilip a dan b ye kadar integrali alindiginda

esitligi elde edilir.

esitligi kullanirsa

=] p(a),y (@) 2" (@), 1 (B), 1 (B),ns " (B) ],
¢ =[0(a). ¢ (@)oo (a).0(b). 0 (6).n " (b) ]

7 ve ¢ degiskenlerinin bilineer formu

seklinde olur.
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Ve

P(2.{)=P(y.0)

esitlikleri kullanilirsa

IL(y)(;dx =P(7,{)+ yL (go)dx

Q —

veya

(L(»)P-yL*(p)jx=P(r.5)

Q —

denklemi elde edilir. Bu denkleme Green formiilii denir. Burada b = x alinirsa

X

JL(y)ode = P(. )+ [ ()

a

seklinde yazilir. Bu denklemde x e gore tiirev alinirsa

*

d
L(y)o-yL(9)=—-P(z.¢)
dx
denklemi bulunur. Bu denkleme Lagrange formiilii ad1 verilir (Kandemir, 2021).

2.5.5 Tanim L(y)=96, (x)y(”) +0,. (x)y('H) .46y ()Y +6(x) Y + 6 (x)y=0

diferensiyel denkleminin eslenigi
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j— j— — 14

L*(0)=(-1) (5:0) " +(=1)" (520) " +...+(5:0) ~ (i) +5up=0
seklindedir (Kandemir, 2021).

2.5.2 Teorem

L(y)=(m(x)y'") +n(x)y
olmak tizere

L(y)+As(x)y=0,a<x<b

L (y)=6y(a)+6,y'(a)=0
L, (»)=ry®)+7,y'(b)=0

probleminin sinir sartlar1 kendine esleniktir (Kandemir, 2021).

fspat.‘

L, (y) =6 y(a)+6,y'(a)=0
L, (y)=ry®)+7,)'(b)=0

sinir sartlarinin eslenigini bulmak i¢in sinir sartlarina

L3 (y) = ply(a)"'pzy'(a) =0
L,(y)=ny®b)+n,y'(b)=0

sinir sartlarmi ilave edelim.Burada £, ve L, sinir formlart L, , L, ,L; , L, sistemini lineer

bagimsiz yapacak bi¢cimde alinmaktadir. Buradan bu dort smir formunun olusturdugu

L (»)=60y(a)+6,y'(a)=0
Lz(y):yly(b)erzy’(b):()
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L, (y) =py(a)+p,y'(a)=0
L,(y)=ny®b)+n,y'(b)=0

Ll 01 92 0 0 y(a)
L, 0 0 » 7n _ "(a)
L, popr 00 J’(b)

L, 0 0 n n y'(b)

<

sistemi bulunur. Bu sistemden y(a)=y,, y(b)=y,, y'(a)=y., y'(b) =y, gosterimlerini
kullanarak y(a), y(b), y'(a), y'(b) ifadelerini ¢ekelim. Burada L, L,, L;, L, smir formlar1

lineer bagimsiz oldugu i¢in sistemin katsayilar determinanti

6 6, 0 0
0 0 »n y
p P P2 01 ()2 :(91,02—92,01)(;/2771_7/1772)?&0

0 0 m nm

L (72/?2771 —71/02772)—'92 (72113771 —71113772)
‘o A

) 6, (7Lt — 11 Lsit, ) — Li (72020 — 1112
‘o A

y = -L, ('91P2772 - 60,01, ) +7> (191P2L4 - ‘92/31L4)
Y =
A

v = — (91/32L4 - 92/31L4)+ L, (01/02771 - 92/01771)
y =
A

olarak elde edilir.

(L(»)@—yL (9))dx=P(z.¢)

Qe >
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seklinde verilen Green formiiliinde n =2, a, (x) = m(x), a, (x) = m'(x) =q (x) alinirsa ve

p(a)=0., ¢(b)=0,, ¢'(a)=¢., ¢'(b) = ¢, olmak lizere

= (alcoy +apy' _(a2§0)' )’)

a

!

=(m'py+mpy —m'py—me'y)

b
a

b
a

=m(py'-¢'y)
=m[ (@35 =0y )~ (Vi — @iy |

elde edilir.

A
P(T, )Z =0 (_71 (‘91sz4 _92P1L4)+L2 (91/?2771 — 6, o, ))

— 0 (—Lz (G112 = Oopits ) + 72 (G2 Ls — Grpi Ly ))
— 0. (8 (72Lsm = yiLsmy )+ Li (2000 = 11p172))

+ @, (L (7200 = 112112 ) = 02 (72 Lstt = 1iLam2 )

= L[ @. (7201 = nipim ) + @4 (202 = 1ipam) |
+L [(/’b (91,02771 —6,pm ) +@, (‘91/02772 -1 )]
+ L[ @, (07112 = Oyam ) - @, (Oo12m = Ooymy )|
+1L, [(0;; (‘9271,01 —607.p ) — (‘917/2,02 — 0720 )]

elde edilir. Boylece
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P(7,{)=Lm

@Anmm—%mm%ﬂunmm—%mmq
A

= Lzm

'z (01,02771 —6,p1, ) +¢, (‘91/02772 — 60,01 )j
A

(71772 = )2 )(‘91% -6, )j
A
)

== L3m

= L4m

(92,01 -0, p, (71(0/7 _7/2(0!;)}
A

olarak bulunur. Dolayistyla
P(7,¢)=TL + L, + L, +TL,
oldugu i¢in
1,=0,7,=0
sinir gartlari

L(y)=6y(a)+6,y'(a)=0
L, (y)=yy(b)+ 7,5 (b) =0

sinir sartlarinin eslenik sinir sartlaridir. Buradan

m (92/01 —91,02)(71% +72§0z;)

T, = =0
A
T =m (71772 =2t )Ael% +92(P!1) ~0

bulunur. Buradan verilen sinir sartlarinin eslenigi

6@, +6,¢p, =0
710 + 720, =0
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ya da

6n,+6,n.,=0
71, + 721, =0

olarak bulunur. Boylece teoremin hipotezinde verilen smnir sartlarinin kendine eslenik

oldugu ortaya cikar (Kandemir, 2021).

2.5.3 Teorem L(y) = (m(x)y’), +n(x)y olmak iizere

L(y)+is(x)y=0, a<x<b

L(y)=0y(a)+6,y'(a)=0
L, (»)=7y®B)+ 7,y (b)=0

problemi kendine esleniktir (Kandemir, 2021).

Ispat Yukarida verilen problemin iirettigi diferensiyel operator £ ve bu probleme ait eslenik
problemin Tirettigi diferensiyel operator £* iken L£=L* olur. Ayrica siir sartlar1 da
kendine eslenik oldugundan teoremde verilen regiiler Sturm-Liouville problemi kendine

eslenik bir sinir deger problemidir.

2.5.4 Teorem L(y)= (m(x)y’)’ +n(x)y olmak iizere

L(y)+ls(x)y=0, a<x<b

L (y)=6y(a)+6,y'(a)=0
L, (»)=7y®)+ 7,y (b)=0

seklinde verilen sinir deger problemi kendine esleniktir ve bu problemin 6zdegerleri reeldir

(Kandemir, 2021).
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fspat

Verilen sinir deger probleminin bir 4 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu y olsun.

L ( y) =—Asy
denklemine ait kompleks eslenik

L(y)=-Asy
seklindedir. Sinir sartlariin eslenigi

0 y(a)+6,y'(a)=0
7y (b)+7,y'(b)=0

olur. Devammda L(y)=-Asy denklemi y ile L(y)=-Asy denklemi y ile garpilip

birbirinden ¢ikarilirsa
VL(y)-yL(7)=(2-2)s¥

denklemi elde edilir. Bu denklemin

b

jz(J_/L(y)—yL()_/))dx = (Z—/I)Isy)_/dx

a

seklinde integrali alinirsa ve esitligin sol tarafina Green formiilii uygulanirsa

[m(z' -7 =(2-7 )Tsy?dx

a

bulunur. Buradan yukaridaki denklemin sol tarafi



b

[m(3' =) =m(b)[3y - ys75]-m(a)[ ¥y = v 7]

a

seklinde elde edilir. Sinir sartlarindan elde edilen

0 14 !
Vo= =2y ve y, ==Ly
6, 4

ifadeleri son denklemde yerine yazilirsa

b

[m (7' =)]

a

p— —_ 0 ’ — -
- %yém(b)[%yb +7zyb]—jyam(a)[yaal + a7, |
1 1

bulunur. 6, =y, =0 almirsa

b

[m(3' =) =0

a

elde edilir. Eger 6, #0 ve y, #0 ise sinir sartlarinin eslenigi formiiliinden yine

olur. Buradan

b b

(/I—ﬂ_u).[sy)_/dx=(/l—/7):|:s|y|2 dx=0

a

bulunur. s> 0 ve [y >0 oldugu igin

>

A-A=0=> 1=

elde edilir. Buradan A 6zdegerinin reel oldugu sonucu ¢ikar (Kandemir, 2021).

56
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2.5.5 Teorem L(y)= (m(x)y’)’ +n(x)y olmak iizere

L(y)+ls(x)y=0, a<x<b

L(y)=6y(a)+6,y'(a)=0
L (¥)=ry®B)+ 7,y (b)=0

siir deger probleminin 6zdegerleri basittir (Kandemir, 2021).

Ispat Problemin bir 4 6zdegerine y ve ¢ gibi iki tane 6z fonksiyonun karsilik geldigi kabul

edilsin. Oz fonksiyonlar problemi sagladig: igin

(m(x)y')' +n(x)y+As(x)y=0,a<x<b
elya +92y; :0
7Y+ 7235 =0

(m(x)(p')' +n(x)p+As(x)p=0,a<x<b
6, + 09, =0
1195 + 7205 =0

bi¢ciminde yazilir. Yukaridaki ilk denklem ¢ ile ikinci denklem y ile ¢arpilip birbirinden

taraf tarafa ¢ikarilirsa

(m(y'o-¢'y)) =0
elde edilir. y ve ¢ her iki smir sartin1 sagladigi icin x = a noktasinda

6y, +6,y,=0
G, +60,p,=0

olur. Yani



58

o ) )o)

iken 67 + 65 >0 kosulundan dolay1 katsayilar matrisinin determinanti

Ya yL’z —0
Pa Pa
yani
Yoo = PuVa =0
bulunur. Buradan m(x)> 0oldugundan
Yo—¢'y=0
Y_2 _,
y 9
y=co

bulunur. Burada ¢ bir keyfi sabittir. Yani y ile ¢ lineer bagimlidir. Boylece her bir 1 6z

degeri i¢in ¢6ziim uzaymin bir boyutlu oldugu elde edilir (Kandemir, 2021).

2.5.6 Teorem
L(y)+ls(x)y:0, a<x<bh

L(y)=6y(a)+6,y'(a)=0
L (»)=ry®)+ 7,y (b)=0

regiiler smir deger probleminin 6zdegerlerinin dizisi (4, ) olsun. Bu dizi artan ve wraksak bir

dizidir (Kandemir, 2021).
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2.5.6 Tanm y,(x) ve y,(x) [a,b] arahgnda farkl: iki 6zfonksiyon olsun. x e[a,b] igin

bu fonksiyonlarmn k(x) agirlik fonksiyonuna gére

b

fyp(x)yq(x)k(x)dxzo

a

oluyorsa y,(x) ve y,(x) 6z fonksiyonlarina birbirine diktir (ortogonal) denir (Kandemir,

2021).

2.5.7 Teorem Regiiler sinir deger probleminin A, ve A, farkli 6zdegerlerine kargilik gelen

farkli y, (x) ve y,(x) 6z fonksiyonlar: diktir (Kandemir, 2021).

Ispat A, ve 2, problemin 6zdegerleri y, (x) ve y,(x) fonksiyonlar: da bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar oldugundan

(m ()25 (x)) + (n(x) + A45(x)) v, (x) =0
esitlikleri saglanir. Birinci denklem y, (x) ile ikinci denklem de y, (x) ile garpilirsa

!

2, (2)(m ()5 () + (1) s () v (), (1) =0

!

2, (3)m(x) 35 () + (2 A3 (), (), () =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler birbirinden ¢ikarilirsa

(Ao =24) 75 (x) 2, (x)s(x) =[m(x) (3, (x) ¥ (x) =2, () ¥ (x))]
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denklemi elde edilir. Buradan

b

(A =2) [ 3, (%) v, (x)s(x)dx =m(B)(3, (b) ¥, (b) ~ v, (B) ¥}, (b))

" ~m(a)(y, (a) 7, (a)- v, ()} (a)

elde edilir. y,(x) ve y,(x) Ozfonksiyonlart verilen problemin smir sartlarini

saglayacagindan dolay1 y, (x) 6zfonksiyonu igin

6,7, (a)+0,,(@) =0
71yp(b)+72y;(b) =0

ifadelerini, y, (x) 6zfonksiyonu igin

6y,(a)+6,y,(a)=0
7Y, (0)+7,y,(b)=0

ifadelerini ele alalim. Ik denklemlerden olusan

0y,(a)+6,y,(a)=0
0y,(a)+6,y,(a)=0

sistemindeki 6, ve @, katsayilar1 ayn1 anda sifir olamayacag: i¢in sistemin sifirdan farkl

¢Ozlimii vardir. Yani sistemin katsayilar determinantt sifir olur.

olur. Benzer sekilde ikinci denklemlerden olusan

7/1yp(a)+ 7/2)/;)(61) =0
1y, (@) +y,y,(a)=0
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sistemindeki y, ve y, katsayilar1 ayn1 anda sifir olamayacagi i¢in sistemin sifirdan farkl

¢Ozlimii vardir. Yani sistemin katsayilar determinantt sifir olur.

Buradan

b

(2 =2) [, (), ()5 (x)dx = m(b) (v, () ¥, (B) = v, (8) y; (b))

: ~m(a)(y, (a) 7, (a) v, (@)} (a)

denkleminde denklemin sag tarafi sifir olur. 4, # A, oldugu i¢in

b

IYp (x) v, (x)s(x)dx=0

a

bulunur. Béylece 6zfonksiyonlarin birbirine dik oldugu elde edilir (Kandemir, 2021).

2.5.7 Tanim Regiiler Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlar1 y; (x), k=1,2,3,...

fonksiyonlar1 ve ¢, katsayilari bulunmasi gereken sayilar olsun.

1(¥)=Fewr ()

serisine f'(x) fonksiyonunun @ <x<b arahigmda regiiler Sturm-Liouville problemine ait

ozfonksiyonlarin serisi ad1 verilir (Kandemir, 2021).

2.5.8 Teorem Regiiler Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlar1 [a,b] araliginda
yi(x), k=1,2,3,... fonksiyonlar1 ve f fonksiyonu a<x<b araliginda pargali diizgiin

olsun.
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gckyk (x)

0zfonksiyon serisi f* fonksiyonunun siirekli oldugu her xnoktasinda f(x) fonksiyonuna

yakinsar. f fonksiyonunun siireksiz oldugu her x = x, noktasinda

%(lim £(x) + tim f(x)j

XX XXy

ifadesine yakinsar (Kandemir, 2021).

2.5.9 Teorem Regiiler Sturm-Liouville probleminin 4, k£ =1,2,3,..., 6zdegerlerine karsilik
gelen her bir y; 6zfonksiyonunun a <x <b araliginda (k—1) tane sifir1 (6zfonksiyonu sifir

yapan nokta) mevcuttur (Kandemir, 2021).
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3. SUREKSIZ KATSAYILI COK NOKTALI SINIR DEGER
PROBLEMININ SPEKTRAL OZELLIiKLERI

Bu boliimde tezin esas konusu olan smir deger probleminin ifadesi verilecektir. Ayrica bu
problemin spektral 6zellikleri, koersitivligi, izomorfizimligi ve Fredholm operatorii olma

ozellikleri aragtirilacaktir.
3.1. Siireksiz Katsayih Simir Deger Probleminin Ifadesi

Bu tez galismasinda [—1,1] aralignn iki i¢ noktasinda siireksizlige sahip ti¢ aralikl, asagida

tanimlanan sinir deger problemi géz oniine almacaktir. Problemin diferensiyel denklemi
L(A)u=t(x)u"(x)+(k(x)=2"Ju(x)= f(x), xe[-Ld,)(d,.d,)U(d,,1]

seklinde tanimlidir. Burada 4, ve d, i¢ noktalar1 denklemdeki katsay1 fonksiyonlarmnin

stireksiz oldugu noktalardir. Probleme ait sinir sartlar1 da

Lu= o™ (=1)+ gu'™ (d, - 0)+ Z?’lg ") (x,)=h

Lu:= a2 (d +0 +ﬂ2 2723 x2§ =h,

13

Lu—au("13)(d 0)+,B3 d+0 273? () (x;,) =",

L= au™ (d,—0)+ gu™ (d, +0)+ Zy4 ") (x,,)=hy

Lot = agu™ (dy —0)+ pu'"™ (d, +0) + Z}/Sb N(x5,) = he

N

Lﬁu::a()u(mﬁ)(d —0)+ Bou (me) (d,+0)+ Z;/m (me) (xg, ) =g

seklinde tanimlanmaktadir. d, ved, noktalarina gore yazilan sartlar gegis sartlar1 olarak ifade

edilmektedir. Burada, —1<d, <0<d, <1, a;, B3, 7,, h, kompleks sayilar; f(x) verilen

s V)

reel degerli fonksiyon ve |o,|+|3]# 0 olmak iizere
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t xe[-ld)
t(X): t, XG(dl,dz)
L xe(dz,l]

seklinde tammbidir.  Ayrica  x, e[-1,d,)U(d,.d,)U(d,,1] i¢ noktalar; k(x),

[-1.d,)u(d,.d,) U (d,.1] iizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.

3.2. Problemin Tanimh Oldugu Sobolev Uzay1
Bu kisimda ¢alistigimiz problemin Sobolev Uzay1 tanitilacaktir.

0<s,,5 <o, s, #s, Qc R" igin (WP““ (Q),W;‘ (Q)) =B,, (Q)

6.9
olmak iizere asagidaki uzaylar géz 6niine alinacaktir:

Eger,

0<s,,5 <00,5, ;zr&s],1<p<oo,13qSoo,i+l=1,0<0<1,s=(1—9)so+9sl ve Qc R"
P 9

1se

olur. Bu uzaylar Sobolev uzaylarmin interpolasyonu ile tanimlanan Besov uzaylaridir

(Triebel, 1978).

Wy (Q)

; ( ]p normu ile birlikte w e L () lerden
Wp (Q) ) p
olusan Banach uzayidir. ) (Q)= L, (Q)olur.

Eger 0<s,,s, tamsayilar, s, #s,l1<p<oo ve 0<@<1,s=(1-6)s,+0s, ise
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ve 1< p,, p, <©igin

(Triebel, 1978).

e , ueB;"(Q)mB;'(Q)) ve 0<s</l<p<owveleC igin

(@) S C(”” ;;(Q) o Z;}(Q)

I—-s

K

ey < €l o+ 1] T

P

o)
olur (Yakubov and Yakubov, 1999).

3.3. Homojen Denkleme ve Homojen Olmayan Gegis Sartlarina Sahip Smir Deger

Probleminin Coziilebilirligi ve Koersitivligi

Oncelikle
Ly(A)u=t(x)u"(x)—A’u(x)=0 (1)

seklinde homojen diferensiyel denklemi olmak tizere
Lgu=ou™ (=1)+ gu™ (d, -0) = h )

Ly = au™ (d, +0)+ g™ (1) = b, 3)

Lou=au™ (d,-0)+Bu™ (d, +0)=h, (4)

J
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j=3,4i¢cink=1; j=5,6 i¢in k=2 homojen olmayan gecis sartlarini iceren simir deger

problemi géz Oniine alinacaktir. Kullanilacak olan notasyon ve tanimlar asagida verilmistir.

1 . _
,j=12,3, k=1,2; Q= mln{argtl,argtz,argt3}, Q= max{argtl,argtz,argg};

Py = (_l)k T

ae, B, 0 0 0 0
0 0 0 0 oy Loy
0= 0 a3¢1r;3 133(0;113 0 0 0
0  apy By O 0 0
0 0 0 oy By 0
0 0 0 oy Beir 0

D(e,l)::{ie(C|7r+(3<arg/1<3zz+g—g}-

Sobolev uzaylarmimn direkt toplamu (—1,d,),(d,,d,) ve (d,,1) araliklarna gore tanimlanan
Wy (=1,di) Wy (did>) ve Wi (ds,1)
Sobolev uzaylar1 dikkate alinarak
qu (—l,dl)%LWf (dl,dz)J'quk (dz,l) (k>20,g>1,keZ,qgeR)
seklinde tanimlanmaktadir. Bu direkt toplam uzayinin normu

ey = s oy 1y el
” wE(-11) wE(-1d,) wE(dy.dy) wE(dy.0)
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esitligi ile verilmektedir. Bilindigi tizere W, (a,b) Sobolev uzay1 bir Banach uzayidir. Tiim
Olgiilebilir « (x) fonksiyonlarmin (a,b) araliginda k. mertebe dahil bu mertebeye kadar olan

genellestirilmisg tiirevleri g6z Oniine alinmak iizere qu (a,b) Sobolev uzayinin normu

1

u" (x)rdqu Lk>0veg>1

k b
”” W (ab) ;Ua

seklinde tanimlidir.

3.3.1 Teorem Eger #=0 ise herhangi &£>0 i¢in dyle bir 7, >0 vardrr 6yle ki her

AeD(g ),

/1| > y. kompleks sayilari i¢in (1)-(4) problemi
n> max{Z,max{ml,mz,m3,m4,m5,m6} +1}

olmak iizere W, (~1,d,)+W, (d,,d,)+W/ (d,,1) uzayma ait olan bir tek u(4,x) ¢oziimiine

sahiptir ve bu ¢dziim igin

n n—k 6 n—m,—;
;W ”“ wE(-11) = C(5)2|ﬁ“| |hj| ®)
- =
koersitiv esitsizligi saglanir.
fspat Sn=-L¢,=6,=4d,,8,=&,=d,,&, =11, = [_ladl)alz = (dl9d2)’13 = (dzal]

olmak tizere (1) homojen diferensiyel denkleminin 6 tane u, =u (x,A) temel ¢oziimii

e(p"i(x_é/k) xel. i¢in
U, = / j=1,23 k=12
0 x ¢ 1, i¢in

seklinde tanimlanacaktir. Yani ¢oziimler x e [—1, dl) icin



x e(d,d,) igin

x €(d,,1] i¢in

Ax=&

" 2(Pll ( 11)
PraA(x—

U12 =e ? (x flz)
Ax-¢&

. 3(021 ( 21)
Ax—

u, e(ﬂzz( 522)
A(x=¢&

3 3{/)31 (‘C 31)
P A(x—

U32 =e 2 ( 532)
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seklinde goz Oniine almacaktw. C,,,C,,C,,,C,,,C;,,C;, keyfi sabitler olmak iizere (1)

denkleminin genel ¢oziimii

u(x,/l):

> x— x—d, Ax—d A(x—d. A(x—1
:Clle@ll(“*l)_i_clze(/’lzl(‘f d1)+CZIe‘/’21/1(Y 1)+C22e¢22 (x 2)+C31e¢31 (X 2)+C3ze¢732 (x )

M-

(leujl (2, 4)+Cpu (x, /1)) =

—1

-

(6)

biciminde yazilir. (6) esitligi sinir gecis sartlarinda yerine yazilirsa asagidaki sistem elde

edilir

L]()u = alu(ml) (_1) +ﬂ1u(ml) (d] _0) = h]

e | o) o) gl (1)
Liu=q ) (—1)

+C226(P221(X*d2) + C3le(p3|l(xfdz) + C3ze(p32&(x71

(m)
C e‘Pll)“(“')_i_C e@zl(x‘dl)_i_c e(ﬂzli(x—dl)
+ﬂ1[ 1 12 21 ) (d1—0)=hl

+szeml(x7d2) + C3le‘”M(X*d2) + Cne"’”'i()‘*1
Liu=Cy, ((011/1)”“ (al + ﬂle(p”l(d'ﬂ) ) +C, (§012/1)mI (ale(p'ﬂ(fl*d') + ﬂl)
+ C21.0 + C22.0 + C31.0 + C32.0 = hl



A(x+1 Ax—d, A(x—d,
L u=a Cllew“ (X+ ) + Clze(plz (x l) + CZle(/m (r l)
o — U2
+Cpe™ ) 4 ) ™M) 4 e !

(m2)
)} (d,+0)
Cl]e(p”/l(ﬂl) + C1ze¢]ﬂ(x_dl) + C21€¢2‘/1(x‘d1) ()
5 Mx—d Mx—d Ax-1 (1) =h
+C22€¢22 (x_ 2) + Cj,]e%l (x_ 2) + C326%2 (X—)

Lzou = C1|.0+C|2.0+C21.0+C22.0+C31 ((03]/1)"1 (a2 +ﬂze(/7slll dz))

+Cy ((032/1)”12 ( e 4 ,32)

L30u = 0(314('"3) (d] _0) + ﬂ3u(m3) (d] + O) = h3

Clle(p“l(ml) +Clze(plz/l(x—d|) +Czle(p21},(x—dl) (m3)
d -0
+Cpe™ ) 4y o) 4 0 o2 ) (4:-0)

Lyyu = 053[

pnA(x—dy) ©314(x—d>)

+Ce

Cll (p“ﬂ(XJrl) +C126W121(X7d1) +C le¢211(X7d1)
+ s
+Cype

)+ Cse
Lyou =Cy, ((Pll/l)m %emi(dwl) +Cp, ((012/1)’"3 a;
+Cy (§1’21/ﬂt)m3 By +Cx ((Dzzﬂb)m3 ,339(/)22/1(0117[12) +C51.0+C5.0 =1y

L401/l = 0!4u(m4) (d] —0) + ﬂ4u(m4) (dl + O) = h4

Clle(p“ﬂ.(xﬂ) +Clze(plz/l(x—d1) +Czle(p21/1(x—d1) (m4)
Lyou = a4 Mx—dy) Ax—dy) A(x-1) (dl - 0)
+Cpe™ " 4 Cs " 4 Chre™
.\ ﬂ Clle(plll(xﬂ) + Clze(plzﬂ(x—dl) + CZIegon.(x—dl)
4
+C22€¢22}~(x_d2) + C3|e%1}b(x_d2) + C32€¢321(x_1
Lyu =Cy, (@11/1)"14 0546(“%(%“) +C, ((/’12/1)”14 a,

+Cy (gl’zl/l)m4 B+ Cx (("222*)”14 ﬂ4e¢22&(d17d2) +C5.0+C,.0=hy

(m3)
(032/1()(—])} (dl + O) - h3

(m4)
)J (d1 +0):h4

69
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Ls()u = 0[5u(m§) (d2 - 0) +ﬁ5u(m5) (d2 + 0) = h5

C P ) | 0P )y ) pondle-d) (ms)
Lsou = as e o e (d2 _0)
+C22€¢22 (X 2) + C31€%' (x 2) + C3ze(mz (x )

IB Clle‘/’ll/l("”) + Clze@zl(kdl) + CZIefﬂzM(x—dl)
+ 5
+C226¢22/1(X—d2) + C316¢>31/1(X—d2) + Csze(pzz)u(x—l

(ms)
)] (d2 +0):h5

Lsou = C11.0+ C12.0+ CZI ((DZI/’i,)mS aseq)le(dZ_dl) + C22 (§022/1)m5 a
+Cy, (Qal/l)ms Ps +Cyy ((0322,)’“5 ﬂse‘/’”;"(dfl) = hy

Lé(]u = a6u(m6) (d2 _O) +ﬂ6u(m()) (d2 + 0) = h6

A(x+1 Ax—d, Ax—d,
', | (Cne"’“ (40 4 €em ) 4 Gy M)
60 6

Ax—d. A(x—d. A(x-1
+C226(p22 (x 2)'|'(:31€(p51 (x 2) +C3ze(/}32 (x

(ms)
J (4:-0)

Clle(p“l(xﬂ) +Clze¢q21(x7d1) +C21e(p21/1(x7d1)
+ s

+C22€¢22/1(X7d2) + C}le%li(Xﬂb) =5 C326%21(X71

(ms)
)] (d2 +0):h6

Loou = C,,.0+ C,.0+ G, ((pzl/i)m6 a6e¢2'l(d2 ) 4 Cy, (¢22/1)n16
+ C31 (<D3lﬂ’)m6 ﬂ6 + C32 ((p32/1)m6 ﬂ6e(p32;L (d2-1 ) = hé.

Busistem C,,C,,C,,,C,,,C;;,C;, katsayilarma gore yeniden diizenlenirse

C, (0{1 +ﬂ1e"’“’1(d‘“))((o1 )" +C, (a A=) +,Bl)((p A)" =

C,, (az + By ) )(g031/1)m2 +C,, (0{2 el | g )((p32

Ciiase 2)" 4ot (934)" +Coy By (02,2)" + Cpp Bre™ "2)(%2/1)"’3 = h,
Crae e ( ) +Cha, (("12’1) + Gy ((921 )m4 +Cpe patld) ((022/1)’”4 =h,
Corase™ ) () 2)" + Cootts (0 2)" + Coi B (0 A)" + Coafie™ " (1, 2)" =
Cpaee™ ™ (0, A)" + Copttg (9 d)" +Co By (9 )™ + Coo Bee™ ™) (9, A)™ = b

(ﬂn (dy+1) (

(7)

sistemi elde edilir. 2 € D(¢,4) oldugundan
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%+g<argl¢)jk <377z—5, j=1,23k=1

—%+g<arg/1¢jk <%—g, j=12,3k=1

esitsizlikleri yazilabilir. Sonug olarak bunlardan dolayt 4 ve ¢ >0 i¢in
elde edilir.

o, =d +l,0,=-1-d,0, =d,-d,0, =d -d,,0, =1-d,,0,, =d, -1

6
olsun. Dolayistyla m = Zm ; olmak tzere (7) sisteminin determinanti ,
J=1

ag) Bes, 0 0 0 0
. 0 0 0 0 e Loy
a(a)=aZ"|| O @ Bek 000
0  apy By 0 0 0
0 0 0  a¢; By 0
0 0 0  awy By 0
Bel a0 0 0 0
o 0 0 0 0 a0y Loy
L el 00 el 0 0
a0 0 By 0 0
0 0 apy 0 0 By
0 0 apy 0 0 By

=2"(6+0(2))

seklinde elde edilir. Her ;=1,2,3ve k=1,2igin ¢,®, <0  oldugundan

AeD(e,A) ve [A] > ise o(1)— Oolur. Dolayisiyla @0 olmasi nedeniyle dyle bir
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7, >0 sayist vardir ki 4 ED(S,&) tiim kompleks sayilart igin |A|>y, ve A(1)=0 olur.

Dolayisiyla (7) sistemi
1 6
C,(A)=—=—=D A, (1), j=12,3k=12
(D=5 S (S

seklinde tek bir ¢6ziime sahiptir. Burada €, kompleks sayilar olup |4 — o iken o, — 0

olacagindan A, (1)determinantlari

6
va —m;

Ay (A)=(0,+0,(2)A7  j=123 k=12

gosterimine sahiptir. Buradan ¢, (1) katsayilari

formuna sahiptir.

T+Q 3z+@

Bu durumda, her » > 0 tamsayis1 ve +e<argA< 5 =—g,

Al = oo igin,

L)

A

6 3.2
e S CZ[ T e A, (,.)j ®)
4 i=1 j=1 k=1 a\"J

veya
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P A(x+1) + e(ﬂlzl(x‘dl)

6
<C |h|(
i=1

P A(x=dy)

L,(-1dy)

P A(x—d,)

L,(-1,dy)

+1le

+lle

L,(dy.dy) L,(dy.dy)

Lq (dZ ’1) j

esitsizligi elde edilir. Buna gore 1 € D(&,4) igin |1| — oo iken

+ efpzll(x’dz)

+ He‘/’zzﬂ()"l)

Ly(dy)1)

. &
J' 1 Re(p” x+1 < J'dl eiq‘lH‘o“‘smE(XJrl)dx
-1

-1
:(—q|/1||go”|sin§j [e il sin 1) 1}

|”11

&
d, d, —q|4 in—(x—d,
q 1 Reg,A(x—d. 1 —dlAenfsin>(x—d;)
=J. gRenAlx ‘)deJ. e 2 dx
(-Ld,) -1 -1

||u12 ( ,/1) iy
1 -
= (_q |ﬂ~| |§012|Sin %j [1 _ eqi(p]zsmz(prdl)j
C

£
d d, —qlA in—(x—d,

q 2 Rep, A(x—d ]y [sin=(x—dy)

J. e ™ (- ')d < e 2 dx

d

2[ f]|i||¢’21|s1n—j (e Wl (e d')—lj

(e)l2]"

”u21 ( ,/1)

dl «dy)

koersitive esitsizligi elde edilir. Benzer bir yolla 1 € D(&,4) igin |A| — o iken
(e ”1)”2(1,») <C(e)]A" j=23 k=12

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikleri (8) de yerine yazarsak,
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U, = C@ZI

L,(-11) pr

Ju

oldugu goriiliir. (5) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.4. Ana Problemin Fredholm Operatorii Olma Ozelligi

3.4.1 Tamm EveF iki Banach uzay1 ve F "da Fin adjointi olsun. 7:F — F lineer

operatorii agagidaki sartlar1 saglarsa Fredholm operatorii olarak adlandirilir.

1. R(T) = {Tu|u € D(T)} goriintii kiimesi £ i¢inde kapalidir.

2. kerT ={u|u e D(T)ve Tu = 0} ve
cokerT = {u|u eF veVueD(T) i¢inu (Tu)= O}
kiimeleri sirasiyla E ve F ' icinde sonlu boyutlu alt uzaylardir.

3. dimkerT =dimcokerT

Burada anax{Z,max{mj J :1,2,...,6}+1} olmak {izere Sobolev uzaylarmin direkt

toplaminda tanimlanan ve degerlendirilen, probleme ait lineer diferensiyel operator

LW (=Ld,)F W (dyody )W (dy 1) = W (=L, )W (dyoddy) + W7 (dy 1) +C°
Lu = (L (A)u, Lu, Lzu,L3u,L4u,L5u,L6u)

seklinde ifade edilmektedir.

3.4.1 Teorem Asagidaki kosullar saglandigi kabul edilsin.

1. ##0,,,#0,t,#0;m, 20;0 # 0 olmak iizere

xe[-Ld,) i¢int(x)=1,xe(d,.d,) igint(x)=1t,,x €(d,.,1] i¢in t(x) =1,

2. k(x),[-Ld)u(d,.d,)U(d,,1] iizerinde 6lgiilebilir fonksiyondur.
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Bu durumda
LW (=1,d))+W) (d,,dy)+ W] (d,,1) > W (-Ld,)+ W (d,,d,)+ W (d,,1)+C°
Liu—> Lu=(t(x)u"(x)+k(x)u, Ly, Ly, Ly, Ly, L, L)
lineer operatdrii sinirli ve Fredholm operatdrdiir.

fspat

Lu = (t(x)u"(x),u(—l),u'(—l),u(—dl)—u(+dl),u'(—dl)—u'(+dl)
u(—a’z)—u(+a’2),u'(—a’2)—u'(+a’2 ))

Lu= (k(x)u,Llu —u(—l),Lzu —u'(—l),L3u —u(—a?])+u(+a’I ),
Lyu—u'(=d,)+u'(+d,), Ly —u(=d,)+u(+d,),
Lu _”,(_dz ) +”,(+d2))

olmak {izere £ operatérii £=£+£, formunda tekrar yazilabilir. f e (-1,1) olsun.

Buradan teoremin hipotezindeki (1) sartindan ve i+l =1 oldugundan dolay,
P 4q

' (x) f(x)e L (-1,1)nL,(-1,1) olur. Gergekten, Schwartz esitsizliginden,

j|t1 (x)f(x)|dx < (j' P (x)f(x)dx]P (j’ % (x)|f(x)|qujq

d, d, d,

1,
<Cx?

e . )
[J x? (x)|f(x)|quJ

< C“f”Lq(dz’])

elde edilir. Sonug olarak



problemin bir ¢ézliimii

u(x)=J-_x1(x—y)z‘_l(y)f(y)d)Hrg1 +(x+1)g,, xe(-1d,),

u(x)= [ (x=r)" (0) £ ()
- () f (D) dy+ g+ 8- g

+(J.dllt1(y)f(y)dy+g2—g4)(x—dl), xe(d,d,),

u(x)= [ (=) () () v+ [ (r=2) 7 ()1 () v
Y () )y g,
+(fdl o (v)f(y)dy+g, —g4)(d2 ~d,)~g,

+(J:2f‘ (y)f(y)dy+2j'jf1 (y)f(y)dy+g2—g4—g6)(x—d2),xe(d2,1)

formuna sahiptir. Eger
few 2 (-1d)+w, > (d,,d,)+W, > (d,,1)

ise (10) denklemi gosterir ki

olur. Dolayisiyla hipotezdeki (1) sart1 geregi (9) esitsizligi ve Teorem 3.3.1 geregi

76

(10)
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4 W (=Ld)+W,) (dy,d,)+ W (d,,1) > W, (=1,d,)+ W, (d,,d,)+ W (d,,1)+C°
seklinde tanimlanan £ operatorii izomorfizmdir. Ayrica agiktir ki £, lineer operatorii
LW (=Ld, ) F W (dyody ) F W (dya 1) > W2 (=1,d, ) W2 (dydy ) £ (1) 4 C°
seklinde tanimlidir.
Sonug olarak Fredholm operator perturbasyon teoremini £=£,+£, operatoriine

uygulayabiliriz (Kato, 1966). Buradan £ operatoriiniin Fredholm oldugu elde edilir. Diger

taraftan £ operatdriiniin smirli oldugu aciktir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
3.5. Problemin Esas Kisminin Izomorfizmi ve Koersitivligi

Bu kisimda (1) - (4) probleminin i¢ noktalar1 bulundurmayan halini géz Oniine alacagiz.

Buna gore
Ly(A)u=t(x)u"(x)=2u(x) = £ (x), xe[-1,d,)U(d,,d,)U(d,,1] an

Ly =™ (=1)+ g™ (d, - 0) = b (12)

Ly = o™ (dy +0)+ ™ (1) = , (13)

(14)

Lyu=au™ (d, ~0)+pu") (d,+0)=h,, j=3,4icink=1ve j=56igink=2
problemini inceleyecegiz. Bu probleme karsilik gelen diferensiyel operator
Z:)“ = (Lo (l)“aL(n (/l)uaLozaLowLowLosaLos )

seklindedir.
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3.5.1 Teorem Asagida verilen sartlar saglaniyor olsun.

1. 4#0,6,#0,6;#0;m 20;0=0

2. n Zmax{Z,max{ml, m,, my, m,, ms, m6}+1}

Her ¢ > 0igin dyle bir p, >0 vardir 8yleki 1€ D(&,4),

/”L| > p, esitsizligini saglayan tiim

A kompleks sayilari i¢in
Z(2) W (~Ldy)F W (dydy ) AW (dy, 1) — W2 (<1, VW72 (dy oy )+ 2 (1) 4 C°

seklinde tanimlanan Z;) (/1) operatdrii bir izomorfizmdir ve bu A kompleks sayilar1 i¢in

asagidaki koersitiv esitsizligi (11)-(14) probleminin ¢oziimii i¢in saglanir.

n—k n-2

A A A

>

|/

lu -+
Wy

=l A7) S

6
e T2
Jj=1
fspat
L (A): W (<1,d, ) F W (dyydy) ) F W (dy 1) > W2 (<L,d)) £ 72 (dyydy ) 472 (d,1) 4 C°

olarak verilen Z(') (/1) operatdriiniin stirekli oldugu aciktir.
(f(x).h, by, b, by, b, b ) €W (<1, )47 (d,,dy )+ W7 (dy,1) +C° igin herhangi

elemanlar olsunlar. (11)-(14) probleminin bir u (x, /1) ¢cOzUimi
u(x,A)=u, (x,A)+u, (x,4)+u; (x,2)

seklinde aranacaktir. Oyle ki burada,

U x,/l) =uy (X’i)+u12 (x,ﬂ);
u, (X, ) =y, (%, )+, (x,2);
u, (x,ﬂ.) =U,, (xv/,{’)+u32 (x,ﬂ,)

o
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seklindedir.  f; (X)(j =1,2,3) ile f(X) fonksiyonunun /; (] =1, 2,3) arahigindaki

kisitlanig1  gosterilecektir. f~j (x)e Wq"_2 (R) ise f; (x) € Wq"_2 (I ) fonksiyonunun bir

J

genislemesi olsun.Burada T f, = f W1 )W (R) genisleme operatorii j=1,2,3
Jo J q q J

J

icin sinirhidir. Oncelikle
t(x)u"(x)—}fu(x) = j?j (x),x eR j=123

denklemlerini goz oniine alacagiz. (Yakubov ve Yakubov, 1999) kaynagindaki Teorem 3.2.1

. . . ~ 1 ,
uygulanirsa goriliir ki bu denklem ¥, (x i) € an (R) seklinde tek bir ¢oziime sahiptir ve

u jI(X,ﬂ) 1¢in (yani u jl(x,/i)in I, araligindaki kisitlanisi)

n—k n-2

A A

s

k=0

|uj1 (x,/i)

wE(1;) S C(g)(”f”W,;Z(]j) y |f||Lq(1j))aj =1,2,3 (16)

esitsizligi 4 € D(b‘ ) /1) olan tiim kompleks sayilar i¢in gecerlidir. Sonug olarak,

fonksiyonu (11) denklemini saglar. C6ziim agisindan smir deger problemi

Ly(A)u=t(x)u"(x)-2u(x)= f(x), xe[-1,d,)u(d,.d,)U(d,.1]

Lyu=h,—Lu, j=1,2,3,4,5,6

seklinde kurulur. Teorem 3.3.1 geregi bu problem

Uy, (x,/l):: U, (x,/i)+ Uy (x,/l)+u32 (x,ﬂ) seklinde tek bir ¢Oziime sahiptir ve
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Ae D(é‘,ﬂ) olan tiim kompleks sayilar i¢in an (—l,dl)-i- an (dl,dz)-i- an (dz,l) uzayima

aittir ve bu 4 kompleks sayilar1 i¢in

S i (1:2)],, < c(g)jl

k=0 J=

n—k

A (|h/| + |L0].u10|) (17)

esitsizligi saglanir. Teorem 3.3.1 uygulanir ve (Yakubov ve Yakubov, 1999) Teorem

1.7.7/2 gbz oniine almwsa tim Ae€D (8 , /1) kompleks  sayilar1  ve

n 2 max {2, max {ml, m,,m, m4,m5,m6} + 1} i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

n—

1 1
n—m;—— m;——
A q |L0ju10| <CiA q ””10

C"[-LdJ+C" [dy,dy [+ C" [dy,1]

W) (18)
71,)

<C (|l +|

gC(||f

U

n-2

A

q,n=2 -

(16) ve (17) den

n—k n-2
A

A A

k=0

6 L
|u20(x,/1)||q,kSC(g)[”f”qm2+ o3 ”fq|h].|J (19)

esitsizligi elde edilir. Kolayca goriiliir ki
32
u(x,A)=uy (x,A)+uy (x,4) = ZZuU (x,4)

seklinde tanimlanan u (X,ﬁ) fonksiyonu ele alinan (11)-(14) probleminin ¢oziimiidiir. (16)

ve (19) esitsizlikleri géz oniine alindiginda gerekli esitsizlik olan (15) ¢6ziim i¢in gegerlidir.

Dolayisiyla (16) esitsizliginden dolay1 ¢ozlimiin tekligi aciktir. Burada Teorem 3.4.1 geregi

LW (=L,d)+W) (d,dy)+ W] (dy,1) > W2 (=1d,)+W,) 7 (d,,dy)+ W (d,,1)+C°
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operatorii Fredholm olur. Operatdriin izomorfizm olma gergegi ise Fredholm olmasindan

dolay1 agiktir. Bu da ispat1 tamamlar.
3.6.Ana Problemin Izomorfizmi ve Koersitivligi

Bu boliimde ana problem olan (1) - (4) problemi ele alinacaktir.

3.6.1 Teorem

. 4#0,2,#0,¢,#0,m =20 ve 0#0

2. n 2max{2,max{ml,mz,mS,m4,m5,m6}+1}

olsun. Buna gore, herhangi &> 0 igin Syle bir y, >0 vardir dyle ki A€ D(&,4) olan tiim

kompleks sayilar ve |/1| > Y, igin
Lu=(L(A)u,L,(A)u,L,,L;, L, Ls, L)
LW (=Ldy) AW (d,ody) AW (dy 1) = W2 (=1dy) W2 (dyody )+ 172 (1) 4 C°

operatdrii bir izomorfizmdir ve bu 1 kompleks sayilar1 i¢in agsagidaki koersitiv esitsizligi

(1)-(4) ana problemi i¢in saglanir.

q,n—2 + |ﬂ'

6
U+ Sk

k=0

imr"’fllu(x,z)llq,ksc<e>(||f |h|) o)

Burada C(¢) sadece ¢ degerine bagh olan bir sabittir.
Ispat ([ (x). 0, by by, by g, b ) €W (<1,d))+ W, (d,,d,) + W, (d,,1)+C°  olsun.
Kabul edelim ki (1)-(4) probleminin bu elemanlara karsilik gelen u(x,ﬂ,) seklinde bir

¢Oziimil var olsun. Bu durumda bu ¢6ziim asagidaki esitlikleri saglar.

Ly(A)u=L(A)u—k(x)u
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Loju :Lju—Aju, J =1,2,3,4,5,6

Au= i ajs”(mj) (x/'S)
s=1

(11) - (14) problemine Teorem 3.5.1 uygulanirsa bu ¢6ziim i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

) ”L(l)u—k(x)u q,H+|ﬂu|n_2 ”L( u— k u”
Al |u(x,/1)|| SCE) &t
k=0 e +Z|/1|’7 "y |Lju—Aju|
B n -2 n-2 (21)
e v P TG A e LI CIT
S C(é‘) e L e 1
+2 | fq|hj+ 2" |
Simdi

ij > ij° ij?

,u::min{minxﬁe(_l’d){ l+x,,d - x} mm (d {d +x,,d,— }mln dl{d +x.,1- x}}

sartin1 saglayan herhangi reel say1 olsun. (Voitovich, Katsenelbaum ve Sivov, 1997)

kaynagndaki esitsizligi uygulayarak, ¢, (x) e C;'[-11] olan

xe[-1+u, d —plold +u, d,— p]o[d,+p, 1-u] icin £, (x)=

seklinde bir fonksiyon kurulabilir. O halde

ve her x e[-1,1] i¢in 0< ¢, (x)<1 olur. Buradan,

4= c|(guf”

(22)

c[-11]



&3

esitsizligi yazilabilir. (Kandemir, Mukhtarov ve Yakubov, 2009) kaynagindaki Teorem

3.10.4 geregince

we W (—1,d,)+ W (dydy)+ W (dy.1)

icin

n—-m *l
J q

(”’1 )

n

A +|A

q.n

u

<C (|

u”q,O)

cl-11]

esitsizligi saglanir. Teorem 3.5.1 geregince (22) ve (23) den A€ D(s,/l) icin

B, w1 4
e c1|Aju|SC|ﬂ.| 7 q (é'ﬂu) v .
< C(”é’yu o + /1|" ”é*yu”q,o)
<c@)n@ ), ,+A |n ()¢ ,)
2o (), + A 2o (2, + e (o),
S C(g n-2 ek
el + S bl
e v VP 1€
S C’(g n-2 ek
+|A |k(x)u||q’0 +kZ:(; A ||u||qk

esitsizligi ~ saglanmaktadir. Her u€W] (—1, d, ) + /s (dl, d, ) - /8 (dz,l)

k=0,1,...,n—1 icin Oyle bir pozitif C sabiti vardir ki

k
< ol e
||u||q,k = q.k u q,0

esitsizligi saglanir.

(23)

(24)

ve her

(25)
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a>0,b>0,7/>O,1<p,q<oo,l+l=1
P 9

k+1

k
k+1 b—”u (l{cJBI ,p:T 1@11’1

olmak tlzere a = ||u

olarak ifade edilen Young esitsizligi, (25) esitsizliginin sag tarafi icin uygulanirsa
k k+1 l _(k+1)
e R T R
esitsizligi elde edilir.

)
M(y)=max| C——y * , k=0,1,...n—-1],
(7) [ k+17/ ]

1 k+1
N(v)= C—y ,k=0,1,...,n-1
(1) =mx{ c L7 1]

gosterimleri kullanilirsa buradan (24) esitsizliginden

A |al< ()|, +A 1)
(&) S (Ml N (), 26)

"l
u q,k

<(cle)M (n)+T(re)al )2l

A

esitsizligi elde edilir. Burada T’ (7,8) sadece ¥ ve ¢ a bagl olan bir sabittir. (Yakubov ve

Yakubov, 1999) kaynagindaki Teorem 1.7.7/2 yi gbz Oniine alinirsa, herhangi 7z > 0 i¢in



le, . < 7l +E (e,

oldugu elde edilir. (26) esitsizliginden

ey, +[A k()] +z A4

< C() Il a + A0, ) 2 (el o #0 el)+ CA
ACEM G ) Sl + S b
< U1+ M ()70 e 3311 o

oldugu elde edilir. (27) esitsizligi (21) de yerine yazilirsa

n e r 6.\ L
;i qMLM”;qXﬂUfwﬂ+g Wﬁw+21 Jd%U
= q, J=
1 n
o)+ r (el | bl

k=0

oldugu goriiliir. Sabit &£ >0 sayist i¢in

C(e)M () 4T (r.6)|A 7 <1

&5

27)

olacak sekilde y >0 degeri gok kiigiik ve || istenildigi kadar biiyiik segilebilir. Bu sebeple,

AeD(e,A) igin (20) esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten, (1) - (4) probleminin

¢cozlimiiniin tekligi goriilir. Yani £ operatdrii birebirdir. Dolayisiyla Teorem 3.4.1

geregince

LW (=Ld) AW (dody)) AW (dy,1) > W2 (=1,d, ) W72 (d,ody) AW (dy,1) 4 C°

seklinde tanimli £ operatoriiniin Fredholm operatorii oldugu sonucuna varilir. Boylece

ispat tamamlanir.



86

4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, ikinci mertebeden siireksiz katsayili diferensiyel denklem ile iki noktada
siireksizlige sahip bir s deger probleminin ¢dziilebilirligi arastirilmustir. Iki tane
stireksizlik noktasi olmasi1 nedeniyle sinir sartlarina dort tane gecis sartlar ilave edilmistir.
Ayrica sinir sartlarinda, araliklara ait sonlu sayida i¢ nokta sartlar1 da bulunmaktadir. Bu
nedenle géz Oniine alinan problem gerek siireksizlik noktalar1 bulundurmas: gerek gecis
sartlarima sahip olmas1 ve gerekse i¢ nokta sartlarini icermesi bakimindan ayirt edici, 6zgiin

ve yeni bir problemdir.

Arastirilan bu yeni problemin spektral 6zellikleri agisindan ¢oziilebilirliginin incelenmesi
yaninda problemin {rettigi diferensiyel operatoriin, Sobolev uzaylarmmin direkt
toplamlarinda koersitivligi ve Fredholm operatorii olma gibi 6zelliklere ait teoremler ispat

edilmistir.

Arastirilan bu probleme farkli 6zellik ve sartlarin katilmasiyla ¢esitli sinir deger problemleri

ve dolayisiyla cesitli diferensiyel operatorler elde etmek miimkiindiir. Ornegin;

1. Diferensiyel denklem daha yiliksek mertebeden alinabilir.

2. Diferensiyel denkleme herhangi lineer operator, eliptik operatdr veya parabolik

operatorler ilave edilebilir.

3. Siireksizlik noktalar1 istenildigi kadar c¢ogaltilabilir ve dolayisiyla gecis sartlar
cogaltilabilir.

4. Smnrr sartlarina lineer fonksiyoneller ilave edilebilir.

5. Problemde g6z oniine alinan ¢alisma uzaylar1 olarak, interpolasyon uzaylar1 gibi farkli

analiz uzaylar1 dikkate alinarak ¢alismalar ¢esitlendirilebilir.

6. Problemdeki fonksiyonlarin tanim aralig1 6zellestirilebilir veya genellestirilebilir.

Yukarida ifade edilen farkliliklarin herhangi birinin dikkate alinmasiyla kurulabilecek olan

siir deger problemleri farkli, yeni ve &zgiin problemler olabilecektir. Ozellikle farkli
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caligma uzaylar1 géz Oniine alinirsa uzaymn 6zelliklerinden kaynakli norm yapilarina gore
cok Onemli 6zglin problemler kurulabilir. Bu anlamda olusturulabilecek problemlerin

calisilmasi suretiyle yeni arastirma alanlari, yeni makaleler veya yeni tezler iiretilebilecektir.
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