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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

DIKEY BULASMA iLE iKi FARKLI SALGININ YAYILIMINI TEMSIL EDEN
KESIRLI BIR MATEMATIKSEL MODEL

Siiphan CELIKBAS

Siirt Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog. Dr. Seda IGRET ARAZ

2024, 76+VI1I

Bu tez ¢aligmasinda, dikey bulasin oldugu epidemik hastaliklar ve bu hastaligi hesaba katan bir
dikey bulas modeli dikkate alimmistir. Bu dikey bulas modelinde klasik tiirevin Caputo, Caputo-Fabrizio
ve Atangana-Baleanu gibi kesirli tiirevler ile degistirilerek boyle modellerin davranislari incelenmistir.
Lagrange polinomuna dayali bir metot kullanilarak kesirli tiirevliere sahip dikey bulas modeli niimerik
olarak ¢oOziilir. Dahasi yeni tanitilan parcali diferansiyel denklemler kavramindan faydalanilarak
oncelikle sadece bir dikey bulagin oldugu bir popiilasyona bir siire sonra baska bir dikey bulasin dahil
oldugu yeni bir model olusturulmustur. Farkli kaliplar1 sunulan bu modellerin ¢esitli durumlar1 dikkate
almir ve bu kaliplar i¢in elde edilen niimerik simiilasyonlar1 grafiksel gosterimlerle sergilenir.

Anahtar Kelimeler: Dikey bulas modeli, kesirli tiirev ve integral, niimerik metot, parcali diferansiyel
denklemler
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ABSTRACT

MS THESIS

A FRACTIONAL MATHEMATICAL MODEL TO REPRESENT THE SPREAD
OF TWO DIFFERENT EPIDEMICS BY VERTICAL TRANSMISSION

The Graduate School of Natural and Applied Science of Siirt University
The Degree of Master of Science in Mathematics

Siiphan CELIKBAS

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Seda IGRET ARAZ

2024, 76+VI11

In this thesis, epidemic diseases with vertical transmission and a vertical transmission model that
takes this disease into account are considered. In this vertical transmission model, the behaviour of such
models has been studied by replacing the classical derivative with fractional derivatives such as Caputo,
Caputo-Fabrizio and Atangana-Baleanu. The vertical transmission model with fractional derivatives is
solved numerically using a method based on the Lagrange polynomial. Moreover, by using the newly
introduced concept of piecewise differential equations, a new model has been created in which another
vertical transmission is included in a population where, after a while, there is vertical transmission.
Different situations of these models, whose different patterns are presented, are considered and the
numerical simulations obtained for these patterns are presented with graphical representations.

Keywords: Vertical transmission model, fractional derivative and integral, numerical method, piecewise
differential equations
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1. GIRIS

Bir degiskene bagli fonksiyonun ve tiirevlerini iceren denklemler diferansiyel
denklemler olarak adlandirilirlar. Diferansiyel denklemler adi ve kismi diferansiyel
denklemler olmak tizere iki ayr1 smifa ayrilirlar. Bir diferansiyel denklem, bir
fonksiyonun bir bagimsiz degiskene veya birden fazla degiskene tiirevlerini igeriyorsa
bu denklemler sirastyla adi veya kismi diferansiyel denklemler olarak adlandirilirlar.
Atmosferdeki bir 151k veya ses dalgalarinin modellemesi i¢in kismi diferansiyel
denklemler (6rnegin dalga denklemi) kullanilabilirken, bir viriisiin bir popiilasyondaki
yayilimt i¢in adi diferansiyel denklemlerden (6rnegin SIR modeli) faydalanilabilir.

Dogada bir¢ok fiziksel veya bilimsel teorinin diferansiyel denklemler ile ifade
edilebilecegini biliyoruz. Newton mekaniginde hareket denklemleri ve salinimlar,
kimyada reaksiyonlarin kinetigi, ekonomide ekonomik biiylime siire¢leri, sismolojide
deprem ile ilgili kayiplarin tahmini, matematiksel biyolojide tiimor hacmindeki degisim,
elektrik mithendisliginde elektrik devreleri ve davranislar1 gibi bir¢ok olay diferansiyel
denklemler ile temsil edilir. Bu olaylar1 temsil eden diferansiyel denklemlere
matematiksel model denir. Matematiksel modelleme yaparken, degiskenlerin dogru
sekilde belirlenmesine ve modellenecek olaya uygun varsayimlarin goz Oniine
alinmasina dikkat edilmesi gerekir.

Simdi bir matematiksel modelde, ilgili degiskenleri belirleme ve ilgili modeli
inga etmenin nasil yapilacagini1 vurgulamak i¢in bir binanin 1sitilmasi veya sogutulmasi
ile ilgili bir model sunalim. Burada yapmak istedigimiz herhangi bir binanin bina disi
sicakligl, bina igerisinde iiretilen kalorifer veya klimanin fonksiyonunu agiklayan bir
model formiile etmektir.

Bu model ile asagidaki sorular1 yanitlamay1 hedefliyoruz;

1) Binada biiyiik bir sicaklik degisimi yapmak i¢in gereken siire nedir?

2) Bina i¢i 1s1 ireticilerinin (kalorifer-klima) ¢alismadigi bahar veya giiz

aylarinda bina sicakliginda nasil bir degisim meydana gelir?

3) Kaloriferin ve klimanin yogun kullanildigi yaz ve kis aylarinda bina

sicakliginda nasil bir degisim meydana gelir?

Bina igerisindeki sicakligi modellemek i¢in dogal bir yaklasim, kompartiman
analizi kullanmaktir. I(t); t zamaninda binadaki sicaklig1 ifade eder. Tiim binanin bir
kompartiman oldugunu varsayalim. Boylece sicakliktaki degisim orami tiim Uretilen

veya harcanan 1s1 faktorleri tarafindan belirlenir.



Bina i¢i sicaklig1 etkileyen 3 temel faktorii ele alalim. Ilki bina igerisindeki
insanlar, lambalar ve makinalar tarafindan tretilen 1sidir. Bu 1s1 igeride 1s1 artisina neden
olmaktadir. M(t) ile ifade edelim. Ikincisi kalorifer ya da klima ile 1sitma veya
sogutma, 1sidaki artis ya da azalis oran1 S(t) ile ifade edilir. Genel olarak 1sinma M (t)
ve kalorifer-klima oran1 S(t) birim zamandaki enerji cinsinden ifade edilir.

M(t) ve S(t) miktarlarin1 birim zamandaki sicaklik cinsinden ifade edebiliriz.
Ucgiinciisii dis sicaklik D(t) nin bina igerisindeki sicakliga etkisidir. Deneysel kanitlar
gostermistir ki bu faktér Newton’un sogutma kanunu kullanilarak modellenebilir. Bu
kanun bina sicakligindaki degisim oraninin, dis sicaklik olan D(t) ile i¢ sicaklik olan
I(t) arasindaki fark ile orantili oldugunu gosterir. D(t)’den kaynaklanan bina
sicakligindaki degisim orani

K[D() —1(t)]
(1.1)

K pozitif sabiti, kap1 ve pencere sayisi, yalitim gibi binanin fiziksel 6zelliklerine
baglidir. Ancak D(t) veya t’ye bagl degildir. Bu sebepten dis sicaklik i¢ sicakliktan
kiiciik oldugu zaman D(t) — I(t) < 0 olup, bina sicaklig1 diiser.

Ozetle;

% = K[D(®) — (D] + M(©) + U(D)

(1.2)

buluruz. Burada M(t), ekstra 1s1 artig oran1 daima pozitif ve S(t) ise kalorifer 1sitmasi
i¢in pozitif, klima sogutmasi i¢in negatiftir. Binanin sicaklik dinamiklerinin daha detayl
modeli, farkli odalar ve bolgelerdeki sicakliklar1 temsil etmek igin daha fazla degisken
icerebilir. Boyle bir yaklasimda odalar farkli kompartimanlar gibi ifade edilir ve
kompartiman analizi kullanilir.

(1.2) denklemi lineerdir. (1.2) denklemi sade halde yazilirsa

d
El(t) + P(OI() = Q)
(1.3)

olup, burada

{ P(t) =K }
Q(t) =K.D(t) + M(t) + S(t)



(1.4)

bigimindedir.

C1) + K1) = KD + M) + 50

(1.5)

integral ¢arpant ise,

M(t) = exp (f Kdt) = ekt

(1.6)

olur. (1.5) denklemini ¢6zmek igin her iki yam eX® ile carpip integralini alirsak,

ekt ZI(t) + KeKt = eXT(t) = [ et Q(t)dt + c

(1.7)

elde edilir. Boylece I(t) nin ¢oziimii

1(t) = e™X* [ eXtQ(t)dt + ce™X*
= ekt U et [KD(t) + M(¢t) + S(t)]dt + c}

(1.8)

seklindedir.

Matematiksel modellerin yogun olarak karsilasildigi uygulama alanlarindan biri
de bulasic1 hastaliklardir. Biyoloji ve tip bilim dallarinda bulas kelimesi, bulasici
olabilen bir hastaligin, hastalia sahip olan kisiden ¢esitli yollarla baska bireylere
gecmesi olarak bilinmektedir. Hasta olmayan bir kisi bazi durumlarda hastalig
bulastirabilir ve buna Ornek olarak subklinik enfeksiyon verilebilir. Bulasici
hastaliklarin ne sekilde yayildigin1 anlamak, bulasict hastaligin 6nlenebilmesi agisindan
biiyiik 6neme sahiptir.

Bir hastaligi hicbir semptom gdstermeden bulastirabilen kisiye tasiyict adi
verilir. Pasif tasiyic1 patojenle kontamine olup bunu baska yeni konak¢iya aktarabilir;
fakat pasif bir tasiyiciya hastalik bulagsmaz. Bununla birlikte aktif tasiyici, hastaligi bir
baskasina bulastirabilen enfekte kisilere denir. Aktif tasiyici, enfeksiyon belirtileri
gosterebilir veya gostermeyebilir. Asemptomatik tasiyici enfekte olmasina ragmen
belirti gdstermeyen tasiyicilara denir. Hepatit B ve HIV gibi viriisler ¢cogunlukla

asemptomatik tasiyicilar ile bulagir.



Hastaligin bulagmasi,

¢ Damlacik temas1 6rnegin dksilirme ile veya hapsirma ile

¢ Dogrudan fiziksel temas aktarimi kisiden kisiye bulagsma ile 6rnegin hasta bireye
dokunma, 6pme veya cinsel temas yoluyla

% Dolayli fiziksel temas ile Ornegin toprak kirliligi ya da kirli ylizeyler ile
mikroorganizmalar belirli bir siire havada asili kalmasi ile

¢ Gelismekte olan iilkelerde sanitasyon ve hijyen sorunu nedeni ile kirlenmis gida
ve su kaynaklar1 tiikketimi ile

gerceklesebilir. Birkag bulasici hastaligin aynmi kiside goriilebilmesi bulunulan ortam,

siipheli niifus ve kisinin bagisikligi ile baglantilidir. Ornegin, bulunulan ortamda

kanalizasyon, diski, hayvan ve bitki artiklari, sivrisinekler ve fareler varsa, bulasici

hastaligin ¢esitliligi kacinilmaz olabilmektedir.

Bulag, insandan insana gerceklesebildigi gibi baska bir organizma veya
bir vektérle ile de bulasabilir. Ornegin, sitma hastalig1 sivrisinek aracilifiyla insanlara
bulasabilir. Hastaliklar yatay ve dikey hastalik gecisi olmak iizere dogrudan iki sekilde
bulasabilirler. Yatay hastalik gecisi bir bireyden, ayn1 ortamdaki bagka bireylere
bulagsmas1 olarak adlandirilir. Bu hastalik gecisi 0pme, kisisel temas, 1sirma, yalama
veya Oksiirme veya hapsirma ile gergeklesebilir. Dikey hastalik gecisi, dogum Oncesi
hastalik gegisi gibi hastaligin anneden veya babadan c¢ocuga ge¢mesi olarak
tanimlanmaktadir. Dikey hastalik gecisi dogum oOncesi (dogumdan Once), perinatal
(gebeligin son haftasi ile dogumdan sonraki bir aylik dénem) veya dogum sonrasi
gerceklesebilir. HIV, SARS-CoV-2, Hepatit B, frengi, Zika, Dang hummasi gibi
hastaliklarin gebelik, emzirme donemi veya dogum esnasinda anneden bebege gecmesi
dikey bulasa ornek olarak verilebilir. Zika virlisiiniin bebeklerde mikrosefali ve
konjenital anomalilere sebep olmasi hastaligin dogum oncesi donemdeki bulaslarin
onemini gostermektedir (Arora ve ark., 2017). Hastaligin bebege anne karninda iken
bulagsmas1 sonucu, bebegin enfekte olarak dogmasi da dikey bulasa ornek olabilir.
Karacigerde enfeksiyona neden olan bilinen ciddi hastaliklardan biri de Hepatit B
viriisiidiir. Hepatit Hepadnaviridae ailesine liyedir ve karacigerde enfeksiyona neden
olur. Hepatit B hastaligi, bir ilacin damar yolundan verilmesi veya viicudun ihtiyaci
olan enfekte viicut sivilari(kan, vitamin, mineral gibi) ile veya cinsel iliski yolu ile
bulasirlar. Dikey bulas (anne-bebek) viriisiin yayillminda 6nemli bir etkendir.

Cogunlukla gebeligin sonunda gerceklesmekte olup, bulasin gebeligin son haftalarinda


https://tr.wikipedia.org/wiki/Toprak_kirlili%C4%9Fi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Hijyen
https://tr.wikipedia.org/wiki/Organizma
https://tr.wikipedia.org/wiki/Ta%C5%9F%C4%B1y%C4%B1c%C4%B1_(epidemiyoloji)

olusmas1 en riskli durumdur. Diinyada yaklasik olarak 400 milyon, Ulkemizde ise
yaklasik 3 milyon kisi Hepatit B viriisii tasiyicist olabilmektedir.

HIV insan bagisiklik sistemini hedef alarak ve AIDS’e sebep olur. HIV in bulas
yollarina baktigimiza ise kan, cinsel temas ve anneden bebege gecis ile oldugu goriiliir.
HIV epidemiyolojide dinamikleri sebebiyle, HIV kesirli dereceli modeller igin
aragtirmacilarin stirekli tartistigi bir konu olmustur (Akram ve ark., 2022). WHO
verilerine gore 2022 yilinda HIV ile yasayan insan sayis1 39 milyonu bulmustur (WHO,
2022). Dikey bulas i¢in ornek verilebilecek bir diger hastalik frengi olup, frengi
hastaligina sahip kadinlarda gebelik esnasinda veya sonrasinda hastaligin bebege
bulasmast miimkiindiir. 2019 yilinda Cin’in Wuhan kentinden diinyaya yayilip
pandemiye sebep olan Covid-19 gesitli yollarla insandan insana bulasabilmekteydi.
Karantina, sosyal mesafe gibi kavramlar matematiksel modellemede yine karsimiza
gelmektedir (Farman ve ark., 2021). Bununla birlikte Covid-19’un bulas yollarindan
birisi olan; anneden bebege gegcisi dikey bulasa ornek verilebilir. Yapilan ¢alismada
dogumu yakin dénemdeki gebe ve yeni dogan bebeklerde Covid-19 igin, anneden
bebege dikey gecis arastirilmis olup, SARS-CoV-2 pozitif oldugu saptanan yeni
doganda bulasin dogum sonrasinda ¢evresel faktorlerin etkisiyle bulastigi
diisiiniilmektedir. Dikey gecisin anneden bebege bulas olasiligini degerlendirmek i¢in
enfekte olan annelerden dogan bebeklerin bazi numunelerinin dogum sirasinda veya
dogumdan hemen sonra almmarak Covid-19 agisindan degerlendirilmesi sonucunda;
Covid-19 PCR pozitif olan bir annenin dikey bulas yoluyla bebegine SARS-CoV-2
gecisi oldugunu calismalar gostermektedir ( Unal ve ark. 2021). Sivrisinek kaynakli bir
enfeksiyonu olan Dang hummasi genellikle Giineydogu Asya’da goriliir. Yapilan
caligmada dang hummasi viriisiiniin dikey iletimine nadir rastlansa da enfekte yeni
doganda oliimciil sonuglart oldugunu géstermektedir (Chye ve ark., 1997).

Dikey bulasa farkli bir 6rnek olarak; Bati1 Nil Viriisii bir viral enfeksiyondur.
Burada ana konak vahsi kuslar olup culex cinsi sivrisinek sokmasi ile bulasir. Dogum
esnasinda veya emzirme ile anneden bebege gectigi de bilinmektedir. Gogmen kuslar ile
diinya geneline yayilan Bati1 Nil Viriisii insanlara, sivrisinek sokmasi ile bulasir. Kisiden
kisiye direkt olarak bulasmayan hastalik, ancak dogum ve emzirme ile anneden bebege
gecebilir. Bunun disinda, cok nadir de olsa kan ve organ nakli ile bulastig
bilinmektedir. Hastalik, enfekte olan diger memeli hayvanlardan insanlara bulagmaz.
Culex cinsi sivrisineklerin kis aylarinda aktif olmadig1 bolgelerde, viriis dikey bulagma

yani viriisiin disi ebeveynden dogrudan yavrulara ge¢mesi ve kanla beslenmemis
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enfekte disi Culex'in Bat1 Nil viriisiinii yatay bulagma yoluyla bulagtirma yetenegi
yoluyla hayatta kalir. Culex tiirleri Bat1 Nil virlisiinlin birincil vektorleri olarak kabul
edilse de da insanlar ve atlar i¢in bir vektor olarak 6nemli olabilir. Bu tiir son derece bol
olabilir ve insanlari, vahsi ve evcil memelileri kolayca isirir. Bir eklem bacakl,
viremik bir konakg¢iyla beslendiginde, eklem bacaklinin virlisi mekanik veya
biyolojik olarak iletme potansiyeli vardir. ilk durumda, vektériin viral enfeksiyona
duyarli olmasi gerekmez; ikincisinde ise, virlisiin bulagsmadan Once vektorde
cogalmas1 gerekir. Vektorde cogaldiktan sonra, virlis ya 1sirma yoluyla bir
omurgaliya yatay olarak ya da transovaryal iletim yoluyla vektoriin soyuna dikey
olarak bulagabilir. Transovaryal olarak enfekte olmus bireyler daha sonra viriisii
dikey olarak yavrularina yeniden aktarma veya yatay olarak bir omurgaliy1 1sirarak
veya ciftlesme sirasinda ziihrevi olarak iletme potansiyeline sahiptir (Anderson ve
ark., 2020).

Literatiir incelendiginde bircok bilim dalinda matematiksel modellere
rastlanabilir. Ornegin, bir viriisiin yayilimi veya bir hastaligin gerceklesme siireci ilgili
matematiksel modeller gelistirilmis ve hastaliklarin bulagsmasi ile ilgili sonuglar
tartistlmistir. Bununla birlikte son yillarda ¢esitli viriislerin yayilimi ile epidemiyolojiye
olan 1ilgi oldukca artmis ve iki c¢esit bulasici hastaligin yayilimi iizerine yapilan
calismalar, bircok matematikgiler de dahil olmak tizere bir¢ok bilim adaminin dikkatini
cekmistir.

Bu tez calismasinda ise bir popiilasyonda iki farkli hastaliin dikey bulas
altindaki yayilimimi temsil eden bir matematiksel modeli ve nilimerik ¢6zimiinii
aragtiracagiz. Daha sonra, bu modeli parcali diferansiyel denklemler kavramini
kullanarak once bir dikey bulas hastaliginin oldugu bir popiilasyona bir siire sonra
birinci dikey bulasin yani sira ikinci bir dikey bulasin da dahil oldugu bulagsmayi ele
alacak sekilde yeniden ele alacagiz. Farkli senaryolar ile ele alinan bu modeller niimerik

¢ozlimleri elde edilecek ve niimerik simiilasyonlar sunulacaktir.
Bu tez caligmasi asagidaki gibi diizenlenmistir:

Tezin 2. boliimiinde, bu c¢aligmada kullanilacak olan kesirli diferansiyel ve integral

operatorler ve bazi 6zel fonksiyonlarin tanimlar1 ve 6zellikleri verilmistir.

Tezin 3. boliimiinde, klasik ve bazi1 kesirli diferansiyel denklemler icin Lagrange
interpolasyon polinomlu niimerik metot tanitilmistir. Bu denklemlerin ¢oziimleri igin

niimerik simiilasyonlar, grafiksel gosterimler ile sunulmustur.



Tezin 4. boliimiinde, bir popiilasyonda iki hastaligin dikey olarak bulagsmasini ele alan
bir dikey bulag modeli ve model parametrelerinin agiklamalar1 sunulmustur. S6z konusu
modelin niimerik ¢6ziimii i¢in Lagrange polinomuna dayali bir niimerik metot
kullanilmistir. Daha sonra model, parcali diferansiyel denklemler kavrami kullanilarak
modifiye edilerek olusan modelin ¢iktilart sunulmustur.

Son boliimde ise, elde edilen sonuglar tartigilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Kesirli tiirev tanimlarin1 vermeden once bu tiirevin hesaplanmasinda kullanilan bazi
tamimlara yer verelim (Oldham ve Spanier, 1974; Podlubny, 1999; Cansiz, 2010;
Atangana ve Baleanu, 2016).
2.1. Baz1 Ozel Fonksiyonlar

Bu bolimde bazi 6zel fonksiyonlar, bu fonksiyonlarin o6zellikleri ve bu
fonksiyonlar ile ilgili simiilasyonlar verilecektir.
Gama fonksiyonu

Gama fonksiyonu, kesirli analizdeki temel fonksiyonlardan biri olup, kesirli
tirev tanimlarinda da siklikla karsimiza c¢ikmaktadir. Bu fonksiyon, faktoriyel
kavraminin kompleks ya da tamsayr olmayan reel sayilara genellemesidir. T'(n)

sembolii ile gdsterilen Gama fonksiyonu

[ee)

I'(n) =fe‘tt”_1 dt

0

(2.1)
seklinde tanimlanir ve Re(n) > 0 i¢in yakinsaktir (Podlubny, 1999).
Gama fonksiyonu agagidaki bazi temel 6zelliklere sahiptir:
0] I'(n+ 1) =nl'(n)
(i) T(0)=o,T'(0)=0
@iy r@)=1r2)=1rQ3)=2,...,r'n+1)=nl,
) r()=:r()
22

Gama fonksiyonu ile ilgili simiilasyon Sekil 2.1 “de goriilebilir.
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Sekil 2.1. Gama Fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonu, e iistel fonksiyonunun genellemesi olup, kesirli
mertebeye sahip diferansiyel ve integral denklemlerin, ¢esitli fiziksel, kimyasal,
ekonomik matematiksel modellerinin ¢6ziimleri olarak ortaya ¢ikmaktadir (Mittag-
Leffler, 1903).

a > 0 olmak iizere, bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

Ea(2) = ; I['(an + 1)

(2.3)
seklinde ifade edilir ve E,(z) sembolii ile gosterilir. ki parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonu ise @ > 0 ve 8 > 0 olmak iizere

Es® = ) Tt

(2.4)
seklinde yazilabilir. Bu tanimlar yardim ile
= z" = Zm
Bs@ = ) i = =
n=0 n=0

- A 1wzl e?—1
E = —_— =
l 12(2) zr(n+2) zZ(n+1)! z



(2.5)

esitlikleri mevcuttur. Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel bir hali hiperbolik siniis ve

kosiniis fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir (Podlubny, 1999; Cansiz,
2010).

*© 421
E2,1(Z) = Z)—F(Zn D = cosh z.
n=

(2.6)
E,(2), a« =0,1,2,3,4,5 olmak iizere Mittag-Leffler fonksiyonu ile ilgili simiilasyon

Sekil 2.2 ‘de sunulmustur.

4 Mittag-Leffler fonksiyonu
T T . .

Sekil 2.2. Mittag Leffler

2.2. Kesirli tiirev ve Integral Tanimlar

Bu alt béliimde, tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan bazi kesirli tiirev
ve integral tanimlarina yer verelim.

Tamim 2.3.1. (Euler Kesirli Tiirev Tanim):

Euler, polinom fonksiyonlarimin kesirli tiirevini n = 1 i¢in,
dken

Frae nn—1)..(n—k+ Dtk

(2.7)

formiiliinden yararlanarak

10



dt"  T(n+1)
dtk Th—k+1)

n—k

(2.8)
seklinde genellestirmistir (Podlubny, 1998).

2.3.1. Ornek: Euler tiirev formiiliinii kullanarak t° fonksiyonunun % tiirevini bulalim:

1. r¢é+1) 12 T@6) 2 5! 9 256 2
D2t :—1t 2 = 11 t2=13579\/_t2=63\/_t2_
—= 2 3.5.7.9Vn /5
r(s-z+1) r(3) e
(2.9)
Tamim 2.3.3. ( Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi ):
n — 1 < a < n olmak iizere, Riemann-Liouville kesirli tiirevi
WDEFO) = f (t = )"f()ds
(2.10)
seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999).
2.3.3. Ornek:
a = % icin f(t) = 7 fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli tiirevi
: 7
RID2F(t) = —— J(t —s) ds =—
0™t
r (%) o vt
(2.11)
seklinde elde edilir.
Tamim 2.3.4. (Caputo Kesirli Tiirev Tanimi) :
f(t), diferansiyellenebilir fonksiyon olmak tizere, Caputo kesirli tiirevi
SDEf (1) = f F)(E— ) ds
(2.12)

esitligi ile ifade edilir (Podlubny, 1999).
2.3.4. Ornek:

n=1, f(t) =5ta= % icin Caputo kesirli tiirevi

CD2f(t) = —

)

5 fdf(s) 1 10vE
0

—
N| =

11



(2.13)
seklinde elde edilir.
Tanmim 2.3.5. (Caputo kesirli integral Tanim ):
Bir f(t) fonksiyonunun Caputo kesirli integrali

1 t
IO = s f F($)(t — )% ds
0

(2.14)
seklinde ifade edilir (Podlubny, 1999). Burada 0 < a < 1 dir.
2.3.5. Ornek: a = % icin f(t) = 1 fonksiyonunun Caputo kesirli integrali
t
1 1 1 2Vt
Cr2 -5
61270 = — [ - ) 7ds = ==
r(3)s 9
(2.15)

seklinde bulunur.

Tamim 2.3.6. (Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirev Tanimi):
feH(a,b),b > a,ae(0,1] olsun. f(t) fonksiyonunun Caputo-Fabrizio kesirli
tirevi asagidaki gibi verilir (Caputo ve Fabrizio, 2015):

CODEf() = %j f'(s) exp l—a (¢ : Z)l ds.
0

1
(2.16)
Burada M (a) normalizasyon fonksiyonu olup, M(0) = M(1) = 1 dir.
2.3.6. Ornek: a = %i(;in f(t) = t fonksiyonunun Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi
t
1 M(a) (t—s
CFn2 — ’ —
oD (t) = 1—aff (s)expl a 1_alds
0
t
B 8[ (t—1s) 4
=3 exp |—«a 1—a S
0
8
=5 (1= exp(-1))
(2.17)

olarak elde edilir.
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Tamim 2.3.7. (Caputo-Fabrizio Kesirli integral Tanim):
Bir f(t) fonksiyonunun Caputo-Fabrizio kesirli integrali asagidaki gibi verilir
(Caputo ve Fabrizio, 2015):

SO = 37008 1O + e [ F5)ds.

(2.18)
2.3.7. Ornek: « =% icin f(t) =5 fonksiyonunun Caputo-Fabrizio kesirli integrali

hesaplanirsa

chIE) =

5ds
0 f
M M(3)3

/\.l\.‘.’lb—'l
l\)b—\

15

(2.19)
sonucu elde edilir.

Tanim 2.3.8. (Riemann Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev Tanimi ) :
feH(a,b),b > a,ae[0,1] olsun. Riemann anlaminda Atangana-Baleanu kesirli

tiirevi asagidaki gibi verilir (Atangana ve Baleanu, 2016):

d O\
mDEF(e) = A f F)8,|-a 0

1

(2.20)

Burada AB(a)=1-—a+ ﬂ ve AB(0) =AB(1) =1 olup, normalizasyon

fonksiyonu olarak bilinir.

2.3.8. Ornek: «a =§ igin f(t) =1 fonksiyonunun Riemann anlaminda Atangana-

Baleanu kesirli tiirevi

APEDE(E) =

)d [ (t - 5)*
%bff(s)Ea[—a - lds

13



1
+ 2
t
B \/E d £ 1(t—s)2d
= d__l- 1—— S
0

l\)lb—\

= (1 +\/—15)%f E% [—(t - S)%] ds

1 1
=(1+ ﬁ) B |-
(2.21)
olarak bulunur (Atangana ve Baleanu, 2016).
Tanim 2.3.9. ( Caputo Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev Tanim ):
feH(a,b),b > a,ae[0,1] olsun. Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli

tirevi asagidaki gibi verilir (Atangana ve Baleanu, 2016):

t
AB —s)“
DS W) = T | 6 Eu a5
0
(2.22)

2.3.9. Ornek: « =% icin f(t) =t fonksiyonunun Caputo anlaminda Atangana-

Baleanu kesirli tirevi

t
AB —s)*
w8050 = 12 [ 1160 B |-a | as

1
0
1
1,2
_+_
2 t 1
vm £ 1(t—s)2
-1 f%_i 1
2 0 2
t
_(1+ 1)[}5 1(t—s)2
Vo)) T T

(2.23)

olarak bulunur.
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Tamm 2.3.10. ( Atangana-Baleanu Kesirli Integral Tanim ):
Atangana-Baleanu kesirli integrali asagidaki gibi verilir (Atangana ve Baleanu,
2016):

ABIEF(r) = f F(s)(t — 5)*~ ds.

a
)f() AB(a)I‘(a)O

AB(

(2.24)

2.3.10. Ornek: a = % i¢in f(t) = 1 fonksiyonunun Atangana-Baleanu kesirli integrali

1 1
sref @) = —Z—s—Z_[(e—syras = 42V
5@ B D o
(2.25)
seklinde elde edilir.

15



3. MATERYAL VE YONTEM

Onceki boliimde kesirli tiirev ve integral tanimlarina yer vermistik. Bu béliimde
ise klasik ve kesirli mertebeden tiirev igeren adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin
kullanilan bazi metotlardan bahsedecegiz (Adams ve Bashforth, 1883; Toufik ve
Atangana, 2017; Atangana ve Igret Araz, 2021). Ayrica her bir metot i¢in simiilasyonlar
sunacagiz.
3.1. Adams-Bashforth Metodu

Bu boliimde, klasik mertebeden diferansiyel denklemleri ¢6zmede kullanilan bir
niimerik algoritmadan bahsedecegiz (Adams ve Bashforth, 1883). Bunun i¢in oncelikle

asagidaki sunulan genel bir adi diferansiyel denklemi ele alacagiz:

{y’(t) = f(t,y()

y(0) = y,.
(3.1)
Bu denklemin her iki yaninin integralini alirsak,
t
y(®) — y(0) = f £(5,v(s))ds.
0
(3.2)

Yukaridaki denklem, verilen t = t, ve t = t;,.q,k = 0,1,2, ... noktalarinda yazilip, bu

denklemlerin farki alinirsa, asagidaki esitlik elde edilir:

tk+1

V(tkr1) —y(ty) = f f(S,y(S))ds.

ik
(3.3)
f(s,y(s)) fonksiyonu, Lagrange interpolasyon polinomu kullanilarak agagidaki sekilde
yaklasik olarak yazﬂabilir:

Pc(s) = _— f(tk' (te)) — f(tk 1Y (tk-1))
(3.4)
ya da
P(s) = f(tk’z(tk)) (s—to 1) — f(tk—bZ(tk—l)) (s —t;)
(3.5)
f(tk»)’k) TheYid (o - f(tk—zyk—ﬂ (s — o).

Yukarida verilen bu yaklaslm, (3.3) ifadesinde yerine yazilirsa
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f(tiyi) [+ f(ty—1, Yi—1) [Fert

Yier1 =Yk t (s = tg-1)ds — (s — ty)ds.
h ‘ h ‘
k k
(3.6)
Yukarida verilen integraller hesaplanirsa, niimerik algoritma
h
Yer1 = Vet 3 [3f (i yi) — f(tr-1 V-1 k=1
3.7)

seklinde yeniden yazilabilir.
(3.7) algoritmasinda k =1 alindiginda, y° ve y! degerlerinin hesaplanmasi
gerekecektir. Burada y° degerinin baslangi¢ kosulu oldugu asikar olup, y' degeri ise
Euler metodu kullanilarak asagidaki sekilde bulunur:
y' =y +hf(to,y°).
(3.8)
3.1.1. Uygulamalar
Bu baslik altinda, klasik tiirevli bir diferansiyel denklemin Adams-Bashforth
metodu ile niimerik olarak ¢6ziimiinii bir 6rnek ile sunacagiz.
3.1.1. Ornek:
Bu ornekte, nonlineer bir adi diferansiyel denklemi ele alacagiz.
{u’(t) =u?+2t

u(0) =0.1
(3.9)
Bu denklemin her iki yanini1 integrallersek,
t
u(t) —u(0) = f (u? + 2s)ds.
0
(3.10)

Yukaridaki denklem, verilen t = t, ve t = ty,q,k = 0,1,2,... noktalarinda yazilip, bu

denklemlerin farki alinirsa, asagidaki esitlik elde edilir:

U+
u(tpyq) —ulty) = J (u? + 2s)ds.

L

(3.11)
[tx, tr+1] arahiginda, Lagrange interpolasyon polinomu kullanilarak (3.10) esitligi
(ui +2t;) [+t (Ug_q + 2t_y) [He+
Uierr = U +————— (s — tg—1)ds — —— A (s —ty)ds
tr tk

(3.12)
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seklinde diizenlenir. (3.11) denkleminin sag tarafinda yer alan integraller hesaplanirsa,
ele alinan problem i¢in niimerik algoritma
h
U1 = U T 5 [3(uié + 2t;) — (Ug—q + 2t,-1)]

(3.13)
seklinde yeniden yazilabilir.

(3.8) baslangi¢ deger problemi i¢in niimerik simiilasyon Sekil 3.1 de goriilebilir.
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Sekil 3.1. Birinci mertebeden Cauchy problemi i¢in simiilasyon

3.2. Kesirli diferansiyel denklemler icin Lagrange Polinomuna Dayal Niimerik
Metot

Bu béliimde, son yillarda kesirli mertebeden lineer olmayan kesirli diferansiyel
denklemleri ¢6zmede kullanilan Lagrange polinomuna dayali bir niimerik algoritmadan
bahsedecegiz (Toufik ve Atangana, 2017).
3.2.1. Atangana-Baleanu kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢cin niimerik algoritma

Atangana-Baleanu kesirli tiireve sahip genel bir Cauchy problemini ele alalim
(Atangana ve Baleanu, 2016):

{ABSDﬁyu) = f(ty®)
y(0) = ¥o
(3.14)
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Bu denklemin her iki yanina Atangana-Baleanu kesirli integralini uygularsak,

1-— t
y() —y(0) = (AB(;))f(t;Y(t)) + #B(a)fo f(s,9())(t —s)% ds.

(3.15)
Verilen bir t =t .1,k = 0,1,2,... noktasinda, yukaridaki denklem asagidaki sekilde

yeniden diizenlenir:

(1-

AB(a) f (5, () (tisr — )* 'ds

Y(tk+1) —y(0) = f( oy (t)) +

a
['(a)AB(a) f

1 tnt1
(AB(a) f( k;y( k)) +m2f f(S y(S))(tk+1 —S)a 1ds .

(3.16)
[t tn+1] araliginda, Lagrange interpolasyon polinomu kullanilarak f(s,y(s))
fonksiyonu asagidaki sekilde yaklasik olarak yazilabilir:

f(tn' yn) f(tn—lr yn—l)

T (s~ tgy) = e (s = t), 2 L

P,(s)~
(3.17)
Yukarida verilen bu yaklasim, (3.15) integral ifadesinde yerine yazilirsa, asagidaki ifade

elde edilir;

1 —
Yr+1 = Yo T %f&k}y}c)

K
@ § ftnyn) [ o
—ln- - d
+F(a)AB(a) h . (s = th-1)(ts1 — )" ds
n=1
k
@ f(tn-1,Yn-1) [+ 1
- — - —5)*'ds.
I'(a)AB(a) E: h . (s = ta)(tirs — 5)*7'ds
n=1
(3.18)
Denklemin sag tarafinda yer alan integralleri
tnt1
Aani = =t ) = ) s
tn
(3.19)

ve
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tn+1 L
Aa,n,z = f (S - tn)(tk+1 - S)a_ ds
t

n

(3.20)
seklinde alarak daha sade hale getirelim. O halde, bu integral
K
(1-a) a f(tn, yn)
yk+1_y0 AB( ) f(tk'yk)+r(a)AB(a) h Aa,n,l
n=1
K
_ a f(tn—1’Yn—1)A
['(a)AB(a) h amnz
n=1
(3.22)
seklinde yeniden yazilabilir. A, Ve Ag ,» integralleri
k—n+1D%k—-—n+2+a)k—n)*(k—n+2+2a
. X ) )(k = )?C )
” a(a+1)
(3.22)
ve
k—-n+1D)%"1—(k—-n)%k-n+1+a
y ) = (e =) )
T a(a+1)
(3.23)

seklinde hesaplanir (Toufik ve Atangana, 2017). Bu islemleri integralde yerine
yazarsak, elde edilen yaklasim asagidaki sekilde olacaktir:

Vk+1 = (AB_( )) f (o i)

k
ah“ k—n+1D)*k—n+2+a)
+F(a+2)AB(a)Zf(t"'y")[ _(k = n)(k —n + 2 + 2a)

n=1
k

ah® (k—n+1)"Yk-n+2+a)
" T(a+2)AB(a) z fltn-1,Yn-1) [ —(k-n*k-n+1+a) |

n=1

(3.24)

3.2.2. Caputo-Fabrizio Kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢in niimerik algoritma
Ilgili metodu kesirli tiirevlere genisletmek igin, genel bir adi diferansiyel
denklemi ele alalim. Klasik tiirevin Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi ile degistirildigi

problem asagidaki gibi sunulur:
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{CﬁDt“y(t) = f(ty(®)

y(0) = o
(3.25)
Bu denklemin her iki yanina Caputo-Fabrizio kesirli integralini uygularsak,
t
y(t) —y(0) = )f(t y(®) +—— M( 3), f(s,y(s))ds.
(3.26)

Yukaridaki denklem, verilen t = t;, ve t = t;,; noktalarinda yazilip, bu denklemlerin

farki alinirsa, agsagidaki esitlik elde edilir:

[f(tk'}’(tk)) f(tk 1Y (k- 1))]

M@ ),

V(tes1) —y(ty) = M( )

f(s, y(s))ds.

(3.27)
(3.26) esitliginin sag tarafinda yer alan f(s,y(s)) fonksiyonu Lagrange interpolasyon
polinomu ile yaklastirilirsa, yukarldaki esitlik asagidaki gibi diizenlenir:

Yi+1 = Yk + [f(tkry(tk)) f(tk 1Y (k- 1))]

M(a)

a (e Vi)
M(a) h

(s — ti_1)ds
tk
_a f (k=1 Y1)

M(a) h

+1
(s — tg)ds.

23
(3.28)

Yukarida verilen denklemdeki integraller i¢in asagidaki hesaplamalar gecerlidir:

th+1 3h2

j (5 = ty_y)ds = o

¢ 2
k

tk+1 h?
J (s —t)ds = —
¢ 2

k

(3.29)

Yukarida verilen integraller hesaplandiginda, niimerik algoritma

1 —_
Yek+1 = Vi t+ Wa(; [f(tk,Y(tk)) - f(tk—l'y(tk—l))]

+ 2M(@) [3f (tis Vi) — f (tk—1, Yie—1)]

(3.30)
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seklinde yeniden yazilabilir (Toufik ve Atangana, 2017).
3.2.3. Caputo Kesirli tiirevli Cauchy problemi i¢cin niimerik algoritma
Bu alt boliimde, Caputo kesirli tiirevli genel bir adi diferansiyel denklemi goz

Onine alalim.

{SDé"y(t) = f(ty(®)

y(0) = yo
(3.31)
Bu denklemin her iki yanina Caputo kesirli integrali uygularsak,
1 t
© =y == [ £y -9 ds
Y=y =05 ] f (s y())(E =)
(3.32)

esitligi elde edilir. Verilen bir t = t;,4,k = 0,1,2, ... noktasinda, yukaridaki denklem

asagidaki sekilde yeniden diizenlenir:

1 tk+1
y(tes1) —y(0) = mfo f(S,y(S))(tk+1 —5)%ds

k
1 tnt
= mz ftn f(5,9(5)) (b1 — )% 1ds.
(3.33)

[t,, tn+1] araliginda, Lagrange interpolasyon polinomu kullanilarak (3.32) esitligi

asagidaki sekilde diizenlenir:
k

1 § ftnyn) M+t _
Yi+1 = Yo T m % (s — ty—1) (g1 — $)* tds

tn
n=1

n
1 tr 1, Vin_ tk+1
PonovIncd) (7 (6 )ty — 502

['(a) h te
n=1
(3.34)
Yukarida verilen ifadeyi
th+1
Aana= [ 6=t n = ),
tn
tnt1
Aana = [ 6= )t = ),
tn
(3.35)
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seklinde alarak daha sade hale getirelim. O halde bu integral
K K

v+ 1 f(tn»Yn)A _ 1 f(tn—lryn—l)A
Vi+1 Yo F(a) h an,l F(a) h an,2

n=1 n=1

(3.36)
seklinde yeniden yazilabilir (Toufik ve Atangana, 2017).
Bu islemleri integralde yerine yazarsak, elde edilen yaklasim asagidaki sekilde

olacaktir:
k

B h* (k—n+1D)*k—n+2+a)
Vi+1 —y0+l—\(a—+2)Zf(tn:yn) —(k—n)a(k—n+2+2a)

n=1
k

he (k—n+1)*(k—n+2+a)
_me(tn—l:yn—l) —(k—n)*(k—n+1+a) [

n=1
(3.37)
3.2.4. Uygulamalar
Bu boliimde bahsedilen metodu kullanarak bazi diferansiyel denklemlerin
coziimleri ile ilgili 6rnekler verecegiz.
3.2.1. Ornek:
Asagidaki Atangana-Baleanu tiirevine sahip nonlineer bir adi diferansiyel

denklemi ele alacagiz.

{ABﬁDf‘y(t) = exp(0.05y)

y(0) = 0.2
(3.38)
Bu denklemin her iki yanini integrallersek,
(1-a) a ‘ _
y() —y(0) = 15 (@) exp(0.05y) + mjo exp(0.05y) (t — 5)% ds.

(3.39)
Verilen bir t = t4,,,k = 0,1,2,... noktasinda, yukaridaki denklem asagidaki sekilde

yeniden diizenlenir:

1 —
y(te+1) = y(0) + (AB(;) exp(0.05y%)
“  p(0.05 a-1q
+mf0 exp(0.05y) (tx+1 — 5) S
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k
1— tn+a
=y, + (AB(:)) exp(0.05y%) + m 2 j;n exp(0.05y) (tg4q1 — )¢ tds.

n=0

(3.40)
[tn the1] arali@inda, Lagrange interpolasyon polinomu kullanilarak f (s, y(s))

fonksiyonunun yaklasimi (3.39) esitliginde yerine yazilirsa

(1-a)
Vi+1 = Yo + ——=—exp(0.05y%)

AB(a)
k
a z : exp(0.05y,,) [+ w1
+ F(a)AB(a) h 0 (S tn—l)(tk+1 S) ds
n=1
k
a z : exp(0.05y,,_,) [n+ w1
F(a)AB(a) h . (S tn) (tk+1 S) ds.
n=1
(3.41)
O halde bu integral
k
y (1-a) k a exp(0.05y,,)
Yi+1 = Yo T AB(a) exp(0.05y") + T(@AB(a) , Agna
n=1
k
a exp(0.05y,,_,)
- Aa,n,z
I'(a)AB(a) h
n=1
(3.42)
seklinde yeniden yazilabilir (Toufik ve Atangana, 2017). (3.41) denklemi agik halde
(1-a)
Vi1 = Yo+ g exp(0.05yy)
k
ah“ E k—n+D*k—-n+2+a)
* I'(a + 2)AB(a) exp(0.05y) [ —(k—n)*k—-—n+2+2a)
n=1
k
ah® (k—n+1)**'(k—n+2+a)
I'(a+ 2)AB(@) 21 exp(0.05yn1) [ —(k—n)*k-n+1+a)
n=
(3.43)
seklinde yazilir.

Bu problemin farklt mertebeden kesirli tlirevleri i¢in niimerik simiilasyon Sekil
3.2’ de goriilebilir.
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J|—*0a=0.6

t

Sekil 3.2. Farkli mertebeden AB tiirevli Cauchy problemi i¢in simiilasyon

3.2.2. Ornek:
Bunun i¢in asagidaki Caputo tiirevine sahip lineer bir adi diferansiyel denklemi

ele alacagiz.

{SDé"y(t) =2y

y(0) = 0.02
(3.44)
Bu denklemin her iki yanina Caputo kesirli integralini uygularsak,
1 t
(t) —y(0) =—f 2y)(t — s)% ds.
y y @ J, (2y)(t —s)
(3.45)

Verilen bir t = t;,4,k = 0,1,2,... noktasinda, yukaridaki denklem asagidaki sekilde

yeniden diizenlenir:

1 tk+1
(ti2) = (0) = s f (29)(tess — )% ds

k
— 1 tn+12 a—1d
- j (29)(tyrr — )% 1ds.
n=0

(3.46)

25



Yukaridaki integraller hesaplanirsa, elde edilen yaklasim asagidaki sekilde olacaktir:
k
h* (k—n+1D*k—-n+2+a)
Vi =00 5Ty E @ | _ (k= mye (k= n + 2 + 20)

n=1
k

_L 2 )(k—n+1)a+1(k—n+2+a)
T(a+2) I _(k—n)ek—n+1+a) |

n=1
(3.47)
Bu problemin farkli mertebeden kesirli tiirevleri i¢in niimerik simiilasyon Sekil

3.3’ de goriilebilir.

1.2

—#— =0.95
—*—a=0.9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Sekil 3. 3. Farkli mertebeden o degerleri icin Caputo tiirevli Cauchy problemi i¢in simiilasyon

3.2.3. Ornek
Bu ornekte Caputo-Fabrizio kesirli tiireve sahip lineer bir adi diferansiyel
denklemi ele alacagiz.

{C’SDf‘y(t) =2t-1
y(0) = 0.5

(3.48)
Bu denklemin her iki yanina Caputo-Fabrizio kesirli integralini uygularsak,
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y(®) —y(0) = (t,y@®)) +——=] f(s,y(s))ds.

M( ol M ),

(3.49)
Yukaridaki denklem, verilen t =t ve t = t;,.4,k = 0,1,2, ... noktalarinda yazilip, bu

denklemlerin farki alinirsa, asagldaki esitlik elde edilir:

Y(tis1) —y(ty) = )[f(tk'y(tk)) f(tk 1Y (k- 1))]

+ m . f(s, y(s))ds.

(3.50)
[tx, tx+1] araliginda, Lagrange interpolasyon polinomu(Toufik ve Atangana, 2017)

kullanilarak f (s, y(s)) fonksiyonunun yaklagimi integral ifadesinde yerine yazilirsa

Ye+1 = Vi + M(a )[f(tk:y(tk)) f(tk 1Y (k- 1))]

a f(teyr) (G

M(CZ) h A (S - tk—l)ds
a  f(te—g, Yr-1) [
~ M) 1h ! (s — tg)ds.
23
(3.51)
Yukarida verilen integraller hesaplanirsa, niimerik algoritma
l1-a
Ye+1 =Yk T M@ [t — 1) = (2tp-1 — 1)]
+ 2M () [3(2t, — 1) — 2tg-1 — D]
(3.52)

seklinde yeniden yazilabilir.
Bu problemin farkli mertebeden kesirli tiirevleri i¢in niimerik simiilasyon Sekil

3.4’ te gortilebilir.
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1.2

—*—a=0.95
—*—a=0.9

t

Sekil 3.4. Farkli mertebeden a degerleri igin CF tiirevli Cauchy problemi i¢in simiilasyon

3.3. Parcah diferansiyel denklemler

Gozlemlenebilir gergeklerin  matematiksel modellere doniistiiriilmesi, bu
gercekleri anlamada ve yorumlamada yol gdsterecektir. Iyi bir matematiksel model
kapsamli olmali ve problem ile ilgili bilgilerin neredeyse tamamini i¢ermelidir. Bu
ozelliklerden bazilar1 matematik¢i tarafindan siklikla matematiksel formiilasyonlarin
disinda birakilmistir ve sonu¢ olarak bu modellerin sonuglart her zaman goriilen
verilerle eslesmemektedir. Klasik, kesirli veya pargali tiirev almanin bu incelikleri
yakalayamamas1 nedeniyle, yeni bir adi ve kismi diferansiyel denklemler simifina
ihtiyag vardir (Atangana ve Igret Araz, 2023). Bu béliimde birkag parcali diferansiyel
denklemi ¢oziimleri ile birlikte verelim. Oncelikle asagidaki klasik tiireve sahip parcali

diferansiyel denklemi sunalim:

{3 cost —5ycost t € [0,3],
dy _ y(0) =0,
dt { 1 12ty
— , t € 13,30
(3t2+4)?2 3t +4 [3,30]

(3.53)

Boyle bir diferansiyel denklemin tam ¢oziimiiniin oldugu gortliir:
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( (3 .
—+ ce(=5sint) -+ €[0,3]

5
y(0) =0,
y(t) =< c+t
m, t € [3,30]
3 3 .
— — _ Z ,(~5sin3)
| ¥YB) =c—ce

(3.54)
oldugu goriiliir. Atangana ve igret Araz (2023)’iin ¢alismasindan Caputo kesirli tiireve
sahip bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii (Atangana ve igret Araz, 2023):

—=5y(t), t €]0,1]

6Dy (1) = {exp(—4t), te1,0)

(3.55)
seklindedir. Boyle bir pargal1 diferansiyel denklemin tam ¢éziimii
y(0)E,(—=5t%*), te[0,1]
y(®) = y(0) + %f:e“” (t — )% dr, t €[1,t)
veya
y(0)E,(=5t%), te[01]
Yo 1 ey | TGN |
@& jt [=0*B,j+ 1) ’
(3.56)

seklinde olacaktir. Simdi, Lagrange interpolasyon polinomlu niimerik metodu
kullanarak pargali diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde edecegiz. Klasik
durumda pargali Cauchy problemiyle baslayacagiz.
filtu@®), 0<t<g
TGk z
fultu®), t,0<t<t
(3.57)

Klasik integralin her iki tarafa da uygulanmasi ile asagidaki denklem elde edilir:
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u(0) + ffl(r,u(‘r))dr, 0<t<t
0

u(t) =A<

t
u(ty_q) + f f (1, u(r))dr, thor Sttty
\ lk—1

(3.58)

Yukaridaki denklemdeki integrali alinan fonksiyonlar, Lagrange polinomu ile yaklasik

olarak elde edilirse agsagidaki niimerik algoritme elde edilir (Toufik ve Atangana, 2017):

h
|(u(tk) + 5 [3f1(tk'u(tk)) — f1(tk-1, u(tk—l))]
U(trsr) = { :

I h :
\u(t) + 5 [3fa(tr w(tr)) = fu(trmr, u(te—1))]
(3.59)
Simdi Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile parcali dogrusal olmayan adi diferansiyel
denklem durumunu ele alalim (Atangana ve igret Araz, 2023):
filtu®), 0<t<g
ABGD fu(t) = !

\fn(t,u(t)), ik_l <t<t

(3.60)
Atangana-Baleanu integrali (3.59) denkleminin her iki tarafina da uygulanirsa
( t
a
u() + (1~ fi(6u®) + s f (6 u@) (¢t - edr,
0
0<t<ty
u(t) =« '
t
a
u(te-) + (1 — a)fp(tu(®) + @ f fu(t,u(@)(t — 1)% tdr,
lk—1
\ ter St <ty
(3.61)

oldugu goriiliir. ABC tiirevine sahip pargali sistem igin Lagrange polinomlarina (Toufik

ve Atangana, 2017) dayanan asagidaki sayisal sema olusturulabilir:
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(o w0+ -ofi(teu)) )
a(At)“ h my

+ F(d + 2) m1=1f1(tm1’u )

{(11 —my+ D —my +2+ “)}
—( —m)*( —my + 2+ a)
a(At)® b

B I'a+2) my=

(I —m + 1"
et —moyeth —m+ 14 )
0<t<t

v~

1[f1(tm1—1rum1_1)]

u(tirs) = 3 :
[ ulte-) + - fa(tou)) )
a(At)® L
_— t 'umk
F(a + 2) mk=l(k_1)+1fn( e )
{(lk — myg + 1)a(lk — my + 2+ 0!)}
_(lk = mk)“(lk — my + 2+ 2“)
a(A)®
F(a + 2) my=l_q)+1
y { (e = my + D }
_(lk - mk)a(lk — myg + 2+ 2(1)
L L \ tk—l <t< tk J

"

fn (tmk_l' umk_l)

(3.62)
Benzer sekilde, Caputo-Fabrizio kesirli tlirevi i¢in asagidaki baslangic deger problemi

ele alinir (Atangana ve igret Araz, 2023):
{ filtu(®), o0<t<t

“ODFu(t) = :
kfn(t: u(t))i tk—]_ S t S tk
(3.63)
Lagrange polinomunu ile birlikte kullanarak integrale yaklasarak sunu elde ederiz:
( u(0) + (1 — &) f (ti, u(ti)
L
+ah Y 3£ (tm, ™) = ity 300 7)
mq=
0<t<sty
U(tr1) = A :

uter) + (1 = Dfu(t u(60))
Iy
([Feh D [l ™) = fultm, )]

=1
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(3.64)

Son olarak Caputo tiirevi ile asagidaki sistemi ele aliyoruz:

filtbu®), o<t<t
6D Fu(t) = ! f
(b u®), tesstst
(3.65)

Bu durumda, Lagrange polinom yaklasimini Kullanarak sayisal ¢6ziimii elde ediyoruz.

([ ( (At)* b m
a4 2) Ly, 1™
y {(ll -m;+ D%, —my + 2+ a)}
- -m)*ly—my+2+a)
(At)*
I'(a+2) Ly, =
y { (4 —my + 1) }
\ \ (L —m)*—m+1+a)) J
0<t<t

Lu(0) + <
1[f1(tm1—1'um1_1)]

U(trs1) = 9 :
( (- (AD)* L
AR t ’umk
F(a i 2) mk=l(k_1)+1fn( & )
% {(lk — my + 1)a(lk — my + 2+ a)}
_(lk - mk)“(lk — my + 24+ 20.’)
Su(tp_q) + 1 At)“ Ik ’
( k 1) _ ( ) fn(tmk_lrumk_l)
F(a + 2) mk=l(k_1)+1
9 { (e —my + D }
_(lk - mk)“(lk — my + 24+ 20.’)
L\ \ Jteo1 St b J

(3.66)

Parcali diferansiyel denklemler kavramin bir uygulamasini gostermek i¢in bir
sonraki baslikta bir tiimdr biiyiime modelini ele alacagiz (Atangana ve Igret Araz,
2023). Meme kanseri olan bir kadini1 diigiiniin. Kanser hiicrelerinin viicuda yayilmaya
daha yatkin oldugu durumlarda cerrahi, kemoterapi ve radyasyonun da kullanildigin
varsayalim. Birinci siirecte kemoterapinin, ikinci silirecte ise kemoterapi ve
radyoterapinin uygulandigi iki siireci modelleyen parcali sistem, bu iki tedavi
uygulandiginda kanser hiicrelerinde meydana gelen degisimi modellemek icin asagidaki
gibi elde edilmektedir. Hastada ardisik olarak uygulanan yontemleri ifade eden parcali

diferansiyel denklem asagidaki sistem ile temsil edilir:

32



( dT

= = aT(1 = bT) = E.CT
dE
) dtC:dCEC(]‘_EC , 0<t<t
ac
\ - e
(dT
= = aT(1 = bT) — Ey(E,DT + E.CT)
dE
d_tr =d.E,(1-E;)
dE
. d—tczchCu—Ec) G <t<T.
dE,
dt =dE,(1-Ey)
ac
L - e

(3.67)
Burada T fonksiyonu tiimor hiicrelerinin sayisi, a timor biiyiime hizi ve b ise
timor tagima kapasitesinin tersidir. E, fonksiyonu kemoterapinin etkinligini tanimlar, C
fonksiyonu kemoterapinin konsantrasyonudur, y konsantrasyonun bozulma hizi, D
radyasyon miktari, E,  radyoterapinin etkinligi, E; kombine radyoterapi ve
kemoterapinin etkinligi ve d. sabitleri; d,.ve d; verimliligin biiyiime oranlaridir.
(3.66) parcali model ile ameliyat sonrasi kemoterapi alan bir hastada bir siire sonra
kemoterapinin yetersiz kaldigi durumda kemoterapiye ek olarak radyoterapinin
uygulandig1 bir hastada kanser hiicrelerinde meydana gelen degisimi inceleme olanagi
sunulmustur.
Bir sonraki boliimde, pargali diferansiyel denklemler kavraminin epidemik
modellere uygulanmasi ele alinarak, Wang ve ark. (2022) tarafindan sunulan iki dikey
bulas1 temsil eden bir model, bir dikey bulasin oldugu popiilasyonda bir siire sonra

ikinci bir dikey bulasin goriilmesi seklinde modifiye edilecektir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA
Onceki boliimde, baz1 klasik ve kesirli mertebeden tiirev iceren adi diferansiyel
denklemleri ¢ozmek i¢in sunulan Lagrange polinomuna sahip bir niimerik metot, bu

boliimde ele alinacak bir dikey bulas modelinin ¢dziimiinde kullanilacaktir.

4.1. Dikey bulas modeli

Bu baslik altinda, pargali diferansiyel denklemler kavramindan faydalanilarak,
Naji ve ark. (2016) tarafindan sunulan iki dikey bulas1 temsil eden bir model, bir dikey
bulasin oldugu popiilasyonda bir siire sonra ikinci bir dikey bulasin da dahil oldugu
senaryoyu dikkate alacak sekilde genisletilecektir. Naji ve ark. (2016) tarafindan
onerilen ve daha sonra Wang ve ark. (2022) tarafindan da calisilan bu dikey bulas
modelini igin 6nce klasik ve kesirli tiirevler ile modifiye ederek niimerik olarak ¢6zelim.
S6z konusu model asagidaki sistem ile ifade edilir (Naji ve ark., 2016; Wang ve ark.,
2022):

(& =A- (&"‘Bziz)i‘F (y —p2)iz — uS —pyiy + 11,
dt 1+ N
< % = 1,3:11.1%_ (k+a; +8 —py)iy,
di, .S ]
E:ﬁzlzﬁ— (L+az+y—p2iz,
dr ]
. a= 8iy — (n + 4,
4.1)
seklindedir. Bu modelin baslangi¢ kosullar
s(0) = 5% 1,(0) = if,1,(0) = i3,7(0) = r°
(4.2)

seklindedir.
Model i¢in varsayimlar, ele alinan degiskenler ve parametreler su sekildedir;
e 5(t), t anindaki duyarli bireylerin sayisin1 temsil eder.
e i,(t) vei,(t), t anindaki enfekte bireylerin sayisini temsil eder.
e 1(t), t zamaninda iyilesen bireylerin sayisini temsil eder.
s(0) > 0,i,(0) > 0, i,(0) > 0, r(0) > 0 baslangi¢ kosulu olarak belirtilir.
N(t) = s(t) + i1 (t) + i, (t) + r(¢t) toplam niifusu belirtir.

A > 0 deterministik modelle dogum orani sabit miktarda popiilasyonun oldugu
varsayilmaktadir.
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e Her iki hastaliginda dikey aktarimi vardir; spesifik olarak bulasici birey, hastalik

o i,(t)vei,(t) igin srastyla 0 <p; <1 ve 0 <p, <1 oranlarinda enfekte bir
yeni bireyi dogurur.

e Sonu¢ olarak p,i; ve pyi, birimleri sirasiyla enfekte olmus smniflar iy ve i,
sinifina girecek ve ayn1 miktarlar duyarli sinifta toplanmadan ¢ikarilacaktir.

e Hastaliklarin her ikisi de s(t) smifindaki bireyler ile i,(t) ve i,(t) smifindaki

B1siy

kisiler arasindaki temas yoluyla i; (t) igin T ile tanimlanan dogrusal olmayan
1

goriilme oraniyla bulasir.

e B; >0 enfeksiyon etkilesim oranini temsil eder ve benzer sekilde f,si,
tarafindan tanimlanan i, (t) i¢in dogrusal insidans (Risk altindaki saglam kisilerin
belirli siirede, belirli bir hastaliga yakalanma olasiligini gosteren 6lgiit.) oranini
temsil eder. Burada, 3, enfeksiyon oranini temsil eder.

e i, (t) smifindaki bireylerin enfeksiyon 6liim oran1 a; > 0 olan hastalik nedeniyle
6lim yasanmaktadir.

e Enfekte olan bireyler hastaliktan iyilesecekler ve iyilesme orani § > 0 olan
bagisiklik kazanacaklardir.

e i,(t) smifindaki bireylerin enfeksiyon 6liim oran1 @, = 0 olan hastalik nedeniyle
6limle kars1 karsiyadir.

e Enfekte olan bireyler hastaliktan iyilesecekler ve iyilesme orani ¥ > 0 oldugunda
duyarl hale geleceklerdir.

e r(t) smifindaki bireyler bagisiklik oranina 0 < n < 1 sahiptir.

e Toplam popiilasyondaki her birey i¢in ¢ > 0 dogal 6liim orani vardir.

e Ozellikle dikkate deger bir varsayim, her iki hastaligin aym1 anda ayni kisiye
bulasamayacagidir.

e Ayrica duyarh siniftaki A popiilasyona dahil olan bireylerin her zaman pozitif
olmasini saglamak i¢in agsagidaki hipotezlerin her zaman gecerli oldugu varsayilir;

6 =>ps Ve Yy =p,.
(4.3)
4.2. Dikey bulas modelinin ¢6ziimii i¢cin bir niimerik metot
Bu baglik altinda, bir onceki bolimde sunulan Lagrange interpolasyon
polinomuna sahip niimerik algoritma kullanilarak dikey bulas modeli niimerik olarak

¢Oziilecektir.
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4.2.1. Dikey bulas modelinin ¢oziimii

Bu alt baglik altinda Naji ve ark. (2016) tarafindan tanitilan dikey bulas
modelinin niimerik olarak ¢6zmeyi amagliyoruz. Bunun igin Lagrange interpolasyon
polinomlu bir niimerik metottan faydalanacagiz (Adams ve Bashforth, 1883). Soz

konusu model asagidaki sistem ile temsil edilir:

(ds Bii \S ) )
dat =A- (ﬁ*‘ﬁzlz)a‘k (¥ —p2)iz — uS — piy + 11,
di; Biix s .
{E— 1+i15—(ﬂ+“1+5—191)11:
E= n —(u+a,+y—piz,
ar
\ = Sa— M+,
(4.4)
seklindedir. Bu denklem sisteminin her iki yanini integrallersek,
s(t) =s(0) + fotS(s, iy,1i,,1,7)dT,
t
60 =00+ [ Lm0,
0
t
ir(t) =i(0) +f (s, 1y, 05,7, 7)dT,
0
t
r(t) =r(0) +f R(s,iq, iy, 7, T)dT.
0
(4.5)

Yukaridaki denklem verilen t = t;, ve t = ti,.4,k = 0,1,2, ... noktalarinda yazilip elde

edilen iki denklemin farki alinirsa, asagidaki sekilde yeniden diizenlenir:

tk+1
() =5t = [ S, im0
23
tk+1
il(tk+1) - il(tk) = f 11(5, iy,10,1, T)dT
tk
tk+1
I (tye1) — I(ty) = f I (s,iy,ip,1,1)dT
23
Ukt
T(tk+1) - T(tk) = f R((Sl lyla T, T)dT'
Lk

(4.6)
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[ty, tr+1] araliginda, Lagrange interpolasyon polinomu kullanilarak, bu model i¢in

niimerik algoritma
Ston = 5+ 2 3850, 15 14,75, 1) = (5L, 147 K Py )]
f1p,, = i1, + g [31,(s%,iy%, 1%, % t) — (%L, i 78 i rk =L )]
(20, = 2, + g [3L(s%,is", i, %, t) — L(s* 74, i i vkt )]
et = b2 [BR(SE, 5% 14,75, 6) = R(s%, 17 5, o, )
(4.7)

seklinde elde edilir.

Ele alinan model igin niimerik simiilasyonlar sunalim. Simiilasyonlar sirasinda sistemin

baslangi¢ kosullari
s(1) =700,i;(1) =2,i,(1)=1,r(1) =0
(4.8)
ve parametreleri
A=2B,=025,n1=0.25, B, =029,y = 0.05,p, = 0.21,,n = 700
p, = 0.007,8 = 0.09,a; = 0.01,a, = 0.001, = 0.03
(4.9

seklinde se¢ilmistir.
Ele alinan klasik tiireve sahip dikey bulas modeli i¢in grafiksel gosterimler Sekil

4.1-4.4° de sunulmustur.
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Sekil 4.4. Klasik tiirevli dikey bulag modeli sistemi i¢in simiilasyon

4.2.2. Atangana-Baleanu tiirevli dikey bulas modelinin ¢oziimii

Baleanu, 2016).

Simdi dikey bulag modelini Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile modifiye edelim
ve bu sistemin ¢oziimii i¢in Lagrange polinomlu metodu kullanalim(Atangana ve
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P1is
1+
P15ty .
1+i1—(,u+a1+5—p1)ll,
ABEDE i, (t) = Basiy — (u+ az + v — pa)iz,
\ABEDEr(t) = 6iy — (n + ),

( . . .
ABEDEs(t) = A — ( + ﬁ212>5 + (¥ —p2)iz — uS —pyiy + 1,

{ ABEDRIL(t) =

(4.10)

seklindedir. Burada sistemin baglangi¢ kosullari

s(0) = 700,i;(0) =2,i,(0) =1,7(0) =0

(4.11)

ve parametreleri

A=2,,=025,n=0.25, 3,=0.29,y =0.05,p, =0.21,n =700
p, = 0.007,6 = 0.09,a; = 0.01,a, = 0.001, u=0.03

(4.12)

seklindedir. Sistem incelendiginde, sistemin farkli dinamik davraniglar sergiledigi
simiilasyonlar ile goriilecektir.
Yukaridaki sistemi daha sade halde yazalim.
( 4PEDEs() = S(s, 11, iz, 7, )
ABEDE L (6) = I (s, i1, 15,7, 1)
ABEDE i, () = (s, 1, 15,7, 1)
\486DEr(6) = R(s, iy, iz, 7 )

(4.13)
Her bir denkleme Atangana-Baleanu integrali uygularsak, asagidaki sistemi elde ederiz:
() = 5(0) + X 55, iy, gy 1, ) + JtS( 1 i, 7, T)(E — T)971d
S - S( ) AB(a) S,11,1,7, AB(a)l"(a) . S,l11,1,, 1T T T
() = 1,(0) + —— 1, (5, 1y iy, 7 £) + —2 Jtz( i1y, 7T) (6 — 1) 1d
L - Ll( ) AB(a) 1S, 11, 1,1, AB(a)F(a) 0 1S, U1, lz;r;T T T
1 (0) = 1(0) + —— 1 (5, iy, 1y 1 £) + —2 ftz( i1, 7, 7)(E — )% d
Ly - lZ( ) AB(Q) 2(S, 11, 1,7, AB(a)F(a) . 28, 11,10, 1, T T T
1—«a o a t o -
r(t) =r(0) + mR(S, [1,i37,t) + mj; R(s, iy, iy, 7, 7)(t —7)* dr.

(4.14)
Yukaridaki sistemi t = t,,; noktasinda yazip, denklemlerin sag tarafinda yer alan
fonksiyonlar i¢in Lagrange polinomunu kullanarak

1—«a
AB(a)
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k
a et g(s™, i, 1,", 1™ t,)
S N - —t,_ t — 1) 14
+AB(a)l"(a) E _I;n h (T — th-1) (tg41 — T) T

tn+15(sn1'n—,-n1rn1t_1) -
AB(a)F(a) 2 f (T — to)(tkrr — D)4 Hdr

1-—
i1(tk+1) = i1(0) +AB( )

a § it g, (s, 0,7, i, T t,)
TR (1=t (tgr — DN
+AB(a)F(a) jtn h ( n-1)(tk+1 — T) T

tn+11(sn1,-n—,.n1rn1t_1) .
AB(a)F(a) Z ,f (T - tn)(tk+1 — T) dt

k -k .k _k
Il(s syl T ltk)

i 1- ko k o:k _k
i2(tr41) = i2(0) +AB( )12(5 i)

a tnt1 L(s™ " i, 1™ t,)
- ’ 4 4 rtn _ t ~ t _ a—ld
+AB(a)F(a) ; ‘jtn h ( n-1)(tks1 — T) T

AB(a)F(a) Z ,f (T - tn)(tk+1 - T) dt

r(tg+1) = 7r(0) +

AB( )R fp (s* i,k ik " )

. L j‘tn+1 R(Sn, iln, izn, Tn' tn) (T —t )(t - T)a_ldT
AB(a)F(a) . h n-1)(Lk+1

tntt R(s"" 1 -1n—1, izn_l,‘)"n_l, ¢ 1)
2 (1= t) (brpr — 7))
AB(a)[‘(a) § ft h (T = tn) (tiesr — D) d1

(4.15)

esitliklerini yazariz. Yukarida verilen integraller hesaplanirsa
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1 —
skl =5(0) +

i

iy

T'k+

k+

k+

T @+ 248

1-—
=700+

a . .
AB(a) S(Skr llk; I'Zk)rk' tk)

k

ah : : k—n+1D*k—-—n+2+a)
n.,n. .mn._mn
S(S il T ,tn) —(k—n)a(k —n+2+ Za)

n=1

-1 : n—-1 : n—-1 -1
S(s™ i L v )

a
" T(a+2)AB(a) ;

><[(k—n+1)a+1(k—n+2+a)
—(k—-n)*k—-m+1+a)

1-—
= 11(0) + ( 11(5 ll ) lzk,r tk)

k

ah® (k—n+1D%k-n+2+a)
n;n,n._n
T + 2)4B(a) E W™ 05650 | g yatk —n+ 2 + 20)

n=1

a
_ I Tl—l’ g n_l’ g n_l’ Tl—l’t i,
[(a+2)AB(a) Zl ("B )
n=

(k—n+1)**Y(k-n+2+a)
—(k—-n)*k-—-n+1+a)

l1—-a .
=i,(0) +AB( )Iz(sk, ix", lzk;rk.tk)

k

ah“ (k—n+1D)*k—n+2+a)
n;n.n._n
T (@ ¥ 2)4B(a) E LU 05650 | g pyagk —n + 2+ 2a)

n=1

n—1 -n—1 : n—1 _n-—-1
Iz(s , yi T ,tn_l)

“T(a+ Z)AB( )Z

(k—n+1)*Y(k—-n+2+a)
—(k—-n)*k-—-n+1+a)

AB(a )R(s i1 ,12 kork tk)
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k

+ ah? R(s™ i " i, )
['(a +2)AB(a) otz o

n=1

(k—n+1D)*k—n+2+a)
—(k—n)*k —n+ 2+ 2a)

k
ah®
_ R n—1‘- n_l;. n—l) n—1’t B
I'(a + 2)AB(a) Zl (77 5" " )
n=
9 [(k—n+1)“+1(k—n+2+a)

—(k—-n)*k-—-n+1+a)

(4.16)
Sekil 4.5-4.8 de, ele alinan Atangana-Baleanu kesirli tiirevine sahip dikey bulag
modelinin farkli mertebeden kesirli tirev degerleri i¢in niimerik simiilasyonlar
sunulmustur.

700 T T T T _
— =1
a=0.95
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Sekil 4.5. Atangana-Baleanu tiirevli dikey bulag modeli sistemi i¢in simiilasyon
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Sekil 4.8. Atangana-Baleanu tiirevli dikey bulag modeli sistemi i¢in simiilasyon

4.2.3. Caputo tiirevli dikey bulas modelinin ¢6ziimii
Simdi dikey bulag modeli sistemini Caputo kesirli tiirevi ile modifiye edelim ve
bu sistemin ¢6ziimii i¢in Lagrange polinomlu metodu kullanalim.
ED&s(t) = S(s,iq,iy,7,t)
§DEL (1) = I(s, 1y, 15,7, t)
§DE15(6) = I(s, i1, 15,7, t)
L 6DEr(t) = R(s, iy, 15,7, )

(4.17)

seklindedir. Burada sistemin baglangi¢ kosullari

s(0) =700,i,(0) =2,i,(0) =1,7(0) =0

(4.18)

ve parametreleri

A=2,5,=025,n=0.25, 3, =029,y =0.05,p, =0.21,n =700
p, = 0.007,8 =0.09,a; = 0.01,a, = 0.001, u=0.03

(4.19)

seklindedir.

Her bir denkleme Caputo integrali uygularsak, asagidaki sistemi elde ederiz:

t

s(t) =s(0) + % S(s,iy, iy 1,1)(t—1)% tdr
0
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1 t
() =i,(0) + m.’; L(s, iy, iy 7, T)(t —17)% tdr

1t .
i,(t) =iy(0)+ mfo I, (s, iy, iy, 1,7)(t — 1) 1dT.

1 t
r(t) =r(0) + — f@ ), R(s,iy, iy 1,7)(t — 1) tdr
(4.20)
Yukaridaki sistemi t = t,,; noktasinda yazip, denklemlerin sag tarafinda yer alan

fonksiyonlar i¢in Lagrange polinomunu kullanarak

tnt1 S (5™, 0,7, 12 ot
S(trs1) = s(0) + I(a )ZJ S o )( tn-1)(tisr — DT

2 L Gl izn_l "t 1)
- ‘ ’ L (=t (treg — 7)Yt

k
_ _ 1 z : tntr (5™, 0,7 i, 1 t,) ~
[1(tg41) = i1(0) + I'(a) j;n - - hz (T — th1) (tgs1 — D tdr

tnt1 | (Sn 1’ '171— ) -Zn—l’rn—l't _1)
G E J. "L (0 ) (tens — 1)

tnt1, (s i 12 ™
ir(tgs1) = i5(0) + —= r(a) ZJ it fn) (T = tye1) (tgsr — 0 Hdr

: : tn+1 g (Sn 1 '1Tl— '271—1 -1 t, 1)
’ ’ ’ ’ "n— —t t —17)% 14

tn+1 R(s™,i,", 12 ™
r(tgs1) =7(0) + ——= 0 Zf (& ta) (T — tn_1)(teyr — D* tdr

tn+1 R(Sn 1’ '1n_ , -21’1—1’ rn—l’t _1)
5 E J. "L (0 1) (s — Dt
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(4.21)

esitliklerini yazariz. Yukarida verilen integraller hesaplanirsa
K
h¢ E (k—n+1D%k—-n+2+a)
k+1 _— n;n:n._n
S _S(O)+F(6¥+2) S(S yli il T ﬂtn)l:_(k_n)a(k_n_l_z_l_za)
n=0
k
h% k—n+1)**(k-n+2+a)
_ E S(s™1, i mL jn ety [ _
I'(a+2) G T n-1) —(k—-n*k-n+1+a)

n=0

k
h* E k—n+1D)*k—n+2+a)
s k+1 _ nogmngmnn
121 - l1(0)+l.,(a+2) 11(5 il T 'tn)[_(k_n)a(k_n+2+2a)

n=0

k
h¢ _ _ (k—n+1)%Y(k—n+2+a)
_ n-1 ; n=1 ; n—-1 _n-1
F(a+2)§ B(s"ha" e 't”—l)[ —(k-n)k—n+1+a) |

n=0

k
h* z k—n+D%k—-—n+2+a)
Ck+1 _ n;n;:n.n
Ly —l2(0)+1_‘(a+2) IZ(S U 1l T ,tn) —(k—n)a(k—n+2+2a)

n=0

k
_ ah® L(s™ 4" 5" v g y) [(k —n+1)** M k—n+2+ a)]
['(a + 2)AB(a) z oz et U (k—=n)%k—n+1+a)

n=0

k

B h¢ nm e om k—n+1)*k-n+2+a)
T(tk+1)_r(0)+mzR(s vl T rtn)[_(k_n)a(k_n+2+2a)

n=0

k

h“ _ _ (k—n+1)*Yk—n+2+a)
_ n-1 ; n=-1 - n-1 ,n-1
F(a+2)§ R(s™ 06" 't"—l)[ ~(k—m)(k—n+1+a) |

n=0

(4.22)
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Sekil 4.9-4.12’ de, ele alinan Caputo kesirli tiirevine sahip dikey bulag modelinin
farkli mertebeden kesirli tiirev degerleri i¢in niimerik simiilasyonlar sunulmustur.
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Sekil 4.9. Caputo tiirevli dikey bulas modeli sistemi i¢in simiilasyon
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Sekil 4.10. Caputo tiirevli dikey bulag modeli sistemi i¢in simiilasyon
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4.2.4. Caputo-Fabrizio tiirevli dikey bulas modelinin ¢6ziimii
Son olarak dikey bulas modeli sistemini Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi ile
modifiye edelim ve bu sistemin ¢oziimi i¢in Lagrange polinomlu metodu kullanalim.
S6z konusu model
CEDEs(t) = S(s,iq,ip,7,t)
CODEiL(t) = L (s, iy, 15,7, 1)
CODEL () = Ip(s,ix, 1,7, 1)
\ CED&r(t) = R(s, iy, ip 7 t)

(4.23)

seklindedir. Burada sistemin baglangi¢ kosullari

s(0) =700,i;(0) =2,i,(0) =1,r(0) =0

(4.24)

ve parametreleri

A=2,,=025,n=0.25, 3, =029,y =0.05,p;, =0.21,n =700
p, = 0.007,6 = 0.09,a; = 0.01,a, = 0.001, u=0.03

(4.25)

seklindedir.

Her bir denkleme Caputo-Fabrizio integrali uygularsak, asagidaki sistemi elde ederiz:
t

1- a
s(t) =s(0) + —— S(s iy,i,1,t) +—— | S(s,iy, i, 1,1)dT

M(a) M(a) J,
i1(t) =i1(0) + M(a )Il(s iy,15,7,t) +M( )f 1,(s, 11,1y, 1, 7)dT
1-— t
i,(t) =i,(0) + M(a )Iz(s i,i5,1,t) + —— M( A I,(s, iy, iy, 7, T)dT
t
r(t) = r(0) + Ma )R(s iy,i5,7,1) +M( ), R(s,iqy, iy, 1, 7)dT.

(4.26)
Yukaridaki denklem verilen t = t, ve t = ty,,,k = 0,1,2, ... noktalarinda yazilip elde

edilen iki denklemin farki alinirsa, asagidaki sekilde yeniden diizenlenir:

1-—
S(tk+1) S(tk) +— [5(5 11 i ok, tk) S(Sk i i A izk_l:rk_l' tk—1)]

M(a)

tk+1

+— S I'I'II d
n@ )., (s, iy, iy 1, T)dT

1-—
i1(tes1) = i1(tg) + ——= [11(5 i) = LG L g )]

M(a)
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tk+1

+—— I I.I.II d
n@ ), 1(s, 14,15, 7, 7)dT

iy (tk+1) lz(tk) + [12 (Sk' ilk’ izk: %, tk) -1 (Sk_l: ilk_l' izk_l:rk_l:tk—l)]

M(a)

VYN I I.I.II d
+M()tk 5(s,1q,1,,1,7)dT

1-—
r(tes1) = 1(ty) + ——= M(a) [R(S i 5" ) = RGS* L i L g )]

tk+1

+ R I.I.II d
n@ ), (s, iy, iy 1, T)dT

(4.27)
[tx,tks1] araliginda, Lagrange interpolasyon polinomu kullanilarak, bu model igin

niimerik algoritma

il —
Sk+1 — Sk + Wj [S(Sk, ilk; izkirk' tk) e S(Sk—ll ilk_l; izk_l,rk_ll tk_l)]

[—S(s i, i,k tk)——S(sk 1 ket g k=1 k=1 tk—l)]

M( )
il =ik 4 Ilwz—a(;[ll(sk, ik ) — L(sR Y i B R )]

MC(Z) ﬁ11(5 i, ik T tk)—ﬁll(sk 1,ilk_l,izk_l,rk‘l,tk_l)]
l§+l_l§+11w( (5% i 2, 0) = (s, 4 )

MC(Z) 32h12(s NN AL tk)—ﬁlz(sk 1k izk_l,rk‘l,tk_l)]
PR ok y Ilw() 600, i 7 ) = R(s%71, %0 5 ret gy )]

[—R(s ViK% rk tk)——R(sk 1 kot g k=t k=1 tk—l)]

(4.28)

M (a)

seklinde elde edilir.

Sekil 4.13-4.16> da, ele alinan modelin farkli « degerleri i¢in niimerik

simiilasyonlar sunulmustur.
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Sekil 4.13. Caputo-Fabrizio tiirevli dikey bulag modeli sistemi i¢in simiilasyon

a1 T T T T T T T
a=0.95
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Sekil 4.14. Caputo-Fabrizio tiirevli dikey bulag modeli sistemi i¢in simiilasyon
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Sekil 4.15. Caputo-Fabrizio tiirevli dikey bulag modeli sistemi i¢in simiilasyon

60 = T T T T T T T
a=0.95
a=0.9
50 a=0.85
a=0.8
40 f ]
S0t :
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10+ ]
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Sekil 4.16. Caputo-Fabrizio tiirevli dikey bulas modeli sistemi i¢in simiilasyon
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4.3. iki hastahgin dikey bulasin temsil eden bir parcal diferansiyel denklem
Parcali diferansiyel denklem kavrami, Atangana ve Igret Araz (2023)’1n
caligmasinda ele alinmis ve bir olayin degisen siireclerini modellemede kullanilmistir.
Ornegin, meme kanseri olan bir kadinda kanser hiicrelerinin viicuda yayilmaya daha
yatkin oldugu durumlarda tedavi i¢in cerrahi islemden sonra, kemoterapinin yetersiz
oldugu durumda radyasyonun da kullanilabildigi bilinmektedir. Literatiirde sadece
kemoterapi ya da kemoterapi ve radyoterapi tedavisi goren bir hastadaki timor
degisimini inceleyen ¢alismalar bulunsa da, bu iki siireci belirli zaman araliklarinda tek
bir siire¢ olarak yasayan bir hastadaki tiimor degisimi parcali diferansiyel denklem
kullanilarak modellenebilmistir. Birinci siiregte kemoterapinin, ikinci siiregte ise
kemoterapinin yani1 sira radyoterapinin uygulandigi iki siireci modelleyen parcali
sistem, bu iki siirecin kanser hiicrelerindeki degisimini arastirmaya olanak saglamistir.
Boyle farkli siiregleri tek bir siire¢ olarak birlestiren bu kavrami kullanarak, salginin
basladig1 zamanda birinci dikey bulasin oldugu bir popiilasyonda bir siire sonra ikinci
dikey bulasin da goriilebildigi varsayimini modelleyen bir parcali diferansiyel denklem

ile ilgilenecegiz. S6z konusu model asagidaki sistem ile temsil edilir:

(ds Biiy ) s
dt (1 + i,/ N S = Dol 0T
di; Biix
1 _ Z s
\ dt (1+ )N S
dr ]
E - 61’1 — ur,
L 0<t<t,
(ds Piiy S . .
it =A- (1 e + ﬁzlz> + (¥ —p2)iz — ps —pily + 11,
d11 Biiq
) dt (1+11>N—(#+a1+5 p1)is,
di N —(p+az+y—piz,
dr
\ = = 6i, —(n+ wr, t; <t<T.
(4.29)
Karmagsiklig1 gidermek i¢in asagidaki notasyonlari sunalim:
hi = (S, ilﬂ iZ,T')
(4.30)

ve
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[A—('Bli1 )i— Us — p1i1+nrl

1+i;/N
H(t; h) = st )
A | B}I—(u+5ﬁ1 |
l Siy — ur
[ B1iy .\ S . . 1
A— (1 ) +,3212>N+ (y —p2)iz — us —pqig +1r
Piiy s
2 5 — i
Vit h) = T+ n WHatd-pli
B2izs

—(utay+y—piz,
0iy —(m+wr

N

(4.31)
alalim.

Pargali diferansiyel denklemlerin farkli versiyonlarda kullanilabilmesinden
dolay1 bu tezde bu kavramin bazi versiyonlarmi ele alacagiz (Atangana ve Igret Araz,
2023). Bu versiyonlardan bazilar1 ayr1 ayri incelenerek, sunulan durumlardan bazilart

icin ise grafiksel gosterimler simiile edilecektir.
1. durum: (Birinci Bulas - Birinci+ikinci dikey bulas):
0 <t <t, araliginda sadece birinci dikey bulasin, t; <t < T araliginda ise

birinci dikey ve ikinci dikey bulasin birlikte oldugu siireci temsil eden klasik tiireve

sahip model
dn, (Hith); 0=<t=t
dt Vit,v); t; <t<T
(4.32)
seklindedir. Yukarida verilen sistemi integrallersek,
t
hl(O) +J Hl'(S, hi)dS ; 0<t< ty
0
hi(t) = .
hi(tl) +f Vi(S, hi)dS ;U1 <t<T
ty
(4.33)

oldugu goriiliir. Yukaridaki denklem ¢t = t,, 1 noktasinda asagidaki gibi yazilir:
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( Tk+1

ni
no+ Y |

k=0 "tk
hi(tnhe1) =3
tk41

hi(t1) +

H;

(s,h)ds ;

Vi(S, hi)dS

0<t<t

\

k=n1+1

tk

Integralde yer alan H;(s,h;) ve Vi(s,v;)

polinomu ile yaklastirilir:

J

fonksiyonlar1 Lagrange interpolasyon

S — tk— S — tk
Hi(s,he) ~ ——H(tw hi(t)) = ————H(ti—1, hi(ti-1))
te — tk—1 tie — tk—1
(4.34)
ve
S — tk—l S — tk
Vi(s,h) =~ ———V(ti, hi(ti)) = ———V (ty_1, hi(tr-1)).
tie — tk—1 te = te—1
(4.35)
Yukaridaki yaklasimlar integral i¢ine yerlestirilirse ve diizenlenirse,
(( o A \
k_
| hi (O) + 2 H(tk, hi(tk)) # ds
=1 tx k k-1
nq
tet1 g — ty
—z H(tk—l' hi(tk—l)) ds; 0<t< tq
\ e~ tre kT -1
hin+1 — < S
( - tkt1 g — ¢
k-1
hi(t,) + V(e hi (i) Tds
k=n1+1 tk k k=1
< n
tet1 ¢ — ty
— z V(tk_l, hi(tk—l)) ?ds ;o 1St < T
W\ kdmpe1 te ko Tkl J
(4.36)
Burada h;(t,.1) = h/*"* ve h;(t,,) = h* seklindedir. Daha &nce
ftkﬂ S — ty_q 3At
ds =
tk tk - tk—l 2
ve
bt g —t At
J ds = —
btk tie 2
(4.37)

oldugunu biliyoruz. Bu hesaplamalar yukaridaki esitlikte yazilirsa
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nq \
At
hi(0) + 72[3Hi(tk' h{) = Hi(te-1, h{™)]
k=1
o<t<t

hin+1 = [

At~

hi(t) +— Z [3Vi(te, h*) — Vi(ti—r, hFY)]
k=n;+1

\ t, <t<T J

(4.38)

2. durum: (Birinci Bulas-Birinci + Ikinci dikey bulas):
0 <t <t; araliginda sadece birinci dikey bulasin, t; <t < T araliginda ise
birinci dikey ve ikinci dikey bulasin birlikte oldugu siireci temsil eden Caputo-Fabrizio

kesirli tiireve sahip model

Hl'(t,hi); OStStl
“oD&h; =
Vi(t,vi); t1 <t<T

(4.39)
seklindedir Yukarida verilen sistemi integrallersek,
( ‘ )
hl(0)+(1—a)Hl(t,hl)+af Hl'(S,hi)dS H OStStl
0
hi(t) = i .
lkhl-(tl) + (= a)Vi(t, hy) + af Vi(s,h)ds ; t, <t < TJ
ty
(4.40)
oldugu goriiliir. Yukaridaki denklem t = t,,,; noktasinda asagidaki gibi yazilir:
( (hi(0) + (1 = ) H;(tnsr, BM) )
ni
Ce+1 5 0 S t S tl
+a2f H;(s, h;)ds
k=0 "tk
R =< ) .
hi(t) + (1 - a)Hi(tn+1f h?ﬂ)
n
tk+1 e <t< T
+a f Vi(s,h)ds T~
\ k=n +1"tk J
(4.41)

Integralde yer alan H;(s,h;) ve Vi(s,v;) fonksiyonlar1 Lagrange interpolasyon

polinomu ile yaklastirilirsa
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(( h(0)+ (1= H(tney, AP )

JI + aTAtZBHi(tk, h) = Hy(tk-1, R*Y)]
\

j=0
0<st<t
hi = >

( hi(t) + (1 — )Vi(tnss, AT

A
{ +aTt z [3Vi(ti, h) = Vi(ti-1, h{ )]

]=n1+1
L\ L <t<T )

(4.42)
Burada A**? kestirici terimi Euler formiilii kullanilarak asagidaki sekilde hesaplanur:
R = W + AtH;(t,, A1)
ve
R = R + AtV (£, hD).
(4.43)
3. durum: (Birinci bulas- Birinci+Ikinci dikey bulas):
0 <t <t; araliginda sadece birinci dikey bulasin, t; <t < T araliginda ise
birinci dikey ve ikinci dikey bulasin birlikte oldugu siireci temsil eden Atangana-
Baleanu kesirli tiireve sahip model

APGDER; =
Viit,v); t;<t<T

(4.44)

seklindedir Yukarida verilen sistemi integrallersek,

t
m@+u—mm@m+ﬁ%fm@mm—wmw;OStgh
0
h;(t) =

t
hi(tl) + (1 - (I)Vi(t, hl) + Vi(S, hl)(t - S)a_ldS ;b <t<T

1

a
I(@)J,

(4.45)
oldugu goriiliir. Yukaridaki denklem ¢t = t,, 1 noktasinda asagidaki gibi yazilir:
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hi(0) + (1 — a)H;(tp41, A7)

tk+1
i )Zf Ho(s,h)(tras — )% 1ds : 0<t<t

At = ;
l .
( hi(t) + (1 — @) H;(tye1, A1)

i F(a) Z .[;tkﬂv (5, h)(tns1 —9)*Mds ; t; <t<T

J
(4.46)
Integralde yer alan H;(s,h;) ve Vi(s,v;) fonksiyonlar1 Lagrange interpolasyon

polinomu ile yaklastirilirsa

‘

.

a(At)“

F(a +2)

a(At)“

h;(0) + (1 — @)H;(ty4q, M)

S (n —k+ 1%y —k +2 +a)
ZH(tk' k)[ —(n, —k)“(n11k+2+2a)]

(ny

—k + 1)+t

0 ) g,

0<t<t
hln+1 — { \
hi(ty) + (1 - a)Vi(tnﬂ' hlm-l)

o iy [(u =k + Dy —k+ 2+ a)
Vl(tk' h; ) [_(nl —Kk)*n, —k+2+2a)

F(a+2) -k —k+1+a)

a(At)”*
Ta+2)

< k=7’l1+1

a(At)* _
Tat2) Vi(te-1, h ") [—(n

k=7’l1+1

(nl_k+1)a+1 ]
11—k —k+1+a)

tHL<t<T Y,
(4.47)
Burada fl?“ kestirici terimi Euler formiilii kullanilarak asagidaki sekilde hesaplanir:

(FA(t); Z Hi(ty, hX) [(nl(n k_+k;2a]

RMY = h? + (1 — @)H(t,, A1) +

(4.48)
ve
(1 RSN (n — ke + 1)
hi = hi + (1 (Z)Vi(tn, hi ) + F((Z) kznzl V(tk, k)[ (Tl _ k)a’
(4.49)
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4. durum: (Birinci bulas-Birinci+ikinci dikey bulas):

0 <t <t, araliginda sadece birinci dikey bulasin, t; <t < T araliginda ise
birinci dikey ve ikinci dikey bulasin birlikte oldugu siireci temsil eden Caputo kesirli
tiireve sahip model

H;(t,h)); 0<t<t

gDL{Ihi =
Vi(t,vi) ; 1St < T
(4.50)
seklindedir. Yukarida verilen sistemi integrallersek,
1 t
(h (0 +——| Hi(s,h)(t—5)*1ds ; 0<t<t )
| F( ) 1\ 1Y ) —= =4 I
h(®) = | }
Lh )+ —— V(s )t —)%2ds ;6 <t<T]|
@) ), "™ - )
(4.51)
oldugu goriiliir. Yukaridaki denklem t = t,,,; noktasinda asagidaki gibi yazilir:
( h;(0) \
th+1
2f Hi(s,h)(tps1 —8)% s ; 0<t<t
T@ te
h‘l{l+1 = ’.
hi(t1)
tr+1 L
Vi(s, hy)(t —s)*'d ; 81 St<T
F(a) z ft )ty =S 5 6SesT
(4.52)

Integralde yer alan H;(s,h;) ve Vi(s,v;) fonksiyonlar1 Lagrange interpolasyon

polinomu ile yaklastirilirsa
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(( h;(0) \
(At)* e Bk (n—k+1D%mny—k+2+a)
F(a+2)zH(tk' )[ —(n, —k)*(n, — k+2+2a)]
3
B < (ny — k + 1)a+1
F(a+ Z)ZH (tk 1 hi” 1)[ (n, — kl)“(nl —k+1+a)
\ 0<t<t
h?+1 — < \
( h;(t;)
(Ap)* [ —k+ D% —k+2+a)
MYCTS) L Viltio hif) [ —(ny —k)*(ny — k + 2 4 2a)
(A)* e (n, — k +1)*+t
" Ma+2) £ +1Vi(t"‘1' h) [—(n1 - kl)“(n1 —k+1+ a)]
L\ t;<t<T J
(4.53)

Daha genel olarak, Atangana ve ark. (2023) ¢alismasinda farkli araliklarda farkli
tirevlerin kullanilabildigi parcali diferansiyel denklemlerin tanimlandigini géz Oniine
alarak, simdi bu durumlarin varligin1 3 ayr1 durumda inceleyelim.

5. durum: (Birinci bulas-Birinci +ikinci dikey bulas):

0 <t <t; araliginda sadece birinci dikey bulasin,t; <t <T araliginda ise

birinci dikey ve ikinci dikey bulasin birlikte oldugu siireci temsil eden klasik tiireve ve

Caputo-Fabrizio kesirli tiireve sahip model

= H.(t, h; 0<t<t
L= Hth); 0stsh
EDfh =Vi(t,v); ty <t<T
(4.54)
seklindedir. Yukarida verilen sistemi integrallersek,
t
hl(O) +J Hl'(S, hi)dS ; 0<t< ty
0
hi(t) = .
hi(tl) + (1 - a)Vi(t, hl) + af Vi(S, hi)dS ;1 <t<T
t1
(4.55)

oldugu goriliir. Yukaridaki denklem t = t,,; noktasinda dikkate alinirsa ve integralde
yer alan H;(s, h;) ve V;(s,v;) fonksiyonlar1 Lagrange interpolasyon polinomu ile

yaklagtirilirsa
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h'n+1 — <
l

( At~ )
h;(0) + 72[3Hi(tk; h*) — Hy(ti—1, R
k=1

0<t<t
hi(t)) + (1 — a)Vi(tn+1' E?H)

n
A
{ +a7t z [3Vi(ti, ) = Vi(ti-1, )]

k=n1+1

L { L <t<T )

Burada kestirici terim asagidaki gibi elde edilir:

ny

A = B 4 (1 — @)Vi(t,, h) + ah Z Vi(te 5.

k=n1+1

6. durum: (Birinci bulas-Birinci +ikinci dikey bulas):

(4.56)

0 <t <t;, araliginda sadece birinci dikey bulasin, t; <t < T araliginda ise

birinci dikey ve ikinci dikey bulasin birlikte oldugu siireci temsil eden klasik tiireve ve

Atangana-Baleanu kesirli tiireve sahip model

dh:
d—tl:Hi(t,hi); OStStl

DR =Vi(tv); ty <t <T

seklindedir. Yukarida verilen sistemi integrallersek,

hi(t) =<

t
hl(0)+f Hl'(S,hi)dS ; OStStl
0

hi(t) + (1 — @) Hy(tnye, AF)

n
o tk+1
+— Z f Vl(s’ hi)(tn+1 - S)a_lds ; tl S t S T
(), 2 ¢
—n1+1

k

J

(4.57)

(4.58)

oldugu goriliir. Yukaridaki denklem t = t,,; noktasinda dikkate alinirsa ve integralde

yer alan H;(s, h;) ve V;(s,v;) fonksiyonlar1 Lagrange interpolasyon polinomu ile

yaklagtirilirsa
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( At~ )
h;(0) + ?Z[SHi(tk' hi) = Hi(te-1, R )]
k=0
( hi(t) + (1 — a)Vi(tpeq, AF)
Vi(tr, )
hin+1 — < k=nq+1 ’

n—k+1D%mny —k+2+a)
—(ny —k)*(n, —k+2+2a)

{
a(At)“ k-1
+m Vi(ti-1,hi™)
k=n1+1
y [ (n1 _ k + 1)a+1
-y —k)*(ny —k+1+a)
\ \ t,<t<T y
(4.59)
Euler metodu kullanilarak, kestirici terim
n
- (At)« (ny —k+1)*
n+l _ 1,0 _ ; n i N !

hi™ =h; + (1 — a)H;(t,, A1) + (a) kz_OHl(tk. h; ) [ —(ny — k) ]

(4.60)
ve
B < ( )
~ t n,—k+1)%
B = b+ (= Vil W) + s ) Vil |
k=n,+1

(4.61)

formiilii ile hesaplanir.
7. durum: (Birinci bulas-Birinci +ikinci dikey bulas):

0 <t <t; arahginda sadece birinci dikey bulasin, t; <t < T araliginda ise
birinci dikey ve ikinci dikey bulasin birlikte oldugu siireci temsil eden klasik tiireve ve

Caputo kesirli tiireve sahip model

dh;
E:Hi(t,hi); OStStl

EDER; =Vi(t,v); 4 <t<T
(4.62)

seklindedir. Yukarida verilen sistemi integrallersek,
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hi(t) =4

1 L tr+1 L
hi t1) +=——= Z f Vi S, h'i t —s5)* ds ;
Wiy 2, |, =9

Tk+1 )

n
hl(0)+2f Hl-(S,hi)dS H OStStl
t

k=0""k

=n1+1 k
tl <t<T J

(4.63)

oldugu goriliir. Yukaridaki denklem t = t,,; noktasinda dikkate alinirsa ve integralde

yer alan H;(s, h;) ve V;(s,v;) fonksiyonlar1 Lagrange interpolasyon polinomu ile

yaklastirilirsa
.

h"n+1 — <
2

4.3.1. Uygulamalar

nq
At )
Bi(0) + 5 " [38Hy (6, h) = Hitia, 1))
k=1

0<t<t

(Ap)* X
fary 2 "Ehd)
k=n1+1

[(nl—k+1)“(n1—k+2+a)
—(n, —k)*(n; —k+ 2+ 2a)

(
hi(t;) +

~—

Vi(te—1, h)

X[ (nl_k+1)a+1
—(n,—Kk)*n;y—k+1+a)
\ t1<t<T J

(4.64)

Onceki baslikta parcali diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in 7 farkli

durumdan bahsettik. Bu durumlardan 5. 6. ve 7. durum i¢in niimerik simiilasyonlar

verecegiz.

Ornek 4.3.1. Asagidaki pargal: tiirevli dikey bulas modelini ele alalim:

rds B1Siy ]
E= TN — US — pyly +1r
di;  pisiy .
) G- n wton
dr )
Fri 6i, — ur,
\ 0<t<t,
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( Bl .\ S , ,
ABtEDgS(t) =A- (1 ) + 3212)N+ (¥ —p2)iz — ps —pqiy + 11,
. Bl \ S ,
0@ = (5~ Gt o+ 6= p0i

] Bosi .
DR = (o) = e+ an +y = )i,
\ AEDEr(®) = 8y — (n + W, t <t<T.

(4.65)
Niimerik simiilasyonlar i¢in goz Oniine alinan sistemin baslangi¢c kosullar1 asagidaki
gibidir:
s(1) =700,i;,(1) =2,i,(1) =0,r(1) =0,N = 700

(4.66)
ve parametreleri
A=2,6,=025,n=0.25, , =07,y =0.05,p, =0.26,
p, = 0.007,6 = 0.09,a; = 0.01; a, = 0.001, x = 0.009
(4.67)
seklindedir.
O
650
600
550
% 500
450
400 —a=1
«=0.95
350 a=0.9
a=0.85
a=0.8 ; ; ; :
0 5 10 15 20 25 30

Zaman

Sekil 4.17. s(t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon
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30

300 a={
a=0.95
«=0.9
a=0.85
50 a=0.8
200
=150 ¢
100
50
0 5 10 15 20 25
Zaman
Sekil 4.18. i, (t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon
30 a=1 ' '
a=0.95
«=0.9
25 ﬂ=0.85
a=0.8
20
N5 T
10
5 -
0 1 1 | e
0 5 10 15 20 25 30
Zaman
Sekil 4.19. i, (t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon
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—a=1

—=0.95
60 a=0.9

—a=0.85

a=0.8
50
40
30 r
2r
10
0 et | 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Zaman

Sekil 4.20. r(t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon

Ornek 4.3.2. Asagidaki parcali tiirevli dikey bulas modelini ele alalim:

(ds B1Siy X
E=A_ N — US — pil +1r
diy  Pisiy .
) -y wton
dr )
Fri 6i, — ur,
\ 0<t<t,
( Bl .\ S . .
t(iDtaS(t) =A—- (1 T +3212)N+ (y = p2)ip — us —pqiy + 11,
Bii1 \ S
copi 0 = (1) 5 - po
It fi,(t) 1+4/N (u+ag + P1)i1,

. Basi .
thtalz(t) = ( ZN 2) — W+ a; +y—priy,
L EDEr() = 8ip — (n + wr, t; <t <T.

(4.68)
Bu ornekte birinci aralikta sunulan diferansiyel denklemde klasik tiirev, ikinci
aralikta sunulan diferansiyel denklemde ise Caputo kesirli tiirev kullanilmigtir. Niimerik
simiilasyonlar i¢in goz Oniine alinan sistemin baglangic kosullar1 asagidaki gibidir:
s(1) =700,i;(1) =2,i,(1) =0,r(1) =0,N = 700
(4.69)

ve parametreleri
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A=2,8,=025,7=025, f, =0.7,y =0.05,p, = 0.26,
p, = 0.007,8 = 0.09,a, = 0.01; a, = 0.001, u = 0.009

seklindedir.

700

650

600

550

s(t)

500

450

400

350

300

250

200

- 150

100

50

T

a=1
a=0.95
a=0.9
«=0.85
a=0.8

15

Zaman

Sekil 4.21. s(t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon

a=1
a=0.95
a=0.9
a=0.85
a=0.8

15
Zaman

Sekil 4.22. i, (t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon

(4.70)
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Sekil 4.23. i, (t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon
a=1
a=0.95
60 a=0.9
«=0.85
a=0.8
50
40 +
30 r
20
10 |
0 1 1 1 1
0 5 10 15 20

25 30
Zaman

Sekil 4.24. r(t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon

Ornek 4.3.3. Asagidaki pargali tiirevli dikey bulas modelini ele alalim:
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rds B1Siy ]
o AT Ty Tt
X dt N

—(u+98)i,

B1ix
14+i;
B1ix )

141,

.

s
CtIiDgS(t) =A—( +ﬁziz>ﬁ+(y—pz)i2— Us — p1iy + 1,

s
~—(u+a;+8—pi,

LD (0 = () <

(B .
LD = (B2) = (et +7 = p2)ia,
L ¥DEr@) = 6iy — (n + 0, t; <t<T.

(4.71)
Niimerik simiilasyonlar i¢in g6z Oniine alinan sistemin baslangi¢ kosullar1 asagidaki
gibidir:
s(1) =700,i;(1) =2,i,(1) =0,7(1) =0,N =700

(4.72)
ve parametreleri
A=2,8,=025,1=0.25, 8, =0.7,y =0.05,p, = 0.26,
p, = 0.007,6 = 0.09,a; =0.01; a, = 0.001, u = 0.009
(4.73)
seklindedir.
700 [—
650
600
550
;:? 500
450
400 [———
- a=0.95
350 =09
— a=0.85
= =0.8
0 5

Zaman

Sekil 4.25. s(t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon
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100
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Sekil 4.26. i, (t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon
30 a=1 ‘ '
a=0.95
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Sekil 4.27. i, (t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon
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Sekil 4.28. r(t) fonksiyonu i¢in niimerik simiilasyon
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5. SONUC VE ONERILER

Gergek diinya problemleri arasinda 6nemli yer tutan bulagici hastaliklarin tiim
diinyayr olumsuz sekilde etkiledigini biliyoruz. Hastaliklarin seyrinin zamanla
zayifladig algisi var olsa da bagka salginlar ile ylizlesme durumu agisindan hastaliklari
anlamak ve analiz etmek Onemlidir. Bu yiizden, birgok arastirmaci salgmn ile ilgili
matematiksel modeller gelistirmeye odaklanmistir. Bunun yani sira Leibniz’in
L’Hopital’e sordugu bir soru baslayan kesirli analiz, Riesz, Riemann-Liouville,
Griinwald-Letnikov, Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana- Baleanu gibi bir¢ok kesirli
tirev ve integral tanimi ile genislemistir. Farkli ¢ekirdekler iceren bu tiirevier
(memory), solan ge¢mis(fading memory), caprazlama(crossover) gibi farkli siireglerin
gbzlenmesine olanak saglamistir.

Bu ylizden, bu tezde, kesirli diferansiyel denklemler ve onlarin ¢oziimleri ele
alinmis olup, bu denklemleri niimerik olarak ¢6zmek icin Lagrange polinomuna dayali
bir sayisal metot kullanmilmistir. Sonraki béliimde, Naji ve ark. (2016) tarafindan
tanitilan bir dikey bulag modeli, klasik ve kesirli tiirevler ile ele alarak, bu model i¢in
niimerik algoritma sunulmustur. Daha sonra bu dikey bulas modeli, birbiri ardinca
gerceklesebilen iki siireci birlikte ele almayr Oneren ve Atangana ve ark. (2023)
tarafindan tanitilan pargali diferansiyel denklemler kullanilarak yeniden ele alinmigtir.
Boylece, belirli bir zaman araliginda bir dikey bulagin diger zaman araliginda ise ikinci
bir dikey bulasin eklendigi bir siire¢ modellenmistir. Boyle bir sistem ile ilgili farkli
kaliplar ele alinmig ve pargali modelin farkli mertebeden kesirli tiirevleri igin niimerik

simiilasyonlar sunulmustur.
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